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В роботi розглядаються квадратично-гауссовi випадковi процеси. Знайдено умови, за яких
траєкторiї даних процесiв є рiвномiрно неперервними з iмовiрнiстю одиниця. Отримано також
оцiнку розподiлу модуля неперервностi. У частовому випадку вивчаються властивостi оцiнки
коварiацаiйної функцiї гауссового стацiонарного процесу.

Ключовi слова: Гауссовий процес, квадратично-гауссовий процес, корелограма, вибiркова не-
перервнiсть.

The study of the analytical properties of random processes and their functionals, without a doubt,
was and remains the relevant topic of the theory of random processes. The first result from which the
study of the local properties of random processes began is Kolmogorov’s theorem on sample continuity
with probability one. The classic result for Gaussian random processes is Dudley’s theorem. This paper is
devoted to the study of local properties of sample paths of random processes that can be represented as a
sum of squares of Gaussian random processes. Such processes are called square-Gaussian. We investigate
the sufficient conditions of sample continuity with probability 1 for square-Gaussian processes based on
the convergence of entropy Dudley type integrals. The estimation of the distribution of the continuity
module is studied for square-Gaussian random processes. It is considered in detail an example with
an estimator (correlogram) of the covariance function of a Gaussian stationary random process. The
conditions on continuity of correlogram’s trajectories with probability one are found and the distribution
of the continuity module is also estimated.

Key Words: Gaussian process, square-Gaussian process, correlogram, sample continuity.
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1 Вступ

Вивчення аналiтичних властивостей випадко-
вих процесiв та функцiоналiв вiд них, без сумнi-
ву, було i залишається актуальною задачею тео-
рiї випадкових процесiв. Першим результатом,
з якого почалося дослiдження локальних вла-
стивостей випадкових процесiв, є теорема Кол-
могорова про вибiркову неперервнiсть з ймовiр-
нiстю одиниця випадкових процесiв.

Теорема Колмогорова (див. [3] ) надає до-
статнi умови вибiркової неперервностi L2(Ω)-
випадкових процесiв. А саме, нехай X(t), t ∈
[0, T ], – сепарабельний випадковий процес. Тра-
єкторiї цього процесу з ймовiрнiстю одиниця
будуть неперервними, якщо iснують невiд’ємнi
монотонно неспаднi функцiї g(h), q(c, h), h > 0
такi, що

P{ρ(X(t+ h), X(t)) > Cg(h)} 6 q(C, h)

i

G =
∞∑
n=0

g(2−nT ) <∞,

Q(C) =

∞∑
n=1

2nq(C, 2−nT ) <∞.

Класичним результатом для гауссових ви-
падкових процесiв є теорема Дадлi [1], яка
стверджує, що траєкторiї гауссового процесу
X(t), t ∈ T, є майже напевно (рiвномiрно) не-
перервнi, якщо збiгається ентропiйний iнтеграл
Дадлi: ∫ ∞

0

√
lnNT(ε)dε <∞,

c⃝ I.В. Розора, 2020

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/4.1
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деNT(ε) – метрична масивнiсть множини T вiд-
носно псевдометрики

d(t, s) =
√

E|X(t)−X(s)|2.

(тобто мiнiмальна кiлькiсть куль радiуса ε, що
покривають множину T вiдносно псевдометри-
ки d(t, s)). В книзi [3] знайденi умови вибiрко-
вої рiвномiрної неперервностi випадкових про-
цесiв з K-приростами. Цi умови базуються на
збiжностi iнтегралу типу Дадлi, що пов’язано
з ентропiйними характеристиками випадкового
процесу. В роботах Ю. Козаченка та М. Ядрен-
ка отриманi такi умови для рiзних класiв ви-
падкових полiв.

Велика плеяда науковцiв дослiджували
властивостi розподiлiв супремумiв випадкових
процесiв, вивчали умови iснування моментiв та
експоненцiальних моментiв супремумiв проце-
сiв, знаходили оцiнки ймовiрностi великих вiд-
хилень P{sup

t∈T
|X(t)| > ε} i т.д. Цi та iншi ре-

зультати мiстяться в книгах М. Лiдбеттера, Г.
Лiндгрена i Х. Рутсена [5], М. Леду i М. Та-
лаграна [6], В. Булдигiна та Ю. Козаченка [3]
тощо.

Починаючи з середини минулого столiття
велика увага придiлялась дослiдженню локаль-
них властивостей гауссових процесiв, зокрема,
Ю. Бєляєв отримав умови вибiркової неперерв-
ностi гауссових стацiонарних процесiв та вiдому
“альтернативу Бєляєва” [?].

Фундаментальнi результати стосовно вла-
стивостей гауссових випадкових процесiв отри-
мали Р. Дадлi [1], М. Талагран, М. Леду тощо.

Дана робота присвячена дослiдженню ло-
кальних властивостей траєкторiй випадкових
процесiв, що можна зобразити як суму квадра-
тiв гауссових випадкових процесiв. Такi про-
цеси будемо називати квадратично-гауссовими.
Для них знаходяться достатнi умови вибiрко-
вої неперервностi з ймовiрнiстю 1, що грун-
туються на збiжностi ентропiйних iнтегралiв
типу Дадлi. У статтi також вивчається оцiн-
ка розподiлу модуля нперервностi квадратично-
гауссового випадкового процесу. Детально роз-
глядається приклад з оцiнкою коварiацiйної
функцiї гауссового стацiонарного випадкового
процесу.

2 Квадратично-Гауссовi випадковi про-
цеси

В даному роздiлi розглядаються означення та
деякi властивостi квадратично-гауссових ви-
падкових величин i процесiв.

Нехай (Ω, F, P ) — ймовiрнiсний простiр та
(T, ρ)— компактний метричний простiр з метри-
кою ρ.

Означення 2.1. Нехай Ξ = {ξt, t ∈ T} —
сiм’я сумiсно гауссiвських випадкових величин,
Eξt = 0 (наприклад, ξt, t ∈ T, є гауссiвським
випадковим процесом).

Простiр SGΞ(Ω) називається простором
квадратично-гауссових випадкових величин,
якщо кожен елемент η ∈ SGΞ(Ω) можна пред-
ставити у виглядi

η = ξ̄TAξ̄ − Eξ̄TAξ̄, (1)

де ξ̄T = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ξk ∈ Ξ, k = 1, . . . , n, A—
дiйснозначна матриця,

або η ∈ SGΞ(Ω) представляється як сере-
дньоквадратична границя послiдовностi випад-
кових величин з (1)

η = l.i.m.n→∞(ξ̄TnAξ̄n − Eξ̄TnAξ̄n).

Означення 2.2. Випадковий процес ξ(t) =
{ξ(t), t ∈ T} називається квадратично-
гауссовим, якщо для кожного t ∈ T випадкова
величина ξ(t) належить простору SGΞ(Ω).

Вiдомо також, що

• SGΞ(Ω) є банаховим простором з нормою
∥ζ∥ =

√
Eζ2;

• SGΞ(Ω) є пiдпростором простору Орлiча,
що породжується функцiєю

U(x) = exp |x| − 1;

• норма ∥ζ∥LU (Ω) на SGΞ(Ω) еквiвалентна
нормi

√
Eζ2.

Приклад 1. Розглянемо сiм’ю гауссiвських цен-
трованих випадкових процесiв

ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξn(t), t ∈ T. Нехай матриця
A(t) є симетричною. Тодi

X(t) = ξ̄T (t)A(t)ξ̄(t)− Eξ̄T (t)A(t)ξ̄(t),

де ξ̄T (t) = (ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξn(t)), є
квадратично-гауссовим випадковим процесом.
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Через N(u) позначимо мiнiмальну кiль-
кiсть замкнених куль радiуса u, що покривають
множину T з метрикою ρ.

Нехай ξ(t) = {ξ(t), t ∈ T}— квадратично-
гауссовий випадковий процес. Припустимо, що
iснує функцiя σ(h), h > 0, яка є монотонно зро-
стаючою, неперервною i σ(h) → 0 при h → 0, а
також

sup
ρ(t,s)6h

(Var(ξ(t)− ξ(s)))
1
2 6 σ(h).

Визначимо деякi сталi:

ε0 = inf
t∈T

sup
s∈T

ρ(t, s), t0 = σ(ε0),

γ0 = sup
t∈T

(Var ξ(t))1/2,

Позначимо C = max{t0, γ0}.
Припустимо, що iснує зростаюча функцiя

r(u) > 0, u > 1 така, що r(u) → ∞ при u → ∞;
функцiя r(exp{t}) є опуклою вниз та∫ t0

0
r(N(σ(−1)(u))du <∞.

У роботi Козаченка Ю. i Розори I. [4] зна-
йдено умови рiвномiрної вибiркової неперервно-
стi з iмовiрнiстю 1 для квадратичнно-гауссових
випадкових процесiв

Теорема 2.1. Якщо для сепарабельного
квадратично-гауссового процесу
ξ = {ξ(t), t ∈ B} виконуються умови попе-
редньої теореми, то вiн є вибiрково неперерв-
ним з iмовiрнiстю одиниця та для довiльних
p ∈ (0, 1), ε > 0 i x > 0

P

{
sup

ρ(t,s)<ε
|ξ(t)− ξ(s)| > x

}
6

6 2r(−1)

(
1

pσ(ε)

∫ σ(ε)

0
r
(
N(σ(−1)(u))

)
du

)
×

×

(
1 +

√
2xp(1− p)2

σ(ε)

) 1
2

exp

{
−xp(1− p)2√

2σ(ε)

}
.

(2)

Теорема 2.2. Нехай X(t) = {X(t), t ∈ T =
[a, b]} – сепарабельний квадратично-гауссовий

випадковий процес, для якого виконується умо-
ва

sup
|t−s|6h

(Var (X(t)−X(s)))
1
2 6 Kln

lnα
(
1
h + eα

) ,
де α > 1, стала Kln > 0. Тодi процес X(t) є
вибiрково неперервним з ймовiрнiстю одиниця
та для довiльних ε > 0 i x > 0 має мiсце така
оцiнка

P { sup
t,s∈[a,b]
|t−s|<ε

|X(t)−X(s)| > x} 6

6 2 (b− a)
α

p(α−1) ·
(
1

ε
+ eα

) α
p(α−1)

×

(
1 +

√
2xp(1− p)2 lnα

(
1
ε + eα

)
Kln

) 1
2

× exp

{
−
xp(1− p)2 lnα

(
1
ε + eα

)
√
2Kln

}
. (3)

Доведення. Результат теореми випливає з тео-
реми 2.1 при σ(u) = Kln

lnα( 1
h
+eα)

. Досить тiльки
оцiнити вираз

r(−1)

(
1

pσ(ε)

∫ σ(ε)

0
r
(
N
(
σ(−1)(ν)

))
dν

)
.

З умов теореми випливає, що

σ(−1)(u) =
(
exp{(Kln/u)

1/α}−eα
)−1

, 0 < u <
Kln

αα
.

Тодi

N(σ(−1)(u)) 6
(

b− a

2σ(−1)(u)
+ 1

)
=

=

(
b− a

2
(exp{(Kln/u)

1/α} − eα) + 1

)
6 (b− a) exp{(Kln/u)

1/α}.

Розглянемо тепер функцiю

r(u) = lnu, u > 1.

Легко перевiрити, що вона задовольняє умовам
теореми. А тому для u ∈ (0, σ(ε)) виконується
наступне твердження

r(N(σ(−1)(u))) 6 r
(
(b− a) · exp{(Kln/u)

1/α}
)

6 ln(b− a) + (Kln/u)
1/α

6
(Kln

u

)β/α(
ln(b− a)

(σ(ε)
Kln

)1/α
+ 1
)
. (4)
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Оскiльки обернена функцiя до r(u) дорiв-
нює r(−1)(u) = exp{x}, то, використовуючи
оцiнку (4) та значення t0 = Kln

lnα( 2
b−a

+eα)
, має-

мо

r(−1)

(
1

pσ(ε)

∫ σ(ε)

0
r
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du

)
=

= exp

{
1

pσ(ε)

∫ σ(ε)

0
r
(
N
(
σ(−1)(u)

))
du

}
6

= exp

{
α

p(α− 1)

(
ln(b− a) +

( Kln

σ(ε)

)1/α)}
=

= exp

{
α

p(α− 1)

(
ln(b− a) + ln

(
1

ε
+ eα

))}
=

= exp

{
α

p(α− 1)
ln
(
(b− a)

(
1

ε
+ eα

))}
=

= (b− a)
α

p(α−1) ·
(
1

ε
+ eα

) α
p(α−1)

. (5)

Нерiвнiсть (3) буде доведено, якщо в (2)
пiдставити значення функцiї σ(ε) = Kln

lnα( 1
h
+eα)

та оцiнку (5).
Якщо ε → 0, то з нерiвностi (3) випливає,

що P
{
sup|t−s|<ε |X(t)−X(s)| > x

}
→ 0, тобто

при ε→ 0

sup
|t−s|<ε

|X(t)−X(s)| P→ 0.

Отже, має мiсце вибiркова неперервнiсть за
ймовiрнiстю. А з монотонностi супремума ви-
пливає i збiжнiсть з ймовiрнiстю одиниця

sup
|t−s|<ε

|X(t)−X(s)| → 0 при ε→ 0 м.н..

Таким чином, випадковий процес X =
{X(t), t ∈ B} є вибiрково неперервним з ймо-
вiрнiстю одиниця.

У статтi [4] доведено таку лему.

Лема 1. Нехай ψ(u), u > 0 – така неперервна,
монотонно зростаюча функцiя, ψ(0) = 0, що
функцiя u

ψ(u) є неспадною при u > u0, де стала
u0 > 0. Тодi для всiх u > 0 та v > 0 виконує-
ться наступна нерiвнiсть∣∣∣∣sin uv

∣∣∣∣ 6 ψ(u+ u0)

ψ(v + u0)
. (6)

Приклад 2. Умови леми 1 виконуються у ви-
падку ψ(u) = lnα(u+1), α > 0, u0 = eα−1. Тодi
нерiвнiсть (6) записується у виглядi∣∣∣∣sin uv

∣∣∣∣ 6 lnα(eα + u)

lnα(eα + v)
, α > 0. (7)

Приклад 3. Нехай X = {X(t), t ∈ T}– дiй-
снозначний центрований стацiонарний гауссо-
вий випадковий процес з неперервною коварiа-
цiйною функцiєю B(h) = EX(t)X(t+ h), h ∈ R.
Однiєю iз задач статистики випадкових проце-
сiв є оцiнка або iдентифiкацiя функцiї B за спо-
стереженнями за однiєю траєкторiєю процесу
X. В якостi оцiнки часто розглядають корело-
граму (емпiричну коварiацiйну функцiю)

B̂N (h) =
1

N

∫ N

0
X(t)X(t+ h)dt, h > 0,

iнтеграл тут розумiємо як середньо-
квадратичний iнтеграл Рiмана.

Тодi випадковий процес

YN (h) = B̂N (h)− EB̂N (h), h ∈ [0, b],

є квадратично-гауссовим.
Нехай f = (f(λ), λ ∈ R) – спектраль-

на щiльнiсть випадкового процесу X(t), t ∈ T,
f ∈ L2(R). Припустимо, що

∫ ∞

−∞
lnα·i

(
|λ|
2

+ eα
)
f2(λ)dλ, i = 1, 2, α > 2.

В книзi [3](Лема 4.1, ст. 200) показано, що

E(YN (h1)− YN (h2))
2 6

6 8π

N

[∫ ∞

−∞
f2(λ) sin2

λ(h1 − h2)

2
dλ

]
+

+
8π||f ||2
N

[∫ ∞

−∞
f2(λ) sin2

λ(h1 − h2)

2
dλ

] 1
2

, (8)

де N > 0, h1, h2 > 0.

Для оцiнки E(YN (h1)− YN (h2))
2 з (8) вико-

ристаємо нерiвнiсть (7) для синусiв∣∣∣∣sin uv
∣∣∣∣ 6 lnα(eα + u)

lnα(eα + v)
, α > 0.
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Тодi маємо

E(YN (h1)−YN (h2))2 6
K2

ln

lnα
(

1
|h1−h2| + eα

) , α > 2,

де значення Kln дорiвнює

K2
ln =

23π

N

(∫ ∞

−∞
lnα
(
|λ|
2

+ eα
)
f2(λ)dλ+

+||f ||2

√∫ ∞

−∞
ln2α

(
|λ|
2

+ eα
)
f2(λ)dλ

)
.

Отже, для процесу YN (h), h ∈ [0, b], вико-
нуються умови теореми 2.2, а саме всi траєкто-
рiї процесу YN (h) є рiвномiрно неперервними на
[0, b] для будь-якого b > 0 та для розподiлу мо-
дуля неперервностi має мiсце така оцiнка

P { sup
t,s∈[0,b]
|t−s|<ε

|X(t)−X(s)| > x} 6

6 2b
α

p(α−2) ·
(
1

ε
+ eα

) α
p(α−2)

×

×

(
1 +

√
2xp(1− p)2 lnα/2

(
1
ε + eα

)
Kln

) 1
2

× exp

{
−
xp(1− p)2 lnα/2

(
1
ε + eα

)
√
2Kln

}
.

3 Висновки

В роботi розглядались квадратично-гауссовi ви-
падковi процеси. Знайдено достатнi умови рiв-
номiрної вибiркової неперервностi для них з
ймовiрнiстю одиницята отримано розподiл мо-
дуля неперервностi. Як приклад розглянуто
оцiнку коварiацiйної функцiї гауссового стацiо-
нарного випадкового процесу.
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