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Â äèñåðòàöiéíîìó äîñëiäæåííi ïåðåâàæíî ðîçãëÿäàþòüñÿ ñòîõàñòè÷íi äèôå-

ðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, êåðîâàíi çàãàëüíèìè ñòîõàñòè÷íèìè

ìiðàìè, òîáòî âèïàäêîâèìè ìiðàìè, âiä ÿêèõ, âçàãàëi êàæó÷è, âèìàãà¹òüñÿ ëèøå

Ã-àäèòèâíiñòü çà éìîâiðíiñòþ. Àëå ïðè äîâåäåííi äåÿêèõ òâåðäæåíü íà ñòîõàñòè-

÷íi ìiðè íàêëàäàþòüñÿ äîäàòêîâi îáìåæåííÿ, çîêðåìà îáìåæåíiñòü ïðè êîæíié

ôiêñîâàíié åëåìåíòàðíié ïîäi¨. Çà äîâiëüíîþ çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ ìî-

æëèâî îçíà÷èòè iíòåãðàë, äëÿ ÿêîãî áóäå âèêîíóâàòèñÿ àíàëîã òåîðåìè Ëåáåãà

ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Ïðè öüîìó äîâiëüíà âèìiðíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ áóäå

iíòåãðîâíîþ çà êîæíîþ âèïàäêîâîþ ìiðîþ.

Çíà÷íà ÷àñòèíà ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ äå-

ÿêîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, äëÿ ÿêîãî âèïàäêîâèé âïëèâ çàäàíî

ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ, âèçíà÷åíîþ íà áîðåëåâèõ ïiäìíîæèíàõ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Iíøèìè ñëîâàìè, ñòîõàñòè÷íà ìiðà âèçíà÷åíà íà áîðåëåâèõ

ïiäìíîæèíàõ äiéñíî¨ îñi. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê äåÿêî-

ãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ïðè÷îìó âèïàäêîâèé âïëèâ çàäàíî, âèêîðèñòîâóþ÷è

iíòåãðàë çà ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ. Çà ïðèïóùåííÿ, ùî íà êîæíîìó ïiâiíòåðâàëi

çíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íèõ ìið çáiãàþòüñÿ äî çíà÷åííÿ äåÿêî¨ ãðàíè÷íî¨ ìiðè çà éìî-

âiðíiñòþ, äîâåäåíà çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü, êåðîâàíèõ âiäïîâiäíèìè ìiðàìè.

Òàêîæ â äîñëiäæåííi äîâåäåíî òàê çâàíèé ïðèíöèï óñåðåäíåííÿ, òîáòî çái-

æíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, êåðîâàíèõ çàãàëüíèìè ñòîõàñòè÷íèìè

ìiðàìè, äî ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ.

Îêðåìó óâàãó áóëî ïðèäiëåíî äîñëiäæåííþ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü ïðè íåñêií÷åííîìó çðîñòàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨. Ïîêàçàíî, ùî çà äåÿêèõ óìîâ
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íà êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðà, ÿêi ñôîðìóëüîâàíi ó äèñåðòàöiéíîìó äîñëiäæåííi, ií-

òåãðàë çà ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî

íåñêií÷åííîñòi àáñîëþòíî òà ðiâíîìiðíî çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ. Âèêîðèñòîâóþ-

÷è äàíå òâåðäæåííÿ, äîâåäåíî, ùî äî íóëÿ ïðÿìó¹ i ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ.

Îêðiì ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ òà éîãî âëàñòèâîñòåé, â ðîáîòi òàêîæ áóëî ðîç-

ãëÿíóòî iíòåãðàë çà ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ ïî d-âèìiðíîìó áðóñó [0, 1]d. Ïðè öüîìó

ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ áóëè âëàñòèâîñòi íàâåäåíîãî iíòåãðàëà ÿê ôóíêöi¨ âiä ïà-

ðàìåòðà. Áóëà ïîáóäîâàíà ìîäèôiêàöiÿ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà, ÿêà ¹ îáìåæåíîþ

òà äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ÷åðåç ÷àñòêîâi ñóìè ðÿäó Õààðà. Äàíèé ðåçóëüòàò áóâ

âèêîðèñòàíèé äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåì ïðî íåïåðåðâíiñòü òà äèôåðåíöiéîâíiñòü òðà-

¹êòîðié iíòåãðàëà çà ïàðàìåòðîì. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi

äëÿ äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi òà äèôåðåíöiéîâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâ-

íÿíü.

Ó äàíîìó äîñëiäæåííi òàêîæ âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà çà ñòîõàñòè÷íîþ

ìiðîþ ïî ìíîæèíi
∏d

s=1[0, ys], äå y = (y1, . . . , yd) ∈ [0, 1]d. Âêàçàíèé iíòåãðàë áóâ

ðîçãëÿíóòèé ÿê âèïàäêîâà ôóíêöiÿ âiä ïàðàìåòðà y. Áóëè ñôîðìóëüîâàíi óìîâè

íåïåðåðâíîñòi òðà¹êòîðié iíòåãðàëà çà ïàðàìåòðîì.

Íàðåøòi, áóëà ïîñòàâëåíà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, êåðî-

âàíîãî çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ. Áóëî ñôîðìóëüîâàíî îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó

âêàçàíî¨ çàäà÷i, íàâåäåíî óìîâè éîãî iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi. Áóëè äîâåäåíi äîïî-

ìiæíi òâåðäæåííÿ ïðî íåïåðåðâíiñòü òðà¹êòîðié ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà çà Ãåëü-

äåðîì ïî ïðîñòîðîâié òà ÷àñîâié çìiííié. Ç ¨õ äîïîìîãîþ áóëà äîâåäåíà i íåïå-

ðåðâíiñòü òðà¹êòîðié ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ çà Ãåëüäåðîì. Äîñëiäæåííÿ çàêií÷ó¹òüñÿ

âèñíîâêàìè, â ÿêèõ êîðîòêî ïåðåëi÷åíî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè òà íàâåäåíî ìîæëèâi

íàïðÿìêè ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü.

Äèñåðòàöiéíå äîñëiäæåííÿ íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âíåñîê äî òåîði¨ ìiðè òà òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Òàêîæ

ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî ç ðîçâèòêîì òåîði¨ iíòåãðàëiâ çà çàãàëüíèìè ñòîõàñòè÷íèìè

ìiðàìè âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè îòðèìàþòü i ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñòîõàñòè÷íà ìiðà, ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ïàðàáîëi÷íå ðiâ-
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íÿííÿ, âèïàäêîâi ïðîöåñè, ôóíêöi¨ Õààðà, íåïåðåðâíiñòü çà Ãåëüäåðîì, ïðèíöèï

óñåðåäíåííÿ, ïðîñòîðè Á¹ñîâà, àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà.

Summary

Manikin B. I. Asymptotic properties of the solutions of equations which are driven

by general stochastic measures. � Manuscript.

Doctor's of Philosophy, specialty �112 � Statistics� � Taras Shevchenko National

University of Kyiv, Ministry of Education and Science of Ukraine, Kyiv, 2025.

Stochastic partial di�erential equations, which are driven by general stochastic

measures, are mainly considered in the thesis. A general stochastic measure is a

measure, from which only Ã-additivity in probability is required. However, we refer to

some additional assumptions on stochastic measures, e. g. their trajectories' boundedness,

in the formulation of several statements. We can de�ne the integral with respect to each

stochastic measure, and the analog of the Lebesgue dominated convergence theorem

holds for this integral. Every bounded measurable function is integrable with respect

to any stochastic measure.

A signi�cant part of the paper is devoted to studying the properties of the solutions

of stochastic parabolic equations, where the stochastic noise is set with a stochastic

measure, which is de�ned on Borelian subsets of the real line. The solution of the

equation is considered as a mild solution. In other words, it is the solution of the integral

equation, where stochastic noise is represented as an integral with respect to stochastic

measure. It was proved that, assuming that for each interval the corresponding values

of the stochastic measures converge to the value of the limit measure, the solutions of

the equations also converge to the solution of the equation driven by the limit measure.

The averaging principle, namely the convergence of the solutions of parabolic

equations to the solution of the so-called averaging equation, was proved as well.

The particular attention was paid to the studying of the asymptotic behavior of the

solution of a parabolic equation as the time variable goes to in�nity. It was proved that
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the integral with respect to a general stochastic measure tends to zero as time variable

tends to in�nity under some assumptions on the parabolic operator's coe�cients. The

mentioned statement was used to prove that the solutions of the equations also converge

to zero.

Besides the parabolic equation and its properties, the integral with respect to

general stochastic measure on d-dimensional bar was considered among other objects.

The properties of such integral were the subject of research. The version of the integral,

which is bounded and can be represented via Fourier-Haar sums, was constructed.

The previously mentioned result was applied to prove theorems about the continuity

and di�erentiability of the integral's paths. These theorems can be used to prove the

continuity and di�erentiability of stochastic equations' solutions.

The stochastic integral on the set of a kind
∏d

s=1[0, ys], where y = (y1, . . . , yd) ∈
[0, 1]d, also was studied in the thesis. This integral was considered as a function of y.

Its parameter continuity was proved under certain conditions.

Finally, the boundary-value problem for a stochastic heat equation was established.

The de�nition of a problem's solution was given, and the conditions of the solution's

existence and uniqueness were mentioned. Moreover, the auxiliary statements about

H�older continuity of the stochastic term in time and spatial variables were proved. The

H�older continuity of the solution of the equation was proved as well. The thesis ends

with a conclusion, where the results are brie�y summarized and directions for further

investigations are mentioned.

The thesis is of a theoretical nature. Its results contribute to the theory of the

measure and the theory of stochastic processes. As the theory of the integrals with

respect to a general stochastic measure develops, its applications will be likely found.

Keywords: stochastic measure, heat equation, parabolic equation, stochastic processes,

Haar functions, H�older regularity, averaging principle, Besov spaces, asymptotic behavi-

or.
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Ukraine.

4. XIXÌiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ÷óêà,

ïðèñâÿ÷åíà 125-ði÷÷þ ÊÏI iì. Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, 11�12 æîâòíÿ, 2023, Êè¨â,

Óêðà¨íà.

5. ÕÕII Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ½Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà-

2024�, 11 êâiòíÿ, 2024, Êè¨â, Óêðà¨íà.
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16�18, 2024, Kyiv, Ukraine.
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ÓÌÎÂÍI ÏÎÇÍÀ×ÅÍÍß

Â ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi ïîçíà÷åííÿ:

R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë,

Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë,

1A � iíäèêàòîð ìíîæèíè À,

(Ω,F , P ) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið,

B(X) � áîðåëåâà Ã-àëãåáðà ïiäìíîæèí X,

Àn
P→ À � ïîñëiäîâíiñòü Àn çáiãà¹òüñÿ äî À çà éìîâiðíiñòþ,

À = p limn→∞ Àn � âèïàäêîâà âåëè÷èíà À ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi Àn çà éìîâið-

íiñòþ,

L0(Ω,F , P ) � ïðîñòið êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç òîïîëîãi¹þ

çáiæíîñòi çà éìîâiðíiñòþ,

¼d � d-âèìiðíà ìiðà Ëåáåãà,

Ép,
∏n

i=1[ai,bi]
(f, r) � iíòåãðàëüíèé ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f â ìåòðèöi Lp,

É∏n
i=1[ai,bi]

(f, r) � ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f ,

Bα
p,p([0, 1]

d) � ïðîñòið Á¹ñîâà,

p(t, x; s, y) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ,

G(t, x; s, y) � ôóíêöiÿ Ãðiíà,

c
(d)
n1,...,nd(f) � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹-Õààðà,

S
(d)

2k
(f, x) � ÷àñòêîâi ñóìè ðÿäó Õààðà,

d
(a,b)
kn = a+ k2−n(b− a),

∆
(a,b)
kn = (d

(a,b)
(k−1)n, d

(a,b)
kn ].

×åðåç C áóäåìî ïîçíà÷àòè äîäàòíi ñòàëi, òî÷íå çíà÷åííÿ ÿêèõ íå ¹ ñóòò¹âèì.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ � ÿê çâè÷àéíi,

òàê i â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ � øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ïîáóäîâi ìàòåìàòè-

÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi îïèñóþòü ôiçè÷íi, áiîëîãi÷íi, åêîíîìi÷íi òà iíøi ïðîöåñè. Ïðè

öüîìó âèïàäêîâèé âïëèâ çàçâè÷àé îïèñó¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì iíòåãðàëîì. Øèðîêî

âèêîðèñòîâóþòüñÿ iíòåãðàëè çà îðòîãîíàëüíèìè ìiðàìè, çîêðåìà çà âiíåðiâñüêèì

ïðîöåñîì, iíòåãðàëè çà ìàðòèíãàëàìè, iíòåãðàëè çà ãàóñîâèìè âèïàäêîâèìè ìiðà-

ìè.

Â äàíîìó äèñåðòàöiéíîìó äîñëiäæåííi ðîçãëÿäàþòüñÿ ñòîõàñòè÷íi ðiâíÿííÿ

ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, äëÿ ÿêèõ âèïàäêîâèé âïëèâ çàäàíî iíòåãðàëîì ïî çàãàëüíié

ñòîõàñòè÷íié, àáî âèïàäêîâié, ìiði. Îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà çà çàãàëüíîþ ñòîõàñòè-

÷íîþ ìiðîþ âiä íåâèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨ , éîãî îñíîâíi âëàñòèâîñòi, à òàêîæ ïðèêëà-

äè ñòîõàñòè÷íèõ ìið áóäå íàâåäåíî äàëi. Ïðè öüîìó äåÿêi êëàñè÷íi ñòîõàñòè÷íi

iíòåãðàëè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê iíòåãðàëè çà çàãàëüíèìè âèïàäêîâèìè ìiðàìè.

Çàóâàæèìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó âiä çàãàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ìið òà iíòå-

ãðàëiâ ïî íèì íå âèìàãà¹òüñÿ ðåãóëÿðíiñòü, íàÿâíiñòü ìîìåíòiâ òîùî. Îñíîâíèì

íåäîëiêîì âèêîðèñòàííÿ iíòåãðàëà çà çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ ¹ âiäñóòíiñòü

ïðèéíÿòíîãî îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà âiä âèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨. Öå îçíà÷à¹, ùî ñòîõà-

ñòè÷íèé äîäàíîê ó ðiâíÿííÿõ íå çàëåæèòü âiä âèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨, ùî îáìåæó¹

çàñòîñóâàííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ òàêèì âëàñòèâîñòÿì ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü, ÿê iñíóâàííÿ, ¹äè-

íiñòü, íåïåðåðâíiñòü çà Ãåëüäåðîì, ïîâåäiíêà ïðè íåñêií÷åííîìó çðîñòàííi ÷àñîâî¨

çìiííî¨, çáiæíiñòü çà óìîâè çáiæíîñòi iíòåãðàòîðiâ. Øèðîêå êîëî ðîçãëÿíóòèõ ïè-

òàíü äà¹ ïiäñòàâè ñïîäiâàòèñÿ, ùî ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ¹ àêòóàëüíèìè.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ¹ âè-

â÷åííÿ âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëiâ çà çàãàëüíèìè ñòîõàñòè÷íèìè ìiðàìè òà ðiâíÿíü

ç íèìè, çîêðåìà àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé. Ñàìå äîñëiäæåííÿ ïîëÿãà¹ ó âèêî-
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íàííi íàñòóïíèõ çàâäàíü:

� âèçíà÷åííÿ óìîâ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çà óìîâè çái-

æíîñòi ñòîõàñòè÷íèõ ìið;

� âèçíà÷åííÿ óìîâ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äî ðîçâ'ÿçêó

óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ;

� âèçíà÷åííÿ óìîâ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äî íóëÿ ïðè

ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî íåñêií÷åííîñòi;

� äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà çà çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ,

ÿêùî ñòîõàñòè÷íà ìiðà âèçíà÷åíà íà áîðåëåâié Ã-àëãåáði ïiäìíîæèí [0, 1]d.

Ìåòà i çàâäàííÿ âiäïîâiäàþòü îá'¹êòó òà ïðåäìåòó äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòîì äî-

ñëiäæåííÿ ¹ iíòåãðàëè çà çàãàëüíèìè ñòîõàñòè÷íèìè ìiðàìè òà ðiâíÿííÿ ç íèìè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ íåïåðåðâíiñòü òà äèôåðåíöiéîâíiñòü òðà¹êòîðié ií-

òåãðàëiâ, ðiçíîìàíiòíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ éìîâiðíî-

ñòåé, òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà òåîði¨ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè, ÿêi âèêëàäåíî â

äèñåðòàöiéíîìó äîñëiäæåííi, ¹ íîâèìè. Ïîêàæåìî, â ÷îìó ïîëÿãà¹ âiäìiííiñòü

îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ âiä ïîïåðåäíiõ ðîáiò íà áëèçüêi òåìè.

� Â äîñëiäæåííi äîâåäåíî, ùî ïðè çáiæíîñòi çàãàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ìið ó

ïåâíîìó ñåíñi çáiãàþòüñÿ i âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü. Äî

òîãî â ðîáîòi [53] àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ áóëî äîâåäåíå äëÿ õâèëüîâîãî

ðiâíÿííÿ, à â ðîáîòi [47] � äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Íà âiäìiíó âiä

ïåðåëi÷åíèõ ðîáiò, ó ÿêèõ ñòîõàñòè÷íà ìiðà áóëà âèçíà÷åíà íà áîðåëåâié Ã-

àëãåáði ïiäìíîæèí âiäðiçêó [0, T ], â äàíîìó äîñëiäæåíi ñòîõàñòè÷íà ìiðà

âèçíà÷åíà íà ïiäìíîæèíàõ äiéñíî¨ îñi.

� Òàêîæ â äîñëiäæåííi îá ðóíòîâàíî ïðèíöèï óñåðåäíåííÿ äëÿ ïàðàáîëi-

÷íîãî ðiâíÿííÿ, êåðîâàíîãî çàãàëüíîþ âèïàäêîâîþ ìiðîþ. Iíøèìè ñëîâà-

ìè, íàâåäåíî óìîâè, çà ÿêèõ ðîçâ'ÿçêè ñòîõàñòè÷íèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü

çáiãàþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ. Âêàçàíi ðåçóëüòàòè ¹ óçà-
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ãàëüíåííÿìè ðåçóëüòàòiâ ñòàòåé [49] òà [50], ó ÿêèõ ðîçãëÿäàëèñÿ ðiâíÿííÿ

òåïëîïðîâiäíîñòi, êåðîâàíi çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ. Ïðè öüîìó âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ òi ñàìi ìåòîäè, ùî i ó âêàçàíèõ ñòàòòÿõ.

� Áóëî âèâ÷åíî ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïðè ïðÿìóâàííi

÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî íåñêií÷åííîñòi. Íà âiäìiíó âiä ðîáîòè [45] áóëî ðîçãëÿ-

íóòî âiäíîñíî øèðîêèé êëàñ ðiâíÿíü, õî÷à ðåçóëüòàòè, îäåðæàíi ó âêàçàíié

ñòàòòi, íå ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 5.1.1 äàíîãî äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.

� Áóëî ðîçãëÿíóòî âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà çà çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ,

ÿêùî ñòîõàñòè÷íà ìiðà âèçíà÷åíà íà áîðåëåâié Ã-àëãåáði ïiäìíîæèí [0, 1]d,

ñôîðìóëüîâàíî óìîâè, çà ÿêèõ iíòåãðàë áóäå íåïåðåðâíèì òà äèôåðåíöi-

éîâíèì çà ïàðàìåòðîì. Äëÿ âèïàäêó d = 1 ïîäiáíà çàäà÷à ðîçãëÿäàëàñÿ ó

[40, Section 4], ïðîòå áåç ôîðìóëþâàííÿ óìîâ äèôåðåíöiéîâíîñòi.

� Íàðåøòi, â äîñëiäæåííi äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó êðàéî-

âî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, êåðîâàíîãî çàãàëüíîþ ñòîõàñòè-

÷íîþ ìiðîþ, ïîêàçàíî íåïåðåðâíiñòü ðîçâ'ÿçêó çà Ãåëüäåðîì. Ïîäiáíà çà-

äà÷à áóëà ðîçãëÿíóòà ó [17], ïðîòå çà íàëåæíîñòi ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ Rd

òà âiäñóòíîñòi êðàéîâî¨ óìîâè. Ðåçóëüòàòè i äåÿêi ìåòîäè ç âêàçàíî¨ ñòàòòi

âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äàíîìó äîñëiäæåííi.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Òâåðäæåííÿ, íàâåäåíi ó äèñåðòàöiéíîìó äî-

ñëiäæåííi, íàëåæàòü çäîáóâà÷ó. Çà ðåçóëüòàòàìè äèñåðòàöi¨ áóëî çðîáëåíî ï'ÿòü

ïóáëiêàöié ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ: [52], [32], [31], [44] òà [30]. Ç íèõ äâi ðîáîòè � [52]

òà [44] � îïóáëiêîâàíi ó ñïiâàâòîðñòâi ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì, ïðîôåñîðîì Ðàä-

÷åíêîì Â. Ì. Ïðîôåñîðó Ðàä÷åíêó Â. Ì. íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i, çàãàëüíå

êåðiâíèöòâî ðîáîòîþ, ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñÿ òà

îáãîâîðþâàëèñÿ íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ, ïåðåëi÷åíèõ íèæ÷å.

1. ÕÕ Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ½Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà-

2022�, 14 êâiòíÿ, 2022, Êè¨â, Óêðà¨íà.

2. ÕÕI Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ½Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà-

2023�, 14 êâiòíÿ, 2023, Êè¨â, Óêðà¨íà.
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3. International Conference of Young Mathematicians, June 1�3, 2023, Kyiv,

Ukraine.

4. XIXÌiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ÷óêà,

ïðèñâÿ÷åíà 125-ði÷÷þ ÊÏI iì. Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî, 11�12 æîâòíÿ, 2023, Êè¨â,

Óêðà¨íà.

5. ÕÕII Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ½Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà-

2024�, 11 êâiòíÿ, 2024, Êè¨â, Óêðà¨íà.

6. XII Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, 9�11 òðàâ-

íÿ, 2024, Êè¨â, Óêðà¨íà.

7. Ukraine Mathematics Conference �At the End of the Year 2024�, December

16�18, 2024, Kyiv, Ukraine.

Ïóáëiêàöi¨. Çà ðåçóëüòàòàìè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî

� 5 ñòàòåé ó ïåðiîäè÷íèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ [52, 32, 31, 44, 30], ç íèõ ñòàò-

òÿ [52] îïóáëiêîâàíà ó âèäàííi, ÿêå iíäåêñó¹òüñÿ â íàóêîìåòðè÷íèõ áàçàõ

Scopus òà Web of Science i âõîäèòü äî êâàðòèëÿ Q3, à ñòàòòi [32, 31, 44, 30]

îïóáëiêîâàíi ó âèäàííi, ÿêå iíäåêñó¹òüñÿ â íàóêîìåòðè÷íèõ áàçàõ Scopus

òà Web of Science i âõîäèòü äî êâàðòèëÿ Q2.

� 7 òåç äîïîâiäåé íà êîíôåðåíöiÿõ [1, 2, 3, 4, 5, 6, 33].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi ñïèñêó ëiòåðàòó-

ðè, âñòóïó, îãëÿäó ëiòåðàòóðè, øåñòè ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâêiâ,

ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë (61 íàéìåíóâàííÿ) òà äîäàòêó, ÿêèé ìiñòèòü ñïèñîê

ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà âiäîìîñòi ïðî ïðåäñòàâëåííÿ ðåçóëü-

òàòiâ íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 127 ñòîðiíîê,

îñíîâíèé òåêñò ñêëàäà¹ 99 ñòîðiíîê.

Çìiñò ðîáîòè. Ó ïåðøîìó ðîçäiëi çðîáëåíî çàãàëüíèé îãëÿä ðîáiò íà òåìè,

ÿêi ¹ áëèçüêèìè äî òåìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ, ðîçãëÿíóòî ¨õ çâ'ÿçîê ç

âèñâiòëåíèìè ó äèñåðòàöi¨ ïèòàííÿìè.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi âêàçàíî âiäîìi òâåðäæåííÿ, ÿêi àêòèâíî âèêîðèñòîâóþ-

òüñÿ ó ïîäàëüøèõ ðîçäiëàõ. Çîêðåìà, â ïiäðîçäiëi 2.1 íàâåäåíî îçíà÷åííÿ çàãàëüíî¨

ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè. Äàíå ïîíÿòòÿ âiäiãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü ó ïîäàëüøèõ ìiðêóâà-
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ííÿõ. ßêùî µ � ñòîõàñòè÷íà ìiðà, âèçíà÷åíà íà Ã-àëãåáði ïiäìíîæèí X, òî äëÿ

äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ f : X → R ìîæíà âèçíà÷èòè ¨¨ iíòåãðàë çà

ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ
∫
X fdµ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äåÿêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ìið êëàñ

iíòåãðîâíèõ ôóíêöié ¹ áiëüø øèðîêèì. Ó âêàçàíîìó ïiäðîçäiëi òàêîæ ìiñòÿòüñÿ

iíøi íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ñòîõàñòè÷íèõ ìið òà iíòåãðàëiâ çà íèìè.

Ïiäðîçäië 2.2 ïðèñâÿ÷åíî ìåòîäó îöiíêè iíòåãðàëó çà ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ,

ÿêèé ïåðåâàæíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â äàíié ðîáîòi. Ïîêàçàíî, ùî çà óìîâè íåïå-

ðåðâíîñòi ôóíêöi¨ q(·, ·) çà äðóãèì àðãóìåíòîì iíòåãðàë ¸(z) =
∫
A q(z, s)dµ(s),

A ¢ [a, b], ìà¹ ìîäèôiêàöiþ ˜̧(z), ÿêà ìîæå áóòè îöiíåíà òàêèì ÷èíîì:

|˜̧(z)| ⩽ Cµ(É)
(
|q(z, a)|+ ∥q(z, ·)∥Bε

22([a,b])

)
.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 íàâåäåíî âiäîìîñòi ç òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèí-

íèõ ïîõiäíèõ. Ïðè öüîìó ââåäåíî îïåðàòîð

Lu(t, x) = a(t, x)
∂2u(t, x)

∂x2
+ b(t, x)

∂u(t, x)

∂x
+ c(t, x)u(t, x)− ∂u(t, x)

∂t
,

íàãàäàíî îçíà÷åííÿ òà íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ïà-

ðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ òà ôóíêöi¨ Ãðiíà, à ó ïiäðîçäiëi 2.4 íàãàäàíî îçíà÷åííÿ ôóí-

êöié Õààðà.

Â òðåòüîìó ðîçäiëi äîâîäèòüñÿ çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ ðîçâ'ÿçêiâ iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü

u(n)(t, x) =

∫

R

p(t, x− y; 0)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)f(s, y, u(n)(s, y)) dy

+

∫

R

dµ(n)(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y) ds

äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

u(t, x) =

∫

R

p(t, x− y; 0)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)f(s, y, u(s, y)) dy

+

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y) ds.

Òóò p(t, x; s) := p(t, x; s, 0) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Lu = 0, äå L
� ïàðàáîëi÷íèé îïåðàòîð, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî íå çàëåæàòü âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨,
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(t, x) ∈ [0, T ] × R, ñòîõàñòè÷íi ìiðè âèçíà÷åíi íà áîðåëåâié Ã-àëãåáði B = B(R),
ôóíêöiÿ u0 = u0(x, É) âèìiðíà, îáìåæåíà òà íåïåðåðâíà çà Ãåëüäåðîì ç ïîêà-

çíèêîì ´(u0) ⩾ 1/2 çà çìiííîþ x íà äiéñíié îñi, ôóíêöiÿ f = f(t, x, z) âèìiðíà,

îáìåæåíà, íåïåðåðâíà i, êðiì òîãî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çà çìiííèìè x òà

z, ôóíêöiÿ Ã = Ã(t, x) âèìiðíà, îáìåæåíà i, êðiì òîãî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäå-

ðà ç ïîêàçíèêîì ´(Ã) > 1/2 çà çìiííîþ x. Òàêîæ íàêëàäåíî óìîâè íà ïîñëiäîâ-

íiñòü ñòîõàñòè÷íèõ ìið {µ(n) : n ⩾ 1}: ââàæà¹òüñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî ïiâiíòåðâàëó

(x, y] ¢ R ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü µ(n)((x, y])
P→ µ((x, y]), n → ∞, íàáið âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí {µ(n)(A), A ∈ B, n ⩾ 1} îáìåæåíèé çà éìîâiðíiñòþ i äëÿ ³ > 0 ìà¹ ìiñöå

çáiæíiñòü supA¢{|y|>c},n⩾1 P[|µ(n)(A)| > ³] → 0, c→ ∞.

ßêùî íàâåäåíi âèùå ïðèïóùåííÿ ñïðàâäæóþòüñÿ, òî äëÿ äåÿêèõ ìîäèôiêàöié

âèïàäêîâèõ ôóíêöié u òà u(n) ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü

sup
t∈[0,T ],x∈R

|u(n)(t, x)− u(t, x)| P→ 0, n→ ∞.

Âêàçàíå òâåðäæåííÿ i ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äîâîäèòüñÿ çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

uε(t, x) =

∫

R

p(t, x− y; 0)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)f(s/ε, y, uε(s, y)) dy

+

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s/ε, y) ds,

äå (t, x) ∈ [0, T ]× R, äî ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ

ū(t, x) =

∫

R

p(t, x− y; 0)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)f̄(y, ū(s, y)) dy

+

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã̄(y) ds

ïðè ïðÿìóâàííi ε äî íóëÿ. Òóò ôóíêöi¨ f̄ òà Ã̄ âèçíà÷àþòüñÿ çi ñïiââiäíîøåíü

f̄(x, z) = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

f(s, x, z) ds, Ã̄(x) = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

Ã(s, x) ds.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ u0 = u0(x, É) âèìiðíà, îáìåæåíà òà íåïåðåðâíà çà Ãåëü-

äåðîì ç ïîêàçíèêîì ´(u0) ⩾ 1/2 çà çìiííîþ x íà äiéñíié îñi, ôóíêöiÿ f = f(t, x, z)
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âèìiðíà, îáìåæåíà, íåïåðåðâíà i, êðiì òîãî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi Ëiïøèöÿ çà çìií-

íèìè x òà z, ôóíêöiÿ Ã = Ã(t, x) âèìiðíà, îáìåæåíà i, êðiì òîãî, çàäîâîëüíÿ¹

óìîâi Ãåëüäåðà ç ïîêàçíèêîì ´(Ã) > 1/2 çà çìiííîþ x. Òàêîæ áóäåìî âèìà-

ãàòè îáìåæåíiñòü ôóíêöié Gf(r, x, z) =
∫ r

0 (f(s, x, z) − f̄(x, z))ds òà Gσ(r, x) =
∫ r

0 (Ã(s, x) − Ã̄(x)) ds, à òàêîæ iíòåãðîâíiñòü ôóíêöi¨ |y|τ(µ) çà ìiðîþ µ ïðè äå-

ÿêîìó Ä(µ) > 1/2. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïðè öüîìó äëÿ êîæíîãî µ1, ÿêå íàëåæèòü

iíòåðâàëó (0,min{1/5, 1/2(1− 1/(2´(Ã)))}), ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

sup
ε>0,t∈[0,T ],x∈R

ε−γ1|uε(t, x)− ū(t, x)| < +∞ ì.í.

Âêàçàíèé ðåçóëüòàò ¹ îñíîâíèì ó äàíîìó ðîçäiëi.

Â ï'ÿòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

u(t, x) =

∫

R

p(t, x− y; 0)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)f(s, y, u(s, y)) dy

+

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y) ds

ïðè (t, x) ∈ [0,+∞) × R òà éîãî ïîâåäiíêà ïðè t → ∞. Ââàæà¹òüñÿ, ùî p(t, x; s)

� ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Lu = 0, äå L � ïàðàáîëi÷íèé îïåðàòîð,

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî íå çàëåæàòü âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨, ïðè÷îìó êîåôiöi¹íò c(t)

íå ïåðåâèùó¹ äåÿêó âiä'¹ìíó ñòàëó. Ôóíêöiÿ f = f(t, x, z) âèìiðíà, îáìåæåíà,

íåïåðåðâíà i, êðiì òîãî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi Ëiïøèöÿ çà çìiííèìè x òà z, à ôóíêöiÿ

u0 = u0(x, É) âèìiðíà, îáìåæåíà òà íåïåðåðâíà çà Ãåëüäåðîì ç ïîêàçíèêîì ´(u0) ⩾

1/2 çà çìiííîþ x íà äiéñíié îñi. Ôóíêöiÿ Ã = Ã(t, x) âèìiðíà, îáìåæåíà ñòàëîþ

Cσ(t), ÿêà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè íåñêií÷åííîìó çðîñòàííi t i, êðiì òîãî, çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó Ãåëüäåðà çà çìiííîþ x ç ïîêàçíèêîì ´(Ã) > 1/2 òà ñòàëîþ Lσ(t), ÿêà ïðÿìó¹

äî íóëÿ ïðè íåñêií÷åííîìó çðîñòàííi t. Òîäi äëÿ äåÿêî¨ ìîäèôiêàöi¨ ðîçâ'ÿçêó

u(t, x) ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü

sup
x∈R

|u(t, x)| → 0, t→ ∞

äëÿ êîæíîãî É ∈ Ω. Äëÿ äîâåäåííÿ âêàçàíîãî ðåçóëüòàòó, ÿêèé ¹ îñíîâíèì ó

ðîçäiëi, âèêîðèñòîâóþòüñÿ ëåìà ïðî çáiæíiñòü iíòåãðàëà
∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y)ds
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òà ëåìà, ÿêà îïèñó¹ ïîâåäiíêó p(t, x; s) ïðè âåëèêèõ t.

Â øîñòîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ äåÿêi iíòåãðàëè çà çàãàëüíîþ ñòîõàñòè-

÷íîþ ìiðîþ ïî áàãàòîâèìiðíèì îáëàñòÿì ÿê ôóíêöi¨ âiä ïàðàìåòðà. Çîêðåìà, ó

ïiäðîçäiëi 6.1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë âèãëÿäó

¸(z) =

∫

[0,1]d
q(z, x) dµ(x), z ∈ Z,

äå (z, x) ∈ Z × [0, 1]d, äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi éîãî òðà¹êòîðié. Ìà¹ ìiñöå

òàêà ëåìà: ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ q(z, x) ¹ l ðàçiâ äèôåðåíöiéîâíîþ çà çìiííîþ

x, l-òi ïîõiäíi ¹ íåïåðåðâíèìè çà Ãåëüäåðîì ç äåÿêèì ïîêàçíèêîì ³, âñi ïîõiäíi

òà ñòàëi Ãåëüäåðà äëÿ l-òèõ ïîõiäíèõ ðiâíîìiðíî îáìåæåíi äåÿêîþ ñòàëîþ Cq òà

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü l+³ > d/2. Òîäi iñíó¹ ìîäèôiêàöiÿ ˜̧(z) âèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨

¸(z), ÿêó ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ñóìó àáñîëþòíî òà ðiâíîìiðíî çáiæíîãî ðÿäó

˜̧(z) =

∫

[0,1]d
S
(d)
1 (q, x) dµ(x) +

∞∑

k=1

∫

[0,1]d
(S

(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x)) dµ(x),

ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi |˜̧(z)| ⩽ CqC
(d)
µ (É). Âêàçàíå òâåðäæåííÿ âèêîðèñòîâó-

¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåì. Çîêðåìà, ÿêùî äîäàòêîâî âèìàãàòè íåïåðåðâíiñòü

ôóíêöi¨ q(z, x) çà çìiííîþ z ïðè äîâiëüíîìó ôiêñîâàíîìó x, òî ˜̧(z) òàêîæ áóäå

íåïåðåðâíîþ çà z. ßêùî æ ââàæàòè, ùî Z = [a, b] i äëÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ q ïî z

âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè, òî ˜̧(z) ìà¹ îáìåæåíó ïîõiäíó ïî çìiííié z, ïðè÷îìó

d˜̧(z)

dz
=

∫

[0,1]d

∂q(z, x)

∂z
dµ(x).

Ó ïiäðîçäiëi 6.2 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë

À(y) =

∫
∏d

s=1[0,ys]

q(x) dµ(x),

äå äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ q(x) íåïåðåðâíà íà [0, 1]d, y = (y1, . . . , yd) ∈ [0, 1]d.

Áóäåìî íàêëàäàòè òàêi äîäàòêîâi óìîâè íà ñòîõàñòè÷íó ìiðó µ: ââàæàòèìåìî,

ùî âèïàäêîâà ôóíêöiÿ µ(x) = µ(
∏d

i=1[0, xi]) ìà¹ íåïåðåðâíi òðà¹êòîði¨, à ðÿä
∑∞

k=1 k
d−2É[0,1]d(µ, 2

−k) çáiãà¹òüñÿ ì. í. Òîäi, ÿêùî äîäàòêîâî ââàæàòè, ùî q(x) íå-

ïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà d ðàçiâ íà [0, 1]d, òî iñíó¹ ìîäèôiêàöiÿ À̃ ôóíêöi¨ À, ÿêà

áóäå íåïåðåðâíîþ íà [0, 1]d.
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Ñüîìèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i




du(t, x) = a2∆xu(t, x)dt+ f(t, x, u(t, x))dx+ Ã(t, x)dµ(t) , (t, x) ∈ DT ,

u(t, x) = 0, (t, x) ∈ ST ,

u(0, x) = u0(x), x ∈ B .

Òóò B � îáìåæåíà îáëàñòü ó Rd, DT = (0, T ]×B, ST = (0, T ]×∂B, ∆x � îïåðàòîð

Ëàïëàñà

∆xg(x) =
d∑

i=1

∂2g(x)

∂x2i
.

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i ÿê ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

u(t, x) =

∫

B

G(t, x; 0, y)u0(y)dy +

∫ t

0

ds

∫

B

G(t, x; s, y)f(s, y, u(s, y))dy

+

∫

(0,t]

dµ(s)

∫

B

G(t, x; s, y)Ã(s, y)dy. (1)

Òóò G(t, x; s, y) � ôóíêöiÿ Ãðiíà êðàéîâî¨ çàäà÷i





Lu = 0, (t, x) ∈ DT ,

u(t, x) = 0, (t, x) ∈ ST ,

u(0, x) = u0(x), x ∈ B,

äå Lu = a2∆xu − ∂u
∂t . Áóäåìî òàêîæ ââàæàòè, ùî u0 = u0(x, É) ¹ îáìåæåíîþ i

íåïåðåðâíîþ ïðè äîâiëüíîìó ôiêñîâàíîìó É ∈ Ω, ôóíêöiÿ f = f(t, x, z) âèìiðíà,

îáìåæåíà, íåïåðåðâíà i, êðiì òîãî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi Ëiïøèöÿ çà çìiííîþ z òà

óìîâi Ãåëüäåðà çà çìiííîþ x, ôóíêöiÿ Ã = Ã(t, x) ¹ íåïåðåðâíîþ çà Ãåëüäåðîì çà

îáîìà çìiííèìè ç ïîêàçíèêîì Ãåëüäåðà, áiëüøèì çà 1/2. ßêùî, êðiì òîãî, âèìà-

ãàòè äîñòàòíþ ãëàäêiñòü ìåæi îáëàñòi B, ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) iñíó¹ i ¹ ¹äèíèì.

Çà óìîâè òîãî, ùî ñòîõàñòè÷íà ìiðà µ ìà¹ îáìåæåíi òðà¹êòîði¨, ðîçâ'ÿçîê áóäå

íåïåðåðâíèì çà Ãåëüäåðîì íà [¶, T ] × B̄′ çà çìiííîþ x, à ÿêùî äîäàòêîâî ïðèïó-

ñòèòè íåïåðåðâíiñòü òðà¹êòîðié µ çà Ãåëüäåðîì, òî ðîçâ'ÿçîê áóäå íåïåðåðâíèì çà

Ãåëüäåðîì íà [¶, T ]× B̄′ i ïî çìiííié t. Ïðè öüîìó ¶ > 0, B′ ¢ B, d(∂B, B̄′) > 0.

Ó âèñíîâêàõ ïîâòîðåíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.
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Ðîçäië 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÇÀ ÒÅÌÎÞ ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

Ñòîõàñòè÷íi ìiðè òà iíòåãðàëè çà íèìè. Ñòîõàñòè÷íi ìiðè, àáî ôóíêöi¨

ìíîæèí çi çíà÷åííÿìè â L0(Ω,F , P ), äå (Ω,F , P ) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, ïðè-

âåðòàþòü óâàãó íàóêîâöiâ ç ñåðåäèíè ÕÕ ñòîði÷÷ÿ. Âîíè âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ïå-

ðåâàæíî äëÿ ïîáóäîâè iíòåãðàëiâ. Ñêií÷åííî àäèòèâíi ì. í. ôóíêöi¨ ìíîæèí, çíà-

÷åííÿìè ÿêèõ ¹ âèïàäêîâi âåëè÷èíè, áóëè ââåäåíi ó [7], òàì æå áóëè ðîçãëÿíóòi

iíòåãðàëè çà âêàçàíèìè ìiðàìè. Â ñòàòòÿõ [36, 37, 38] âêàçàíi ìiðè òà iíòåãðàëè

çà íèìè áóëè äîñëiäæåíi çà äîäàòêîâî¨ óìîâè íåçàëåæíîñòi ¨õ çíà÷åíü äëÿ íåïå-

ðåòèííèõ ìíîæèí. Îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi ³-ñòiéêèõ ìið òà iíòåãðàëiâ çà íèìè

âèêëàäåíî â ìîíîãðàôi¨ [55], à âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìið i âiäïîâiäíèõ iíòå-

ãðàëiâ � ó [21, 25].

Â äàíîìó äèñåðòàöiéíîìó äîñëiäæåííi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàãàëüíi ñòîõàñòè÷íi ìi-

ðè, òîáòî ñòîõàñòè÷íi ìiðè, âiä ÿêèõ âèìàãà¹òüñÿ Ã-àäèòèâíiñòü çà éìîâiðíiñòþ.

Êîíñòðóêöiÿ iíòåãðàëiâ çà âêàçàíèìè ìiðàìè íàâåäåíà ó [27]. Äëÿ ïîáóäîâè ií-

òåãðàëà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ ïðî îáìåæåíiñòü çà éìîâiðíiñòþ ìíîæèíè

çíà÷åíü ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè, ñôîðìóëüîâàíå i äîâåäåíå ó [29]. Ïðèêëàäè ñòîõàñòè-

÷íèõ ìið, ùî çàäîâîëüíÿþòü âêàçàíå îçíà÷åííÿ, íàâåäåíi ó [27, 43]. Ïðè öüîìó

äåÿêi âiäîìi ñòîõàñòè÷íi iíòåãðàëè âiä íåâèïàäêîâèõ ôóíêöié âèÿâëÿþòüñÿ ÷àñ-

òêîâèìè âèïàäêàìè iíòåãðàëiâ ïî çàãàëüíèì ñòîõàñòè÷íèì ìiðàì.

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, êåðîâàíi çàãàëüíèìè ñòîõàñòè÷íèìè ìi-

ðàìè. Ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, çîêðåìà ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïî-

õiäíèõ, ¹ ïîøèðåíèì çàñîáîì äîñëiäæåííÿ ñèñòåì, ÿêi ïiäïàäàþòü ïiä âèïàäêîâi

âïëèâè. Ïðè öüîìó âèïàäêîâèé âïëèâ ìîæå çàäàâàòèñÿ iíòåãðàëîì çà âiíåðiâñüêèì

ïðîöåñîì [61], ïðîöåñîì Ëåâi [35], äðîáîâèì áðîóíiâñüêèèì ðóõîì [34], ïðîöåñîì

Åðìiòà [57] òîùî.

Ó ñòàòòi [39] Â. Ì. Ðàä÷åíêîì áóëî ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi,
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êåðîâàíå çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ:




du(t, x) = a2 ∂
2u(t,x)
∂x2 dt+ f(t, x, u(t, x)) dt+ Ã(t, x) dµ(x), (t, x) ∈ (0, T ]× R,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R.

(1.1)

Ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî ñòîõàñòè÷íà ìiðà âèçíà÷åíà íà áîðåëåâèõ ïiäìíîæèíàõ

äiéñíî¨ îñi òà íå çàëåæèòü âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨ t òà ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ u. Â ñòàò-

òi áóëî äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó, íåïåðåðâíiñòü éîãî òðà¹êòîðié

çà Ãåëüäåðîì. Çãîäîì àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ áóëè äîâåäåíi äëÿ õâèëüîâîãî ðiâ-

íÿííÿ [9, 12, 15, 16], êàáåëüíîãî ðiâíÿííÿ [46], ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà [51]. Ðiâíÿííÿ

òåïëîïðîâiäíîñòi, êåðîâàíå çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ, ïðè ìiði, âèçíà÷åíié

íà ïiäìíîæèíàõ [0, T ], áóëî ðîçãëÿíóòî ó [41, 17].

Ç iíøîãî áîêó, ó ñòàòòi [11] ðiâíÿííÿ (1.1) áóëî ðîçãëÿíóòî ó áiëüø çàãàëüíié

ôîðìi:




Lu(t, x)dt+ f(t, x, u(t, x)) dt+ Ã(t, x) dµ(x) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,
(1.2)

äå ÷åðåç L ïîçíà÷à¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íèé îïåðàòîð

Lu(t, x) = a(t)
∂2u(t, x)

∂x2
+ b(t)

∂u(t, x)

∂x
+ c(t)u(t, x)− ∂u(t, x)

∂t
.

Íàâåäåíå ðiâíÿííÿ ñòàëî îá'¹êòîì ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ, ÿêå ïðîäîâæó¹òüñÿ

â òîìó ÷èñëi i äàíîþ ðîáîòîþ. Ïðè öüîìó çàóâàæèìî, ùî â ñòàòòi [59] ðîçãëÿ-

äà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ, êåðîâàíå òàê çâàíîþ Ã-ñêií÷åííîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ, ÿêå ¹

óçàãàëüíåííÿì (1.2).

Äëÿ ðiâíÿíü, êåðîâàíèõ çàãàëüíèìè ñòîõàñòè÷íèìè ìiðàìè, òàêîæ äîñëiäæó-

âàëàñü çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ïðè çáiæíîñòi âiäïîâiäíèõ ¨ì ñòîõàñòè÷íèõ

ìið. Çîêðåìà, äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi óìîâè çáiæíîñòi áóëè îòðèìàíi ó

[47]. Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ âèêëàäåíî ó [53]. Îòðèìàíi

ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü, çîêðåìà, îòðèìóâàòè íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ç âèêîðèñòà-

ííÿì ðÿäiâ Ôóð'¹.
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Íèçêà ðîáiò ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ñòîõàñòè÷íîãî ïðèíöèïó óñåðåäíåííÿ

äëÿ ðiâíÿíü, àíàëîãi÷íèõ íàâåäåíèì âèùå, òîáòî äîâåäåííþ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿíü äî ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ ó ïåâíîìó ñåíñi. Çîêðåìà, â ñòàòòi

[49] îá ðóíòîâàíî ïðèíöèï óñåðåäíåííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ (1.2) ïðè f ≡ 0, â òîé ÷àñ

ÿê ó ðîáîòi [50] àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ áóëî äîâåäåíå áåç äîäàòêîâî¨ óìîâè íà

ôóíêöiþ f . Äëÿ êàáåëüíîãî ðiâíÿííÿ ïðèíöèï óñåðåäíåííÿ áóâ äîâåäåíèé ó [8], à

äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ � ó [56]. Ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿ-

ííÿ, äëÿ ÿêîãî âèïàäêîâèé âïëèâ çàäàíî ñèìåòðè÷íèì iíòåãðàëîì çà çàãàëüíîþ

ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ, áóëî äîñëiäæåíî ç òî÷êè çîðó ïðèíöèïó óñåðåäíåííÿ ó [48].

Âiäíîñíî íåäîñëiäæåíèìè çàëèøàþòüñÿ âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü, êå-

ðîâàíèõ çàãàëüíèìè ñòîõàñòè÷íèìè ìiðàìè, ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñîâî¨ òà

ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Ó ñòàòòÿõ [14, 10, 13] áóëî äîâåäåíî ïðÿìóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿíü (1.1) òà (1.2) äî íóëÿ ïðè ïðÿìóâàííi àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè ïðîñòîðîâî¨

çìiííî¨ äî íåñêií÷åííîñòi. Ç iíøîãî áîêó, â ðîáîòi [45] áóëà äîâåäåíà çáiæíiñòü

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.1) äî íóëÿ ïðè ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî íåñêií÷åííî-

ñòi çà äîäàòêîâî¨ óìîâè f ≡ 0.
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Ðîçäië 2

ÄÎÏÎÌIÆÍI ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß

2.1. Ñòîõàñòè÷íi ìiðè

Ó äàíîìó äèñåðòàöiéíîìó äîñëiäæåííi áóäåìî ðîçóìiòè ïîíÿòòÿ çàãàëüíî¨ ñòî-

õàñòè÷íî¨ ìiðè i iíòåãðàëó çà ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ â òîìó æ ñåíñi, ÿê i ó ðîáîòàõ

[27] òà [43].

Íåõàé (Ω,F , P ) � ïîâíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið. Äëÿ äîâiëüíî¨ âèïàäêîâî¨ âå-

ëè÷èíè À : Ω → R ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

∥À∥ = sup{¶ : P (À > ¶) > ¶}.

Òåïåð ïîçíà÷èìî ÷åðåç L0(Ω,F , P ) ïðîñòið êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí ç ìåòðèêîþ Ä(À, ¸) = ∥À − ¸∥. Ïðè öüîìó çáiæíiñòü â L0 åêâiâàëåíòíà çái-

æíîñòi çà éìîâiðíiñòþ.

Íåõàé òåïåð X � äîâiëüíà ìíîæèíà, B � Ã-àëãåáðà ïiäìíîæèí X.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. ([43, De�nition 1.1]) Ã-àäèòèâíå çà éìîâiðíiñòþ âiäîáðàæå-

ííÿ µ : B → X íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ.

Íà ïðàêòèöi iíêîëè çðó÷íiøå ïåðåâiðÿòè òàêó ñóêóïíiñòü óìîâ:

µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B), ÿêùî A ∩ B = ∅, (2.1)

µ(An)
P→ 0, ÿêùî An ³ ∅. (2.2)

Íàäàëi áóäåìî îïóñêàòè ñëîâî ½çàãàëüíèé� òàì, äå òàêà äiÿ íå ïðèçâîäèòü äî íå-

ïîðîçóìiíü.

Íàâåäåìî êîíñòðóêöiþ iíòåãðàëà âiä äiéñíîçíà÷íî¨ B-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ f : X →
R çà ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ µ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f ïðîñòà:

f =
M∑

i=1

ai1Ai
, Ai ∈ B.
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Â òàêîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî

∫

X

fdµ =
M∑

i=1

aiµ(Ai).

Äëÿ òîãî, ùîá îçíà÷èòè iíòåãðàë ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, äëÿ ïðîñòî¨ âèìiðíî¨

ôóíêöi¨ f ââåäåìî ôóíêöiîíàë

Äµ(f) = sup
|ϕ|⩽1, ϕ− ïðîñòà

∥∥∥∥
∫

X

fφ dµ

∥∥∥∥ .

Îçíà÷åííÿ 2.1.2. ([27, De�nition 7.1.1]) Ôóíêöiÿ f : X → R iíòåãðîâíà çà

çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ µ, ÿêùî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ ôóíêöié

{fn : n ⩾ 1}, ùî
lim
n→∞

fn(x) = f(x) ∀x ∈ X

i

Äµ(fn − fm) → 0, n, m→ ∞.

Ïîçíà÷à¹òüñÿ f ∈ L(µ). Ïðè öüîìó
∫

X

fdµ = lim
n→∞

∫

X

fn dµ.

Íàâåäåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi îçíà÷åíîãî òàêèì ÷èíîì iíòåãðàëà.

Òâåðäæåííÿ 2.1.1. Íåõàé f, fn, g : X → R � äåÿêi B-âèìiðíi ôóíêöi¨, ³, ´ ∈
R, C > 0, µ � äîâiëüíà ñòîõàñòè÷íà ìiðà.

1. ([27, Proposition 7.1.1(i)]) ßêùî f, g ∈ L(µ), òî ³f + ´g ∈ L(µ), ïðè÷îìó
∫

X

(³f + ´g) dµ = ³

∫

X

fdµ+ ´

∫

X

g dµ.

2. ([27, Proposition 7.1.1(ii)]) ßêùî g ∈ L(µ) i |f(x)| ⩽ |g(x)| ∀x ∈ X, òî

f ∈ L(µ).

3. ([43, Lemma 1.6]) ßêùî |f(x)| ⩽ C ∀x ∈ X, òî f ∈ L(µ).

4. ([27, Proposition 7.1.1(iii)]) ßêùî fn, g ∈ L(µ), |fn(x)| ⩽ |g(x)| ∀x ∈
X, n ⩾ 1 òà limn→∞ fn(x) = f(x) ∀x ∈ X, òî f ∈ L(µ), ïðè÷îìó

lim
n→∞

∫

X

fn dµ =

∫

X

fdµ.



26

5. ([43, Lemma 1.7]) ßêùî |f(x)| ⩽ C ∀x ∈ X, òî

∥∥∥∥
∫

X

fdµ

∥∥∥∥ ⩽ 16 sup
A∈B

∥Cµ(A)∥.

Òàêîæ îçíà÷èìî ∫

A

fdµ =

∫

X

f1A dµ.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè ñòîõàñòè÷íèõ ìið.

Ïðèêëàä 2.1.1. Íåõàé µ � îðòîãîíàëüíà ìiðà çi ñòðóêòóðíîþ ôóíêöi¹þ m,

|m(A)| < ∞ ∀A ∈ B. Òàêà ôóíêöiÿ ìíîæèí ðîçãëÿäà¹òüñÿ, çîêðåìà, ó [21, Secti-

on 5.3]. Çà îçíà÷åííÿì (äèâ. [21, p. 193, b.]), µ � çàãàëüíà ñòîõàñòè÷íà ìiðà.

Çàóâàæèìî, ùî îðòîãîíàëüíîþ ìiðîþ áóäå, çîêðåìà, ôóíêöiÿ ìíîæèí µ(A) =
∫
[0,1]d 1A(t) dW (t), äå iíòåãðàë ðîçóìi¹òüñÿ ó ñåíñi Iòî (îçíà÷åííÿ i âëàñòèâîñòi ií-

òåãðëà äëÿ áàãàòîâèìiðíîãî âèïàäêó íàâåäåíi, çîêðåìà, ó [26]). Ïðè öüîìó ñòðó-

êòóðíà ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä µ(A) = d!¼d(A), äå ¼d ¹ d-âèìiðíîþ ìiðîþ Ëåáåãà.

Ïðèêëàä 2.1.2. Íåõàé µ � ³-ñòiéêà âèïàäêîâà ìiðà, âèçíà÷åíà íà Ã-àëãåáði

ìíîæèí (äèâ. [55, De�nition 3.3.1]) çi ñêií÷åííîþ ìiðîþ m(A). Òîäi µ áóäå Ã-

àäèòèâíîþ ì. í., à, îòæå, i ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ çà îçíà÷åííÿì.

Ïðèêëàä 2.1.3. Íåõàé ôóíêöiÿ ìíîæèí µ : B([0, 1]d) → L0 çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿì

µ(A) =

∫

Rd

1A(t) dZ
q
H(t),

äå Zq
H � ïðîöåñ Åðìiòà (äèâ. [18]), H = (H1, . . . , Hd), 1/2 < Hi < 1. Òîäi µ(A) ¹

êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ i çàäîâîëüíÿ¹ îçíà÷åííþ ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè. Äiéñíî, óìîâà

(2.1) âèïëèâà¹ ç ëiíiéíîñòi iíòåãðàëà, à óìîâà (2.2) � ç ïðåäñòàâëåííÿ µ ÷åðåç

iíòåãðàë çà âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì (ôîðìóëà (4.12) ó [57]) òà àíàëîãó òåîðåìè

Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü (ï.4 òâåðäæåííÿ 2.1.1). Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî

äðîáîâèé áðîóíiâñüêèé ðóõ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïðîöåñó Åðìiòà ïðè q = 1.

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî X ¢ R
d, B � áîðåëåâà Ã-àëãåáðà ïiäìíîæèí X.
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2.2. Îöiíþâàííÿ iíòåãðàëiâ çà ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ òà ïðîñòîðè

Á¹ñîâà

Íåõàé f ∈ Lp(
∏n

i=1[ai, bi]). Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi:

Ép,
∏n

i=1[ai,bi]
(f, r) = sup

|h|⩽r

(∫

Ih

|f(x+ h)− f(x)|p dx
)1/p

,

É∏n
i=1[ai,bi]

(f, r) = sup
x∈Ih,|h|⩽r

|f(x+ h)− f(x)|,

Ih = {x ∈
n∏

i=1

[ai, bi] : x+ h ∈
n∏

i=1

[ai, bi]},

äå h ∈ R
d. Òåïåð ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

∥f∥Bα
p,p([0,1]

d) = ∥f∥Lp([0,1]d) +

(∫ 1

0

(Ép,[0,1]d(f, r))
pr−αp−1 dr

)1/p

.

Òîäi êëàñ ôóíêöié

Bα
p,p([0, 1]

d) = {f ∈ Lp([0, 1]
d) : ∥f∥Bα

p,p([0,1]
d) < +∞}

ç íîðìîþ ∥ · ∥Bα
p,p([0,1]

d) áóäå ëiíiéíèì íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì, ÿêèé i áóäåìî íàçè-

âàòè ïðîñòîðîì Á¹ñîâà.

Âèùåíàâåäåíå îçíà÷åííÿ íåñêëàäíî ïîøèðèòè íà äîâiëüíèé áðóñ. Ñêàæiìî,

ÿêùî f ∈ Lp([a, b]), òî

∥f∥Bα
p,p([a,b])

= ∥f∥Lp([a,b]) +

(∫ b−a

0

(Ép,[a,b](f, r))
pr−αp−1 dr

)1/p

,

à

Bα
p,p([a, b]) = {f ∈ Lp([a, b]) : ∥f∥Bα

p,p([a,b])
< +∞}.

Íåõàé òåïåð X = [a, b], B � áîðåëåâà Ã-àëãåáðà ïiäìíîæèí X. Ðîçãëÿíåìî

iíòåãðàë âèãëÿäó

¸(z) =

∫

A

q(z, s) dµ(s), (2.3)

äå çìiííà z íàëåæèòü äåÿêié ïàðàìåòðè÷íié ìíîæèíi Z, à A ∈ B. Òàêîæ ââåäåìî
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ïîçíà÷åííÿ

d
(a,b)
kn = a+ k2−n(b− a), 0 ⩽ k ⩽ 2n, ∆

(a,b)
kn = (d

(a,b)
(k−1)n, d

(a,b)
kn ], 1 ⩽ k ⩽ 2n ,

qn(z, s) =
∑

1⩽k⩽2n

q
(
z, d

(a,b)
(k−1)n

)
1
∆

(a,b)
kn

(s).

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ñïðàâåäëèâà òàêà ëåìà:

Ëåìà 2.2.1. ([42, Lemma 3]) Íåõàé âñi òðàåêòîði¨ q(z, ·) ôóíêöi¨ q(z, s) : Z ×
[a, b] → R íåïåðåðâíi íà [a, b]. Òîäi âèïàäêîâèé ïðîöåñ ¸(z), çàäàíèé ñïiââiäíîøå-

ííÿì (2.3), ìà¹ ìîäèôiêàöiþ

˜̧(z) =
∫

A

q0(z, s) dµ(s)

+
∑

n⩾1

(∫

A

qn(z, s) dµ(s)−
∫

A

qn−1(z, s) dµ(s)
)

(2.4)

òàêó, ùî äëÿ âñiõ ´ > 0, É ∈ Ω, z ∈ Z

|˜̧(z)| ⩽ |q(z, a)µ(A)|+
∑

n⩾1

∑

1⩽k⩽2n

|q(z, d(a,b)(k−1)n)− q(z, d
(a,b)
(k′−1)(n−1))||µ(∆

(a,b)
kn ∩ A)|

⩽ |q(z, a)µ(A)|+
{∑

n⩾1

2nβ
∑

1⩽k⩽2n

|q(z, d(a,b)kn )− q(z, d
(a,b)
(k−1)n)|2

}1/2

×
{∑

n⩾1

2−nβ
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(a,b)
kn ∩ A)|2

}1/2

, (2.5)

äå ∆
(a,b)
kn ¢ ∆

(a,b)
k′(n−1).

Ñêîðèñòàâøèñü [24, Theorem 1.1], ìîæåìî ïåðåïèñàòè (2.5) ó âèãëÿäi

|˜̧(z)| ⩽ |q(z, a)µ(A)|+C∥q(z, ·)∥Bε
22([a,b])

{∑

n⩾1

2−nβ
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(a,b)
kn ∩A)|2

}1/2

, (2.6)

äå ε = (´ + 1)/2. Òàêîæ âèêîðèñòà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ:

Ëåìà 2.2.2. ([39, Lemma 3.1]) Íåõàé ϕl : R → R, l ⩾ 1 � âèìiðíi ôóíêöi¨,

ïðè÷îìó ϕ̃(x) =
∑∞

l=1 |ϕl(x)| iíòåãðîâíà çà µ ïî R. Tîäi

∞∑

l=1

(∫

R

ϕl dµ
)2
<∞ ì. í.



29

ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî, ùî

∑

n⩾1

2−nβ
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(a,b)
kn ∩ A)|2 < +∞ ì. í. (2.7)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ îöiíêè çâåðõó |˜̧(z)| íàì äîñèòü îöiíèòè ∥q(z, ·)∥Bε
22([a,b])

òà |q(z, a)|.

2.3. Ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ

Íàãàäà¹ìî äåÿêi âiäîìîñòi ç òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî-

õiäíèõ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ:




Lu = −f(t, x), (t, x) ∈ (0, T ]× R,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R.
(2.8)

Òóò L � ïàðàáîëi÷íèé îïåðàòîð:

Lu(t, x) = a(t, x)
∂2u(t, x)

∂x2
+ b(t, x)

∂u(t, x)

∂x
+ c(t, x)u(t, x)− ∂u(t, x)

∂t
. (2.9)

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

Óìîâà 2.3.1. Ôóíêöi¨ a, b, c íåïåðåðâíi òà îáìåæåíi íà [0, T ] × R. Êðiì òîãî,

âîíè çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì

|a(t, x1)− a(t, x2)| ⩽M |x1 − x2|λ, t ∈ [0, T ], x1, x2 ∈ R,

|b(t, x1)− b(t, x2)| ⩽M |x1 − x2|λ, t ∈ [0, T ], x1, x2 ∈ R,

|c(t, x1)− c(t, x2)| ⩽M |x1 − x2|λ, t ∈ [0, T ], x1, x2 ∈ R,

|a(t1, x)− a(t2, x)| ⩽M |t1 − t2|λ, t1, t2 ∈ [0, T ], x ∈ R,

a(t, x) ⩾ ¶, t ∈ [0, T ], x ∈ R

äëÿ äåÿêèõ ¼, ¶, M > 0.

Óìîâà 2.3.2. Ôóíêöiÿ u0 íåïåðåðâíà òà îáìåæåíà íà R.

Óìîâà 2.3.3. Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà òà îáìåæåíà íà [0, T ]×R. Êðiì òîãî, âîíà

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

|f(t, x1)− f(t, x2)| ⩽M |x1 − x2|λ, t ∈ [0, T ], x1, x2 ∈ R.
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ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 2.3.1�2.3.3, òî çãiäíî ç [23, Section 4, Theorem 2] iñíó¹

¹äèíèé îáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê (2.8), ÿêèé äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi

u(t, x) =

∫

R

p(t, x; 0, y)u0(y)dy +

∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x; s, y)f(s, y)dy.

×åðåç p(t, x; s, y) áóäåìî ïîçíà÷àòè ôóíäàìåòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Lu = 0

(äèâ. îçíà÷åííÿ â [23, p. 483]). [23, Section 4, Theorem 1] ñòâåðäæó¹, ùî çà óìîâè

2.3.1 ïðè x, y ∈ R, t ∈ [0, T ], s ∈ [0, t) ñïðàâåäëèâi òàêi îöiíêè:

|p(t, x; s, y)| ⩽ C(t− s)−1/2e−
κ(x−y)2

(t−s) , (2.10)
∣∣∣∣
∂p(t, x; s, y)

∂x

∣∣∣∣ ⩽ C(t− s)−1e−
κ(x−y)2

(t−s) , (2.11)

∣∣∣∣
∂2p(t, x; s, y)

∂x2

∣∣∣∣ ⩽ C(t− s)−3/2e−
κ|x−y|2

t−s , (2.12)
∣∣∣∣
∂p(t, x; s, y)

∂t

∣∣∣∣ ⩽ C(t− s)−3/2e−
κ|x−y|2

t−s , (2.13)

äå κ > 0.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó:




Lu = −f(t, x), (t, x) ∈ DT ,

u(t, x) = 0, (t, x) ∈ ST ,

u(0, x) = u0(x), x ∈ B.

(2.14)

Òóò B � îáìåæåíà îáëàñòü ó R
d, DT = (0, T ] × B, ST = (0, T ] × ∂B, îïåðàòîð L

çàäàíî ñïiââiäíîøåííÿì

Lu(t, x) =
d∑

i,j=1

aij(t, x)
∂2u(t, x)

∂xi∂xj
+

d∑

i=1

bi(t, x)
∂u(t, x)

∂xi
+ c(t, x)u(t, x)− ∂u(t, x)

∂t
.

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ, ñôîðìóëüîâàíå ó [23, p. 437].

Îçíà÷åííÿ 2.3.1. Ïîâåðõíÿ S̄ íàëåæèòü êëàñó Am+β (Am) â R
d (Rd+1), ÿêùî

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè P ïîâåðõíi S̄ iñíó¹ ñôåðà ç öåíòðîì â òî÷öi P òà ôóíêöiÿ Ç,

ùî íàëåæèòü êëàñó Cm+β (Cm) i äëÿ äåÿêîãî i ⩽ d çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

xi = Ç(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd) (xi = Ç(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd, t))

âñåðåäèíi ñôåðè.
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Áóäåìî íàêëàäàòè òàêi óìîâè:

Óìîâà 2.3.4. Ôóíêöi¨ aij, bi, c íåïåðåðâíi òà îáìåæåíi íà [0, T ]× B̄. Êðiì òîãî,

âîíè çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì

|aij(t, x1)− aij(t, x2)| ⩽M |x1 − x2|λ, t ∈ [0, T ], x1, x2 ∈ B̄,

|bi(t, x1)− bi(t, x2)| ⩽M |x1 − x2|λ, t ∈ [0, T ], x1, x2 ∈ B̄,

|c(t, x1)− c(t, x2)| ⩽M |x1 − x2|λ, t ∈ [0, T ], x1, x2 ∈ B̄,

|aij(t1, x)− aij(t2, x)| ⩽M |t1 − t2|λ, t1, t2 ∈ [0, T ], x ∈ B̄,

d∑

i,j=1

aij(t, x)¶i¶j ⩾ C|¶|2, t ∈ [0, T ], x ∈ B̄

äëÿ äåÿêèõ ¼, M > 0 i âñiõ ¶ = (¶1, . . . , ¶d) ∈ R
d.

Óìîâà 2.3.5. Ôóíêöiÿ u0 íåïåðåðâíà òà îáìåæåíà íà B̄.

Óìîâà 2.3.6. Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà òà îáìåæåíà íà [0, T ]× B̄. Êðiì òîãî, âîíà

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

|f(t, x1)− f(t, x2)| ⩽M |x1 − x2|λ, t ∈ [0, T ], x1, x2 ∈ B̄.

Óìîâà 2.3.7. Îáëàñòü B íàëåæèòü êëàñó A1+λ, ¼ > 0.

ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 2.3.4�2.3.7, òî çãiäíî ç [23, Section 4, Theorem 3] iñíó¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (2.14), ÿêèé äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi

u(t, x) =

∫

B

G(t, x; 0, y)u0(y)dy +

∫ t

0

ds

∫

B

G(t, x; s, y)f(s, y)dy.

Òóò G(t, x; s, y) � ôóíêöiÿ Ãðiíà êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.14). Çãiäíî ç [28, Chapter IV,

�16, Theorem 16.3], ïðè x, y ∈ B̄, t ∈ [0, T ], s ∈ [0, t) ñïðàâåäëèâi òàêi îöiíêè:

|G(t, x; s, y)| ⩽M(t− s)−d/2e−
κ|x−y|2

t−s , (2.15)
∣∣∣∣
∂G(t, x; s, y)

∂xi

∣∣∣∣ ⩽M(t− s)−(d+1)/2e−
κ|x−y|2

t−s , (2.16)
∣∣∣∣
∂G(t, x; s, y)

∂t

∣∣∣∣ ⩽M(t− s)−d/2−1e−
κ|x−y|2

t−s . (2.17)
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Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi, çîêðåìà,

ó [20, Chapter 3, Section 2].

d(P,Q) =
(
|x1 − x2|2 + |t1 − t2|

)1/2
, P = (t1, x1), Q = (t2, x2);

∥u∥Dα = sup
D

|u|+ sup
P,Q∈D

|u(P )− u(Q)|
d(P,Q)α

;

∥u∥D1+α = ∥u∥Dα +
∥∥∥
∂u

∂x

∥∥∥
D

α
.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî R ¢ ST ∪ ({0} × B̄). Ïîçíà÷èìî

d̄P = d((Sτ ∪ ({0} × B̄)) \R,P ),

äå Ä � ÷àñîâà êîîðäèíàòà òî÷êè P , à òàêîæ

d̄PQ = min(d̄P , d̄Q);

MR,D
p,j [g] = sup

P∈D
d̄ p+j
P |Dj

xg(P )|;

MR,D
p,j+α[g] = sup

P,Q∈D
d̄ p+j+α
PQ

|Dj
xg(P )−Dj

xg(Q)|
d(P,Q)α

;

∥g∥R,D
p,m =

m∑

j=0

(MR,D
p,j+α[g] +MR,D

p,j [g]).

(äèâ. [20, Chapter 4, Section 7]). Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨ ∥ ·∥D1+α òà ∥ ·∥R,D
p,m ¹ íîðìà-

ìè, à ïðîñòîðè ôóíêöié çi ñêií÷åííèìè íîðìàìè ∥ · ∥D1+α òà ∥ · ∥R,D
p,m ¹ áàíàõîâèìè

(äèâ. [20, Chapter 3, Theorem 3]). Âèêîðèñòàâøè äàíi ïîçíà÷åííÿ, ìîæåìî, çîêðå-

ìà, ñôîðìóëþâàòè òàêå òâåðäæåííÿ:

Ëåìà 2.3.1. ([19, Theorem1]) Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 2.3.4, u0 ≡ 0, ôóíêöiÿ

f íåïåðåðâíà íà [0, T ]× B̄, S ∈ A2+λ. Òîäi

∥u∥1+δ ⩽ K sup
[0,T ]×B̄

|f(t, x)|,

äå ¶ < 1, ñòàëà K çàëåæèòü ëèøå âiä ¶ òà îïåðàòîðà L.

Ïðè îòðèìàííi òâåðäæåíü ïðî çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äî íóëÿ ïðè

ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî íåñêií÷åííîñòi âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ íàñòóïíà ëå-

ìà:
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Ëåìà 2.3.2. ([23, Theorem 10 �1]) Íåõàé îáìåæåíà ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹

(2.8), ïðè÷îìó

|a(t, x)| ⩽M
(
x2 + 1

)
, |u0(x)| ⩽M1,

|b(t, x)| ⩽M
√
x2 + 1, |f(t, x)| ⩽M2,

c(t, x) ⩽M3.

Òîäi äëÿ âñiõ (t, x) ∈ [0, T ]× R

|u(t, x)| ⩽ eM3t(M1 +M2t).

2.4. Ôóíêöi¨ Õààðà

Ñïî÷àòêó íàâåäåìî îçíà÷åííÿ ôóíêöié Õààðà âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ Çn(x), äå x ∈
[0, 1]. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

∆n = ∆i
j =

(
(i− 1)2−j, i2−j

)
, ∆̄n =

[
(i− 1)2−j, i2−j

]
,

∆1 = ∆0
0 = (0, 1), ∆̄1 = [0, 1],

∆+
n =

(
∆i

j

)+
=
(
(i− 1)2−j, (2i− 1)2−j−1

)
= ∆2i−1

j+1 ,

∆−
n =

(
∆i

j

)−
=
(
(2i− 1)2−j−1, i2−j

)
= ∆2i

j+1,

äå n = 2j + i, j ⩾ 0, i = 1, 2, . . . , 2j. Ïîêëàäåìî Ç1 ≡ 1,

Çn(x) =





0, x /∈ ∆̄n,

2j/2, x ∈ ∆+
n ,

−2j/2, x ∈ ∆−
n ,

(2.18)

äå j ∈ N∪{0} îáèðà¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ 2j+1 ⩽ n ⩽ 2j+1. Ïðè öüîìó çíà÷åííÿ

ôóíêöié Çn íà êiíöÿõ iíòåðâàëiâ ∆+
n òà ∆−

n âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëàìè

Çn(x) =
(
Çn(x−) + Çn(x+)

)
/2, ÿêùî x ∈ (0, 1),

Çn(0) = lim
x→0+

Çn(x), Çn(1) = lim
x→1−

Çn(x).

Ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó ìîæåìî îçíà÷èòè ôóíêöi¨ Õààðà çà äîïîìîãîþ ðiâ-

íîñòi

Ç(d)
n1,...,nd

(x) = Çn1
(x1)Çn2

(x2) . . . Çnd
(xd),
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äå x = (x1, . . . , xd) ∈ [0, 1]d, Çns
, s = 1, 2, . . . d çàäàíi ñïiââiäíîøåííÿì (2.18). Äëÿ

ôóíêöi¨ f ∈ L1([0, 1]
d) ðîçãëÿíåìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹-Õààðà

c(d)n1,...,nd
(f) =

∫

[0,1]d
f(x)Ç(d)

n1,...,nd
(x) dx,

òà ÷àñòêîâi ñóìè ðÿäó Ôóð'¹-Õààðà

S
(d)

2k
(f, x) =

∑

n1,...,nd∈N(d)
k

c(d)n1,...,nd
(f)Ç(d)

n1,...,nd
(x), (2.19)

äå N
(d)
k = {1, 2, . . . , 2k}d. Áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òâåðäæåííÿì ïðî çáiæíiñòü ðÿäó

Ôóð'¹-Õààðà, ÿêå ¹ íàñëiäêîì ñïiââiäíîøåííÿ (14) ó [54, Lemma 2] ïðè p = ∞.

Ëåìà 2.4.1. ßêùî f ∈ C([0, 1]d), òî

sup
x∈[0,1]d

|S(d)

2k
(f, x)− f(x)| → 0, k → ∞.
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Ðîçäië 3

ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè ñòàòòi [52]

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíå ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó




Lu(t, x)dt+ f(t, x, u(t, x)) dt+ Ã(t, x) dµ(x) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R.
(3.1)

Îïåðàòîð L çàäàíî ñïiââiäíîøåííÿì (2.9), ïðîòå ôóíêöi¨ a, b, c íå çàëåæàòü âiä

ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Iíøèìè ñëîâàìè,

Lu(t, x) = a(t)
∂2u(t, x)

∂x2
+ b(t)

∂u(t, x)

∂x
+ c(t)u(t, x)− ∂u(t, x)

∂t
. (3.2)

Ïðè öüîìó óìîâà 2.3.1 ïåðåïèøåòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

Óìîâà 3.1.1. Ôóíêöi¨ a, b, c íåïåðåðâíi íà [0, T ]. Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ a çàäî-

âîëüíÿ¹ íåðiâíîñòÿì

|a(t1)− a(t2)| ⩽M |t1 − t2|λ, t1, t2 ∈ [0, T ], a(t) ⩾ ¶, t ∈ [0, T ],

äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ ¼, ¶, M > 0.

Íàãàäà¹ìî, ùî çà âèêîíàííÿ óìîâè 2.3.1 iñíó¹ ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-

íÿííÿ Lu = 0. Áiëüø òîãî, êîëè îïåðàòîð (2.9) ìà¹ âèãëÿä (3.2), ôóíäàìåíòàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíèé çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ:

p(t, x; s, y) = p(t, x− y; s, 0).

Áóäåìî ïîçíà÷àòè p(t, x − y; s) := p(t, x − y; s, 0). Òàêîæ ñôîðìóëþ¹ìî óìîâè íà

ôóíêöi¨ u0, f òà Ã:
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Óìîâà 3.1.2. Ôóíêöiÿ u0 = u0(x, É) âèìiðíà íà R×Ω i çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòÿì

|u0(x, É)| ⩽ Cu0
(É) ∀x ∈ R, É ∈ Ω,

|u0(x1, É)− u0(x2, É)| ⩽ Lu0
(É)|x1 − x2|β(u0) ∀x1, x2 ∈ R, É ∈ Ω

äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ Lu0
, Cu0

> 0, 1 ⩾ ´(u0) ⩾ 1/2.

Óìîâà 3.1.3. Ôóíêöiÿ f âèìiðíà òà îáìåæåíà íà [0, T ]×R×R. Êðiì òîãî, âîíà

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

|f(t, x1, z1)− f(t, x2, z2)| ⩽ Lf(|x1 − x2|+ |z1 − z2|) ∀t ∈ [0, T ], x1, x2, z1, z2 ∈ R

äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ Lf > 0.

Óìîâà 3.1.4. Ôóíêöiÿ Ã âèìiðíà òà îáìåæåíà íà [0, T ] × R. Êðiì òîãî, âîíà

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

|Ã(t, x1)− Ã(t, x2)| ⩽ Lσ|x1 − x2|β(σ) ∀t ∈ [0, T ], x1, x2 ∈ R

äëÿ äåÿêèõ âèïàäêîâèõ ñòàëèõ Lσ > 0, 1 > ´(Ã) > 1/2.

Ðîçâ'ÿçêîì (3.1) áóäåìî ââàæàòè âèìiðíó ôóíêöiþ u(t, x) = u(t, x, É) : [0, T ]×
R× Ω → R, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

u(t, x) =

∫

R

p(t, x− y; 0)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)f(s, y, u(s, y)) dy

+

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y) ds, (3.3)

ïðè÷îìó ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ ì.í. äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (t, x). Ðiâíÿííÿ (3.3) áóëî

ðîçãëÿíóòî ó [11]. Òàì æå áóëî äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó (3.3),

éîãî íåïåðåðâíiñòü çà Ãåëüäåðîì ïî çìiííèì t òà x çà óìîâ 3.1.1�3.1.4. �äèíiñòü

ðîçâ'ÿçêó ðîçóìi¹òüñÿ â íàñòóïíîìó ñåíñi: ÿêùî ôóíêöi¨ u òà ũ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè (3.3),

òî u(t, x) = ũ(t, x) ì. í. äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (t, x) ∈ [0, T ]× R.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ (3.3) ðîçâ'ÿçêàìè òàêèõ iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü:

u(n)(t, x) =

∫

R

p(t, x− y; 0)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)f(s, y, u(n)(s, y)) dy

+

∫

R

dµ(n)(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y) ds, (3.4)
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äå {µ(n) : n ⩾ 1} � ïîñëiäîâíiñòü ñòîõàñòè÷íèõ ìið. Áóäåìî âèìàãàòè çáiæíiñòü

µ(n) äî µ ó ïåâíîìó ñåíñi. Êàæó÷è áiëüø ñòðîãî, áóäåìî íàêëàäàòè òàêi óìîâè:

Óìîâà 3.1.5. Äëÿ êîæíîãî ïiâiíòåðâàëó (x, y], x, y ∈ R, ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü:

µ(n)((x, y])
P→ µ((x, y]), n→ ∞.

Óìîâà 3.1.6. Íàáið âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {µ(n)(A), A ∈ B, n ⩾ 1} îáìåæåíèé

çà éìîâiðíiñòþ.

Óìîâà 3.1.7. Äëÿ êîæíîãî äîäàòíîãî ÷èñëà ³ ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü:

sup
A¢{|y|>c},n⩾1

P
[
|µ(n)(A)| > ³

]
→ 0, c→ ∞.

Òàêîæ ñôîðìóëþ¹ìî äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ:

Ëåìà 3.1.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 3.1.5 òà 3.1.6. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ôi-

êñîâàíèõ ´ > 0, j ∈ Z ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü:

∑

k⩾0

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(n) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 P→ 0, n→ ∞. (3.5)

Ëåìà 3.1.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 3.1.5�3.1.7. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñî-

âàíîãî ´ > 0 ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü:

∑

j∈Z

∑

k⩾0

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(n) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 P→ 0, n→ ∞.

Âêàçàíi ëåìè áóäóòü äîâåäåíi ó ïiäðîçäiëi 3.3. Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî òà äîâåäåìî

îñíîâíå òâåðäæåííÿ ðîçäiëó.

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 3.1.1�3.1.7. Òîäi iñíó¹ ìîäèôiêà-

öiÿ u ðîçâ'ÿçêó (3.3) òà ìîäèôiêàöi¨ u(n) ðîçâ'ÿçêiâ (3.4), äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå

çáiæíiñòü

sup
t∈[0,T ],x∈R

|u(n)(t, x)− u(t, x)| P→ 0, n→ ∞.
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3.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1.1

Äîâåäåííÿ. Îöiíèìî ìîäóëü ðiçíèöi |u(n)(t, x)− u(t, x)|:

|u(n)(t, x)− u(t, x)|

⩽

∫ t

0

ds

∫

R

|p(t, x− y; s)||f(s, y, u(n)(s, y))− f(s, y, u(s, y))| dy

+

∣∣∣∣
∫

R

d(µ(n) − µ)(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y) ds

∣∣∣∣

⩽ Lf

∫ t

0

ds

∫

R

|p(t, x− y; s)||u(n)(s, y)− u(s, y)| dy +
∣∣∣∣
∫

R

q(z, y) d(µ(n) − µ)(y)

∣∣∣∣ ,

(3.6)

äå

q(z, y) =

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y) ds, z = (t, x). (3.7)

Ïðåäñòàâèìî iíòåãðàë

·(n)(z) =

∫

R

q(z, y) d(µ(n) − µ)(y)

ó âèãëÿäi ñóìè
∑

j∈Z ·
(n)
j (z), äå

·
(n)
j (z) =

∫

(j,j+1]

q(z, y) d(µ(n) − µ)(y), j ∈ Z.

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ q(z, y) íåïåðåðâíà çà Ãåëüäåðîì íà [j, j+1] ïðè äîâiëüíèõ

ôiêñîâàíèõ j ∈ Z, z ∈ [0, T ]× R. Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ îöiíêè ·
(n)
j (z) ìîæíà

ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ 2.2.1. Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ q(z, y + h)− q(z, y), äå h ∈ (0, 1]:

q(z, y + h)− q(z, y) =

∫ t

0

p(t, x− y − h; s)(Ã(s, y + h)− Ã(s, y)) ds

+

∫ t

0

(p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s))Ã(s, y) ds := I1 + I2.

(3.8)

Ñêîðèñòàâøèñü (2.10) òà óìîâîþ 3.1.4, ìà¹ìî, ùî

|I1| ⩽ Chβ(σ)
∫ t

0

(t− s)−1/2e−
κ|x−y−h|2

t−s ds ⩽ Chβ(σ). (3.9)
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Äëÿ îöiíêè I2 ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíîñòÿìè

e−x
⩽ C(³)x−α ∀³ > 0, x > 0, (3.10)

∫ x−y

x−y−h

e−
κv2

t−s dv ⩽

∫ h/2

−h/2

e−
κv2

t−s dv, (3.11)

äå ïðè âèêîðèñòàííi ïåðøîãî ñïiââiäíîøåííÿ ââàæà¹ìî, ùî ³ = (1 − ´(Ã))/2, à

òàêîæ çíîâó ïîøëåìîñÿ íà óìîâó 3.1.4:

|I2| ⩽ C

∫ t

0

|p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s)|ds = C

∫ t

0

∣∣∣∣
∫ x−y

x−y−h

∂p(t, v; s)

∂v
dv

∣∣∣∣ ds

(2.11)

⩽ C

∫ t

0

ds

t− s

∫ x−y

x−y−h

e−
κv2

t−s dv ⩽ C

∫ h/2

−h/2

dv

∫ t

0

1

t− s
e−

κv2

t−s ds

⩽ C

∫ h/2

−h/2

dv

∫ t

0

(t− s)
−1−β(σ)

2 |v|β(σ)−1ds ⩽ Chβ(σ). (3.12)

Ç (3.9) òà (3.12) âèïëèâà¹, ùî

|q(z, y + h)− q(z, y)| ⩽ Chβ(σ).

Îòæå, iñíóþòü ìîäèôiêàöi¨ ·̃
(n)
j (z) âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ·

(n)
j (z), ÿêi ìàþòü âèãëÿä

(2.4) i äëÿ âñiõ É ∈ Ω, z ∈ [0, T ]× R çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi
∣∣∣·̃(n)j (z)

∣∣∣ ⩽ |q(z, j)(µ(n) − µ)((j, j + 1])|

+




∑

k⩾1

2kβ
∑

1⩽i⩽2k

∣∣∣q(z, d(j,j+1)
ik )− q(z, d

(j,j+1)
(i−1)k )

∣∣∣
2





1/2

×




∑

k⩾1

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

∣∣∣(µ(n) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )

∣∣∣
2





1/2

.

Ïîêëàâøè ·̃(n)(z) =
∑

j∈Z ·̃
(n)
j (z), îäåðæèìî, ùî

∣∣∣·̃(n)(z)
∣∣∣ ⩽

∑

j∈Z
|q(z, j)(µ(n) − µ)((j, j + 1])|

+
∑

j∈Z




∑

k⩾1

2kβ
∑

1⩽i⩽2k

∣∣∣q(z, d(j,j+1)
ik )− q(z, d

(j,j+1)
(i−1)k )

∣∣∣
2





1/2

×




∑

k⩾1

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

∣∣∣(µ(n) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )

∣∣∣
2





1/2

.

(3.13)
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Îöiíèìî ïåðøèé äîäàíîê ó (3.13):

∑

j∈Z
|q(z, j)(µ(n)−µ)((j, j+1])| ⩽

{∑

j∈Z
|q(z, j)|2

}1/2{∑

j∈Z
|(µ(n)−µ)((j, j+1])|2

}1/2

.

Îöiíèìî |q(z, j)| äâîìà ñïîñîáàìè. Ïî-ïåðøå, âèêîðèñòàâøè (2.10) òà óìîâó 3.1.4,
îäåðæèìî, ùî

|q(z, j)| ⩽ C

∫ t

0

(t− s)−
1
2e−

κ|x−j|2

t−s ds ⩽ C

∫ t

0

(t− s)−
1
2 ds = C

√
t ⩽ C.

Íåõàé òåïåð |x− j| ⩾ m, m ∈ N. Òîäi ñêîðèñòà¹ìîñÿ (3.10) ç ³ = 1:

|q(z, j)| ⩽ C

∫ t

0

(t− s)−
1
2e−

κ|x−j|2

t−s ds ⩽ C

∫ t

0

(t− s)
1
2 |x− j|−2

⩽
C

m2
.

Îòæå, äëÿ êîæíîãî x ∈ R

∑

j∈Z
|q(z, j)|2 ⩽ C

∑

m⩾1

1

m4
<∞. (3.14)

À ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 3.1.2, ìà¹ìî, ùî

∑

j∈Z
|(µ(n) − µ)((j, j + 1])|2

⩽
∑

j∈Z

∑

k⩾0

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(n) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 P→ 0, n→ ∞. (3.15)

Ç (3.14) òà (3.15) âèïëèâà¹, ùî

sup
t∈[0,T ],x∈R

∑

j∈Z
|q(z, j)(µ(n) − µ)((j, j + 1])| P→ 0, n→ ∞. (3.16)

Òåïåð ïåðåéäåìî äî îöiíêè äðóãîãî äîäàíêó ó (3.13). Äëÿ öüîãî ïîâåðíåìîñÿ äî

îöiíêè ðiçíèöi q(z, y+h)−q(z, y) çà óìîâè, ùî y, y+h ∈ [j, j+1], ñêîðèñòàâøèñü ¨¨

ïðåäñòàâëåííÿì ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ iíòåãðàëiâ, çðîáëåíîìó ó (3.8). Ïðèïóñòèìî,

ùî |x− w| ⩾ m ∀w ∈ [j, j + 1], m ∈ N; òîäi I1 îöiíþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

|I1| ⩽ Chβ(σ)
∫ t

0

(t− s)−1/2e−
κm2

t−s ds ⩽
Chβ(σ)

m2
. (3.17)

Ïðè öüîìó âèêîðèñòàëè óìîâó 3.1.4, (2.10) òà (3.10). Òåïåð çà öi¹¨ æ óìîâè îöiíèìî

I2, ñêîðèñòàâøèñü âæå îòðèìàíèìè ïðè äîâåäåííi (3.12) îöiíêàìè.

|I2| ⩽ C

∫ t

0

ds

t− s

∫ x−y

x−y−h

e−
κv2

t−s dv ⩽ Ch

∫ t

0

(t− s)−1e−
κm2

t−s ds ⩽
Ch

m2
⩽
Chβ(σ)

m2
. (3.18)
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Ç (3.9), (3.17), (3.12), (3.18) âèïëèâà¹, ùî, âçÿâøè ´ ∈ (0, 2´(Ã) − 1), ïðèõîäèìî

äî îöiíîê

∑

j∈Z

{∑

k⩾1

2kβ
∑

1⩽i⩽2k

|q(z, d(j,j+1)
ik )− q(z, d

(j,j+1)
(i−1)k )|2

}1/2

⩽ C
{∑

k⩾1

2kβ
∑

1⩽i⩽2k

2−2kβ(σ)
}1/2

+
∑

m⩾1

1

m2

{∑

k⩾1

2kβ
∑

1⩽i⩽2k

2−2kβ(σ)
}1/2

= C <∞.

(3.19)

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíi ó (3.16) òà (3.19) ðåçóëüòàòè â (3.13), à òàêîæ ñêîðèñòàâ-

øèñü ëåìîþ 3.1.2, îäåðæèìî, ùî

·̂(n) := sup
t∈[0,T ],x∈R

|·̃(n)(z)| P→ 0, n→ ∞.

Òåïåð ïîâåðíåìîñÿ äî íåðiâíîñòi (3.6), ïðîäîâæèâøè ëàíöþã íåðiâíîñòåé ç óðà-

õóâàííÿì âèùåíàâåäåíî¨ îöiíêè.

|u(n)(t, x)− u(t, x)| ⩽ Lf

∫ t

0

ds

∫

R

|p(t, x− y; s)| sup
y∈R

|u(n)(s, y)− u(s, y)| dy + ·̂(n)

⩽ C

∫ t

0

sup
y∈R

|u(n)(s, y)− u(s, y)|ds+ ·̂(n).

Âçÿâøè ñóïðåìóì âiä ëiâî¨ ÷àñòèíè ïî x, îäåðæèìî, ùî

Un(t) ⩽ C

∫ t

0

Un(s)ds+ ·̂(n),

äå Un(t) = supx∈R |u(n)(t, x)−u(t, x)|. Çàóâàæèìî, ùî ïðè äîâiëüíîìó ôiêñîâàíîìó
n ∈ N ôóíêöiÿ Un(t) ¹ îáìåæåíîþ íà [0, T ]. À, çíà÷èòü, ìîæåìî âèêîðèñòàòè

íåðiâíiñòü Ãðîíóîëëà:

Un(t) ⩽ ·̂(n)eCt
⩽ ·̂(n)eCT ,

çâiäêè, âçÿâøè ñóïðåìóì âiä ëiâî¨ ÷àñòèíè ïî t i ñïðÿìóâàâøè n äî íåñêií÷åííîñòi,

îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.



42

3.3. Äîâåäåííÿ ëåì 3.1.1 òà 3.1.2

Áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òàêîþ íåðiâíiñòþ (äèâ. [58, Lemma V.4.3 (a)]):

P



(

n∑

k=1

¼kεk

)2

> ¼

n∑

k=1

¼2k


 >

1

3
(1− ¼)2, (3.20)

äå ¼ ∈ (0, 1), ¼1, ¼2, . . . , ¼n ∈ R, ε1, ε2, . . . , εn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè

Áåðíóëëi. Òåïåð ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ ëåìè 3.1.1

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè íå âèêîíó¹òüñÿ. Iíøèìè ñëî-

âàìè, çíàéäåòüñÿ òàêå ³0 > 0, ùî äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi n ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

P
[∑

k⩾0

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(n) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 > ³0

]
> ³0. (3.21)

Íàãàäà¹ìî, ùî ðÿä ó (3.5) çáiãà¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî n ì. í., ùî âèïëèâà¹ ç (2.7).

Çâiäñè äëÿ êîæíîãî n, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ (3.21), çíàéäåòüñÿ òàêå k̃n, ùî

P
[ ∑

0⩽k⩽k̃n

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(n) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 > ³0

]
> ³0.

Òàêîæ iñíóþòü òàêi ïîñëiäîâíîñòi kl, nl → ∞, ùî

P
[ ∑

kl<k⩽kl+1

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(nl) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 > ³0/2

]
> ³0/2. (3.22)

Äiéñíî, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó çíàéøëîñÿ á òàêå k∗, ùî äëÿ âñiõ n, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü (3.21),

P
[ ∑

k∗<k⩽k̃n

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(nl) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 > ³0/2

]
< ³0/2.

À çà óìîâîþ 3.1.5

∑

0⩽k⩽k∗

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(n) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 P→ 0, n→ ∞.

Îòæå, ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñòi ç ïðèïóùåííÿì (3.21). Òåïåð ââåäåìî ìíîæèíè

Ωl =
{
É ∈ Ω :

∑

kl<k⩽kl+1

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(nl) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 > ³0/2

}
;
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ÿê âèïëèâà¹ ç âèùåíàâåäåíîãî, P (Ωl) > ³0/2. Òàêîæ íà äåÿêîìó iíøîìó éìîâið-

íiñíîìó ïðîñòîði (Ω′,F ′, P ′) ââåäåìî íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè εik, äëÿ ÿêèõ

P ′(εik = 1) = P ′(εik = −1) = 1/2. Ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ (3.20) äëÿ ¼ = 1/4 i

îòðèìàòè, ùî

P ′
[( ∑

kl<k⩽kl+1

∑

1⩽i⩽2k

¼ikεik

)2
⩾ (1/4)

∑

kl<k⩽kl+1

∑

1⩽i⩽2k

¼2ik

]
⩾ 1/8,

äå ¼ik = 2−kβ/2(µ(nl)−µ)(∆(j,j+1)
ik , É). Âçÿâøè iíòåãðàë

∫
Ωl
dP (É) âiä ëiâî¨ òà ïðàâî¨

÷àñòèíè, ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòi

P×P ′
[
(É, É′) :

( ∑

kl<k⩽kl+1

2−kβ/2
∑

1⩽i⩽2k

εjki(É
′)(µ(nl)−µ)(∆(j,j+1)

ik )
)2
> ³0/8

]
> ³0/16.

Çíà÷èòü, çíàéäåòüñÿ É′
l ∈ Ω′ òàêå, ùî

P
[
É :

( ∑

kl<k⩽kl+1

2−kβ/2
∑

1⩽i⩽2k

εik(É
′
l)(µ

(nl) − µ)(∆
(j,j+1)
ik ), É)

)2
> ³0/8

]
> ³0/16.

Ìîæåìî ïåðåïèñàòè äàíó íåðiâíiñòü ÷åðåç iíòåãðàë çà ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ i îòðè-

ìàòè, ùî

P
[∣∣∣
∫

(j,+j+1]

gl(y) d(µ
(nl) − µ)

∣∣∣ >
√
³0/8

]
> ³0/16,

äå gl(y) =
∑

kl<k⩽kl+1
2−kβ/2

∑
1⩽i⩽2k εik(É

′
l)1∆(j,j+1)

ik

(y). Ïðè öüîìó

|gl(y)| ⩽
∑

k⩾kl

2−kβ/2 = Cg2
−klβ/2.

Çíà÷èòü, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ òâåðäæåííÿì 2.1.1, ï. 5, i îäåðæàòè, ùî

sup
A¢(j,+j+1]

∥Cg2
−klβ/2(µ(nl) − µ)(A)∥ ⩾

1

16

∥∥∥∥
∫

(j,+j+1]

gl(y) d(µ
(nl) − µ)

∥∥∥∥ ⩾
³0

256
.

Ñïðÿìóâàâøè l äî íåñêií÷åííîñòi, îòðèìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç óìîâîþ 3.1.6.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè äîâåäåííi âêàçàíî¨ ëåìè ñêîðèñòàëèñÿ òèìè ñàìèìè ìåòî-

äàìè, ùî i ïðè äîâåäåííi [53, Lemma 1]. Òåïåð äîâåäåìî ëåìó 3.1.2.

Äîâåäåííÿ. ßê i ïðè äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨ ëåìè, ìiðêó¹ìî âiä ñóïðîòèâíîãî.

Íåõàé iñíó¹ òàêå ³0 > 0, ùî äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi n ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P
[∑

j∈Z

∑

k⩾0

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(n) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 > ³0

]
> ³0
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Çàóâàæèìî, ùî ðÿä
∑

j∈Z
∑

k⩾0 2
−kβ
∑

1⩽i⩽2k |(µ(n) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 çáiãà¹òüñÿ ì. í.

çà ëåìîþ 2.2.2. Çíà÷èòü, çíàéäóòüñÿ òàêi j̃n, ùî

P
[∑

|j|⩽j̃n

∑

k⩾0

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(n) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 > ³0

]
> ³0.

Êðiì òîãî, iñíóþòü òàêi ïîñëiäîâíîñòi jl, nl → ∞, ùî

P
[ ∑

jl<|j|⩽jl+1

∑

k⩾0

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(nl) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 > ³0/2

]
> ³0/2.

Äàíå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî (3.22), ëèøå çàìiñòü óìîâè 3.1.5 ïî-

ñèëà¹ìîñÿ íà ëåìó 3.1.1. Ç (2.7) âèïëèâà¹, ùî çíàéäóòüñÿ kl òàêi, ùî

P
[ ∑

jl<|j|⩽jl+1

∑

0⩽k⩽kl

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(nl) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 > ³0/2

]
> ³0/2.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ìíîæèíè

Ωl =
{
É ∈ Ω:

∑

jl<|j|⩽jl+1

∑

0⩽k⩽kl

2−kβ
∑

1⩽i⩽2k

|(µ(nl) − µ)(∆
(j,j+1)
ik )|2 > ³0/2

}
.

Çà âèùåäîâåäåíèì, P (Ωl) > ³0/2. Òàêîæ íà äåÿêîìó iíøîìó éìîâiðíiñíîìó ïðî-

ñòîði (Ω′,F ′, P ′) ââåäåìî íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè εikj, äëÿ ÿêèõ P ′(εikj =

1) = P ′(εikj = −1) = 1/2. Ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ (3.20) äëÿ ¼ = 1/4 i îòðèìàòè,

ùî

P ′
[( ∑

jl<|j|⩽jl+1

∑

0⩽k⩽kl

∑

1⩽i⩽2k

¼ikjεikj

)2
⩾ (1/4)

∑

jl<|j|⩽jl+1

∑

0⩽k⩽kl

∑

1⩽i⩽2k

¼2ikj

]
⩾ 1/8,

äå ¼ikj = 2−kβ/2(µ(nl)−µ)(∆(j,j+1)
ik , É). Âçÿâøè iíòåãðàë

∫
Ωl
dP (É) âiä ëiâî¨ òà ïðàâî¨

÷àñòèíè, ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòi

P ′
[
É′ :

( ∑

jl<|j|⩽jl+1

∑

0⩽k⩽kl

2−kβ/2
∑

1⩽i⩽2k

εikj(É
′)(µ(nl) − µ)(∆

(j,j+1)
ik )

)2
> ³0/8

]
⩾ 1/8.

Çíà÷èòü, çíàéäåòüñÿ É′ ∈ Ω′ òàêå, ùî

P
[
É :
( ∑

jl<|j|⩽jl+1

∑

0⩽k⩽kl

2−kβ/2
∑

1⩽i⩽2k

εikj(É
′
l)(µ

(nl)−µ)(∆(j,j+1)
ik ), É)

)2
> ³0/8

]
> ³0/16.
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Ìîæåìî ïåðåïèñàòè äàíó íåðiâíiñòü ÷åðåç iíòåãðàë çà ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ i îòðè-

ìàòè, ùî

P
[∣∣∣
∫

{y : jl<|y|⩽jl+1}
gl(y) d(µ

(nl) − µ)
∣∣∣ >

√
³0/8

]
> ³0/16,

äå gl(y) =
∑

jl<|j|⩽jl+1

∑
0⩽k⩽kl

2−kβ/2
∑

1⩽i⩽2k εikj(É
′
l)1∆(j,j+1)

ik

(y). Ïðè öüîìó

|gl(y)| ⩽
∑

k⩾0

2−kβ/2 =: Cg.

Çíà÷èòü, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ òâåðäæåííÿì 2.1.1, ï. 5, i îäåðæàòè, ùî

sup
A¢{y : jl<|y|⩽jl+1}

∥Cg(µ
(nl) − µ)(A)∥ ⩾

1

16

∥∥∥∥
∫

{y : jl<|y|⩽jl+1}
gl(y) d(µ

(nl) − µ)

∥∥∥∥ ⩾
³0

256
.

Ñïðÿìóâàâøè l äî íåñêií÷åííîñòi, îòðèìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç óìîâîþ 3.1.7

3.4. Âèñíîâêè

Ó ðîçäiëi 3 ðîçãëÿíóòî ðîçâ'ÿçêè ñòîõàñòè÷íèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ

âèïàäêîâèé âïëèâ çàäàíèé ç âèêîðèñòàííÿì çàãàëüíî¨ ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè. Ïîêà-

çàíî, çà ÿêèõ óìîâ íà ñòîõàñòè÷íi ìiðè ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü çáiãàþòüñÿ

çà éìîâiðíiñòþ äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ, êåðîâàíîãî ãðàíè÷íîþ ìiðîþ. Äëÿ öüîãî,

çîêðåìà, äîâåäåíî äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ ïðî çáiæíiñòü ñóì iç ñòîõàñòè÷íèìè ìi-

ðàìè.

Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ìîæíà çàñòîñîâóâàòè òàêèì ÷èíîì. Äëÿ äåÿêèõ ñòîõà-

ñòè÷íèõ ìið µ ìîæíà ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü ìið µ(n), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âó òåîðåìè 3.1.1 i ¹ äiéñíèìè çíàêîçìiííèìè ìiðàìè ïðè äîâiëüíîìó ôiêñîâàíîìó

É ∈ Ω; âiäïîâiäíà êîíñòðóêöiÿ íàâåäåíà ó [52, Example 2]. Ïðè öüîìó äîâiëüíå

ðiâíÿííÿ, êåðîâàíå ìiðîþ µ(n), ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíå ÿê íåñòîõàñòè÷íå ïðè ôiêñî-

âàíîìó É ∈ Ω.
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Ðîçäië 4

ÓÑÅÐÅÄÍÅÍÍß ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè ñòàòòi [32].

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíå ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó




Luε(t, x)dt+ f(t/ε, x, uε(t, x)) dt+ Ã(t/ε, x) dµ(x) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R,

uε(0, x) = u0(x), x ∈ R.

(4.1)

Îïåðàòîð L çàäàíî ñïiââiäíîøåííÿì (3.2), ïðè÷îìó éîãî êîåôiöi¹íòè çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâi 3.1.1. Çà äàíî¨ óìîâè ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê p(t, x; s, y) ðiâíÿííÿ

Lu = 0 áóäå îäíîðiäíèì çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ; ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi,

ïîçíà÷èìî p(t, x− y; s) := p(t, x− y; s, 0). Òàêîæ ôóíêöiÿ p çàäîâîëüíÿ¹ ñïðÿæåíå

ðiâíÿííÿ (äèâ. [23, (4.17)]):

a(s)
∂2p(t, x− y; s)

∂y2
− b(s)

∂p(t, x− y; s)

∂y
+ c(s)p(t, x− y; s) +

∂p(t, x− y; s)

∂s
= 0.

Ñêîðèñòàâøèñü îöiíêàìè (2.10)�(2.12), îäåðæèìî, ùî
∣∣∣∣
∂p(t, x− y; s)

∂s

∣∣∣∣ ⩽ |c(s)||p(t, x− y; s)|+ |b(s)|
∣∣∣
∂p(t, x− y; s)

∂y

∣∣∣

+ |a(s)|
∣∣∣
∂2p(t, x− y; s)

∂y2

∣∣∣ ⩽M(t− s)−3/2e−
λ|x−y|2

t−s . (4.2)

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ u0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 3.1.2, à íà ôóíêöi¨ f , Ã íà-

êëàäåìî òàêi óìîâè:

Óìîâà 4.1.1. Ôóíêöiÿ f âèìiðíà òà îáìåæåíà íà [0,+∞) × R × R. Êðiì òîãî,

âîíà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

|f(t, x1, z1)− f(t, x2, z2)| ⩽ Lf(|x1 − x2|+ |z1 − z2|) ∀t ∈ [0,+∞), x1, x2, z1, z2 ∈ R
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äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ Lf > 0.

Óìîâà 4.1.2. Ôóíêöiÿ Ã âèìiðíà òà îáìåæåíà íà [0,+∞)×R. Êðiì òîãî, âîíà

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

|Ã(t, x1)− Ã(t, x2)| ⩽ Lσ|x1 − x2|β(σ) ∀t ∈ [0,+∞), x1, x2 ∈ R

äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ Lσ > 0, 1 > ´(Ã) > 1/2.

Óìîâà 4.1.3. Ôóíêöi¨

f̄(x, z) = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

f(s, x, z) ds, Ã̄(x) = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

Ã(s, x) ds (4.3)

êîðåêòíî âèçíà÷åíi äëÿ âñiõ y, v ∈ R.

Óìîâà 4.1.4. Ôóíêöi¨

Gf(r, x, z) =

∫ r

0

(f(s, x, z)− f̄(x, z)) ds,

Gσ(r, x) =

∫ r

0

(Ã(s, x)− Ã̄(x)) ds,

îáìåæåíi íà [0,+∞)× R× R òà [0,+∞)× R âiäïîâiäíî.

Çàóâàæåííÿ 4.1.1. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 4.1.3. ßêùî äî òîãî æ

ôóíêöi¨ f òà Ã çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì 4.1.1 òà 4.1.2 âiäïîâiäíî, òî ¨ì çàäîâîëü-

íÿþòü i ôóíêöi¨ f̄ òà Ã̄. Ïîêàæåìî öå íà ïðèêëàäi ôóíêöi¨ f̄ ; äîâåäåííÿ äëÿ Ã̄

àíàëîãi÷íå. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 4.1.1. Òîäi ôóíêöiÿ f̄ âè-

ìiðíà ÿê ãðàíèöÿ âèìiðíèõ ôóíêöié, îáìåæåíiñòü âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi

∣∣f̄(y, v)
∣∣ ⩽ lim

t→∞
1

t

∫ t

0

|f(s, y, v)| ds ⩽ lim
t→∞

1

t

∫ t

0

C ds = C,

à âèêîíàííÿ óìîâè Ëiïøèöÿ � ç íåðiâíîñòi

∣∣f̄(x1, z1)− f̄(x2, z2)
∣∣ = lim

t→∞

∣∣∣
1

t

∫ t

0

(
f(s, x1, z1)− f(s, x2, z2)

)
ds
∣∣∣

⩽ lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∣∣f(s, x1, z1)− f(s, x2, z2)
∣∣ds ⩽ Lf

(
|x1 − x2|+ |z1 − z2|

)
.

Çíà÷èòü, çà âèêîíàííÿ óìîâ 4.1.1�4.1.3 ôóíêöi¨

Hf(r, x, z) = f(r, x, z)− f̄(x, z),

Hσ(r, x) = Ã(r, x)− Ã̄(x), r ⩾ 0, x, z ∈ R
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îáìåæåíi.

Òàêîæ áóäåìî íàêëàäàòè óìîâó íà µ:

Óìîâà 4.1.5. Ôóíêöiÿ |y|τ(µ) iíòåãðîâíà çà µ ïî R ïðè äåÿêîìó Ä(µ) > 1/2.

Ðîçâ'ÿçêè (4.1) áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê ðîçâ'ÿçêè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

uε(t, x) =

∫

R

p(t, x− y; 0)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)f(s/ε, y, uε(s, y)) dy

+

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s/ε, y) ds (4.4)

Íàøîþ ìåòîþ ¹ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi uε(t, x) → ū(t, x), ε→ 0+, äå ū � ðîçâ'ÿçîê

óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ




Lū(t, x)dt+ f̄(x, ū(t, x)) dt+ Ã̄(x) dµ(x) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R,

uε(0, x) = u0(x), x ∈ R.

ÿêîìó âiäïîâiäà¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

ū(t, x) =

∫

R

p(t, x− y; 0)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)f̄(y, ū(s, y)) dy

+

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã̄(y) ds . (4.5)

Òóò ôóíêöi¨ f̄ , Ã̄ âèçíà÷åíi ñïiââiäíîøåííÿì (4.3). Íàãàäà¹ìî, ùî ó [11] áóëî ïîêà-

çàíî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà íåïåðåðâíiñòü çà Ãåëüäåðîì ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (4.4) òà

(4.5) çà óìîâ 3.1.1, 3.1.2, 4.1.1, 4.1.2, 4.1.5. Ïðè öüîìó ó ñòàòòi [59] áóëî ïîêàçàíî,

ùî âèìàãàòè âèêîíàííÿ óìîâè 4.1.5 íåîáîâ'ÿçêîâî.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ àëãîðèòìîì, çàïðîïîíîâàíèì ó [50].

Ñôîðìóëþ¹ìî äîïîìiæíi ëåìè:

Ëåìà 4.1.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 3.1.1, 4.1.2, à ϑ̃ � ìîäèôiêàöiÿ âèïàä-

êîâîãî ïðîöåñó

ϑ(x, t) =

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y) ds, t ∈ [0, T ], (4.6)

çàäàíà ñïiââiäíîøåííÿì (2.4). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî µ < 1/4 çíàéäåòüñÿ âèïàäêîâà

ñòàëà C = C(É, µ) òàêà, ùî

|ϑ̃(x, t1)− ϑ̃(x, t2)| ⩽ C|t1 − t2|γ
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äëÿ âñiõ t1, t2 ∈ [0, T ], x ∈ R.

Ëåìà 4.1.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 3.1.1, 3.1.2, 4.1.1 4.1.2, à ôóíêöiÿ u ¹

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.3). Òîäi äëÿ íåïåðåðâíî¨ ìîäèôiêàöi¨ ôóíêöi¨ u òà äîâiëü-

íîãî µ < 1/4 çíàéäåòüñÿ âèïàäêîâà ñòàëà C = C(É, µ) òàêà, ùî

|u(t1, x)− u(t2, x)| ⩽ C(É)(ln t2 − ln t1

+t2 ln t2 − t1 ln t1 − (t2 − t1) ln(t2 − t1) + (t2 − t1)
γ).

äëÿ âñiõ 0 < t1 < t2 ⩽ T , x ∈ R.

Ëåìà 4.1.3. Íåõàé ôóíêöi¨ h(r, y, z) : [0,+∞)×R×Z → R, h̄(y, z) : R×Z → R

âèìiðíi äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî z, à ôóíêöi¨

H(r, y, z) = h(r, y, z)− h̄(y, z), G(r, y, z) =

∫ r

0

(h(v, y, z)− h̄(y, z))dv

îáìåæåíi íà [0,+∞)×R×Z. Êðiì òîãî, ôóíêöi¨ φ1, φ2 âèìiðíi íà [0, T ] òà çàäî-

âîëüíÿþòü íåðiâíîñòi 0 ⩽ φ1(t) ⩽ φ2(t) ⩽ t. Òîäi

∣∣∣
∫

R

dy

∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)

p(t, x− y; s)H(s/ε, y, z)ds
∣∣∣ ⩽ Cε| ln ε|

äëÿ âñiõ x ∈ R, t ∈ [0, T ], ε > 0, ïðè÷îìó ñòàëà C íå çàëåæèòü âiä φ1, φ2.

Ëåìà 4.1.4. Íåõàé ôóíêöi¨ h(r, y) : [0,+∞) × R → R, h̄(y) : R → R âèìiðíi,

à ôóíêöi¨

H(r, y) = h(r, y)− h̄(y), G(r, y) =

∫ r

0

(h(v, y)− h̄(y))dv

îáìåæåíi íà [0,+∞)×R. Òîäi äëÿ âñiõ x ∈ R, t ∈ [0, T ], ε > 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:

∣∣∣
∫ t

0

p(t, x− y; s)H(s/ε, y)ds
∣∣∣ ⩽ C

√
ε.

Ëåìè 4.1.1�4.1.4 áóäóòü äîâåäåíi ó ïiäðîçäiëi 4.3. Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé

ðåçóëüòàò ðîçäiëó.

Òåîðåìà 4.1.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 3.1.1, 3.1.2, 4.1.1�4.1.5, uε òà ū

� íåïåðåðâíi ìîäèôiêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ (4.4) òà (4.5). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî µ1, ùî

íàëåæèòü iíòåðâàëó (0,min{1/5, 1/2(1−1/(2´(Ã)))}), ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

sup
ε>0,t∈[0,T ],x∈R

ε−γ1|uε(t, x)− ū(t, x)| < +∞ ì.í.
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4.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1.1

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

ϑε(t, x) =

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s/ε, y) ds,

ϑ̄(t, x) =

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã̄(y) ds.

Âiçüìåìî ìîäèôiêàöi¨ ϑ
(1)
ε òà ϑ̄(1) ôóíêöié ϑε òà ϑ̄, âèçíà÷åíi ñïiââiäíîøåííÿì

(2.4). Òîäi îäåðæèìî, ùî

|uε(t, x)− ū(t, x)|

⩽

∣∣∣
∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)(f(s/ε, y, uε(s, y))− f(s/ε, y, ū(s, y)) dy
∣∣∣

+
∣∣∣
∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)(f(s/ε, y, ū(s, y))− f̄(y, ū(s, y))) dy
∣∣∣

+|ϑ(1)ε (t, x)− ϑ̄(1)(t, x)| =: I1 + I2 + |Àε|.

(4.7)

Ñïî÷àòêó îöiíèìî I2. Äëÿ öüîãî ðîçäiëèìî âiäðiçîê [0, T ] íà n ÷àñòèí, äîâæèíà

êîæíî¨ ç ÿêèõ äîiâíþ¹ ∆ = T/n, i âiäïîâiäíèì ÷èíîì ðîçiá'¹ìî ìíîæèíó iíòåãðó-

âàííÿ.

I2 =

∣∣∣∣
n−1∑

k=0

∫

(k∆'t,(k+1)∆'t]
ds

∫

R

p(t, x− y; s)
(
f(s/ε, y, ū(s, y))− f̄(y, ū(s, y))

)
dy

∣∣∣∣.

Áiëüøå òîãî, ðîçiá'¹ìî êîæåí ç äîäàíêiâ íà 3 ÷àñòèíè:

I2 ⩽
n−1∑

k=0

(∣∣∣
∫

(k∆'t,(k+1)∆'t]
ds

∫

R

p(t, x− y; s)
(
f(s/ε, y, ū(s, y))

− f(s/ε, y, ū(k∆, y))
)
dy
∣∣∣

+
∣∣∣
∫

(k∆'t,(k+1)∆'t]
ds

∫

R

p(t, x− y; s)
(
f(s/ε, y, ū(k∆, y))− f̄(y, ū(k∆, y))

)
dy
∣∣∣

+
∣∣∣
∫

(k∆'t,(k+1)∆'t]
ds

∫

R

p(t, x− y; s)
(
f̄(y, ū(k∆, y))− f̄(y, ū(s, y))

)
dy
∣∣∣
)

=:
n−1∑

k=0

(I
(k)
21 + I

(k)
22 + I

(k)
23 ).



51

Äëÿ êîæíîãî ç äîäàíêiâ I
(k)
22 ìîæíà çàñòîñóâàòè ëåìó 4.1.3, äå ââàæà¹ìî, ùî

h(r, y, z) = f(r, y, ū(z, y)), h̄(y, z) = f̄(y, ū(z, y)), φ1(t) = k∆ ' t, φ2(t) = (k +

1)∆ ' t, k ∈ {0, . . . , n− 1}:
I
(k)
22 ⩽ Cε| ln ε|.

Òåïåð îöiíèìî ñóìó
∑n−1

k=1 I
(k)
21 , ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 4.1.2:

n−1∑

k=1

I
(k)
21 ⩽ Lf

n−1∑

k=1

∫

(k∆'t,(k+1)∆'t]
ds

∫

R

|p(t, x− y; s)||ū(s, y)− ū(k∆, y)| dy

⩽ LfC(É)
n−1∑

k=1

∫

R

dy

∫

(k∆'t,(k+1)∆'t]
|p(t, x− y; s)|

(
ln s− ln k∆

+s ln s− k∆ ln k∆− (s− k∆) ln(s− k∆) + (s− k∆)γ
)
ds

=
n−1∑

k=1

∫

R

dy

∫

(k∆'t,(k+1)∆'t]
|p(t, x− y; s)|fk(s) ds,

(4.8)

äå µ ∈ (0, 1/4), à ôóíêöiÿ fk çàäàíà ñïiââiäíîøåííÿì

fk(s) = ln s− ln k∆+ s ln s− k∆ ln k∆− (s− k∆) ln(s− k∆) + (s− k∆)γ.

Îñêiëüêè fk ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà âiäðiçêó [k∆, (k + 1)∆] ïðè äîâiëüíîìó ôiêñî-

âàíîìó k ∈ {1, . . . , n− 1}, òî ìîæåìî ïðîäîâæèòè ëàíöþã íåðiâíîñòåé (4.8):

n−1∑

k=1

I
(k)
21 ⩽

n−1∑

k=1

fk((k + 1)∆)

∫

(k∆'t,(k+1)∆'t]
ds

∫

R

|p(t, x− y; s)| dy

⩽ C

n−1∑

k=1

fk((k + 1)∆)∆ = C∆
n−1∑

k=1

(
(ln(k + 1)∆− ln k∆)

+ ((k + 1)∆ ln (k + 1)∆− k∆ ln k∆)−∆ ln∆ +∆γ
)

= C∆
(
lnn∆− ln∆ + n∆ lnn∆−∆ ln∆− (n− 1)∆ ln∆ + (n− 1)∆γ

)

n∆=T
= CT (T + 1)

lnn

n
+
n− 1

n
T
(T
n

)γ
⩽ Cn−γ. (4.9)
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Îêðåìî îöiíèìî äîäàíîê I
(0)
21 . Äëÿ öüîãî ïåðåäóñiì ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ ū(t, x) −

ū(0, x):

|ū(t, x)− ū(0, x)| = |ū(t, x)− u0(x)|

⩽

∣∣∣
∫

R

p(t, x− y; 0)u0(y) dy
∣∣∣+
∣∣∣
∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)f̄(y, ū(s, y)) dy
∣∣∣

+
∣∣∣
∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã̄(y) ds
∣∣∣+ |u0(x)|

⩽ C(É)

∫

R

t−1/2e−
κ(x−y)2

t dy + C

∫ t

0

ds

∫

R

(t− s)−1/2e−
κ(x−y)2

(t−s) dy

+ C(É)tγ + C(É) ⩽ C(É).

Òåïåð íåñêëàäíî îòðèìàòè, ùî

I
(0)
21 ⩽ Lf

∫

(0,∆'t]
ds

∫

R

|p(t, x− y; s)||ū(s, y)− ū(0, y)| dy

⩽ C

∫

(0,∆'t]
1 ds ⩽ Cn−1; (4.10)

äîäàâøè (4.9) òà (4.10), îäåðæèìî, ùî
∑n−1

k=0 I
(k)
21 ⩽ C(É)n−γ, äå µ < 1/4. Àíàëîãi-

÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî
∑n−1

k=0 I
(k)
23 ⩽ C(É)n−γ. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî

I2 ⩽ C(É)(n|ε ln ε|+ n−γ).

Ïîêëàäåìî g(x) = x|ε ln ε|+ x−γ i ðîçãëÿíåìî ïîâåäiíêó äàíî¨ ôóíêöi¨ ïðè x > 0.

Âîíà ìîíîòîííî ñïàäà¹ ïðè x < x∗, çðîñòà¹ ïðè x > x∗ i íàáóâà¹ íàéìåíøîãî

çíà÷åííÿ â òî÷öi x∗, äå

g(x∗) = |ε ln ε|γ/(γ+1)(µ + 1)µ−γ/(γ+1), x∗ = (µ/|ε ln ε|)1/(γ+1).

Òàêîæ ïîìiòèìî, ùî

g(x+ 1)

g(x)
=

(x+ 1)ε| ln ε|+ (x+ 1)−γ

xε| ln ε|+ x−γ

⩽
x+ 1

x
1{x⩾1} + xγ(x+ 1)ε| ln ε|1{x<1} +

(
x+ 1

x

)−γ

⩽ C.

Îòæå, ìîæåìî ïîêëàñòè n = n∗ := [x∗] + 1 i îòðèìàòè, ùî

I2 ⩽ Cg(n∗) ⩽ C
g(n∗)

g(x∗)
g(x∗) ⩽ C

g(x∗ + 1)

g(x∗)
g(x∗) ⩽ C|ε ln ε|γ/(γ+1).
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Äëÿ êîæíîãî µ1 < 1/5 ìîæåìî âèáðàòè òàêå µ < 1/4, ùî µ/(µ + 1) < µ1. Îòæå,

I2 ⩽ C(É)εγ1. (4.11)

Òåïåð ïåðåéäåìî äî îöiíêè Àε, äëÿ ÷îãî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

q(z, y) =

∫ t

0

p(t, x− y; s)(Ã(s/ε, y)− Ã̄(y))ds, z = (t, x, ε).

Ïåðåäóñiì îöiíèìî ðiçíèöþ q(z, y + h)− q(z, y) íà âiäðiçêó [j, j + 1]:

q(z, y + h)− q(z, y) = J1 + J2 :=

=

∫ t

0

p(t, x− y; s)
(
Ã(s/ε, y + h)− Ã(s/ε, y)− Ã̄(y + h) + Ã̄(y)

)
ds

+

∫ t

0

(
p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s)

)(
Ã(s/ε, y + h)− Ã(s/ε, y)

)
ds.

Äëÿ îöiíêè J1 ñêîðèñòà¹ìîñÿ (2.10), óìîâîþ 4.1.2 òà çàóâàæåííÿì 4.1.1.

|J1| ⩽ 2Lσh
β(σ)

∫ t

0

|p(t, x− y; s)|ds ⩽ Chβ(σ), (4.12)

à äëÿ J2 ñêîðèñòà¹ìîñÿ îöiíêàìè ç (3.12):

|J2| ⩽ C

∫ t

0

|p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s)|ds ⩽ Chβ(σ). (4.13)

Äëÿ îöiíêè q(z, y + h)− q(z, y) ÷åðåç ε ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëåìîþ 4.1.4:

|q(z, y + h)− q(z, y)| ⩽ |q(z, y + h)|+ |q(z, y)| ⩽ Cε1/2. (4.14)

Ìîæåìî äîäàòè íåðiâíîñòi (4.12) òà (4.13), ïiäíåñòè ¨õ ñóìó äî ñòåïåíÿ 1− ¹, ¹ ∈
[0, 1] i äîìíîæèòè íà (4.14), ïiäíåñåíó äî ñòåïåíÿ ¹:

|q(z, y + h)− q(z, y)| ⩽ Chβ(σ)(1−θ)εθ/2,

(É2,[j,j+1](q, r))
2
⩽ Ch2β(σ)(1−θ)εθ.

Êðiì òîãî, çà ëåìîþ 4.1.4

|q(z, y)| ⩽ C
√
ε ⩽ Cεθ/2, ∥q(z, ·)∥L2([j,j+1]) ⩽ C

√
ε ⩽ Cεθ/2.
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Ïðè öüîìó

∥q(z, ·)∥Bα
22((j,j+1]) < εθ/2

çà óìîâè, ùî iíòåãðàë ∫ 1

0

v2β(σ)(1−θ)−2α−1dv

ñêií÷åííèé. Öå âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

³ < ´(Ã)(1− ¹) ô ¹ < 1− ³

´(Ã)
. (4.15)

Ïðè µ1 <
1
2(1− 1

2β(σ)) ïîêëàäåìî ¹ = 2µ1, ³ ∈ (1/2, ´(Ã)(1− 2µ1)) i îäåðæèìî, ùî

(4.15) âèêîíó¹òüñÿ. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî ç (4.12) òà (4.13) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ

q(z, ·) íåïåðåðâíà íà [j, j + 1] ïðè ôiêñîâàíèõ z, j, i ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ

2.2.1:

|Àε| =
∣∣∣
∫

R

q(z, y) dµ(y)
∣∣∣ ⩽

∑

j∈Z

∣∣∣
∫

(j,j+1]

q(z, y) dµ(y)
∣∣∣
(2.7)

⩽
∑

j∈Z
|q(z, j)µ((j, j + 1])|

+C
∑

j∈Z
∥q(z, ·)∥Bα

22([j,j+1])

{∑

n⩾1

2n(1−2α)
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j,j+1)
kn )|2

}1/2

⩽ Cεγ1
[∑

j∈Z
|µ((j, j + 1])|+

∑

j∈Z

{∑

n⩾1

2n(1−2α)
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j,j+1)
kn )|2

}1/2]

⩽ Cεγ1
[(∑

j∈Z
(|j|+ 1)2τ(µ)(µ((j, j + 1]))2

)1/2(∑

j∈Z
(|j|+ 1)−2τ(µ)

)1/2

+
(∑

n⩾1

2n(1−2α)
∑

j∈Z
(|j|+ 1)2τ(µ)

∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j,j+1)
kn )|2

)1/2(∑

j∈Z
(|j|+ 1)−2τ(µ)

)1/2]
.

Äëÿ îöiíêè îñòàííüî¨ ñóìè äâi÷i ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëåìîþ 2.2.2, âçÿâøè â ÿêîñòi ϕl

òàêi ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié:

{ϕl(y), l ⩾ 1} = {(|j|+ 1)τ(µ) 1(j,j+1](y), j ∈ Z},

{ϕl(y), l ⩾ 1} = {(|j|+ 1)τ(µ)2n(1−2α)/2
1
∆

(j,j+1)
kn

(y), j ∈ Z, n ⩾ 1, 1 ⩽ k ⩽ 2n}.

Ïðè öüîìó â îáîõ âèïàäêàõ
∑∞

l=1 |ϕl(y)| ⩽ C(1+ |y|τ(µ)), à, çíà÷èòü, âèêîðèñòàííÿ
âêàçàíî¨ ëåìè äiéñíî ïðàâîìiðíå. Âðàõóâàâøè òàêîæ, ùî ðÿä

∑
j∈Z(|j| + 1)−2τ(µ)

çáiãà¹òüñÿ, îäåðæó¹ìî, ùî

|Àε| ⩽ C(É)εγ1. (4.16)
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Ïiäñòàâèâøè (4.11) òà (4.16) â (4.7), ïðèõîäèìî äî òàêî¨ íåðiâíîñòi:

|uε(t, x)− ū(t, x)| ⩽ C(É)εγ1

+

∫ t

0

ds

∫

R

|p(t, x− y; s)||f(s/ε, y, uε(s, y))− f(s/ε, y, ū(s, y)) dy |

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨ uε, u îáìåæåíi, çâiäêè supx∈R |uε(t, x)− ū(t, x)| <∞ ì.í.

Îñêiëüêè f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ, òî

sup
x∈R

|uε(t, x)− ū(t, x)| ⩽ Cεγ1 + C

∫ t

0

sup
x∈R

|uε(s, x)− ū(s, x)| ds.

Çàñòîñóâàâøè íåðiâíiñòü Ãðîíóîëëà, îäåðæó¹ìî, ùî

sup
x∈R

|uε(t, x)− ū(t, x)| ⩽ C(É)εγ1,

äå ñòàëà C(É) íå çàëåæèòü âiä t òà ε. Âçÿâøè ñóïðåìóì ïî t âiä ëiâî¨ ÷àñòèíè,

îäåðæó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

4.3. Äîâåäåííÿ ëåì 4.1.1�4.1.4

Ïî÷íåìî ç äîâåäåííÿ ëåìè 4.1.1.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ t1 òà t2 òàêèõ, ùî 0 ⩽ t1 < t2 ⩽ T , ïîêëàäåìî

q(z, y) =

∫ t2

0

p(t2, x− y; s)Ã(s, y) ds−
∫ t1

0

p(t1, x− y; s)Ã(s, y) ds, z = (t1, t2, x).

Òåïåð îöiíèìî ðiçíèöþ q(z, y + h)− q(z, y) çà óìîâè y, y + h ∈ [j, j + 1], äå j ∈ Z.
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Äëÿ öüîãî ðîçïèøåìî ¨¨ ó âèãëÿäi

q(z, y + h)− q(z, y)

=

∫ t1

0

(p(t2, x− y − h; s)− p(t1, x− y − h; s))(Ã(s, y + h)− Ã(s, y))ds

+

∫ t1

0

(p(t2, x− y − h; s)− p(t2, x− y; s)

− p(t1, x− y − h; s) + p(t1, x− y; s))Ã(s, y)ds

+

∫ t2

t1

p(t2, x− y − h; s)(Ã(s, y + h)− Ã(s, y))ds

+

∫ t2

t1

(p(t2, x− y − h; s)− p(t2, x− y; s))Ã(s, y)ds

:= I11 + I12 + I21 + I22 := I1 + I2,

äå I1 = I11 + I12, I2 = I21 + I22. Äëÿ îöiíêè I21 ñêîðèñòà¹ìîñÿ óìîâîþ 4.1.2 òà

(2.10).

|I21| ⩽ Chβ(σ)
∫ t2

t1

(t2 − s)−1/2e−
κ(x−y−h)2

t2−s ds

⩽ Chβ(σ)
∫ t2

t1

(t2 − s)−1/2ds = Chβ(σ)(t2 − t1)
1/2. (4.17)

Òåïåð îöiíèìî I22, âèêîðèñòàâøè íåðiâíîñòi (3.10) òà (3.11).

|I22| ⩽ C

∫ t2

t1

|p(t2, x− y − h; s)− p(t2, x− y; s)|ds

= C

∫ t2

t1

∣∣∣∣
∫ x−y

x−y−h

∂p(t2, v; s)

∂v
dv

∣∣∣∣ ds

(2.11)

⩽ C

∫ t2

t1

ds

t2 − s

∫ x−y

x−y−h

e−
κv2

t2−sdv ⩽ C

∫ h/2

−h/2

dv

∫ t2

t1

1

t2 − s
e−

κv2

t2−sds

⩽ C

∫ h/2

0

dv

∫ t2

t1

(t2 − s)γ−1v−2γds ⩽ Ch1−2γ(t2 − t1)
γ. (4.18)

Ïðè öüîìó, îñêiëüêè µ < 1/4, òî 1− 2µ > 1/2. Çíîâó ñêîðèñòàâøèñü óìîâîþ 4.1.2
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òà âèêîðèñòàâøè (2.13), îäåðæèìî, ùî

|I11| ⩽ Lσh
β(σ)

∫ t1

0

|p(t2, x− y − h; s)− p(t1, x− y − h; s)|ds

⩽ Lσh
β(σ)

∫ t1

0

ds

∫ t2

t1

∣∣∣∣
∂p(Ä, x− y − h; s)

∂Ä

∣∣∣∣ dÄ

⩽ Chβ(σ)
∫ t1

0

ds

∫ t2

t1

(Ä − s)−3/2e−
κ(x−y−h)2

τ−s dÄ

⩽ Chβ(σ)
∫ t1

0

ds

∫ t2

t1

(Ä − s)−3/2dÄ ⩽ Chβ(σ)(t2 − t1)
1/2. (4.19)

Òåïåð îöiíèìî I12. Ç îäíîãî áîêó,

|I12| =
∣∣∣
∫ t1

0

(p(t2, x− y − h; s)− p(t1, x− y − h; s))Ã(s, y)ds

−
∫ t1

0

(p(t2, x− y; s)− p(t1, x− y; s))Ã(s, y)ds
∣∣∣

⩽ C

∫ t1

0

|p(t2, x− y − h; s)− p(t1, x− y − h; s)|ds

+ C

∫ t1

0

|p(t2, x− y; s)− p(t1, x− y; s)|ds

⩽ C

∫ t1

0

ds

∫ t2

t1

∣∣∣
∂p(Ä, x− y − h; s)

∂Ä

∣∣∣dÄ

⩽ C

∫ t1

0

ds

∫ t2

t1

(Ä − s)−3/2dÄ ⩽ C(t2 − t1)
1/2. (4.20)

Ç iíøîãî áîêó, ìiðêóþ÷è ïî àíàëîãi¨ äî äîâåäåííÿ (4.18), îäåðæó¹ìî, ùî

|I12| ⩽ C

∫ t1

0

|p(t2, x− y − h; s)− p(t2, x− y; s)|ds

+ C

∫ t1

0

|p(t1, x− y − h; s)− p(t1, x− y; s)|ds

⩽ C

∫ h/2

0

dv

∫ t2

0

(t2 − s)γ0−1v−2γ0ds

+ C

∫ h/2

0

dv

∫ t1

0

(t1 − s)γ0−1v−2γ0ds ⩽ Ch1−2γ0, (4.21)

äå µ0 > 0. Äîìíîæèâøè íåðiâíiñòü (4.20), ïiäíåñåíó äî ñòåïåíÿ 2µ, íà íåðiâíiñòü

(4.21), ïiäíåñåíó äî ñòåïåíÿ 1− 2µ, îäåðæèìî, ùî

|I12| ⩽ (t2 − t1)
γh(1−2γ)(1−2γ0). (4.22)
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Ïðè äîñòàòíüî áëèçüêîìó äî íóëÿ µ0 ïîêàçíèê ñòåïåíÿ ïðè h â íåðiâíîñòi (4.22)

áiëüøå çà 1/2. Âðàõóâàâøè òàêîæ îöiíêè (4.17), (4.18) òà (4.19), îäåðæèìî, ùî

|q(z, y + h)− q(z, y)| ⩽ Chθ(t2 − t1)
γ, ¹ > 1/2. (4.23)

Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ q(z, y) ¹ íåïåðåðâíîþ çà y ïðè äîâiëüíîìó

ôiêñîâàíîìó z, i ìîæåìî çàñòîñóâàòè ëåìó 2.2.1. Ç íå¨ âèïëèâà¹, ùî äëÿ âiäïîâiäíî¨

ìîäèôiêàöi¨ ϑ̃ ïðîöåñó ϑ, çàäàíîãî ñïiââiäíîøåííÿì (4.6), ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

|ϑ̃(t1)− ϑ̃(t2)| ⩽
∑

j∈Z

∣∣∣∣
∫

(j,j+1]

q(z, y) dµ(y)

∣∣∣∣ ⩽
∑

j∈Z
|q(z, j)µ((j, j + 1])|

+ C
∑

j∈Z
∥q(z, ·)∥Bα

22([j,j+1])

{
∑

n⩾1

2n(1−2α)
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j,j+1)
kn )|2

}1/2

. (4.24)

Òåïåð îöiíèìî q(z, y + h) − q(z, y), äå y, y + h ∈ [j, j + 1], çà óìîâè âèêîíàííÿ

íåðiâíîñòi |x − w| ⩾ m äëÿ âñiõ w ∈ [j, j + 1]. Ïðè öüîìó îöiíêè (4.17)�(4.22)

íàáóäóòü òàêîãî âèãëÿäó:

|I21| ⩽ Chβ(σ)
∫ t2

t1

(t2 − s)−1/2e−
κm2

t2−sds ⩽ C
hβ(σ)

m2

∫ t2

t1

(t2 − s)1/2ds

⩽ C
hβ(σ)

m2
(t2 − t1)

3/2,

|I22| ⩽ C

∫ t2

t1

ds

t2 − s

∫ x−y

x−y−h

e−
κv2

t2−sdv ⩽ Ch

∫ t2

t1

e−
κm2

t2−s

t2 − s
ds ⩽ C

h(t2 − t1)

m2
,

|I11| ⩽ Chβ(σ)
∫ t1

0

ds

∫ t2

t1

(Ä − s)−3/2e−
κm2

τ−s dÄ ⩽ C
hβ(σ)

m2

∫ t1

0

ds

∫ t2

t1

(Ä − s)−1/2dÄ

⩽ C
hβ(σ)(t2 − t1)

3/2

m2
,

|I12| ⩽ C

∫ t1

0

ds

∫ t2

t1

(Ä − s)−3/2e−
κm2

τ−s dÄ ⩽ C(t2 − t1)
3/2,

|I12| ⩽ C

∫ t1

0

ds

t1 − s

∫ x−y

x−y−h

e−
κv2

t1−sdv + C

∫ t2

0

ds

t2 − s

∫ x−y

x−y−h

e−
κv2

t2−sdv ⩽ Ch,

|I12| ⩽ C(t2 − t1)
γh1−2γ/3,

äå âèêîðèñòîâó¹ìî îöiíêó (3.10). Áà÷èìî, ùî ïðè òàêèõ j

|q(z, y + h)− q(z, y)| ⩽ C
hθ(t2 − t1)

γ

m2
, ¹ > 1/2. (4.25)
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Òàêîæ çðîáèìî çàóâàæåííÿ ùîäî îöiíêè q(z, y). Âêàçàíà ôóíêöiÿ äîïóñêà¹ ïðåä-

ñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi

q(z, y) =

∫ t1

0

(p(t2 − s, x− y)− p(t1 − s, x− y))Ã(s, y) ds

+

∫ t2

t1

p(t2 − s, x− y)Ã(s, y) ds.

Ïåðøèé ç íàâåäåíèõ iíòåãðàëiâ îöiíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî I11, äðóãèé � àíàëîãi÷íî

äî I12. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

|q(z, y)| ⩽ C(t2 − t1)
1/2,

|q(z, y)| ⩽ C
(t2 − t1)

3/2

m2
, sup

w∈[j,j+1]

|x− w| ⩾ m.
(4.26)

Ñêîðèñòàâøèñü (4.23), (4.25) òà (4.26), îäåðæèìî, ùî ïðè ³ ∈ (1/2, ¹)

∥q(z, ·)∥Bα
22([j,j+1]) ⩽ C(t2 − t1)

γ,

∥q(z, ·)∥Bα
22([j,j+1]) ⩽ C

(t2 − t1)
γ

m2
, sup

w∈[j,j+1]

|x− w| ⩾ m.

Ìîæåìî ïðîäîâæèòè íåðiâíîñòi (4.24) òàêèì ÷èíîì:

|ϑ̃(t1)− ϑ̃(t2)| ⩽



∑

j∈Z
|q(z, j)|2




1/2

∑

j∈Z
|µ((j, j + 1])|2




1/2

+ C
∑

j∈Z
∥q(z, ·)∥Bα

22([j,j+1])

{
∑

n⩾1

2n(1−2α)
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j,j+1)
kn )|2

}1/2

⩽ C(t2 − t1)
γ

( ∞∑

m=1

1

m4

)1/2


∑

j∈Z
|µ((j, j + 1])|2




1/2

+ C(t2 − t1)
γ

∞∑

m=1

1

m2

{
∑

n⩾1

2n(1−2α)
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j,j+1)
kn )|2

}1/2

⩽ C(É)(t2 − t1)
γ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Íàâåäåìî äîâåäåííÿ ëåìè 4.1.2.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 < t1 < t2 ⩽ T . Òîäi çà ëåìîþ 4.1.1

|u(t1, x)− u(t2, x)| ⩽
∫

R

|p(t1, x− y; 0)− p(t2, x− y; 0)| |u0(y)| dy

+

∣∣∣∣
∫ t1

0

ds

∫

R

p(t1, x− y; s)f(s, y, u(s, y)) dy

−
∫ t2

0

ds

∫

R

p(t2, x− y; s)f(s, y, u(s, y)) dy

∣∣∣∣+ C(É)(t2 − t1)
γ

=: J1 + J2 + C(É)(t2 − t1)
γ.

J1 îöiíþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

J1 ⩽ C(É)

∫

R

dy

∫ t2

t1

∣∣∣∣
∂p(Ä, x− y; 0)

∂Ä

∣∣∣∣ dÄ
(2.13)

⩽ C(É)

∫

R

dy

∫ t2

t1

Ä−
3
2e−

κ(x−y)2

τ dÄ

= C(É)

∫ t2

t1

Ä−1dÄ

∫

R

Ä−
1
2e−

κ(x−y)2

τ dy = C(É)(ln t2 − ln t1).

Òåïåð îöiíèìî J2, ñêîðèñòàâøèñü óìîâîþ 4.1.1.

J2 ⩽

∫ t1

0

ds

∫

R

|p(t1, x− y; s)− p(t2, x− y; s)| |f(s, y, u(s, y))| dy

+

∫ t2

t1

ds

∫

R

p(t2, x− y; s) |f(s, y, u(s, y))| dy

⩽ C

∫ t1

0

ds

∫

R

|p(t1, x− y; s)− p(t2, x− y; s)| dy

+ C(t2 − t1) =: J21 + C(t2 − t1).

Çàëèøèëîñÿ ïîáóäóâàòè ëàíöþã îöiíîê äëÿ iíòåãðàëà J21,

J21 ⩽ C

∫ t1

0

ds

∫

R

dy

∫ t2

t1

∣∣∣∣
∂p(Ä, x− y; s)

∂Ä

∣∣∣∣ dÄ

(2.13)

⩽ C

∫ t1

0

ds

∫

R

dy

∫ t2

t1

(Ä − s)−
3
2e−

κ(x−y)2

τ−s dÄ

= C

∫ t1

0

ds

∫ t2

t1

(Ä − s)−1dÄ

∫

R

(Ä − s)−
1
2e−

κ(x−y)2

τ−s dy

= C

∫ t1

0

(ln(t2 − s)− ln(t1 − s))ds

= C(t2 ln t2 − t1 ln t1 − (t2 − t1) ln(t2 − t1)),

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.



61

Äîâåäåìî òåïåð ëåìó 4.1.3.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî φ2(t)− φ1(t) ⩾ ε. Ïðåäñòàâèìî âíóòði-

øíié iíòåãðàë ó âèãëÿäi ñóìè
∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
=
∫ ϕ2(t)−ε

ϕ1(t)
+
∫ ϕ2(t)

ϕ2(t)−ε; ïðè öüîìó

∣∣∣
∫

R

dy

∫ ϕ2(t)

ϕ2(t)−ε

p(t, x− y; s)H(s/ε, y, z)ds
∣∣∣

⩽ C

∫ ϕ2(t)

ϕ2(t)−ε

ds

∫

R

|p(t, x− y; s)|dy ⩽ Cε. (4.27)

À äëÿ iíøîãî iíòåãðàëà ìà¹ìî òàêèé ëàíöþã íåðiâíîñòåé:

∣∣∣
∫

R

dy

∫ ϕ2(t)−ε

ϕ1(t)

p(t, x− y; s)H(s/ε, y, z)ds
∣∣∣

= Cε

∣∣∣∣
∫

R

(
p(t, x− y; s)G(s/ε, y, z)

∣∣∣
ϕ2(t)−ε

ϕ1(t)

−
∫ ϕ2(t)−ε

ϕ1(t)

∂p(t, x− y; s)

∂s
G(s/ε, y, z)ds

)
dy

∣∣∣∣
(4.2)

⩽ Cε

(∫

R

∣∣p(t, x− y;φ1(t))
∣∣dy

+

∫

R

∣∣p(t, x− y;φ2(t)− ε)
∣∣dy +

∫ ϕ2(t)−ε

ϕ1(t)

ds

∫

R

dy

(t− s)3/2
e−

λ|x−y|2

t−s

)

⩽ Cε+ Cε

∫ ϕ2(t)−ε

ϕ1(t)

ds

t− s
= Cε

(
1− ln(ε+ t− φ2(t)) + ln(t− φ1(t))

)

⩽ Cε
(
1 + min{| lnT |, | ln ε|}

)
⩽ Cε| ln ε|;

(4.28)

ç (4.27) òà (4.28) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè ïðè âêàçàíîìó îáìåæåííi íà φ1, φ2.

ßêùî æ φ2(t)− φ1(t) < ε, òî ìà¹ ìiñöå òàêèé àíàëîã (4.27):

∣∣∣
∫

R

dy

∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)

p(t, x− y; s)H(s/ε, y, z)ds
∣∣∣

⩽ C

∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)

ds

∫

R

|p(t, x− y; s)|dy ⩽ C(φ2(t)− φ1(t)) ⩽ Cε.

Íàðåøòi íàâåäåìî äîâåäåííÿ ëåìè 4.1.4.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî t ⩾ ε. Çà äàíî¨ óìîâè îöiíþâàíèé iíòå-

ãðàë äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ
∫ t

0 =
∫ t−ε

0 +
∫ t

t−ε. Ïåðøèé äîäàíîê îöiíþ¹ìî òàêèì
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÷èíîì:

∣∣∣
∫ t−ε

0

p(t, x− y; s)H(s/ε, y)ds
∣∣∣ = ε

∣∣∣p(t, x− y; s)G(s/ε, y)
∣∣∣
t−ε

0

−
∫ t−ε

0

∂p(t, x− y; s)

∂s
G(s/ε, y)ds

∣∣∣
G(0,y)=0

⩽ Cε

(
|p(t, x− y; t− ε)|

+

∫ t−ε

0

∣∣∣
∂p(t, x− y; s)

∂s

∣∣∣ds
)

(4.2)

⩽ C
√
ε+ Cε

∫ t−ε

0

ds(t− s)−3/2
⩽ C

√
ε.

(4.29)

Äðóãèé äîäàíîê îöiíþ¹ìî çi ñïiââiäíîøåííÿ

∣∣∣
∫ t

t−ε

p(t, x− y; s)H(s/ε, y)ds
∣∣∣ ⩽ C

∫ t

t−ε

(t− s)−1/2ds = C
√
ε. (4.30)

Îòæå, ïðè âêàçàíîìó îáìåæåííi íà t òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç (4.29) òà (4.30).

Ïðè t < ε òâåðäæåííÿ ëåìè äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî (4.30).

4.4. Âèñíîâêè

Â ðîçäiëi 4 ðîçãëÿíóòî ðîçâ'ÿçêè ñòîõàñòè÷íèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ

âèïàäêîâèé âïëèâ çàäàíèé ç âèêîðèñòàííÿì çàãàëüíî¨ ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè. Äîâåäå-

íî ïðèíöèï óñåðåäíåííÿ, òîáòî ïîêàçàíà çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü äî ðîçâ'ÿçêó

óñåðåäíåíîãî ðiâíÿííÿ. Òàêîæ ñôîðìóëüîâàíî òà äîâåäåíî äîïîìiæíi òâåðäæåí-

íÿ ïðî ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ. Çîêðåìà, íàâåäåíà îöiíêà ðîçâ'ÿçêó ïàðàáîëi÷íîãî

ðiâíÿííÿ, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (t, x) ∈ [0, T ]× R.
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Ðîçäië 5

ÏÎÂÅÄIÍÊÀ ÐÎÇÂ'ßÇÊÓ ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß ÏÐÈ

t→ ∞

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè ñòàòòi [31].

5.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i, äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêå ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿííÿ:




Lu(t, x)dt+ f(t, x, u(t, x)) dt+ Ã(t, x) dµ(x) = 0, (t, x) ∈ (0,+∞)× R,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,
(5.1)

òîáòî, ðiâíÿííÿ (3.1), âçÿòå íà [0,+∞)×R. Îïåðàòîð L çàäàíî ñïiââiäíîøåííÿì

(3.2), à íà éîãî êîåôiöi¹íòè áóäåìî íàêëàäàòè òàêó óìîâó:

Óìîâà 5.1.1. Ôóíêöi¨ a, b, c íåïåðåðâíi òà îáìåæåíi íà [0,+∞). Êðiì òîãî,

ôóíêöiÿ a çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòÿì

|a(t1)− a(t2)| ⩽M |t1 − t2|λ, t1, t2 ∈ [0,+∞), a(t) ⩾ ¶, t ∈ [0,+∞),

äëÿ äåÿêèõ ¼, ¶, M > 0.

Çà äàíî¨ óìîâè ôóíêöi¨ a, b, c òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü óìîâi (3.1.1) íà äîâiëüíîìó

âiäðiçêó [0, T ], T > 0. Êðiì òîãî, â äàíîìó ðîçäiëi áóäåìî ââàæàòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ

íàñòóïíà óìîâà íà ôóíêöiþ c.

Óìîâà 5.1.2. Äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ c0 > 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü: c(t) ⩽ −c0 ∀t ⩾ 0.

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ôóíêöi¨ u0, f çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì 3.1.2 òà 4.1.1 âiä-

ïîâiäíî. Íàäàëi òàêîæ ââàæàòèìåìî, ùî |f(t, x, z)| ⩽ φ(t), äå φ(t) ∈ L1([0,+∞)),

à äëÿ ôóíêöi¨ Ã âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå:

Óìîâà 5.1.3. Ôóíêöiÿ Ã âèìiðíà íà [0,+∞)× R. Êðiì òîãî, âîíà çàäîâîëüíÿ¹
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íåðiâíîñòÿì

|Ã(t, x)| ⩽ Cσ(t) ∀t ∈ [0,+∞), x ∈ R,

|Ã(t, x1)− Ã(t, x2)| ⩽ Lσ(t)|x1 − x2|β(σ) ∀t ∈ [0,+∞), x1, x2 ∈ R,

äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ ´(Ã), 1 > ´(Ã) > 1/2, i îáìåæåíèõ âèìiðíèõ ôóíêöié Cσ,

Lσ : [0,+∞) → R, äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü:

Cσ(s) → 0, s→ ∞; Lσ(s) → 0, s→ ∞.

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.1) áóäåìî çàäàâàòè ñïiââiäíîøåííÿì (3.3), äå (t, x) ∈
[0,+∞)× R. Íàãàäà¹ìî éîãî âëàñòèâîñòi, íàâåäåíi ó [11]. Ïðè äîâiëüíîìó ôiêñî-

âàíîìó T > 0 ðiâíÿííÿ (3.3) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê íà [0, T ] × R, ÿêèé ìîæíà

îòðèìàòè çi ñïiââiäíîøåííÿ

u(t, x) = lim
n→∞

u(n)(t, x). (5.2)

Ïðè öüîìó u(0)(t, x) = 0,

u(n)(t, x) =

∫

R

p(t, x− y; 0)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x− y; s)f(s, y, u(n−1)(s, y)) dy

+

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y) ds, (5.3)

à çáiæíiñòü ó (5.2) ¹ çáiæíiñòþ çà éìîâiðíiñòþ. Îòæå, ðîçâ'ÿçîê (3.3) ¹ ¹äèíèì i íà

[0,+∞)× R, ïðè÷îìó âií ¹ ãðàíèöåþ çà éìîâiðíiñòþ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (5.3).

Äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó (3.3) íàì çíàäîáèòüñÿ

òàêà äîïîìiæíà ëåìà:

Ëåìà 5.1.1. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ϕ ∈ (0, 1) òà âñiõ x ∈ R, t > s > 0

ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

|p(t, x; s)| ⩽M(t− s)−1/2e−
κx2

t−s eη(t−s)Eλ,λ(C̃(t− s)λ), (5.4)
∣∣∣∣
∂p(t, x; s)

∂x

∣∣∣∣ ⩽M(t− s)−1e−
κx2

t−s eη(t−s)Eλ,λ(C̃(t− s)λ), (5.5)
∣∣∣∣
∂p(t, x; s)

∂x
− ∂p(t, x′; s)

∂x′

∣∣∣∣ ⩽M(ϕ)|x− x′|φ(t− s)−3/2

×max

{
e−

κx2

t−s , e−
ν(x′)2

t−s

}
eη(t−s)Eλ,λ(C̃(t− s)λ), (5.6)
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äå κ, ¸, M � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, Eα,β(z) =
∑∞

k=0
zk

Γ(αk+β) � ôóíêöiÿ Ìiòòàã-

Ëåôôëåðà.

Äîâåäåííÿ äàíîãî òâåðäæåííÿ áóäå íàâåäåíî ó ïiäðîçäiëi 5.1. Òåïåð ñêîðèñòà-

¹ìîñÿ íèì äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ âàæëèâî¨ ëåìè.

Ëåìà 5.1.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 5.1.1�5.1.3. Òîäi âèïàäêîâà ôóíêöiÿ

¿(t, x) =

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y) ds

ìà¹ ìîäèôiêàöiþ ¿1(t, x), äëÿ ÿêî¨

sup
x∈R

|¿1(t, x)| → 0, t→ ∞, ∀É ∈ Ω.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

q(z, y) =

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y) ds, z = (t, x).

Äàíà ôóíêöiÿ âæå áóëà ðîçãëÿíóòà ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.1.1 (äèâ. (3.7)). Ïðè

öüîìó áóëà ïîêàçàíà íåïåðåðâíiñòü q(z, y) ÿê ôóíêöi¨ âiä y íà R ïðè äîâiëüíî-

ìó ôiêñîâàíîìó z. Îòæå, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ 2.2.1 íà êîæíîìó âiäðiçêó

[j, j + 1], j ∈ Z i îäåðæàòè, ùî

|¿1(t, x)| ⩽
∑

j∈Z
|q(z, j)µ((j, j + 1])|+ C

∑

j∈Z
∥q(z, ·)∥Bα

22([j,j+1])

×
( ∞∑

n=1

2−n(2α−1)
2n∑

k=1

|µ(∆(j,j+1)
kn )|2

)1/2

⩽



∑

j∈Z
|q(z, j)|2




1/2

∑

j∈Z
|µ((j, j + 1])|2




1/2

+ C



∑

j∈Z
∥q(z, ·)∥2Bα

22([j,j+1])




1/2

∑

j∈Z

∞∑

n=1

2−n(2α−1)
2n∑

k=1

|µ(∆(j,j+1)
kn )|2




1/2

,

(5.7)

äëÿ âñiõ z = (t, x) ∈ (0,+∞)× R, É ∈ Ω. Áà÷èìî, ùî äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ

ëåìè íàì íåîáõiäíî îöiíèòè íîðìó Á¹ñîâà ∥q(z, ·)∥Bα
22([j,j+1]), äëÿ ÷îãî ðîçãëÿíåìî
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ðiçíèöþ q(z, y + h)− q(z, y) ïðè y, y + h ∈ [j, j + 1]:

|q(z, y + h)− q(z, y)| ⩽
∫ t

0

|p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s)| |Ã(s, y)| ds

+

∫ t

0

|p(t, x− y − h; s)| |Ã(s, y + h)− Ã(s, y)| ds = I1 + I2.

Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

ΩMN =
(
[s,+∞)× R

)
\
(
[s, s+M)× (y −N, y +N)

)
,

Ωγ
MN = {(t, x) : d(ΩMN , (t, x)) ⩽ µ},

Θγ
MN = (Ω2γ

MN \ ΩMN) ∩ {t > s}.

Òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ôóíêöi¨:

¸1(v) = Cηe
1

|v|2−11{|v|<1}, v ∈ R
2,

¸ε(v) = ε−2¸1(vε
−1),

Ψ(t, x; s, y) =

∫

Ωγ
MN

¸γ(t− v1, x− v2) dv, v = (v1, v2),

(5.8)

äå ñòàëà Cη âèáèðà¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ
∫
R2 ¸1(v) dv = 1. Ôóíêöi¨ òèïó (5.8)

çàñòîñîâóþòüñÿ â òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié (äèâ., çîêðåìà, [60]). Íåñêëàäíî

áà÷èòè, ùî ¸ε ∈ C∞(R2); êðiì òîãî, ¸ε(v) = 0 ïðè |v| < ε i
∫
R2 ¸ε(v) dv = 1. Òàêîæ

çàóâàæèìî, ùî
∣∣∣
∂¸ε(v)

∂vi

∣∣∣ ⩽ Cε−3,
∣∣∣
∂2¸ε(v)

∂v2i

∣∣∣ ⩽ Cε−4, i = 1, 2, (5.9)

äå ñòàëà C íå çàëåæèòü âiä ε. Äiéñíî,
∣∣∣
∂¸ε(v)

∂vi

∣∣∣ ⩽ ε−3max
|v|⩽1

∣∣∣
∂¸1(v)

∂vi

∣∣∣ = Cε−3,

i àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ äðóãà íåðiâíiñòü ó (5.9). Òåïåð ïîêàæåìî, ùîΨ(t, x; s, y) =

0 çà óìîâè, ùî (t, x) ëåæèòü ïîçà ìíîæèíîþ Ωγ
MN . Äiéñíî, ÿêùî (t, x) /∈ Ω2γ

MN , òî

d(ΩMN , (t, x)) > 2µ ⇒ d(Ωγ
MN , (t, x)) > µ

⇒ (t− v1, x− v2) /∈ B(0, µ) ∀(v1, v2) ∈ Ωγ
MN

⇒ ¸γ(t− v1, x− v2) = 0 ∀(v1, v2) ∈ Ωγ
MN ⇒ Ψ(t, x; s, y) = 0,

(5.10)
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äå ÷åðåç B(0, µ) áóäåìî ïîçíà÷àòè êóëþ ç öåíòðîì â òî÷öi 0 i ðàäióñîì µ. Êðiì

òîãî,

0 ⩽ Ψ(t, x; s, y) =

∫

Ωγ
MN

¸γ(t− v1, x− v2) dv
(∗)
⩽

∫

R2

¸γ(t− v1, x− v2) dv = 1, (5.11)

ïðè÷îìó ðiâíiñòü â (∗) ìà¹ ìiñöå, ÿêùî B((t, x), µ) ¢ Ωγ
MN . Âèêîðèñòàâøè (5.9),

îòðèìó¹ìî òàêi îöiíêè äëÿ ïîõiäíèõ Ψ:

∣∣∣
∂Ψ

∂x

∣∣∣ ⩽ Cµ−1,
∣∣∣
∂Ψ

∂t

∣∣∣ ⩽ Cµ−1,
∣∣∣
∂2Ψ

∂x2

∣∣∣ ⩽ Cµ−2. (5.12)

Òåïåð ïåðåéäåìî äî îöiíêè I2, äëÿ ÷îãî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

p̃(t, x; s, y) = p(t, x− y; s)1{t>s}Ψ(t, x; s, y);

áóäåìî òàêîæ ââàæàòè, ùî

µ < min{M/2, N/2}. (5.13)

Ïîêàæåìî, ùî ïðè ôiêñîâàíèõ s > 0, y ∈ R p̃ ∈ C1,2([0,+∞) × R) ÿê ôóíêöiÿ

âiä (t, x). Äëÿ öüîãî äîñèòü ïåðåâiðèòè iñíóâàííÿ òà íåïåðåðâíiñòü ïîõiäíèõ ïðè

t = s. Ç îäíîãî áîêó, ç íåðiâíîñòi (5.13) âèïëèâà¹, ùî ïðÿìîêóòíèê {(t, x) : |x−y| <
N − 2µ, 0 < t − s < M − 2µ} íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç Ω2γ

MN ; âðàõóâàâøè òàêîæ, ùî

p̃(t, x; s, y) = 0 ïðè t ⩽ s, îäåðæèìî, ùî p̃(t, x; s, y) = 0 â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè

t = s, x = y. Ç iíøîãî áîêó, ç îáìåæåíîñòi ôóíêöi¨ Ψ òà ¨¨ ïîõiäíèõ, à òàêîæ

îöiíîê (2.10)�(2.13) âèïëèâà¹, ùî ïðè x ̸= y

p̃(t, x; s, y) → 0, t→ s+,

∂p̃(t, x; s, y)

∂x
→ 0, t→ s+,

∂p̃(t, x; s, y)

∂t
→ 0, t→ s+,

∂2p̃(t, x; s, y)

∂x2
→ 0, t→ s+.

Ç çàóâàæåííÿ äî (5.11) âèïëèâà¹, ùî p̃(t, x; s, y) = p(t, x− y; s) ïðè (t, x) ∈ ΩMN ,

à ç (5.10) � òå, ùî p̃(t, x; s, y) = 0 çà óìîâè (t, x) ∈ ([0,+∞)×R) \Ω2γ
MN ∪{s ⩾ t}.

Òàêîæ âiäìiòèìî, ùî ç îáìåæåíîñòi ôóíêöi¨ p(t, x − y; s) íà Ω2γ
MN ∩ {t ⩽ T} ïðè
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äîâiëüíîìó äîäàòíîìó T i (5.11) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ p̃(t, x; s, y) îáìåæåíà íà

[0, T ]× R.

Òåïåð ìè çíà¹ìî äîñòàòíüî äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè Lp̃. Ç îäíîãî áîêó, Lp̃ = 0

ïðè p̃ = p; ç iíøîãî áîêó, äàíà ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ i ïðè p̃ = 0. Îòæå, Lp̃ = 0

ïðè (t, x) /∈ Θγ
MN . ßêùî æ (t, x) ∈ Θγ

MN , òî

Lp̃ = L(pΨ) = ΨLp+ pLΨ+ 2a
∂p

∂x

∂Ψ

∂x

Lp=0
= pLΨ+ 2a

∂p

∂x

∂Ψ

∂x
.

Ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ íåðiâíîñòÿìè (5.4), (5.5), (5.12) i îäåðæàòè, ùî

|Lp̃| ⩽ Ce−
κ(x−y)2

t−s eη(t−s)Eλ,λ(C̃(t− s)λ)

(
µ−2 1√

t− s
+ µ−1 1

t− s

)
(5.14)

ïðè (t, x) ∈ Θγ
MN . Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå µ ç iíòåðâàëó (0, 1/3); áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî t > 3µ. Ïðåäñòàâèìî iíòåãðàë I2 ó âèãëÿäi

I2 =

∫ t−3γ

0

|p(t, x− y − h; s)| |Ã(s, y + h)− Ã(s, y)| ds

+

∫ t

t−3γ

|p(t, x− y − h; s)| |Ã(s, y + h)− Ã(s, y)| ds = I21 + I22.

Äëÿ îöiíêè iíòåãðàëó I21 ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôóíêöi¹þ p̃(t, x; s, y), äå M = N = 3µ.

ßêùî ïðè öüîìó (t, x) ∈ Θγ
MN , òî t− s < 3µ; êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç äâîõ

íåðiâíîñòåé: àáî t− s > µ, àáî |x− y| > µ. Â ïåðøîìó âèïàäêó îòðèìó¹ìî òàêèé

íàñëiäîê (5.14):

|Lp̃| ⩽ Ce3ηγµ−5/2Eλ,λ(C̃(3µ)
λ).

Â äðóãîìó âèïàäêó

|Lp̃| ⩽ Ce3ηγµ−7/2Eλ,λ(C̃(3µ)
λ).

Ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

|Lp̃| ⩽ C(µ) ∀ (t, x) ∈ [0,+∞)× R.

Òåïåð ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ 2.3.2 äëÿ äîâiëüíîãî T > t i îäåðæàòè, ùî

|p̃(t, x; s, y)| ⩽ C(µ)e−c0tt,
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äå ñòàëà C(µ) íå çàëåæèòü âiä T . Çãàäàâøè, ùî p̃(t, x; s, y) = p(t, x − y; s) ïðè

t− s > 3µ, i ñêîðèñòàâøèñü îáìåæåíiñòþ Ã, ïðèõîäèìî äî îöiíêè

|I21| ⩽ C(µ)hβ(σ)e−c0tt2 → 0, t→ ∞. (5.15)

Äëÿ îöiíêè I22 âèêîðèñòà¹ìî óìîâó 5.1.3 òà íåðiâíiñòü (5.4):

|I22| ⩽ Chβ(σ)
∫ t

t−3γ

1√
t− s

e−
κ(x−y)2

t−s eη(t−s)Eλ,λ(C̃(t− s)λ)Lσ(s) ds

⩽ Chβ(σ)
√
µe3γηEλ,λ(C̃(3µ)

λ) sup
s∈[t−3γ,t]

|Lσ(s)| → 0, t→ ∞.
(5.16)

Äëÿ îöiíêè I1 çíàäîáèòüñÿ ôóíêöiÿ âèãëÿäó

p̂(t, x; s, y, h) = (p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s))1{t>s}Ψ(t, x; s, y),

ïðè÷îìó áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî M > 2µ, N > 1 + 2µ. ×èìàëî âëàñòèâîñòåé

ôóíêöi¨ p̂ ïîâòîðþþòü âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ p̃, òîìó íàâåäåìî ¨õ áåç äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, p̂(t, x; s, y, h) = p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s) ïðè (t, x) ∈ ΩMN . Êðiì

òîãî, p̂ îáìåæåíà íà ([0, T ] × R) ïðè äîâiëüíîìó T > 0 i äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè

(t, x) ∈ ([0,+∞)×R) \Ω2γ
MN ∪ {s ⩾ t}. Äëÿ îöiíêè Lp̂ çàóâàæèìî, ùî Lp̃ = 0 ïðè

(t, x) /∈ Θγ
MN , â òîé ÷àñ ÿê ïðè (t, x) ∈ Θγ

MN

Lp̂(t, x; s, y, h) = L((p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s))Ψ(t, x; s, y))

= Ψ(t, x; s, y)L(p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s)) (5.17)

+LΨ(t, x; s, y)(p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s))

+2a(t)
∂Ψ(t, x; s, y)

∂x

∂(p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s))

∂x
,

äå äîäàíîê (5.17) òîòîæíî ðiâíèé íóëþ. Ñêîðèñòàâøèñü (5.5) òà (5.6), îòðèìó¹ìî,
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ùî
∣∣∣∣
∂p(t, x− y − h; s)

∂x
− ∂p(t, x− y; s)

∂x

∣∣∣∣

⩽ Chφ(t− s)−3/2 sup
y∈[j,j+1]

e−
κ(x−y)2

t−s eη(t−s)Eλ,λ(C̃(t− s)λ);

|p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s)| =
∣∣∣∣
∫ x−y

x−y−h

∂p(t, v; s)

∂v
dv

∣∣∣∣

⩽

∫ x−y

x−y−h

1

t− s
e−

κv2

t−s eη(t−s)Eλ,λ(C̃(t− s)λ) dv

⩽
h

t− s
sup

y∈[j,j+1]

e−
κ(x−y)2

t−s eη(t−s)Eλ,λ(C̃(t− s)λ).

Çâiäñè Lp̂ ïðè (t, x) ∈ Θγ
MN îöiíþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

|Lp̂| ⩽ Chφ sup
y∈[j,j+1]

e−
κ(x−y)2

t−s eη(t−s)Eλ,λ(C̃(t−s)λ)
(

1

µ2(t− s)
+

1

µ(t− s)3/2

)
. (5.18)

Òåïåð ðîçiá'¹ìî iíòåãðàë I1 íà äâà òàêèì ÷èíîì:

I1 =

∫ t−3γ

0

|p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s)| |Ã(s, y)| ds

+

∫ t

t−3γ

|p(t, x− y − h; s)− p(t, x− y; s)| |Ã(s, y)| ds = I11 + I12.

Iíòåãðàë I11 îöiíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî I21. Çàìiñòü ôóíêöi¨ p̃(t, x; s, y) áåðåìî ôóí-

êöiþ p̂(t, x; s, y, h) ïðèM = 3µ i N = 3µ+1, à çàìiñòü (5.14) ïîñèëà¹ìîñÿ íà (5.18).

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî îöiíêó

|p̂(t, x; s, y, h)| ⩽ C(µ)hφe−c0tt ∀(t, x) ∈ [0,+∞)× R,

à âðàõóâàâøè òå, ùî p̂(t, x; s, y, h) = p(t, x; s, y + h) − p(t, x; s, y) ïðè t − s > 3µ,

ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòi

I11 ⩽ C(µ)hφe−c0tt2 → 0, t→ ∞. (5.19)
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Äëÿ îöiíêè I12 âèêîðèñòîâó¹ìî óìîâó 5.1.3 òà (5.5):

I12 ⩽

∫ t

t−3γ

ds

∫ x−y

x−y−h

∣∣∣∣
∂p(t, v; s)

∂v

∣∣∣∣ |Ã(s, y)|dv

⩽ C

∫ t

t−3γ

ds

∫ x−y

x−y−h

Cσ(s)

t− s
e−

κv2

t−s eη(t−s)Eλ,λ(C̃(t− s)λ) dv

⩽ Ce3ηγEλ,λ(C̃(3µ)
λ) sup

s∈[t−3γ,t]

|Cσ(s)|
∫ h/2

0

v−2l dv

∫ t

t−3γ

(t− s)1−l ds

= Ce3ηγEλ,λ(C̃(3µ)
λ) sup

s∈[t−3γ,t]

|Cσ(s)|µ1−lh1−2l → 0, t→ ∞, (5.20)

äå êîíñòàíòà C â îñòàííié íåðiâíîñòi çàëåæèòü âiä l òà ϕ, ïðè÷îìó ïåðøà ç âêà-

çàíèõ ñòàëèõ ìîæå íàáóâàòè äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ ç iíòåðâàëó (0, 1/2), à äðóãà �

ç iíòåðâàëó (0, 1). Ìîæåìî îáðàòè l, ϕ òàêèì ÷èíîì, ùî 1− 2l = ´(Ã), ϕ = ´(Ã).

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî j ∈ Z i äëÿ âñiõ y ∈ [j, j + 1] âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

|x− y| ⩾ m+ 1. (5.21)

Òîäi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ôóíêöi¨ p̃(t, x; s, y) and p̂(t, x; s, y, h) ïðè M = 3µ òà N =

3µ+m. Áà÷èìî, ùî ïðè òàêîìó âèáîðiM òà N (t, x) ∈ ΩMN ; îòæå, p̂(t, x; s, y, h) =

p(t, x − y − h; s) − p(t, x − y; s) i p̃(t, x; s, y) = p(t, x − y; s). Òàêîæ âiäìiòèìî, ùî

äëÿ êîæíîãî κ1 ∈ (0,κ)

sup
y∈[j,j+1]

e−
κ(x−y)2

t−s ⩽ e−
κ1m

2

3γ sup
y∈[j,j+1]

e−
(1−κ1)(x−y)2

t−s ∀(t, x) ∈ Θγ
MN .

Ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ (5.14) òà (5.18) i îòðèìàòè, ùî

|Lp̃(t, x; s, y)| ⩽ C(µ)e−
κ1m

2

3γ ,

|Lp̂(t, x; s, y, h)| ⩽ C(µ)hβ(σ)e−
κ1m

2

3γ .

Òåïåð çãiäíî ëåìè 2.3.2

|p(t, x; s, y)| ⩽ C(µ)e−c0tte−
κm2

3γ ,

|p(t, x; s, y + h)− p(t, x; s, y)| ⩽ C(µ)hβ(σ)e−c0tte−
κ1m

2

3γ .
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Ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî çà óìîâè (5.21)

I1 ⩽ C(µ)hβ(σ)e−c0tt2e−
κ1m

2

3γ ⩽ C(µ)hβ(σ)e−c0tt2m−1 → 0, t→ ∞, (5.22)

I2 ⩽ C(µ)hβ(σ)e−c0tt2e−
κ1m

2

3γ ⩽ C(µ)hβ(σ)e−c0tt2m−1 → 0, t→ ∞. (5.23)

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî |q(z, y)| îöiíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî I2; â íåðiâíîñòi òèïó (5.16)
ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ôóíêöiþ Cσ çàìiñòü Lσ. Ç (5.15), (5.16), (5.19), (5.20), (5.22)

òà (5.23) îäåðæó¹ìî, ùî iñíó¹ îáìåæåíà ôóíêöiÿ Gγ(t) : [0,+∞) → [0,+∞) òàêà,

ùî Gγ(t) → 0, t→ ∞ i

É2,[j,j+1](q, r) ⩽ Gγ(t)r
β(σ) ∀t, r ⩾ 0, j ∈ Z, x ∈ R;

|q(z, j)| ⩽ Gγ(t) ∀t ⩾ 0, j ∈ Z, x ∈ R;

É2,[j,j+1](q, r) ⩽ Gγ(t)r
β(σ)m−1 ∀t, r ⩾ 0, j ∈ Z, x ∈ R : max

y∈[j,j+1]
|x− y| ⩾ m+ 1;

|q(z, j)| ⩽ Gγ(t)m
−1 ∀t ⩾ 0, j ∈ Z, x ∈ R : max

y∈[j,j+1]
|x− y| ⩾ m+ 1.

À äëÿ êîæíîãî ³ ∈ (1/2, ´(Ã)) ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi:

∥q(t, x, ·)∥Bα
22([j,j+1]) ⩽ CGγ(t) ∀t ⩾ 0, j ∈ Z, x ∈ R;

∥q(t, x, ·)∥Bα
22([j,j+1]) ⩽ CGγ(t)m

−1 ∀t ⩾ 0, j ∈ Z, x ∈ R : max
y∈[j,j+1]

|x− y| ⩾ m+ 1.

Òåïåð ïîâåðíåìîñÿ äî íåðiâíîñòi (5.7). Ç îòðèìàíèõ âèùå îöiíîê âèïëèâà¹, ùî

∑

j∈Z
|q(t, x, j)|2 ⩽ CG2

γ(t) + CG2
γ(t)

∑

m∈N

1

m2
= CG2

γ(t),

∑

j∈Z
∥q(t, x, ·)∥2Bα

22([j,j+1]) ⩽ CG2
γ(t) + CG2

γ(t)
∑

m∈N

1

m2
= CG2

γ(t).

Ç iíøîãî áîêó, ç ëåìè 2.2.2 âèïëèâà¹, ùî

∑

j∈Z
|µ((j, j + 1])|2 <∞ ì. í.,

∑

j∈Z

∞∑

n=1

2n∑

k=1

2−n(2α−1)|µ(∆(j)
kn)|2 <∞ ì. í.

Ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

|¿1(t, x)| ⩽ C(É)Gγ(t).
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Âçÿâøè â äàíié íåðiâíîñòi ñóïðåìóì ïî x i ñïðÿìóâàâøè t äî íåñêií÷åííîñòi,

îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè.

Êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ 5.1.2, íåñêëàäíî äîâåñòè òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.1.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 3.1.2, 4.1.1, 5.1.1�5.1.3. Òîäi çíà-

éäåòüñÿ ìîäèôiêàöiÿ ðîçâ'ÿçêó (3.3), äëÿ ÿêî¨ ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü

sup
x∈R

|u(t, x)| → 0, t→ ∞,

ïðè âñiõ É ∈ Ω.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ

¿(n)(t, x) =

∫

R

p(t, x; 0, y)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R

p(t, x; s, y)f(s, y, u(n−1)(s, y)) dy,

äå ôóíêöiÿ u(n) çàäàíà ñïiââiäíîøåííÿì (5.3). Ç [23, Theorem 2 �4] âèïëèâà¹, ùî

ïðè äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ T > 0, É ∈ Ω ôóíêöiÿ ¿(n)(t, x) ¹ îáìåæåíèì ðîçâ'ÿçêîì

êðàéîâî¨ çàäà÷i




Lv(t, x) = −f(t, x, u(n−1)(t, x)), (t, x) ∈ (0, T ]× R,

v(0, x) = u0(x), x ∈ R.

Çíà÷èòü, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ 2.3.2 i îäåðæàòè, ùî

|¿(n)(t, x)| ⩽ Ce−c0t(1 + t). (5.24)

Òåïåð çãàäà¹ìî, ùî

u(n)(t, x) = ¿(n)(t, x) +

∫

R

dµ(y)

∫ t

0

p(t, x− y; s)Ã(s, y) ds.

Ñêîðèñòàâøèñü îöiíêîþ (5.24), ñïðÿìóâàâøè n äî íåñêií÷åííîñòi i âçÿâøè ìîäè-

ôiêàöiþ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà, âèçíà÷åíó ëåìîþ 5.1.2, îòðèìà¹ìî, ùî

|u(t, x)| ⩽ Ce−c0t(1 + t) + sup
x∈R

|¿1(t, x)|.

ßêùî âçÿòè ñóïðåìóì âiä ëiâî¨ ÷àñòèíè ïî x òà ñïðÿìóâàòè t äî íåñêií÷åííîñòi,

òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè íàïðÿìè îòðèìó¹òüñÿ ç ëåìè 5.1.2.
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5.2. Äîâåäåííÿ ëåìè 5.1.1

Òåïåð äîâåäåìî äîïîìiæíó ëåìó.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

W (t, x; s, y) =
1√

4Ã(t− s)a(s)
e−

(x−y)2

4(t−s)a(s) ,

Φ(t, x; s, y) =
∞∑

k=1

Φk(t, x; s, y),

äå

Φ1(t, x; s, y) = LW (t, x; s, y),

Φk+1(t, x; s, y) =

∫ t

s

d¹

∫

R

LW (t, x; ¹, ·)Φk(¹, ·; s, y) d·, k ⩾ 1.

(äèâ. [23, (4.4)] òà [23, (4.55)�(4.56)]). Çàóâàæèìî, ùî

W (t, x; s, y) = W (t, x− y; s, 0) =: W (t, x− y; s),

Φk(t, x; s, y) = Φk(t, x− y; s, 0) =: Φk(t, x− y; s), k ⩾ 1, (5.25)

Φ(t, x; s, y) = Φ(t, x− y; s, 0) =: Φ(t, x− y; s).

Äiéñíî, ïåðøà íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ W . Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñÿ

ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äëÿ äîâåäåííÿ (5.25). Íåñêëàäíî ïåðåñâiä÷èòèñÿ

áåçïîñåðåäíüî, ùî

∂W (t, x; s, y)

∂x
=

1√
4Ã(t− s)a(s)

e−
(x−y)2

4(t−s)a(s)
y − x

2(t− s)a(s)
,

∂2W (t, x; s, y)

∂x2
=

1√
4Ã(t− s)a(s)

e−
(x−y)2

4(t−s)a(s)

(
(x− y)2

4(t− s)2a2(s)
− 1

2(t− s)a(s)

)
,

∂W (t, x; s, y)

∂t
=

1√
4Ã(t− s)a(s)

e−
(x−y)2

4(t−s)a(s)

(
(x− y)2

4(t− s)2a(s)
− 1

2(t− s)

)
,

(5.26)

çâiäêè Φ1(t, x; s, y) = Φ1(t, x− y; s, 0). Ïðèïóñòèìî, ùî òîòîæíiñòü (5.25) âèêîíó-



75

¹òüñÿ äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî k; äîâåäåìî ¨¨ äëÿ k + 1. Äiéñíî,

Φk+1(t, x; s, y) =

∫ t

s

d¹

∫

R

LW (t, x; ¹, ·)Φk(¹, ·; s, y) d·

ζ=ζ1+y
=

∫ t

s

d¹

∫

R

LW (t, x; ¹, ·1 + y)Φk(¹, ·1 + y; s, y) d·1

=

∫ t

s

d¹

∫

R

LW (t, x− y; ¹, ·1)Φk(¹, ·1; s, 0) d·1 = Φk+1(t, x− y; s, 0),

i íåñêëàäíî áà÷èòè, ùî

Φ(t, x; s, y) =
∞∑

k=1

Φk(t, x; s, y) =
∞∑

k=1

Φk(t, x− y; s, 0) = Φ(t, x− y; s, 0).

Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî [23, (4.18)] ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ

p(t, x; s) = W (t, x; s) +

∫ t

s

d¹

∫

R

W (t, x− ·; ¹)Φ(¹, ·; s) d·.

Ç (5.26) âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ W :

a(s)
∂2W

∂x2
− ∂W

∂t
= 0,

|W (t, x; s)| ⩽ Ce−
κx2

t−s (t− s)−1/2, (5.27)
∣∣∣∣
∂W (t, x; s)

∂x

∣∣∣∣ ⩽ Ce−
κx2

t−s (t− s)−1, (5.28)

∣∣∣∣
∂2W (t, x; s)

∂x2

∣∣∣∣ ⩽ Ce−
κx2

t−s (t− s)−3/2, (5.29)

äå 0 < κ < (4 supt∈R a(t))
−1. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ íèìè äëÿ îöiíêè Φ. Ïî-ïåðøå,

|Φ1(t, x; s)| ⩽ |a(t)− a(s)|
∣∣∣∣
∂2W (t, x; s)

∂x2

∣∣∣∣+ |b(t)|
∣∣∣∣
∂W (t, x; s)

∂x

∣∣∣∣+ |c(t)||W (t, x; s)|

⩽ Ce−
κx2

t−s

(
(t− s)−3/2+λ + (t− s)−1 + (t− s)−1/2

)

⩽ Ĉe−
κx2

t−s (t− s)−3/2+λeη1(t−s),

äå ìè âèêîðèñòàëè (3.10). Òåïåð äîâåäåìî çà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî

|Φk(t, x; s)| ⩽
C

Γ((k − 1)¼+ ¼)

(
C̃(t− s)λ

)k−1

e−
κx2

t−s eη1(t−s)(t− s)−3/2+λ, (5.30)
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äå C̃ = ĈΓ(¼)Ã1/2κ−1/2, ñòàëà C â (5.30) íå çàëåæèòü âiä k. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹-

ìîñÿ òîòîæíiñòþ

∫

R

(t− ¹)−1/2(¹ − s)−1/2e−κ

(
ζ2

θ−s
+ (x−ζ)2

t−θ

)
d· =

√
Ã

κ
(t− s)−1/2e−

κx2

t−s . (5.31)

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî (5.30) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî k, òî

|Φk+1(t, x; s)| ⩽ CĈ

∫ t

s

d¹

∫

R

(
e−

κ(x−ζ)2

t−θ (t− ¹)λ−3/2eη1(t−θ)

× 1

Γ((k − 1)¼+ ¼)

(
C̃(¹ − s)λ

)k−1

eη1(θ−s)e−
κζ2

θ−s (¹ − s)λ−3/2d·
)

(5.31)
= CĈC̃k−1eη1(t−s)Γ(k¼)−1

√
Ã

κ
(t− s)−1/2e−

κx2

t−s

∫ t

s

(t− ¹)λ−1(¹ − s)kλ−1d¹

=

∣∣∣∣∣∣
¹1 =

θ−s
t−s

d¹1(t− s) = d¹

∣∣∣∣∣∣
=
CC̃keη1(t−s)

Γ(k¼)Γ(¼)
e−

κx2

t−s (t− s)λk−3/2

∫ 1

0

¹λk−1
1 (1− ¹1)

λ−1d¹1

=
CC̃keη1(t−s)

Γ((k + 1)¼)
e−

κx2

t−s (t− s)λk−3/2,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. Ïiäñóìóâàâøè íåðiâíîñòi (5.30) äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k,

îäåðæèìî, ùî

|Φ(t, x; s)| ⩽ Ce−
κx2

t−s eη1(t−s)(t− s)−3/2+λEλ,λ(C̃(t− s)λ).

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ îòðèìàíîþ íåðiâíiñòþ äëÿ äîâåäåííÿ îöiíêè (5.4). Ìà¹ìî òàêèé

ëàíöþã îöiíîê:
∣∣∣∣
∫ t

s

d¹

∫

R

W (t, x− ·; ¹)Φ(¹, ·; s) d·

∣∣∣∣

⩽ C

∫ t

s

d¹

∫

R

(t− ¹)−
1
2e−

κ(x−ζ)2

t−θ
Eλ,λ(C̃(¹ − s)λ)

(¹ − s)3/2−λ
eη1(θ−s)e−

κζ2

θ−sd·

⩽ Ceη1(t−s)

∫ t

s

Eλ,λ(C̃(¹ − s)λ)

(¹ − s)1−λ
d¹

∫

R

(t− ¹)−
1
2 (¹ − s)−

1
2e−κ

(
ζ2

θ−s
+ (x−ζ)2

t−θ

)
d·

(5.31)
= Ceη1(t−s)(t− s)−1/2e−

κx2

t−s

∫ t

s

(¹ − s)−1+λEλ,λ(C̃(¹ − s)λ)d¹

⩽ Ceη1(t−s)(t− s)−1/2e−
κx2

t−sEλ,λ(C̃(t− s)λ)

∫ t

s

(¹ − s)−1+λd¹

= C(t− s)−1/2+λe−
κx2

t−s eη1(t−s)Eλ,λ(C̃(t− s)λ).
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Ñêîðèñòàâøèñü (5.27), à òàêîæ òèì, ùî ïðè t > s eη(t−s) ⩾ 1, Eλ,λ(C̃(t−s)λ) ⩾ 1
Γ(λ) ,

îäåðæèìî, ùî

|p(t, x; s)| ⩽ |W (t, x; s)|+
∣∣∣∣
∫ t

s

d¹

∫

R

W (t, x− ·; ¹)Φ(¹, ·; s) d·

∣∣∣∣

⩽ C(t− s)−1/2e−
κx2

t−s eη(t−s)Eλ,λ(C̃(t− s)λ).

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ (5.5), ëèøå çàìiñòü (5.27) âèêîðèñòîâó¹ìî (5.28). Äëÿ äî-

âåäåííÿ (5.6) ðîçïèøåìî
∣∣∣∣
∂p(t, x; s)

∂x
− ∂p(t, x′; s)

∂x′

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∂p(t, x; s)

∂x
− ∂p(t, x′; s)

∂x′

∣∣∣∣1(x′−x)2<A(t−s)

+

∣∣∣∣
∂p(t, x; s)

∂x
− ∂p(t, x′; s)

∂x′

∣∣∣∣1(x′−x)2⩾A(t−s),

(5.32)

äå A > 0. Íåõàé

(x′ − x)2 < A(t− s), (5.33)

ïîêàæåìî, ùî çà âêàçàíîãî ïðèïóùåííÿ
∣∣∣
∂p(t, x; s)

∂x
− ∂p(t, x′; s)

∂x′

∣∣∣ ⩽ C(ϕ,A)|x− x′|φ(t− s)−3/2

×e−κx2

t−s eη(t−s)Eλ,λ(C̃(t− s)λ).

(5.34)

Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî

∣∣∣
∂W (t, x; s)

∂x
− ∂W (t, x′; s)

∂x′

∣∣∣ ⩽ C

∣∣∣∣∣

∫ x′

x

∣∣∣∣
∂2W (t, v; s)

∂v2

∣∣∣∣ dv
∣∣∣∣∣

(5.29)

⩽ C

∣∣∣∣∣

∫ x′

x

1

(t− s)3/2
e−

κv2

t−s dv

∣∣∣∣∣ ⩽ C
1

(t− s)3/2
e−

κ(x∗)2

t−s

∫ |x−x′|
2

0

e−
(κ−κ1)w

2

t−s dw

⩽ C
1

(t− s)3/2
e−

κ1(x
∗)2

t−s

∫ |x−x′|
2

0

(t− s

w2

)l
dw ⩽ C

1

(t− s)3/2−l
e−

κ1(x
∗)2

t−s |x− x′|1−2l,

(5.35)

äå 0 ⩽ l < 1/2, x∗ = ϵx+ (1− ϵ)x′, 0 ⩽ ϵ ⩽ 1, 0 < κ1 < κ. Òåïåð ïîêàæåìî, ùî çà

óìîâè (5.33) äëÿ äåÿêîãî κ2 ∈ (0,κ1) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

e−
κ1(x

∗)2

t−s ⩽ Ce−
κ2x

2

t−s . (5.36)

Ñòàëà C â äàíié íåðiâíîñòi íå çàëåæèòü âiä x∗, ïðîòå çàëåæèòü âiä A. Ðîçiá'¹ìî

¨¨ äîâåäåííÿ íà äâi ÷àñòèíè:
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1. Íåõàé |x| > 3|x− x′|. Òîäi ìà¹ ìiñöå òàêèé ëàíöþã íåðiâíîñòåé:

e−
κ1(x

∗)2

t−s = e−
κ1x

2

t−s e
κ1(x−x∗)(x+x∗)

t−s ⩽ e−
κ1x

2

t−s e
κ1|x−x′|(2|x|+|x−x∗|)

t−s

< e−
κ1x

2

t−s e
7κ1x

2

9(t−s) = e−
2κ1x

2

9(t−s) .

2. Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî |x| ⩽ 3|x− x′|. Ìà¹ìî, ùî

e−
κ1(x

∗)2

t−s ⩽ 1 ⩽ eAe−
(x′−x)2

t−s ⩽ eAe−
x2

9(t−s) .

Îòæå, ìîæåìî ïîêëàñòè â (5.36) C = max{eA, 1}, κ2 = min{2κ1/9, 1/9}. Ç óðàõó-

âàííÿì (5.36) íåðiâíiñòü (5.35) ïåðåïèøåòüñÿ òàêèì ÷èíîì:
∣∣∣∣
∂W (t, x; s)

∂x
− ∂W (t, x′; s)

∂x′

∣∣∣∣ ⩽ C
1

(t− s)3/2−l
e−

κ2x
2

t−s |x− x′|1−2l. (5.37)

Òåïåð ðîçïèøåìî ðiçíèöþ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ p ó âèãëÿäi

∂p(t, x; s)

∂x
− ∂p(t, x′; s)

∂x′
=

(
∂W (t, x; s)

∂x
− ∂W (t, x′; s)

∂x′

)

+

∫ t

t− |x′−x|2

2A

d¹

∫

R

∂W (t, x− ·; ¹)

∂x
Φ(¹, ·; s) d·

−
∫ t

t− |x′−x|2

2A

d¹

∫

R

∂W (t, x′ − ·; ¹)

∂x′
Φ(¹, ·; s) d·

+

∫ t− |x′−x|2

2A

s

d¹

∫

R

(
∂W (t, x− ·; ¹)

∂x
− ∂W (t, x′ − ·; ¹)

∂x′

)
Φ(¹, ·; s) d·

= J0 + J1 + J2 + J3.

Îöiíèìî iíòåãðàë J1:

|J1| =
∣∣∣∣∣

∫ t

t− |x′−x|2

2A

d¹

∫

R

∂W (t, x− ·; ¹)

∂x
Φ(¹, ·; s) d·

∣∣∣∣∣

⩽ C

∫ t

t− |x′−x|2

2A

d¹

∫

R

e
−κ

(
ζ2

θ−s
+ (x−ζ)2

t−θ

)
Eλ,λ(C̃(¹ − s)λ)

(t− ¹)(¹ − s)3/2−λ
eη1(θ−s)d·

⩽ Ceη1(t−s)e−
κx2

t−s
Eλ,λ(C̃(t− s)λ)

(t− s)1/2

∫ t

t− |x′−x|2

2A

(t− ¹)−1/2(¹ − s)λ−1 d¹

⩽ Ceη1(t−s)e−
κx2

t−s
Eλ,λ(C̃(t− s)λ)

(t− s)1/2

(
t− s− |x′ − x|2

2A

)λ−1( |x′ − x|2
2A

)1/2

⩽ Ceη1(t−s)e−
κx2

t−s (t− s)−3/2+λEλ,λ(C̃(t− s)λ)|x− x′|, (5.38)
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äå äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè îöiíêó, ñêîðèñòàëèñÿ (5.31) òà òèì, ùî íåðiâíiñòü (5.33)

ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi t−s− |x′−x|2
2A > t−s

2 . Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ

(5.38) òà âèêîðèñòàâøè (5.36), îäåðæèìî, ùî

|J2| =
∣∣∣∣∣

∫ t

t− |x′−x|2

2A

d¹

∫

R

∂W (t, x′ − ·; ¹)

∂x′
Φ(¹, ·; s) d·

∣∣∣∣∣

⩽ Ceη1(t−s)e−
κ2x

2

t−s (t− s)−3/2+λEλ,λ(C̃(t− s)λ)|x− x′|. (5.39)

Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè J3, ñêîðèñòà¹ìîñÿ (5.31) òà íåðiâíiñòþ (5.37) ïðè Ã = 2A.

|J3| ⩽
∫ t− |x′−x|2

2A

s

d¹

∫

R

∣∣∣∣
∂W (t, x− ·; ¹)

∂x
− ∂W (t, x′ − ·; ¹)

∂x′

∣∣∣∣|Φ(¹, ·; s)| d·

⩽ C|x− x′|1−2l

∫ t− |x′−x|2

2A

s

d¹

∫

R

e−κ2

(
ζ2

θ−s
+ (x−ζ)2

t−θ

)
Eλ,λ(C̃(¹ − s)λ)

(t− ¹)3/2−l(¹ − s)3/2−λ
eη1(θ−s)d·

⩽ C|x− x′|1−2leη1(t−s)e−
κ2x

2

t−s
Eλ,λ(C̃(t− s)λ)

(t− s)1/2

∫ t

s

(t− ¹)l−1(¹ − s)λ−1 d¹

⩽ C|x− x′|1−2leη1(t−s)e−
κ2x

2

t−s (t− s)−3/2+l+λEλ,λ(C̃(t− s)λ), (5.40)

äå â ÿêîñòi l ìîæåìî âçÿòè äîâiëüíå ÷èñëî ç iíòåðâàëà (0, 1/2). Áà÷èìî, ùî íåðiâ-

íiñòü (5.34) âèïëèâà¹ ç (5.37), (5.38), (5.39) and (5.40).

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî (x′ − x)2 ⩾ A(t− s). Òîäi ðiçíèöþ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ W

ìîæíà îöiíèòè òàêèì ÷èíîì:
∣∣∣∣
∂W (t, x; s)

∂x
− ∂W (t, x′; s)

∂x′

∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣
∂W (t, x; s)

∂x

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∂W (t, x′; s)

∂x′

∣∣∣∣

⩽ C(t− s)−1max
{
e−

κx2

t−s , e−
κ(x′)2

t−s

}

⩽ C(t− s)−3/2+l

( |x′ − x|√
A

)1−2l

max
{
e−

κx2

t−s , e−
κ(x′)2

t−s

}
,

(5.41)
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äå l ∈ (0, 1/2). Êðiì òîãî,

∣∣∣∣
∫ t

s

d¹

∫

R

∂W (t, x− ·; ¹)

∂x
Φ(¹, ·; s) d·

∣∣∣∣

⩽ C

∫ t

s

d¹

∫

R

e−κ

(
ζ2

θ−s
+ (x−ζ)2

t−θ

)
Eλ,λ(C̃(¹ − s)λ)

(t− ¹)(¹ − s)3/2−λ
eη1(θ−s)d·

⩽ Ceη1(t−s)e−
κx2

t−s
Eλ,λ(C̃(t− s)λ)

(t− s)1/2

( |x′ − x|√
A

)1−2l ∫ t

s

(¹ − s)−1+λ(t− ¹)−1+ld¹

= Ceη1(t−s)(t− s)−3/2+l+λe−
κx2

t−s

( |x′ − x|√
A

)1−2l

Eλ,λ(C̃(t− s)λ), (5.42)

i àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî
∣∣∣∣
∫ t

s

d¹

∫

R

∂W (t, x′ − ·; ¹)

∂x′
Φ(¹, ·; s) d·

∣∣∣∣

⩽ Ceη1(t−s)(t− s)−3/2+l+λe−
κ(x′)2

t−s

( |x′ − x|√
A

)1−2l

Eλ,λ(C̃(t− s)λ). (5.43)

Ç (5.41), (5.42) òà (5.43) âèïëèâà¹, ùî ïðè (x′ − x)2 ⩾ A(t− s)
∣∣∣∣
∂p(t, x; s)

∂x
− ∂p(t, x′; s)

∂x′

∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣
∂W (t, x; s)

∂x
− ∂W (t, x′; s)

∂x′

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ t

s

d¹

∫

R

∂W (t, x− ·; ¹)

∂x
Φ(¹, ·; s) d·

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ t

s

d¹

∫

R

∂W (t, x′ − ·; ¹)

∂x′
Φ(¹, ·; s) d·

∣∣∣∣

⩽ Ceη1(t−s)(t− s)−3/2max
{
e−

κx2

t−s , e−
κ(x′)2

t−s

}
|x′ − x|φEλ,λ(C̃(t− s)λ), (5.44)

äå ϕ ∈ (0, 1). Ñêîðèñòàâøèñü (5.32), (5.34) òà (5.44) ïðè A = 1, îäåðæèìî (5.6).

5.3. Âèñíîâêè

Â ðîçäiëi 5 òàêîæ áóëî ðîçãëÿíóòî ðîçâ'ÿçîê ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, êåðî-

âàíîãî çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ. Áóëà ïðîàíàëiçîâàíà éîãî ïîâåäiíêà ïðè

íåñêií÷åííîìó çðîñòàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨. Çà äîïîìîãîþ îöiíîê ôóíäàìåíòàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äîâåäåíà ëåìà ïðî ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ñòîõà-

ñòè÷íîãî iíòåãðàëà ïðè ïðÿìóâàííi äî íåñêií÷åííîñòi ÷àñîâî¨ çìiííî¨. Ïîêàçàíî,

ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ òàêîæ ïðÿìó¹ äî íóëÿ.
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Ðîçäië 6

ÄÅßÊI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÁÀÃÀÒÎÂÈÌIÐÍÎÃÎ IÍÒÅÃÐÀËÓ ÇÀ

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎÞ ÌIÐÎÞ, ÇÀËÅÆÍÎÃÎ ÂIÄ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ

Â äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ iíòåãðàëè çà ñòîõàñòè÷íèìè ìiðàìè, âèçíà-

÷åíèìè íà áîðåëåâèõ ïiäìíîæèíàõ [0, 1]d. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ¨õ âëàñòèâîñòåé âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ ôóíêöi¨ Õààðà òà ðÿäè Ôóð'¹-Õààðà (ïiäðîçäië 2.4). Îòðèìàíi

ðåçóëüòàòè áóëè îïóáëiêîâàíi ó [44].

6.1. Iíòåãðàë ïî d-âèìiðíîìó áðóñó

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë âèãëÿäó

¸(z) =

∫

[0,1]d
q(z, x) dµ(x), z ∈ Z, (6.1)

äå Z � äåÿêèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, q(z, ·) íåïåðåðâíà äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî
z ∈ Z. Çà âêàçàíî¨ óìîâè limk→∞ S

(d)

2k
(q, x) = q(x) äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî

x ∈ [0, 1]d (äèâ. ëåìó 2.4.1). Òåïåð ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ïóíêòîì 4 òâåðäæåííÿ

2.1.1 i îäåðæàòè, ùî
∫

[0,1]d
q(z, x) dµ(x) = p lim

k→∞

∫

[0,1]d
S
(d)

2k
(q, x) dµ(x) ∀z ∈ Z.

Iíøèìè ñëîâàìè, âèïàäêîâà ôóíêöiÿ

˜̧(z) =

∫

[0,1]d
S
(d)
1 (q, x) dµ(x) +

∞∑

k=1

∫

[0,1]d
(S

(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x)) dµ(x). (6.2)

¹ ìîäèôiêàöi¹þ ôóíêöi¨ ¸, âèçíà÷åíî¨ ðiâíiñòþ (6.1). Çàóâàæèìî, ùî âñi iíòåãðàëè

ó (6.2) ¹ iíòåãðàëàìè âiä ïðîñòèõ ôóíêöié. Òåïåð äîâåäåìî ëåìó ïðî ðiâíîìiðíó

îáìåæåíiñòü ôóíêöi¨ ˜̧.

Ëåìà 6.1.1. Íåõàé ôóíêöiÿ q(z, x) : Z× [0, 1]d → R íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâ-

íà l ðàçiâ íà [0, 1]d äëÿ êîæíîãî z ∈ Z, ïðè÷îìó
∣∣∣∣
∂rq(z, x)

∂xs1 . . . ∂xsr

∣∣∣∣ ⩽ Cq, x ∈ [0, 1]d, (6.3)
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äëÿ äîâiëüíèõ 0 ⩽ r ⩽ l, s1, . . . , sr ¢ {1, . . . , d}; ÷åðåç Cq áóäåìî ïîçíà÷àòè äîâiëü-

íó äîäàòíó ñòàëó, ÿêà çàëåæèòü âiä q, àëå íå çàëåæèòü âiä z. Áiëüø òîãî, ïîõiäíi

l-ãî ïîðÿäêó íåïåðåðâíi çà Ãåëüäåðîì ç ïîêàçíèêîì ³ > 0:

∣∣∣∣
∂lq(z, x(1))

∂xs1 . . . ∂xsl
− ∂lq(z, x(2))

∂xs1 . . . ∂xsl

∣∣∣∣ ⩽ Cq|x(1) − x(2)|α. (6.4)

ßêùî l + ³ > d/2, òî ìîäèôiêàöiÿ (6.2) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|˜̧(z)| ⩽ CqC
(d)
µ (É),

äå ÷åðåç C
(d)
µ (É) ïîçíà÷à¹ìî âèïàäêîâó ñòàëó, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä d òà µ,

C
(d)
µ (É) <∞ ì.í. Êðiì òîãî, ðÿä (6.2) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî òà ðiâíîìiðíî, òîáòî

∞∑

k=1

sup
z∈Z

∣∣∣
∫

[0,1]d
(S

(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x)) dµ(x)
∣∣∣ ⩽ CqC

(d)
µ (É). (6.5)

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ÷àñòêîâî¨ ñóìè ðÿäó Õààðà (äèâ. (2.19)) âèïëèâà¹, ùî

∫

[0,1]d
S
(d)

2k
(q, x) dµ(x) =

∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k

c(d)n1,...,nd
(q)

∫

[0,1]d
Ç(d)
n1,...,nd

(x) dµ(x). (6.6)

Òåïåð îöiíèìî c
(d)
n1,...,nd(q). Äëÿ öüîãî ìè äëÿ êîæíîãî ns ⩾ 2 âèáåðåìî js òàêèì

÷èíîì, ùî 2js+1 ⩽ ns ⩽ 2js+1; ïðè öüîìó js ⩾ 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç {j(k), 1 ⩽ k ⩽ d}
ïåðåñòàíîâêó {jk, 1 ⩽ k ⩽ d}, äëÿ ÿêî¨

j(1) ⩽ j(2) ⩽ · · · ⩽ j(d).

ßêùî ns1 = · · · = nsi = 1, òî áóäåìî ââàæàòè, ùî j(1) = · · · = j(i) = 0. Òà-

êîæ áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç ei âåêòîð (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî â
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ïîçíà÷åííÿõ ðîçäiëó 2.4

c(d)n1,...,nd
(q) =

∫

[0,1]d
q(z, t)Ç(d)

n1,...,nd
(t) dt =

∫

[0,1]d
q(z, t)

∏

1⩽s⩽d

Çns
(ts) dt

= 2
∑

1⩽s⩽d,ns⩾2 js/2

∫

[0,1]d
q(z, t)

∏

1⩽s⩽d,ns⩾2

(
1∆+

ns
(ts)− 1∆−

ns
(ts)
)
dt

= 2
∑

1⩽s⩽d,ns⩾2 js/2

∫

[0,1]d
q(z, t)×

∏

1⩽s⩽d,ns⩾2

(
1∆+

ns
(ts)− 1∆+

ns
(ts − 2−js−1)

)
dt

(∗)
= 2

∑
1⩽s⩽d,ns⩾2 js/2

∫

[0,1]d

∑

εs∈{0,1},ns⩾2

(−1)ε1+···+εd

× q(z, t1 + ε12
−j1−1, . . . , td + εd2

−jd−1)
∏

1⩽s⩽d,ns⩾2

1∆+
ns
(ts) dt

= 2
∑

1⩽s⩽d,ns⩾2 js/2

∫
∏

1⩽s⩽d,ns⩾2 ∆
+
ns

∑

εs∈{0,1},ns⩾2

(−1)ε1+···+εd

× q(z, t1 + ε12
−j1−1, . . . , td + εd2

−jd−1) dt, (6.7)

äå ðiâíiñòü (∗) áóëî îòðèìàíî øëÿõîì ðîçêðèòòÿ äóæîê ó äîáóòêó

∏

1⩽s⩽d,ns⩾2

(
1∆+

ns
(ts)− 1∆+

ns
(ts − 2−js−1)

)

òà çàìiíè çìiííèõ ts− 2−js−1 → ts ó äîäàíêàõ, ùî ìiñòÿòü 1∆+
ns
(ts− 2−js−1). Âèðàç

∑

εs∈{0,1},ns⩾2

(−1)ε1+···+εdq(z, t1 + ε12
−j1−1, . . . , td + εd2

−jd−1) (6.8)

ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ñóìó ùîíàéáiëüøå 2d−1 äîäàíêiâ âèãëÿäó

q(z, t∗)− q(z, t∗ + 2−j(d)−1esd) =

∫ 2−j(d)−1

0

∂q(z, t∗ + hsd)

∂tsd
dhsd, j(d) = jsd.

Ïðè öüîìó (6.8) ïåðåïèøåòüñÿ ÿê

∫ 2−j(d)−1

0

∑

εs∈{0,1},ns⩾2,s ̸=sd

(−1)ε1+···+εd
∂q(z, t1 + ε12

−j1−1, . . . , td + εd2
−jd−1)

∂tsd
.

Îòæå, ìîæåìî ïîâòîðèòè äàíi ìiðêóâàííÿ ùå l − 1 ðàçiâ. Ñêîðèñòàâøèñü, êðiì

òîãî, íåðiâíîñòÿìè (6.3) òà (6.4), ìîæåìî îòðèìàòè òàêèé íàñëiäîê (6.7):

|c(d)n1,...,nd
(q)| ⩽ Cq2

d−l−12
∑

1⩽s⩽d,ns⩾2 −js/22−(j(d)+···+j(d−l+1)+αj(d−l)). (6.9)
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Òåïåð ïåðåéäåìî äî îöiíêè ëiâî¨ ÷àñòèíè ó (6.5).

∞∑

k=1

sup
z∈Z

∣∣∣
∫

[0,1]d
(S

(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x)) dµ(x)
∣∣∣

⩽

∞∑

k=1

sup
z∈Z

∣∣∣
∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k \N(d)

k−1

c(d)n1,...,nd
(q)

∫

[0,1]d
Ç(d)
n1,...,nd

(x) dµ(x)
∣∣∣

(6.9)

⩽ 2dCq

∞∑

k=1

∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k \N(d)

k−1

2
∑

1⩽s⩽d,ns⩾2 −js/22−(j(d)+···+j(d−l+1)+αj(d−l))

×
∣∣∣
∫

[0,1]d
Ç(d)
n1,...,nd

(x) dµ(x)
∣∣∣

⩽ 2dCq

( ∞∑

k=1

∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k \N(d)

k−1

2β
∑

1⩽s⩽d,ns⩾2 js2−2(j(d)+···+j(d−l+1)+αj(d−l))

)1/2

×
( ∞∑

k=1

∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k \N(d)

k−1

2(−β−1)
∑

1⩽s⩽d,ns⩾2 js
(∫

[0,1]d
Ç(d)
n1,...,nd

(x) dµ(x)
)2)1/2

:= 2dCqP
1/2
1 P

1/2
2 .

Íàãàäà¹ìî, ùî çà ïðèïóùåííÿì ëåìè l + ³ > d/2. Îòæå, ìîæåìî îáðàòè ´ ∈
(0, 2(l + ³)/d− 1) i îäåðæàòè, ùî

P1 = sup
k⩾1

∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k

2β
∑

1⩽s⩽d,ns⩾2 js2−2(j(d)+···+j(d−l+1)+αj(d−l))

= sup
k⩾1

∑

A¢{1,...,d}

∑

0⩽ji⩽k,
i∈A

2(β+1)
∑

i∈A ji−2(j(d)+···+j(d−l+1)+αj(d−l))

⩽ 2d sup
k⩾1

∑

0⩽ji⩽k

2(β+1−2(l+α)/d)
∑d

i=1 ji = 2dC, (6.10)

äå ÷åðåç A ó äðóãîìó ðÿäêó ïîçíà÷èëè ìíîæèíó òèõ iíäåêñiâ i, äëÿ ÿêèõ ni = 1.

Òåïåð ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

P̃2 =
∞∑

k=1

∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k \N(d)

k−1

2(−β/2−1/2)
∑

1⩽s⩽d,ns⩾2 js|Ç(d)
n1,...,nd

(x)|.
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Ìîæåìî îöiíèòè P̃2 òàêèì ÷èíîì:

P̃2 = sup
k⩾1

∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k

2(−β/2−1/2)
∑

1⩽s⩽d,ns⩾2 js|Çn1
(x1) . . . Çnd

(xd)|

⩽ sup
k⩾1

∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k

2(−β/2)
∑

1⩽s⩽d,ns⩾2 js

×
d∏

s=1

(
1∆ns

(xs) +
1

2
1{(i−1)2−js}(xs) +

1

2
1{i2−js}(xs)

)

(∗)
⩽ sup

k⩾1

∑

A¢{1,...,d}

∑

0⩽js⩽k,
s∈A

2(−β/2)
∑

s∈A js ⩽ 2d sup
k⩾1

∑

0⩽js⩽k

2(−β/2)
∑d

s=1 js = C(d).

Íåðiâíiñòü (∗) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó (j1, . . . , jd) òà ôiêñîâà-

íîãî x ̸= i2−js çíàéäåòüñÿ ðiâíî îäèí íàáið (n1, . . . , nd), äëÿ ÿêîãî Ç
(d)

n1,...,nd(x) ̸= 0

òà 2js + 1 ⩽ ns ⩽ 2js+1. ßêùî æ x = i2−js, ìàòèìåìî äâà ìîæëèâèõ çíà÷åííÿ ns,

óçÿòi ç êîåôiöi¹íòîì 1/2. Îñêiëüêè ðÿä P̃2 çáiãà¹òüñÿ, òî çà ëåìîþ 2.2.2 ðÿä P2

òàêîæ çáiãà¹òüñÿ:

P2 ⩽ C(d)
µ (É). (6.11)

Ç (6.10) òà (6.11) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Çàóâàæåííÿ 6.1.1. Äëÿ òîãî, ùîá ðÿä (6.1) çáiãàâñÿ ì. í. ïðè êîæíîìó z ∈ Z,

äîñòàòíüî, ùîá ó íåðiâíîñòÿõ (6.3) òà (6.4) ñòàëà Cq çàëåæàëà íå òiëüêè âiä q, à i

âiä z. Ïðè öüîìó ñïðàâåäëèâèé òàêèé àíàëîã (6.5):

∞∑

k=1

∣∣∣
∫

[0,1]d
(S

(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x)) dµ(x)
∣∣∣ ⩽ Cq,zC

(d)
µ (É).

Äàíå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ òàêèì ñàìèì ÷èíîì, ÿê i ëåìà, ëèøå çàìiñòü Cq

âñþäè ïèøåìî Cq,z.

Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñÿ íàâåäåíèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé

˜̧(z) ÿê ôóíêöi¨ âiä z. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî ¨¨ íåïåðåðâíiñòü.

Òåîðåìà 6.1.1. Íåõàé Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ôóíêöiÿ q(z, x) : Z×[0, 1]d →
R íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà l ðàçiâ íà [0, 1]d, äå l ⩾ 0, ïðè âñiõ z ∈ Z, ïðè÷îìó

∣∣∣∣
∂rq(z, x)

∂xs1 . . . ∂xsr

∣∣∣∣ ⩽ Cq, x ∈ [0, 1]d
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äëÿ äåÿêî¨ íåçàëåæíî¨ âiä z äîäàòíî¨ ñòàëî¨ Cq i äîâiëüíèõ öiëèõ 0 ⩽ r ⩽ l,

s1, . . . , sr ¢ {1, . . . , d}. Íåõàé òàêîæ ïîõiäíi l-ãî ïîðÿäêó íåïåðåðâíi çà Ãåëüäåðîì

ç ïîêàçíèêîì ³ > 0, ïðè÷îìó
∣∣∣∣
∂lq(z, x(1))

∂xs1 . . . ∂xsl
− ∂lq(z, x(2))

∂xs1 . . . ∂xsl

∣∣∣∣ ⩽ Cq|x(1) − x(2)|α,

äå l+³ > d/2. Êðiì òîãî, âñi òðàåêòîði¨ q(·, x) íåïåðåðâíi íà Z ïðè äîâiëüíîìó

ôiêñîâàíîìó x. Òîäi âèïàäêîâà ôóíêöiÿ ˜̧(z), âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì (6.1), ¹

íåïåðåðâíîþ çà çìiííîþ z.

Äîâåäåííÿ. Ç ïðåäñòàâëåííÿ (6.7) âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè

c(d)n1,...,nd
(q) = 2

∑
1⩽s⩽d,ns⩾2 js/2

∫
∏

1⩽s⩽d,ns⩾2 ∆
+
ns

∑

εs∈{0,1},ns⩾2

(−1)ε1+···+εd

× q(z, t1 + ε12
−j1−1, . . . , td + εd2

−jd−1) dt,

¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè âiä z, à ç ðiâíîñòi (6.6) � òå, ùî íåïåðåðâíîþ ïî z

ïðè ôiêñîâàíèõ k i É ¹ i ñóìà
∫
[0,1]d S

(d)

2k
(q, x) dµ(x). Îñêiëüêè ðÿä (6.2) çáiãà¹òüñÿ

ðiâíîìiðíî ïðè k → ∞, éîãî ñóìà òàêîæ íåïåðåðâíà ïî z, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òåïåð äîâåäåìî òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ ˜̧.

Òåîðåìà 6.1.2. Íåõàé ôóíêöiÿ q(z, x) : Z × [0, 1]d → R, Z = [a, b], íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíà l + 1 ðàçiâ íà Z × [0, 1]d, ïðè÷îìó

∣∣∣
∂r+1q(z, x)

∂z∂xs1 . . . ∂xsr

∣∣∣ ⩽ Cq, x ∈ [0, 1]d,

äëÿ äîâiëüíèõ 0 ⩽ r ⩽ l, s1, . . . , sr ¢ {1, . . . , d}. Áiëüø òîãî, ïîõiäíi l + 1-ãî

ïîðÿäêó íåïåðåðâíi çà Ãåëüäåðîì ç ïîêàçíèêîì ³ > 0:

∣∣∣
∂l+1q(z, x(1))

∂z∂xs1 . . . ∂xsl
− ∂l+1q(z, x(2))

∂z∂xs1 . . . ∂xsl

∣∣∣ ⩽ Cq|x(1) − x(2)|α.

ßêùî l + ³ > d/2, òî òðàåêòîði¨ âèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨ ˜̧, âèçíà÷åíî¨ ñïiââiäíîøå-

ííÿì (6.1), ìàþòü îáìåæåíi íà Z ïîõiäíi, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ

d˜̧(z)

dz
=

∫

[0,1]d

∂q(z, x)

∂z
dµ(x).
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Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 6.1.1
∫

[0,1]d

∂q(z, x)

∂z
dµ(x)

=

∫

[0,1]d
S
(d)
1

(∂q
∂z
, x
)
dµ(x) +

∞∑

k=1

∫

[0,1]d

(
S
(d)

2k

(∂q
∂z
, x
)
− S

(d)

2k−1

(∂q
∂z
, x
))

dµ(x),

äå ðÿä ó ïðàâié ÷àñòèíi çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî. Òàêîæ âðàõóâàâøè, ùî
∫

[0,1]d
S
(d)

2k

(∂q
∂z
, x
)
dµ(x) =

∑

(n1,...,nd)∈Nk

c(d)n1,...,nd

(∂q
∂z

)∫

[0,1]d
Ç(d)
n1,...,nd

(x) dµ(x)

(6.7)
=

∑

(n1,...,nd)∈Nk

∂c
(d)
n1,...,nd(q)

∂z

∫

[0,1]d
Ç(d)
n1,...,nd

(x) dµ(x) =
d

dz

∫

[0,1]d
S
(d)

2k
(q, x) dµ(x)

i çàóâàæåííÿ 6.1.1, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ ïðî äèôåðåíöiþâàííÿ ôóí-

êöiîíàëüíîãî ðÿäó i îäåðæàòè, ùî

d˜̧(z)

dz
=

d

dz

∫

[0,1]d
S
(d)
1 (q, x) dµ(x) +

∞∑

k=1

d

dz

∫

[0,1]d
(S

(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x)) dµ(x)

=

∫

[0,1]d

∂q(z, x)

∂z
dµ(x),

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

6.2. Iíòåãðàë ÿê ôóíêöiÿ âiä âåðõíüî¨ ìåæi

Ó öié ÷àñòèíi ðîáîòè áóäåìî ðîçãëÿäàòè âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà âèãëÿäó

À(y) =

∫
∏d

s=1[0,ys]

q(x) dµ(x), (6.12)

äå q(x) : [0, 1]d → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, y = (y1, . . . , yd) ∈ [0, 1]d. Çà ëåìîþ

2.4.1 âèïàäêîâà ôóíêöiÿ

À̃(y) =

∫
∏d

s=1[0,ys]

S
(d)
1 (q, x) dµ(x)

+
∞∑

k=1

∫
∏d

s=1[0,ys]

(S
(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x)) dµ(x).

(6.13)

¹ ìîäèôiêàöi¹þ À(y). Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü òðàåêòîðié À̃ çà âèêîíàííÿ íàñòó-

ïíèõ óìîâ.
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Óìîâà 6.2.1. Âèïàäêîâà ôóíêöiÿ

µ(x) = µ(
d∏

i=1

[0, xi]), x ∈ [0, 1]d, (6.14)

ìà¹ íåïåðåðâíi òðàåêòîði¨.

Óìîâà 6.2.2. ßêùî d ⩾ 2, òî äëÿ ôóíêöi¨ µ(x), çàäàíî¨ ñïiââiäíîøåííÿì (6.14),

ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü
∑∞

k=1 k
d−2É[0,1]d(µ, 2

−k) <∞ ì.í.

Çàóâàæåííÿ 6.2.1. Íåñêëàäíî áà÷èòè, ùî óìîâà 6.2.2 âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî ôóí-

êöiÿ µ(x) ìà¹ íåïåðåðâíi çà Ãåëüäåðîì òðà¹êòîði¨. Òåïåð íàâåäåìî iíøèé ïðèêëàä

âèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó. Ïîêëàäåìî

q(Ä) = | ln Ä |−γ, µ > d− 1/2, K(z) =

√
dq2(z)

dz
.

Òåïåð ââåäåìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ

Bq(x) =

∫
∏d

s=1[0,xs]

d∏

s=1

K(xs − ys)dW (y), x = (x1, . . . , xd),

äå ÷åðåç W ïîçíà÷à¹ìî d-âèìiðíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ. [22, Theorem 3.1] ñòâåð-

äæó¹, ùî äëÿ äåÿêîãî d-âèìiðíîãî áðóñó âèãëÿäó [t, T ] =
∏d

i=1[ti, Ti] ¢ [0, 1]d

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
ε→0+

sup
x,x̄∈[t,T ]
δx,x̄⩽ε

|Bq(x)− Bq(x̄)|

¶x,x̄

√
ln
(

D
q−1(δx,x̄)

) = C ì.í., (6.15)

äå ¶x,x̄ = ∥Bq(x)− Bq(x̄)∥L2(Ω) ⩽ Cq(|x− x̄|), à ÷åðåç D ïîçíà÷à¹ìî äiàìåòð ìíî-

æèíè [t, T ]. Òåïåð, ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ (6.15), îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

x, x̄ ∈ [t, T ] âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|Bq(x)− Bq(x̄)| ⩽ C¶x,x̄

√
lnD + ¶

−1/γ
x,x̄

γ>1/2

⩽ C| ln |x− x̄||−γ
√
lnD + | ln |x− x̄|| ⩽ C| ln |x− x̄||1/2−γ.

Çâiäñè, ÿêùî ïîêëàñòè B̃q(x) = B̃q(x1, . . . , xd) = Bq(t1+x1(T1−t1), . . . , td+xd(Td−
td)), îäåðæèìî, ùî

|B̃q(x)− B̃q(x̄)| ⩽ C| ln |x− x̄||−γ
√

lnD + | ln |x− x̄||.
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Îòæå, É[0,1]d(B̃
q, Ä) ⩽ C| ln Ä |1/2−γ, i

∞∑

k=1

kd−2É[0,1]d(B̃
q, 2−k) =

∞∑

k=1

kd−3/2−γ <∞.

Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.2.1. Íåõàé ñòîõàñòè÷íà ìiðà µ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 6.2.1 òà 6.2.2,

â òîé ÷àñ ÿê ôóíêöiÿ q(x) : [0, 1]d → R íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà d ðàçiâ íà

[0, 1]d. Òîäi òðàåêòîði¨ âèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨ À̃, âèçíà÷åíî¨ ñïiââiäíîøåííÿì (6.13),

¹ íåïåðåðâíèìè íà [0, 1]d.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî äëÿ äåÿêî¨ äîäàòíî¨ âèïàäêîâî¨ ñòàëî¨

C̃
(d)
q,µ(É), ÿêà ¹ ñêií÷åííîþ ì. í., ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

∞∑

k=1

sup
y∈[0,1]d

∣∣∣
∫
∏d

s=1[0,ys]

(S
(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x)) dµ(x)
∣∣∣ ⩽ C̃(d)

q,µ(É). (6.16)

Çà óìîâîþ 6.2.1,

µ

(
d∏

s=1

[ys1, ys2] ∩ {xs = a}
)

= 0. (6.17)

Ñêîðèñòàâøèñü äàíèì òâåðäæåííÿì, à òàêîæ îçíà÷åííÿì iíòåãðàëó âiä ïðîñòî¨

ôóíêöi¨ îöiíèìî ðiçíèöþ S
(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x):

∫
∏d

s=1[0,ys]

(S
(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x)) dµ(x)

=
∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k \N(d)

k−1

c(d)n1,...,nd
(q)

∫
∏d

s=1[0,ys]

Ç(d)
n1,...,nd

(x) dµ(x)

(6.17)
=

∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k \N(d)

k−1

c(d)n1,...,nd
(q)2(j1+···+jd)/2

×
∫
∏d

s=1[0,ys]

∏

1⩽s⩽d,ns⩾2

(
1∆+

ns
(xs)− 1∆−

ns
(xs)

)
dµ(x)

=
∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k \N(d)

k−1

c(d)n1,...,nd
(q)2(j1+···+jd)/2

×
∑

εs∈{+,−}
µ

(
∏

1⩽s⩽d

∆εs
ns
∩
∏

1⩽s⩽d

[0, ys]

)
:= Ak1(y) + Ak2(y),

(6.18)
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äå â ÿêîñòi Ak1(y) áåðåìî ñóìó ïî âñiì (n1, . . . , nd) ç N
(d)
k \ N(d)

k−1 òà εs ç ìíîæèíè

{+,−}, äëÿ ÿêèõ
d∏

s=1

∆εs
ns

¢
d∏

s=1

[0, ys]; (6.19)

ïðè öüîìó ââàæà¹ìî, ùî ïðè ns = 1 εs = + òà ∆+
ns

= (0, 1). Âiäïîâiäíî, äî Ak2(y)

âõîäÿòü äîäàíêè, äëÿ ÿêèõ âêëþ÷åííÿ (6.19) íå ìà¹ ìiñöÿ. Äëÿ äîäàíêiâ ç Ak1(y)

ìà¹ìî, ùî
d∏

s=1

∆εs
ns
∩

d∏

s=1

[0, ys] =
d∏

s=1

∆εs
ns

=
d∏

s=1

∆ms

äå ÷åðåç (m1, . . . ,md) áóäåìî ïîçíà÷àòè äåÿêèé âåêòîð ç N
(d)
k+1 \ N

(d)
k , äëÿ ÿêîãî

∆εs
ns

= ∆ms
. Ñêîðèñòàâøèñü (6.18), ìîæåìî îöiíèòè ñóìó ðÿäó ó (6.16) ÿê

∞∑

k=1

sup
y∈[0,1]d

∣∣∣∣∣

∫
∏d

s=1[0,ys]

(S
(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x)) dµ(x)

∣∣∣∣∣

⩽

∞∑

k=1

sup
y∈[0,1]d

|Ak1(y)|+
∞∑

k=1

sup
y∈[0,1]d

|Ak2(y)|.

Òåïåð îöiíèìî ñóìó ñóïðåìóìiâ |Ak1(y)|.
∞∑

k=1

sup
y∈[0,1]d

|Ak1(y)|

⩽

∞∑

k=1

∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k \N(d)

k−1

|c(d)n1,...,nd
(q)|2(j1+···+jd)/2

∑

εs∈{+,−}

∣∣∣µ
( ∏

1⩽s⩽d

∆εs
ns

)∣∣∣

(6.7)

⩽ C

∞∑

k=1

∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k \N(d)

k−1

2−(j1+···+jd)
∑

εs∈{+,−}

∣∣∣µ
( ∏

1⩽s⩽d

∆εs
ns

)∣∣∣

⩽ C
∞∑

k=1

∑

(m1,...,md)∈N(d)
k+1\N

(d)
k

2d2−(j′1+···+j′d)
∣∣∣µ
( ∏

1⩽s⩽d

∆ms

)∣∣∣

⩽ C2d




∞∑

k=1

∑

(m1,...,md)∈N(d)
k+1\N

(d)
k

2−(1−β)(j′1+···+j′d)




1/2

×




∞∑

k=1

∑

(m1,...,md)∈N(d)
k+1\N

(d)
k

2−(1+β)(j′1+···+j′d)
(
µ
( ∏

1⩽s⩽d

∆ms

))2



1/2

,

(6.20)
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äå j′s âèáèðà¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ 2j
′
s + 1 ⩽ ms ⩽ 2j

′
s+1. Ïðè öüîìó j′s = 0 ïðè

ns = 1 i j′s = js + 1 â iíøîìó âèïàäêó. Ïåðøèé ìíîæíèê ó (6.20) îöiíþ¹òüñÿ òàê

æå, ÿê i P1, à äðóãèé � àíàëîãi÷íî äî P2 ó äîâåäåííi ëåìè 6.1.1, äå ìè çàìiíþ¹ìî

Ç
(d)
n1,...,nd(x) íà 2(j

′
1+···+j′d)/2

∏
1⩽s⩽d 1∆ms

(xs). Ïðè öüîìó îäåðæó¹ìî, ùî

∞∑

k=1

sup
y∈[0,1]d

|Ak1(y)| ⩽ C̃(d)
q,µ(É).

Òåïåð îöiíèìî Ak2.

|Ak2(y)| ⩽
∑

(n1,...,nd)∈N(d)
k \Nd

k−1,
∃ys∈∆εs

ns

2−
∑

1⩽s⩽d,ns⩾2 js
∣∣∣µ
( ∏

1⩽s⩽d

((∆ns
)εs ∩ [0, ys])

)∣∣∣

= 2d
∑

(m1,...,md)∈N(d)
k+1\N

(d)
k ,

∃ys∈∆ms

2−
∑

1⩽s⩽d,ms⩾3 j
′
s

∣∣∣µ
( ∏

1⩽s⩽d

(∆ms
∩ [0, ys])

)∣∣∣

⩽ 2dÉ[0,1]d(µ, 2
−k−1)

∑

(m1,...,md)∈N(d)
k+1\N

(d)
k ,

∃ys∈∆ms

2−
∑

1⩽s⩽d,ms⩾3 j
′
s =: Dk+1.

Äîâåäåìî çáiæíiñòü ðÿäó
∑∞

k=1 supyDk. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

ôiêñîâàíîãî íàáîðó (j′1, . . . , j
′
d) çíàéäåòüñÿ ùîíàéáiëüøå

2
∑

1⩽s⩽d,ms⩾3 j
′
s −

∏

1⩽s⩽d,ms⩾3

(
2j

′
s − 1

)

âåêòîðiâ (m1 . . . ,md), äëÿ ÿêèõ ∃ys ∈ ∆ms
. Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç A ìíîæèíó iíäåêñiâ

s, äëÿ ÿêèõ ns = 1, îòðèìó¹ìî, ùî

sup
y
Dk ⩽ 2dÉ[0,1]d(µ, 2

−k)
∑

A¢{1,...,d}

∑

1⩽j′i⩽k,
i∈A,∃i∗ : j′i∗=k

(
1−

∏

i∈A

(
1− 2−j′i

))

= 2dÉ[0,1]d(µ, 2
−k)(Tk − Tk−1),

äå

Tk =
∑

A¢{1,...,d}

∑

1⩽j′i⩽k,
i∈A

(
1−

∏

i∈A

(
1− 2−j′i

))
.
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Ïåðåòâîðèìî Tk òàêèì ÷èíîì:

Tk =
∑

A¢{1,...,d}

∑

1⩽j′i⩽k,
i∈A

∑

B¢A,
B ̸=∅

(−1)|B|+12−
∑

i∈B j′i

=
∑

A¢{1,...,d}

∑

B¢A,
B ̸=∅

(−1)|B|+1
∑

1⩽j′i⩽k,
i∈A

2−
∑

i∈B j′i

(∗)
=

d∑

u=1

u∑

v=1

(−1)v+1Cu
dC

v
u

∑

1⩽j′i⩽k,
1⩽i⩽u

2−
∑

1⩽i⩽v j
′
i =

d∑

u=1

u∑

v=1

(−1)v+1Cu
dC

v
u(1− 2−k)vku−v

=
d∑

u=1

Cu
d (k

u − (k − 1 + 2−k)u) = (k + 1)d − (k + 2−k)d,

äå ïðè ïåðåõîäi (∗) ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî çíà÷åííÿ ñóìè

(−1)|B|+1
∑

1⩽j′i⩽k,
i∈A

2−
∑

i∈B j′i çàëåæèòü ëèøå âiä |A| òà |B|. Òåïåð ìîæåìî ïîâåðíó-

òèñÿ äî îöiíêè Dk i îäåðæàòè, ùî

sup
y
Dk ⩽ 2dÉ(µ, 2−k)

(
(k + 1)d − (k + 2−k)d − kd + (k − 1 + 2−k+1)

)

= 2dÉ(µ, 2−k)
(
(k + 1)d − 2kd + (k − 1)d +O(2−βk)

)
,

äå 0 < ´ < 1. Ñêîðèñòàâøèñü óìîâîþ 6.2.2, ïðèõîäèìî äî ñïiââiäíîøåííÿ

∞∑

k=1

sup
y∈[0,1]d

|Ak2(y)| ⩽ C̃(d)
q,µ(É),

ÿêå ðàçîì iç àíàëîãi÷íîþ îöiíêîþ äëÿ Ak1(y) äà¹ (6.16). Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ

êîæíîãî É ∈ Ω ðÿä

∞∑

k=1

∫
∏d

s=1[0,ys]

(S
(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x)) dµ(x)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî. Ç iíøîãî áîêó, ç ïðåäñòàâëåííÿ (6.18) òà óìîâè 6.2.1 âèäíî,

ùî êîæåí äîäàíîê âèãëÿäó
∫
∏d

s=1[0,ys]

(S
(d)

2k
(q, x)− S

(d)

2k−1(q, x)) dµ(x)

¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ âiä y, ÿê i äîäàíîê

∫
∏d

s=1[0,ys]

S
(d)
1 (q, x) dµ(x) = µ

(
d∏

s=1

[0, ys]

)
c
(d)
1,··· ,1(q).
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Çâiäñè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

6.3. Âèñíîâêè

Â ðîçäiëi 6 äîñëiäæåíî ñòîõàñòè÷íi iíòåãðàëè ïî ïiäìíîæèíàì R
d, çàëåæíi

âiä ïàðàìåòðà. Ïåðåäóñiì ðîçãëÿíóòî iíòåãðàë ïî [0, 1]d âiä íåâèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨,

çàëåæíî¨ âiä ïàðàìåòðà, âèçíà÷åíî äîñòàòíi óìîâè íåïåðåðâíîñòi òà äèôåðåíöi-

éîâíîñòi éîãî òðà¹êòîðié çà ïàðàìåòðîì. Äëÿ îòðèìàííÿ âêàçàíîãî ðåçóëüòàòó

ñôîðìóëüîâàíî òà äîâåäåíî ëåìó ïðî ïðåäñòàâëåííÿ iíòåãðàëà ÿê ñóìè ðiâíîìið-

íî çáiæíîãî ðÿäó. Òàêîæ ðîçãëÿíóòî iíòåãðàë ïî
∏d

s=1[0, ys], äîâåäåíî íåïåðåðâ-

íiñòü iíòåãðàëà çà ïàðàìåòðîì y ïðè âèêîíàííi äîäàòêîâèõ óìîâ íà ïiäiíòåãðàëüíó

ôóíêöiþ òà ñòîõàñòè÷íó ìiðó.
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Ðîçäië 7

ÊÐÀÉÎÂÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÐIÂÍßÍÍß ÒÅÏËÎÏÐÎÂIÄÍÎÑÒI

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè ñòàòòi [30].

7.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðîçãëÿäà¹ìî ôîðìàëüíå ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó





du(t, x) = a2∆xu(t, x)dt+ f(t, x, u(t, x))dx+ Ã(t, x)dµ(t) , (t, x) ∈ DT ,

u(t, x) = 0, (t, x) ∈ ST ,

u(0, x) = u0(x), x ∈ B .

(7.1)

äå B � îáìåæåíà îáëàñòü ó R
d. Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî DT = (0, T ] × B, ST =

(0, T ]× ∂B. ×åðåç ∆x áóäåìî ïîçíà÷àòè îïåðàòîð Ëàïëàñà:

∆xg(x) =
d∑

i=1

∂2g(x)

∂x2i
.

Ó äàíîìó ðîçäiëi áóäåìî ââàæàòè, ùî Lu = a2∆xu− ∂u
∂t . Ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ (7.1)

áóäå ÷àñòêîâèì âèïàäêîì (2.14) iç âêàçàíèì L.
Ñôîðìóëþ¹ìî óìîâè, ÿêi áóäåìî íàêëàäàòè íà ôóíêöi¨ u0, f , Ã, à òàêîæ äî-

äàòêîâi óìîâè íà îáëàñòü B òà ñòîõàñòè÷íó ìiðó µ.

Óìîâà 7.1.1. Ôóíêöiÿ u0 : B̄ × Ω → R ¹ îáìåæåíîþ i íåïåðåðâíîþ ïðè äîâiëü-

íîìó ôiêñîâàíîìó É ∈ Ω.

Óìîâà 7.1.2. Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà íà [0, T ] × B̄ × R → R. Êðiì òîãî, âîíà

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòÿì

|f(s, y, z)| ⩽ Cf ,

|f(s, y1, z1)− f(s, y2, z2)| ⩽ Lf

(
|y1 − y2|β(f) + |z1 − z2|

)
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äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ Lf , Cf > 0, ´(f) > 0 i äîâiëüíèõ s ∈ [0, T ], y, y1, y2 ∈ B̄,

z, z1, z2 ∈ R.

Óìîâà 7.1.3. Ôóíêöiÿ Ã(s, y) íåïåðåðâíà íà [0, T ] × B̄ → R. Êðiì òîãî, âîíà

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

|Ã(s1, y1)− Ã(s2, y2)| ⩽ Lσ(|y1 − y2|β(σ) + |s1 − s2|β(σ))

äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ Lσ > 0, 1 > ´(Ã) > 1/2 i äîâiëüíèõ s1, s2 ∈ [0, T ], y1 , y2 ∈ B̄.

Óìîâà 7.1.4. Îáëàñòü S̄T íàëåæèòü êëàñó A2+λ â ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.3.1, ¼ > 0.

Óìîâà 7.1.5. Ñòîõàñòè÷íà ìiðà µ ìà¹ îáìåæåíi òðàåêòîði¨, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

|µ((0, t])| ⩽ Cµ(É),

äëÿ äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ ñòàëî¨ Cµ(É) òà âñiõ t ∈ [0, T ].

Óìîâà 7.1.6. Ñòîõàñòè÷íà ìiðà µ ìà¹ íåïåðåðâíi çà Ãåëüäåðîì òðàåêòîði¨, òîáòî

|µ((s1, s2])| ⩽ C(É)|s1 − s2|β(µ),

äëÿ äåÿêèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ C(É), ´(µ) ⩽ 1 òà äîâiëüíèõ s1, s2 ∈ [0, T ].

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà 7.1.5 âèïëèâà¹ ç 7.1.6. Ðîçâ'ÿçêîì (7.1) áóäåìî ââàæà-

òè âèìiðíó ôóíêöiþ u(t, x) = u(t, x, É) : [0, T ] × B × Ω → R, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì

iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

u(t, x) =

∫

B

G(t, x; 0, y)u0(y)dy +

∫ t

0

ds

∫

B

G(t, x; s, y)f(s, y, u(s, y))dy

+

∫

(0,t]

dµ(s)

∫

B

G(t, x; s, y)Ã(s, y)dy, (7.2)

äå ÷åðåç G(t, x; s, y) ïîçíà÷à¹ìî ôóíêöiþ Ãðiíà êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.14), äå f = 0.

Ïðè öüîìó äëÿ ôóíêöi¨ G òà ¨¨ ïîõiäíèõ âèêîíóþòüñÿ îöiíêè (2.15)�(2.17). Ñôîð-

ìóëþ¹ìî äîïîìiæíi ëåìè, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ.

Ëåìà 7.1.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 7.1.1, 7.1.3�7.1.5. Òîäi âèïàäêîâèé ïðî-

öåñ

·(x) =

∫

(0,t]

dµ(s)

∫

B

G(t, x; s, y)Ã(s, y)dy (7.3)
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ìà¹ òàêó ìîäèôiêàöiþ âèãëÿäó (2.4), ùî äëÿ ôiêñîâàíîãî µ1 < ´(Ã) òà äîâiëüíî¨

ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè B′ ¢ B, d(∂B, B̄′) > 0, ¹ íåïåðåðâíîþ çà Ãåëüäåðîì íà B′ ç

ïîêàçíèêîì µ1 ïðè äîâiëüíèõ t ∈ [0, T ], É ∈ Ω.

Ëåìà 7.1.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 7.1.1, 7.1.3, 7.1.4, 7.1.6. Òîäi ïðè äî-

âiëüíèõ ôiêñîâàíîìó ¶ ∈ (0, T ) âèïàäêîâèé ïðîöåñ

·̂(t) =

∫

(0,t]

dµ(s)

∫

B

G(t, x; s, y)Ã(s, y)dy (7.4)

ìà¹ ìîäèôiêàöiþ âèãëÿäó (2.4), ÿêà ¹ íåïåðåðâíîþ çà Ãåëüäåðîì íà [¶, T ] ç ïîêà-

çíèêîì µ2, äå µ2 < ´(µ) òà µ2 < ´(Ã)/(4 − 2´(Ã)). ßêùî äî òîãî æ x ∈ B′, äå

B′ ¢ B, d(∂B, B̄′) > 0, òî ìîæåìî îáðàòè ñòàëó Ãåëüäåðà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä

Ã, µ, µ2, ¶ òà B
′.

Âêàçàíi ëåìè áóäå äîâåäåíî çãîäîì. Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò

ðîçäiëó.

Òåîðåìà 7.1.1. Ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ:

1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 7.1.1�7.1.4. Òîäi ðiâíÿííÿ (7.2) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê,

ÿêèé ¹ ¹äèíèì â òàêîìó ñåíñi: ÿêùî u1(t, x) òà u2(t, x) � äâà ðîçâ'ÿçêè

(7.2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (t, x) ∈ [0, T ]× B̄ u1(t, x) = u2(t, x) ì. í.

2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 7.1.1�7.1.5. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ñòà-

ëèõ ¶ > 0, µ1 < ´(Ã) òà ìíîæèíè B′ ¢ B, d(∂B, B̄′) > 0 âèïàäêîâà ôóí-

êöiÿ u(t, x), ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (7.2), ìà¹ ìîäèôiêàöiþ ũ(x)(t, x),

ÿêà äëÿ äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ ñòàëî¨ Lũ(x) = Lũ(x)(É) > 0 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-

íîñòi

|ũ(x)(t, x1)− ũ(x)(t, x2)| ⩽ Lũ(x)|x1 − x2|γ1, ∀t ∈ [¶, T ], x1, x2 ∈ B̄′.

3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 7.1.1�7.1.4, 7.1.6. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâà-

íèõ ñòàëèõ ¶ > 0, µ1 < ´(Ã), µ2 < min{´(µ), (´(Ã)/(4− 2´(Ã)))} òà ìíî-

æèíè B′ ¢ B, d(∂B, B̄′) > 0 âèïàäêîâà ôóíêöiÿ u(t, x), ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ (7.2), ìà¹ ìîäèôiêàöiþ ũ(t, x), ÿêà äëÿ äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ ñòàëî¨
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Lũ = Lũ(É) > 0 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

|ũ(t1, x1)− ũ(t2, x2)| ⩽ Lũ

(
|x1 − x2|γ1 + |t1 − t2|γ2

)
,

∀t1, t2 ∈ [0, T ], x1, x2 ∈ B̄′.

7.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.1.1

Òåïåð äîâåäåìî äàíó òåîðåìó, ñêîðèñòàâøèñü ëåìàìè.

Äîâåäåííÿ. Ïóíêò 1 òåîðåìè äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî [39, Theorem, (i)]. Ïî-

êëàäåìî u(0)(t, x) = 0,

u(n)(t, x) =

∫

B

G(t, x; 0, y)u0(y)dy +

∫ t

0

ds

∫

B

G(t, x; s, y)f(s, y, u(n−1)(s, y))dy

+

∫

(0,t]

dµ(s)

∫

B

G(t, x; s, y)Ã(s, y)dy. (7.5)

Òåïåð äîâåäåìî, ùî

∃ lim
n→∞

u(n)(t, x) =: u(t, x) ∀É ∈ Ω. (7.6)

Äiéñíî, ïîçíà÷èìî

gn(t) = sup
x∈B̄

|u(n+1)(t, x)− u(n)(t, x)|, n ⩾ 1.

Òîäi äëÿ êîæíîãî É ∈ Ω

∣∣u(2)(t, x)− u(1)(t, x)
∣∣ ⩽ C

∫ t

0

ds

∫

B

|G(t, x; s, y)|dy
(2.15)

⩽ C1t⇒ g1(t) ⩽ C1t,

(7.7)

∣∣u(n+1)(t, x)− u(n)(t, x)
∣∣ ⩽ Lf

∫ t

0

ds

∫

B

|G(t, x; s, y)|
∣∣u(n)(s, y)− u(n−1)(s, y)

∣∣dy

⩽ C2

∫ t

0

gn−1(s)ds⇒ gn(t) ⩽ C2

∫ t

0

gn−1(s)ds, n ⩾ 2., (7.8)

Òåïåð íåñêëàäíî äîâåñòè çà iíäóêöi¹þ, ùî

gn(t) ⩽ C1C
n−1
2

tn

n!
. (7.9)

Äiéñíî, áàçà iíäóêöi¨ ïðè n = 1 âèïëèâà¹ ç (7.7), à ç (7.8) âèäíî, ùî

gn(t) ⩽ C2

∫ t

0

gn−1(s)ds ⩽ C2

∫ t

0

C1C
n−2
2

sn−1

(n− 1)!
ds = C1C

n−1
2

tn

n!
,
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ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. Îòæå, ðÿä
∑∞

n=0 gn(t) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà [0, T ] i

(7.6) âèêîíó¹òüñÿ. Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ w(t, x) = w(t, x, É) òàêîæ ¹

ðîçâ'ÿçêîì (7.2). Ïîçíà÷èìî g(t) = supx∈B̄ |u(t, x) − w(t, x)|; ÿê i ïðè äîâåäåííi

ñïiââiäíîøåíü (7.7), (7.8) òà (7.9) ïîêàçó¹òüñÿ, ùî

g(t) ⩽ C1t, g(t) ⩽ C2

∫ t

0

g(s)ds,

g(t) ⩽ C1C
n−1
2

tn

n!
, n ⩾ 1.

Ñïðÿìóâàâøè n äî íåñêií÷åííîñòi, îäåðæèìî, ùî u = w.

Òåïåð äîâåäåìî ïóíêò 2. Ç ïóíêòó 1 âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7.2)

ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ãðàíèöþ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (7.5). Ïåðåïèøåìî éîãî ó

âèãëÿäi

u(n)(t, x) = u1(t, x) + u
(n)
2 (t, x) + ·(x),

äå

u1(t, x) =

∫

B

G(t, x; 0, y)u0(y)dy,

u
(n)
2 (t, x) =

∫ t

0

ds

∫

B

G(t, x; s, y)f(s, y, u(n−1)(s, y))dy,

·(x) � ìîäèôiêàöiÿ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà Ïðè n = 0 ôóíêöiÿ u(n) ¹ íåïå-

ðåðâíîþ çà Ãåëüäåðîì ïî x íà [¶∗, T ] × B̄∗ ïðè äîâiëüíèõ ¶∗ ∈ (0, T ), B∗ ¢ B,

d(B̄∗, ∂B) > 0. Äëÿ · íåïåðåðâíiñòü çà Ãåëüäåðîì âèïëèâà¹ ç ëåìè 7.1.1, à äëÿ

ôóíêöi¨ u1 � ç òîãî, ùî iñíó¹ ∂u1(t, x)/∂x ïðè (t, x) ∈ (0, T ]×B. Òåïåð äîâåäåìî

çà iíäóêöi¹þ, ùî ïðè äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ñòàëèõ ¶∗ > 0, µ1 < ´(Ã) òà ìíî-

æèíi B∗ ¢ B, d(∂B, B̄∗) > 0 ôóíêöiÿ u(n)(t, x) ¹ íåïåðåðâíîþ çà Ãåëüäåðîì íà

[¶∗, T ]× B̄∗ ç äåÿêîþ ñòàëîþ Lδ∗,B∗,γ1 > 0, ùî íå çàëåæèòü âiä n. Ðîçãëÿíåìî òàêó

ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí {Bm : m ⩾ 1}, ùî B1 = B∗, Bm−1 ¢ Bm, d(B̄m−1, ∂Bm) > 0,

d(B̄m, ∂B) > 0, ∪∞
m=1Bm = B.

Çàóâàæåííÿ 7.2.1. (ïðî ïîáóäîâó ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí). Ìîæåìî ïîáóäóâàòè

{Bm : m ⩾ 1} íàâiòü çà äîäàòêîâî¨ óìîâè ∂Bm ∈ A∞, m ⩾ 2. Äiéñíî, ââåäåìî òàêi
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ïîçíà÷åííÿ:

¸1(x) = Ce
1

|x|2−11{|x|<1}; x ∈ R
d,

∫

Rd

¸1(x) dx = 1,

¸ε(x) = ε−d¸1(xε
−1),

B∗
ε = B∗ ∪ {x ∈ R

d : d(x, ∂B∗) < ε},

Bε = (Rd \B) ∪ {x ∈ R
d : d(x, ∂B) < ε},

»ε(x) =

∫

B∗
ε

¸ε(x− y)dy −
∫

Bε

¸ε(x− y)dy.

Ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó ε > 0 »ε(x) = 1, x ∈ B∗, »ε(x) = −1, x /∈ B, |»ε| < 1 ïðè

x ∈ B \ B̄∗. Îòæå, ìîæåìî ïîêëàñòè Bm = »−1
ε ((1/m − 1, 1]), m ⩾ 2. Ðîçãëÿíåìî

äîâiëüíå x∗ ∈ ∂Bm; íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çíàéäåòüñÿ iíäåêñ j òàêèé, ùî
∂κε(x

∗)
∂xj

̸= 0. Îòæå, äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ h ∈ C∞(Rd−1) ∂Bm â îêîëi òî÷êè x∗ äîïóñêà¹

ïðåäñòàâëåííÿ xj = h(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xd)

Òåïåð ïîìiòèìî, ùî ôóíêöiÿ f (n)(s, y) = f(s, y, u(n−1)(s, y)) áóäå íåïåðåðâíîþ

çà Ãåëüäåðîì ïî y íà [¶∗/m, T ]× B̄m ïðè äîâiëüíîìó íàòóðàëüíîìó m. Äiéñíî,

|f(s, y1, u(n−1)(s, y1))− f(s, y2, u
(n−1)(s, y2))|

⩽ Lf(|y1 − y2|β(f) + |u(n−1)(s, y1)− u(n−1)(s, y2)|)

⩽ Lf |y1 − y2|β(f) + LfLδ∗/m,Bm,γ1|y1 − y2|γ1 ⩽ L2|y1 − y2|β1,

äå ´1 = min{´(f), µ1}. Îòæå, çãiäíî ç [20, Chapter 3, Theorem 2, p.60] ìîæåìî

ïîáóäóâàòè ôóíêöi¨ f
(n)
m (s, y), ÿêi áóäóòü ïðîäîâæåííÿìè f (n)(s, y) ç [¶∗/m, T ]×B̄m

íà [0, T ] × B̄, ïðè÷îìó |f (n)m (s, y)| ⩽ Cf , f
(n)
m (s, y) íåïåðåðâíà çà Ãåëüäåðîì ïî y.

Òàêîæ ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

u
(n)
2,m(t, x) =

∫ t

0

ds

∫

B

G(t, x; s, y)f (n)m (s, y)dy.

Çà [23, Section 4, Theorem 3] ôóíêöi¨ u
(n)
2,m ¹ ðîçâ'ÿçêàìè êðàéîâèõ çàäà÷





Lu(n)2,m(t, x) = −f (n)m (t, x) , (t, x) ∈ DT ,

u
(n)
2,m(t, x) = 0, (t, x) ∈ ST ,

u
(n)
2,m(0, x) = 0 x ∈ B.
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Îòæå, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ 2.3.1 i îäåðæàòè, ùî

|u(n)2,m(t, x1)− u
(n)
2,m(t, x2)| ⩽ KCf |x1 − x2|γ1. (7.10)

Ç iíøîãî áîêó,

|u(n)2,m(t, x)− u
(n)
2 (t, x)| ⩽

∫ t

0

ds

∫

B

|G(t, x; s, y)||f (n)(s, y)− f (n)m (s, y)|dy

⩽ 2Cf

∫ t

0

ds

∫

B\Bm

|G(t, x; s, y)|dy + 2Cf

∫ δ∗/m

0

ds

∫

B

|G(t, x; s, y)|dy

⩽ C

∫ t

0

ds

∫

B\Bm

1√
t− s

e−
(x−y)2

t−s dy+ ⩽ C

∫ δ∗/m

0

ds

∫

B

1√
t− s

e−
(x−y)2

t−s dy

⩽ C¼d(B \Bm) + C¼d(B) ∗ ¶∗/m→ 0,m→ ∞,

äå ¼d � ìiðà Ëåáåãà â R
d. Îòæå, ìîæåìî ïåðåéòè äî ãðàíèöi â (7.10) ïðè m→ ∞

i îäåðæàòè, ùî

|u(n)2 (t, x1)− u
(n)
2 (t, x2)| ⩽ C|x1 − x2|γ1,

ïðè÷îìó ñòàëà C íå çàëåæèòü âiä n. Îòæå, iíäóêòèâíèé ïåðåõiä ñïðàâåäëèâèé,

çîêðåìà, ïðè (t, x) ∈ [¶, T ]× B̄′

|u(n)(t, x1)− u(n)(t, x2)| ⩽ Lδ,B′,γ1|x1 − x2|γ1.

Ìîæåìî ïîêëàñòè Lũ(x) = Lδ,B′,γ1, ũ
(x) = p limn→∞ u(n).

Âèêîðèñòàâøè ëåìó 7.1.2 çàìiñòü ëåìè 7.1.1, àíàëîãi÷íî äî ï.2 ïîêàçó¹ìî, ùî

äëÿ äåÿêî¨ ìîäèôiêàöi¨ ũ(t)

|ũ(t)(t1, x)− ũ(t)(t2, x)| ⩽ Lũ(t)|t1 − t2|γ2, ∀t ∈ [¶, T ], x1, x2 ∈ B̄′.

Âèêëþ÷èìî âñi É ∈ Ω òàêi, ùî ũ(x)(t, x) ̸= ũ(t)(t, x) õî÷à á äëÿ îäíi¹¨ ðàöiîíàëüíî¨

ïàðè (t, x) ∈ [¶, T ] × B̄′. Äëÿ iíøèõ É ∈ Ω ïîêëàäåìî ũ = ũ(t) = ũ(x) ïðè ðàöiî-

íàëüíèõ (t, x) i äîâèçíà÷èìî ũ çà íåïåðåðâíiñòþ ïðè äîâiëüíié (t, x) ∈ [¶, T ]× B̄′.

Îòðèìàíà ôóíöiÿ ũ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ïóíêòó 3.

7.3. Äîâåäåííÿ ëåì 7.1.1 òà 7.1.2

Òåïåð äîâåäåìî äîïîìiæíi ëåìè, ñôîðìóëüîâàíi â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, ïî-

÷àâøè ç ëåìè 7.1.1.
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Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

q(z, s) =





∫
B(G(t, x1; s, y)−G(t, x2; s, y))Ã(s, y)dy ïðè 0 ⩽ s < t,

Ã(t, x1)− Ã(t, x2) ïðè t ⩽ s ⩽ T,
(7.11)

äå z = (t, x1, x2). Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ q, âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì (7.11),

áóäå íåïåðåðâíîþ íà [0, T ]. Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî
∫

B

G(t, x; s, y)Ã(s, y)dy → Ã(t, x), s→ t− .

Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Òîäi äëÿ âñiõ 0 ⩽ r < t
∣∣∣∣
∫

B

G(t, x; s, y)Ã(s, y)dy − Ã(t, x)

∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣
∫

B

G(t, x; s, y)(Ã(s, y)− Ã(r, y))dy

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫

B

G(t, x; s, y)Ã(r, y)dy − Ã(r, x)

∣∣∣∣+ |Ã(r, x)− Ã(t, x)|

⩽ C|s− r|β(σ) + C|t− r|β(σ) +
∣∣∣∣
∫

B

G(t, x; s, y)Ã(r, y)dy − Ã(r, x)

∣∣∣∣

⩽ C1|s− t|β(σ) + C2|t− r|β(σ) +
∣∣∣∣
∫

B

G(t, x; s, y)Ã(r, y)dy − Ã(r, x)

∣∣∣∣ ,

äå ïðè îñòàííüîìó ïåðåõîäi ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî

|s− r|β(σ) ⩽ (|s− t|+ |t− r|)β(σ) ⩽ |s− t|β(σ) + |t− r|β(σ).

Íàãàäà¹ìî, ùî çà âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ Ãðiíà (äèâ., çîêðåìà, [20, Chapter 3, Sec.

7, De�nition]), ïðè äîâiëüíîìó ôiêñîâàíîìó r
∫

B

G(t, x; s, y)Ã(r, y)dy → Ã(r, x), s→ t− .

Âèáåðåìî r òàêå, ùî C2|t−r|β(σ) ⩽ ε/3; òîäi çíàéäåòüñÿ òàêå äîñòàòíüî ìàëå ¶ > 0,

ùî ïðè s > t− ¶
∣∣∣∣
∫

B

G(t, x; s, y)Ã(r, y)dy − Ã(r, x)

∣∣∣∣ < ε/3,

C1|s− t|β(σ) < ε/3,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi q. Îòæå, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ 2.2.2

i îòðèìàòè, ùî ôóíêöiÿ ·(x), âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì (7.3), ìà¹ ìîäèôiêàöiþ
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·1(x), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi (2.6) ïðè [a, b] = [0, T ] òà A = (0, t]:

|·1(z)| ⩽ |q(z, 0)µ((0, t])|

+ C∥q(z, ·)∥Bε
22([0,T ])

{∑

n⩾1

2−n(2ε−1)
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(0,T )
kn ∩ (0, t])|2

}1/2

; (7.12)

íàãàäà¹ìî, ùî ε � äîâiëüíå ÷èñëî ç iíòåðâàëó (1/2, 1). Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè

∥q(z, ·)∥Bε
22([0,T ])

, ðîçãëÿíåìî É2,[0,t](q, r), ïî÷àâøè ç ðiçíèöi q(z, s + h) − q(z, s),

0 ⩽ s ⩽ t− h:

q(z, s+ h)− q(z, s) =

∫

B

(
G(t, x1; s, y)−G(t, x2; s, y)

)(
Ã(s+ h, y)− Ã(s, y)

)
dy

+

∫

B

(
G(t, x1; s+ h, y)−G(t, x2; s+ h, y)

−G(t, x1; s, y) +G(t, x2; s, y)
)
Ã(s+ h, y)dy = I1 + I2.

I1 îöiíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî A2(s, h) ó [17], ïðè÷îìó äëÿ îöiíêè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨

Ãðiíà âèêîðèñòîâó¹ìî îöiíêó (2.16). Ðîçïèøåìî âiäïîâiäíi îöiíêè äåòàëüíiøå.

|I1| ⩽ Chβ(σ)
∫

B

|G(t, x1; s, y)−G(t, x2; s, y)|dy

⩽ Chβ(σ)|x1 − x2|
∫

B

dy

∫ 1

0

∣∣gradxG(t, ¹x1 + (1− ¹)x2, s, y)
∣∣d¹

⩽ Chβ(σ)|x1 − x2|
∫

Rd

dy

∫ 1

0

(t− s)−
d+1
2 e−

κ(θx1+(1−θ)x2−y)
t−s d¹

⩽ C
hβ(σ)|x1 − x2|
(t− s)1/2

∫ 1

0

d¹

∫

Rd

e−
κ(θx1+(1−θ)x2−y)

t−s
dy

(t− s)d/2
= C

hβ(σ)|x1 − x2|
(t− s)1/2

.

Ïðè öüîìó îäåðæó¹ìî, ùî

∫ t−h

0

I21ds ⩽ Ch2β(σ)|x1−x2|2(C+ | lnh|) ⩽ Ch2γ|x1−x2|2, ´(Ã) > µ > 1/2. (7.13)

Òåïåð ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

v(t, x, s) =

∫

B

G(t+ Ä, x; Ä, y)Ã(s, y)dy.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ Ãðiíà, íàâåäåíèìè, çîêðåìà, ó [20, Chapter
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3, Sec. 7], äëÿ äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ v:

Lv =

∫

B

LG(t+ Ä, x; Ä, y)Ã(s, y)dy = 0,

v(t, x, s)|(t,x)∈ST
=
(∫

B

G(t+ Ä, x; Ä, y)Ã(s, y)dy
)∣∣∣

(t,x)∈ST−τ

=
(∫

B

G(t+ Ä, x; Ä, y)Ã(s, y)dy
)
|(t+τ,x)∈ST−τ

[20],(7.4)
= 0,

v(0, x, s) = lim
t→0

∫

B

G(t+ Ä, x; Ä, y)Ã(s, y)dy
[20],(7.3)

= Ã(s, x). (7.14)

Âiçüìåìî ôóíêöiþ v ïðè Ä = 0 i Ä = Ä ∗ òà ðîçãëÿíåìî ñïiââiäíîøåííÿ (7.14)

ÿê êðàéîâó çàäà÷ó íà DT−τ∗ ïðè äîâiëüíîìó ôiêñîâàíîìó s. [23, Sec. 1, Theorem

11] ñòâåðäæó¹, ùî âêàçàíà çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, çâiäêè v|τ=0 = v|τ=τ∗.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ v íå çàëåæèòü âiä Ä , i íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî Ä = 0.

Ïåðåïèøåìî I2 ó âèãëÿäi

I2 = v(t−s−h, x1, s+h)−v(t−s−h, x2, s+h)−v(t−s, x1, s+h)+v(t−s, x2, s+h).

Ìîæåìî ïðîäîâæèòè ôóíêöiþ Ã(s, y) ç [0, T ]× B̄ íà [0, T ]×R
d, ïðè÷îìó îòðèìà-

íå ïðîäîâæåííÿ áóäå íåïåðåðâíèì çà Ãåëüäåðîì ç òèì ñàìèì ïîêàçíèêîì ´(Ã) òà

îáìåæåíèì. Öå âèïëèâà¹, ñêàæiìî, ç [20, Chapter 3, Theorem 2, p.60]. Òåïåð ïðåä-

ñòàâèìî v(t, x, s) ÿê ðiçíèöþ v(1)(t, x, s)− v(2)(t, x, s), äå ôóíêöiÿ v(1) ¹ îáìåæåíèì
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi





Lv(1)(t, x, s) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R
d,

v(1)(0, x, s) = Ã(s, x), x ∈ R
d,

à ôóíêöiÿ v(2) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i




Lv(2)(t, x, s) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× B,

v(2)(0, x, s) = 0, x ∈ B,

v(2)(t, x, s) = v(1)(t, x, s), (t, x) ∈ ST .

Ìîæåìî ïðåäñòàâèòè iíòåãðàë I2 ÿê I21 − I22, äå

I2i = v(i)(t− s− h, x1, s+ h)− v(i)(t− s− h, x2, s+ h)

− v(i)(t− s, x1, s+ h) + v(i)(t− s, x2, s+ h), i = 1, 2.



104

Çãiäíî ç [23, Sec. 4, Theorem 2] ôóíêöiÿ v(1) äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi

v(1)(t, x, s) =

∫

Rd

p(t, x− y)Ã(s, y)dy,

äå p(t, x) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Lu = 0:

p(t, x) =
1

(4a2Ãt)d/2
e−

|x|2

4a2t .

Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî

I21 =

∫

Rd

(p(t−s−h, x1−y)−p(t−s−h, x2−y)−p(t−s, x1−y)+p(t−s, x2−y))

× Ã(s+ h, y)dy = A1(s, h)

â ïîçíà÷åííÿõ [17]. Íàâåäåìî îöiíêè äëÿ äàíîãî âèðàçó.

|I21| ⩽
∫

Rd

|p(t− s, x1 − y)− p(t− s, x2 − y)||Ã(s+ h, y)− Ã(s, y)|dy

⩽ C|x1 − x2|β(σ)
∫

Rd

dy

∫ t−s

t−s−h

Ä−
d
2−1e−

C|y|2

τ dÄ

= C|x1 − x2|β(σ)
∫ t−s

t−s−h

Ä−1dÄ

∫

Rd

Ä−
d
2e−

C|y|2

τ dy

= C|x1 − x2|β(σ) ln
t− s

t− s− h
.

ßê íàñëiäîê,

∫ t−h

0

I221ds ⩽ C|x1 − x2|2β(σ)
∫ t−h

0

ln2
t− s

t− s− h
ds

⩽ Ch|x1 − x2|2β(σ)
∫ +∞

0

ln2(1 + 1/u)du = Ch|x1 − x2|β(σ). (7.15)

Ìîæåìî îöiíèòè I21 i iíøèì ñïîñîáîì. Ðîçïèøåìî I21 ÿê äâi ðiçíèöi iíòåãðàëiâ,

ïðè÷îìó ó i-é ðiçíèöi ðîáèìî çàìiíè

v =
y − xi

2a
√
t− s− h

, v =
y − xi

2a
√
t− s

.
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Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî ãåëüäåðîâiñòü ôóíêöi¨ Ã i îäåðæó¹ìî, ùî

|I21| ⩽
∣∣∣∣
∫

Rd

p(t− s− h, x1 − y)Ã(s+ h, y)dy −
∫

Rd

p(t− s, x1 − y)Ã(s+ h, y)dy

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫

Rd

p(t− s− h, x2 − y)Ã(s+ h, y)dy −
∫

Rd

p(t− s, x2 − y)Ã(s+ h, y)dy

∣∣∣∣

= C

∣∣∣∣
∫

Rd

e−|v|2(Ã(s+ h, x1 + 2av
√
t− s− h)− Ã(s+ h, x1 + 2av

√
t− s)

)
dv

∣∣∣∣

+ C

∣∣∣∣
∫

Rd

e−|v|2(Ã(s+ h, x2 + 2av
√
t− s− h)− Ã(s+ h, x2 + 2av

√
t− s)

)
dv

∣∣∣∣

⩽ C

∫

Rd

e−|v|2|v
(√

t− s− h−
√
t− s

)
|β(σ)dv ⩽ Chβ(σ)(t− s)−β(σ)/2,

Çàóâàæèìî, ùî àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ áóëè âèêîðèñòàíi ïðè îòðèìàííi îöiíêè

[3.54] ó [43]. Îòðèìó¹ìî òàêó îöiíêó äëÿ
∫ t−h

0 I221ds:

∫ t−h

0

I221ds ⩽ Ch2β(σ)
∫ t−h

0

(t− s)−β(σ)ds = Ch2β(σ). (7.16)

Íåõàé Ä ∈ (0, 1); äîìíîæèìî íåðiâíiñòü (7.15), ïiäíåñåíó äî ñòåïåíÿ Ä, íà íåðiâ-

íiñòü (7.16), ïiäíåñåíó äî ñòåïåíÿ 1− Ä, i îäåðæèìî, ùî

∫ t−h

0

I221ds ⩽ Ch2β(σ)+ρ(1−2β(σ))|x1 − x2|2ρβ(σ). (7.17)

Òåïåð îöiíèìî I22. Ïåðåäóñiì çàóâàæèìî, ùî, îñêiëüêè ôóíêöi¨ v(t, x, s) òà

v(1)(t, x, s) îáìåæåíi íà D̄ × [0, T ], òî îáìåæåíîþ ¹ i ôóíêöiÿ v(2)(t, x, s). Äiéñíî,

|v(t, x, s)| ⩽
∫

B

|G(t, x; 0, y)||Ã(s, y)|dy
(2.15)

⩽ C

∫

Rd

t−d/2e−
κ(x−y)2

t dy ⩽ C,

|v(1)(t, x, s)| ⩽
∫

Rd

p(t, x− y)|Ã(s, y)|dy ⩽ C

∫

Rd

t−d/2e−
κ(x−y)2

t dy ⩽ C.

Çàôiêñó¹ìî s ∈ [0, T ] i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè B′′ òà B′′′, äëÿ ÿêèõ B̄′′ ¢ B, B̄′′′ ¢
B′′, B̄′ ¢ B′′′ i ∂B′′, ∂B′′′ ∈ A3 (äèâ. îçíà÷åííÿ 2.3.1). Çà çàóâàæåííÿì 7.2.1 òàêi

ìíîæèíè äiéñíî iñíóþòü. Òàêîæ ïîêëàäåìî S ′′ = [0, T ]×∂B′′, B′′
0 = {0}×B′′,D′′ =

(0, T ) × B′′. Íåñêëàäíî áà÷èòè, ùî v(2) ∈ C([0, T ] × B̄′′). Îòæå, çíàéäåòüñÿ òàêà

ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ Ψm,s, ùî Ψm,s → v(2), m → ∞ â C([0, T ] × B̄′′). ßêùî

ïîêëàñòè Èm,s(t, x) = Ψm,s(t, x)−Ψm,s(0, x), òî îäåðæèìî, ùî Èm,s ∈ C3(S ′′ ∪B′′
0 ),
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Èm,s = 0 íà ìíîæèíi B̄′′
0 i Èm,s → v(2), m→ ∞ â ïðîñòîði C(S ′′ ∪B′′

0 ). Ïîçíà÷èìî

÷åðåç v
(2)
m ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i





Lv(2)m (t, x, s) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× B′′,

v
(2)
m (t, x, s) = Èm,s(t, x), (t, x) ∈ S ′′ ∪B′′

0 .

Çãiäíî ç [20, Chap. III, Sec. 3, Theorem 7], v
(2)
m ∈ C2+α([0, T ]× B̄′′). Îòæå, ìîæåìî

ñêîðèñòàòèñÿ [20, Chap. IV, Sec. 7, Theorem 4] äëÿ ôóíêöié v
(2)
m − v

(2)
n i äîâiëüíîãî

³ ∈ (0, 1), äå ìíîæèíè B′′, B′′′ òà D′′ ¹ ìíîæèíàìè R, R0 òà D ç óìîâè òåîðåìè

âiäïîâiäíî. Îòðèìó¹ìî, ùî

∥v(2)m − v(2)n ∥B′′′,D′′

0,2+α ⩽ K∥v(2)m − v(2)n ∥0 ⩽ K∥Èm,s − Èn,s∥S
′′∪B′′

0

0 → 0,m, n→ ∞,

äå òàêîæ ñêîðèñòàëèñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {v(2)m : m ⩾ 1}
¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â ∥·∥B′′′,D′′

0,2+α i, âiäïîâiäíî, çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨

ṽ(2) â òié ñàìié íîðìi. Çîêðåìà, MB′′′,D′′

0,0 [v
(2)
m − ṽ(2)] → 0, m → 0. Àëå çãiäíî ç [20,

Chap. III, Sec. 6, Corollary of the Theorem 15] ïîñëiäîâíiñòü {v(2)m : m ⩾ 1} çáiãà¹òüñÿ
ðiâíîìiðíî äî v(2) íà [0, T ]× B̄′′. Îòæå, ṽ(2) = v(2) i

∥v(2)∥B′′′,D′′

0,2+α ⩽ K∥v(2)∥0 =: K1,

äå ñòàëi K òà K1 çàëåæàòü ëèøå âiä a, ³, B
′′′ òà B′′. Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñÿ îòðè-

ìàíèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ îöiíêè I22.

|I22| =
∫ t−s

t−s−h

∣∣∣
∂v(2)(w, x1, s+ h)

∂w
− ∂v(2)(w, x2, s+ h)

∂w

∣∣∣dw

⩽

∫ t−s

t−s−h

K1
|x1 − x2|α
d̄ 2+α
x1x2

dw ⩽ C

∫ t−s

t−s−h

|x1 − x2|α
d(B̄′, ∂B′′′)2+α

dw = Ch|x1 − x2|α.

(7.18)

ßêùî ïîêëàñòè µ = ¹1 â (7.13), Ä = µ1/´(Ã) â (7.17), ³ = µ1 â (7.18) òà äîäàòè

âêàçàíi íåðiâíîñòi, îäåðæèìî, ùî

É2,[0,t](q, r) ⩽ Crθ1|x1 − x2|γ1, ¹1 = ´(Ã)− µ1 +
µ1

2´(Ã)
> 1/2.
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Ôóíêöiþ q(z, s) ìîæíà îöiíþâàòè ÿê I2 ïðè s < t, à ïðè t ⩽ s ⩽ T ñêîðèñòàòèñÿ

íåïåðåðâíiñòþ çà Ãåëüäåðîì ôóíêöi¨ Ã. Òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëü-

íîãî µ̃1 < ´(Ã)

|q(z, s)| ⩽ C|x1 − x2|γ̃1. (7.19)

Ç iíøîãî áîêó, ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi É2,[0,T ](q, r) äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi

É2,[0,T ](q, r) = sup
0⩽h⩽r

∥q(·+ h)− q(·)∥L2([0,T−h])

⩽ sup
0⩽h⩽r

(
∥q(·+ h)− q(·)∥L2([0,t−h]) + ∥q(·+ h)− q(·)∥L2([t−h,t])

+ ∥q(·+ h)− q(·)∥L2([t,T−h])

)
⩽ É2,[0,t](q, r) + Ĩ(r),

äå

Ĩ(r) =
(∫ t

t−r

|q(z, t)− q(z, s)|2 ds
)1/2

.

Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà äëÿ íîðìè ∥ · ∥L2
òà îöiíêîþ (7.19), îòðè-

ìà¹ìî, ùî

Ĩ(r) ⩽

(∫ t

t−r

|q(z, t)|2 ds
)1/2

+

(∫ t

t−r

|q(z, s)|2 ds
)1/2

⩽ Cr1/2|x1 − x2|γ̃1, (7.20)

äå µ̃1 ∈ (µ1, ´(Ã)). Ç iíøîãî áîêó, ìîæåìî ïåðåïèñàòè ðiçíèöþ q(z, t)−q(z, s) òàêèì
÷èíîì:

q(z, t)− q(z, s) = Ã(t, x1)− Ã(t, x2)−
∫

B

G(t, x1; s, y)Ã(s, y)dy

+

∫

B

G(t, x2; s, y)Ã(s, y)dy

= v(0, x1, t)− v(0, x2, t)− v(t− s, x1, s) + v(t− s, x2, s)

=
2∑

i=1

v(i)(0, x1, t)− v(i)(0, x2, t)− v(i)(t− s, x1, s) + v(i)(t− s, x2, s),

(7.21)

äå ïîçíà÷åííÿ v, v(1), v(2) âèêîðèñòîâóþòüñÿ â òîìó ñàìîìó ñåíñi, ùî i ïðè îöiíþ-
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âàííi I2. Òåïåð çàóâàæèìî, ùî

|v(1)(0, x1, t)− v(1)(t− s, x1, s)| =
∣∣∣Ã(t, x1)−

∫

Rd

p(t− s, x1 − y)Ã(s, y)dy
∣∣∣

=
∣∣∣Ã(t, x1)−

1
(
4a2Ã(t− s)

)d/2
∫

Rd

e
− (x1−y)2

4a2(t−s)Ã(s, y)dy
∣∣∣

=
1

Ãd/2

∣∣∣
∫

Rd

e−|v|2Ã(t, x1)dv −
∫

Rd

e−|v|2Ã(s, 2av
√
t− s+ x1)dv

∣∣∣

⩽ C

∫

Rd

e−|v|2((t− s)β(σ) + |v|(t− s)β(σ)/2
)
dv ⩽ C(t− s)β(σ)/2,

i àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæåìî îöiíèòè |v(1)(0, x2, t)−v(1)(t−s, x2, s)|. Òàêèì ÷èíîì,

ñïðàâåäëèâà òàêà îöiíêà:

|v(1)(0, x1, t)−v(1)(0, x2, t)−v(1)(t−s, x1, s)+v(1)(t−s, x2, s)| ⩽ C(t−s)β(σ)/2. (7.22)

Ïðè îöiíþâàííi äðóãîãî äîäàíêó ó (7.21) ìîæåìî ìiðêóâàòè òàê æå, ÿê i ïðè

îòðèìàííi (7.18) i îäåðæàòè, ùî

|v(2)(0, x1, t)− v(2)(0, x2, t)− v(2)(t− s, x1, s) + v(2)(t− s, x2, s)|

= |v(2)(0, x1, s)− v(2)(0, x2, s)− v(2)(t− s, x1, s) + v(2)(t− s, x2, s)| ⩽ C(t− s).

(7.23)

Ïðè öüîìó òàêîæ ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî v(2)(0, xi, t) = v(2)(0, xi, s) = 0. Ïiäñòàâèâ-

øè îöiíêè (7.22) òà (7.23) â (7.21), îäåðæèìî, ùî

Ĩ2(r) ⩽ C

∫ t

t−r

(t− s)β(σ)ds = Crβ(σ)+1.

Ïiäíiñøè âêàçàíó íåðiâíiñòü äî ñòåïåíÿ 1 − κ, à íåðiâíiñòü (7.20) � äî ñòåïåíÿ

κ = µ1/µ̃1, îòðèìà¹ìî, ùî

Ĩ(r) ⩽ Crθ2|x1 − x2|γ1, ¹2 > 1/2.

ßê íàñëiäîê,

É2,[0,T ](q, r) ⩽ Crθ|x1 − x2|γ1, ¹ = min{¹1, ¹2} > 1/2.

Âðàõóâàâøè òàêîæ îöiíêó (7.19), îäåðæèìî, ùî

∥q(z, ·)∥Bε
22([0,T ])

⩽ C|x1 − x2|γ1 + C|x1 − x2|γ1
(∫ t

0

r−2ε−1+2θ dr
)1/2

⩽ C|x1 − x2|γ1,
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äå ε ∈ (0, ¹). Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî ·1, ââåäåíà ó (7.12), çàäîâîëüíÿ¹ òâåð-

äæåííÿ ëåìè, çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî

∑

n⩾1

2−nβ
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(0,T )
kn ∩ (0, t])|2 < C(É) ì. í.,

äå ñòàëà C(É) íå çàëåæèòü âiä t. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n îáåðåìî òàêèé

iíäåêñ kn, ùî t ∈ ∆
(0,T )
knn

; òîäi çà óìîâîþ 7.1.5

∑

n⩾1

2−nβ
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(0,T )
kn ∩ (0, t])|2

⩽
∑

n⩾1

2−nβ
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(0,T )
kn )|2 +

∑

n⩾1

2−nβ|µ(∆(0,T )
knn

∩ (0, t])|2 ⩽ C(É),

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Òàêîæ íàâåäåìî äîâåäåííÿ ëåìè 7.1.2. Õiä ¨¨ äîâåäåííÿ ¹ àíàëîãi÷íèì äî äîâå-

äåííÿ ëåìè 3.5 ó [43], ïðîòå ïðîâîäèòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì îöiíîê, ñôîðìóëüîâàíèõ

ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ ëåìè.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî t1 ⩽ t2. Ðîçïèøåìî ðiçíèöþ iíòåãðàëiâ

∫

(0,t2]

dµ(s)

∫

B

G(t2, x; s, y)Ã(s, y)dy −
∫

(0,t1]

dµ(s)

∫

B

G(t1, x; s, y)Ã(s, y)dy =: J

ó âèãëÿäi

J =

∫

(t1,t2]

q̄(z, s)dµ(s) +

∫

(0,t1]

Q̄(z, s)dµ(s) = J1 + J2,

äå

q̄(z, s) =

∫

B

G(t2, x; s, y)Ã(s, y)dy, z = (t2, x), s ∈ [t1, t2],

Q̄(z, s) =

∫

B

(G(t2, x; s, y)−G(t1, x; s, y))Ã(s, y)dy, z = (t1, t2, x), s ∈ [0, t1].

Òåïåð çàôiêñó¹ìî îáëàñòü B′, êîòðà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì: x ∈ B′, B̄′ ¢
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B. Îòðèìà¹ìî òàêi îöiíêè ôóíêöi¨ q:

|q̄(z, s)| ⩽ C,

|q̄(z, s+ h)− q̄(z, s)| ⩽
∫

B

|G(t2, x; s+ h, y)||Ã(s+ h, y)− Ã(s, y)|dy

+
∣∣∣
∫

B

(G(t2, x; s+ h, y)−G(t2, x; s, y))Ã(s+ h, y)dy
∣∣∣

⩽ Chβ(σ) + |v(1)(t2 − s− h, x, s+ h)− v(1)(t2 − s, x, s+ h)|

+ |v(2)(t2 − s− h, x, s+ h)− v(2)(t2 − s, x, s+ h)|

⩽ C(hβ(σ) + hβ(σ)(t2 − s)−β(σ)/2 + h) ⩽ Chβ(σ)(t2 − s)−β(σ)/2,

äå ôóíêöi¨ v, v(1), v(2) áóëè âèçíà÷åíi ïðè äîâåäåííi ëåìè 7.1.1, à ñòàëà C â îñòàííié

íåðiâíîñòi çàëåæèòü âiä B′. Äëÿ êîæíîãî öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî n âèáåðåìî òàêi

iíäåêñè kn1 òà kn2, ùî t1 ∈ ∆
(0,T )
kn1n

òà t2 ∈ ∆
(0,T )
kn2n

. Òàêîæ âèáåðåìî íàòóðàëüíå n0,

ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

2−n0T < t2 − t1 ⩽ 2−n0+1T.

Âiäìiòèìî, ùî ïðè âèáðàíîìó òàêèì ÷èíîì n0 âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç äâîõ óìîâ:

kn01 + 1 = kn02 àáî kn01 + 2 = kn02, â òîé ÷àñ ÿê ïðè n < n0 kn1 + 1 = kn2 àáî

kn1 = kn2. Íåñêëàäíî ïîêàçàòè çà iíäóêöi¹þ, ùî ïðè n ⩾ n0

kn2 − kn1 ⩽ 2n−n0+1 − 1 + T−1(t2 − t1)2
n
⩽ T−1(t2 − t1)2

n+1.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ q̄(z, s) âæå áóëà âèçíà÷åíà íà [t1, t2]. Òåïåð äîâèçíà÷èìî

¨¨ çà íåïåðåðâíiñòþ, ïîêëàâøè q̄(z, s) = q̄(z, t1) ïðè s < t1 òà q̄(z, s) = q̄(z, t2) ïðè

s > t2. Çà ëåìîþ 2.2.1 çíàéäåòüñÿ òàêà ìîäèôiêàöiÿ Ĵ1 iíòåãðàëà J1, ùî

|Ĵ1| ⩽ |q̄(z, 0)µ((t1, t2])|

+
∑

n⩾1

∑

1⩽k⩽2n

|q̄(z, d(0,T )(k−1)n)− q̄(z, d
(0,T )
(k−2)n)||µ(∆

(0,T )
kn ∩ (t1, t2])|.

Ïðè âñiõ n ìîæåìî îïóñòèòè äîäàíêè, ÿêèì âiäïîâiäà¹ k ⩽ kn1, îñêiëüêè ïðè

âêàçàíèõ k q̄(z, d
(0,T )
(k−1)n) = q̄(z, t1) = q̄(z, d

(0,T )
(k−2)n), òà äîäàíêè, äëÿ ÿêèõ k > kn2,
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îñêiëüêè ïðè âêàçàíèõ k ∆
(0,T )
kn ∩ (t1, t2] = ∅:

|Ĵ1| ⩽ C(t2 − t1)
γ2

+
∑

n⩾1

kn2∑

k=kn1+1

|q̄(z, d(0,T )(k−1)n)− q̄(z, d
(0,T )
(k−2)n)||µ(∆

(0,T )
kn ∩ (t1, t2])|

⩽ C(É)(t2 − t1)
γ2 +

∑

n⩾1

|q̄(z, d(0,T )(kn2−1)n)− q̄(z, d
(0,T )
(kn2−2)n)||µ(d

(0,T )
(kn2−1)n, t2])

+
∑

n⩾n0

kn2−1∑

k=kn1+1

|q̄(z, d(0,T )(k−1)n)− q̄(z, d
(0,T )
(k−2)n)||µ(∆

(0,T )
kn )|

= C(É)(t2 − t1)
γ2 + S1 + S2.

Òåïåð îöiíèìî S1 i S2, ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿìè (7.24).

S1 ⩽ C(É)
∑

n⩾1

2−nβ(σ)(t2 − d
(0,T )
(kn2−2)n)

−β(σ)/2(t2 − d
(0,T )
(kn2−1)n)

β(µ)

⩽ C(É)(t2 − t1)
γ2
∑

n⩾1

2−n(β(µ)−γ2) = C(t2 − t1)
γ2,

S2 ⩽ C
(∑

n⩾n0

2−nβ
2n∑

k=1

|µ(∆(0,T )
kn )|2

)1/2

×
(∑

n⩾n0

2nβ2−2nβ(σ)
kn2−1∑

k=kn1+1

(t2 − (k − 2)2−nT )−β(σ)
)1/2

⩽ C(É)
(∑

n⩾n0

2−n(2β(σ)−β)
kn2−kn1∑

i=1

(i2−nT )−β(σ)
)1/2

⩽ C(É)
(∑

n⩾n0

2−n(β(σ)−β)(kn2 − kn1)
1−β(σ)

)1/2

⩽ C(É)(t2 − t1)
(1−β(σ))/22−n0(2β(σ)−β−1)/2

⩽ C(É)(t2 − t1)
(β(σ)−β)/2

⩽ C(É)(t2 − t1)
γ2.

Ïðè öüîìó ´ > 0 îáèðà¹ìî çi ñïiââiäíîøåííÿ

(´(Ã)− ´)/2 > ´(Ã)/(4− 2´(Ã)) > µ2;

òàêå ´ iñíó¹, îñêiëüêè 1 > ´(Ã). Çâiäñè

Ĵ1 ⩽ C(É)(t2 − t1)
γ2. (7.24)
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Òåïåð ïåðåéäåìî äî îöiíþâàííÿ J2, äëÿ ÷îãî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Q̄ i äîñëiäè-

ìî ¨¨ âëàñòèâîñòi. Ïî-ïåðøå, âiäìiòèìî, ùî â ïîçíà÷åííÿõ ëåìè 7.1.1 ìà¹ ìiñöå

ïðåäñòàâëåííÿ Q̄(z, s) = v(t2 − s, x, s)− v(t1 − s, x, s), ïðè÷îìó

|Q̄(z, s)| ⩽ |v(1)(t2 − s, x, s)− v(1)(t1 − s, x, s)|

+ |v(2)(t2 − s, x, s)− v(2)(t1 − s, x, s)|

⩽ |v(1)(t2 − s, x, s)− v(1)(t1 − s, x, s)|+ C(t2 − t1).

Äëÿ ðiçíèöi |v(1)(t2 − s, x, s) − v(1)(t1 − s, x, s)| ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ îöiíêàìè

(13)-(15) ç ðîáîòè [17]:

|v(1)(t2 − s, x, s)− v(1)(t1 − s, x, s)| ⩽ C(t2 − t1)(t1 − s)−1,

|v(1)(t2 − s, x, s)− v(1)(t1 − s, x, s)| ⩽ C(t2 − t1)
β(σ)(t1 − s)−β(σ)/2,

|v(1)(t2 − s, x, s)− v(1)(t1 − s, x, s)| ⩽ C(t2 − t1)
β(σ)/2.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî îöiíêè äëÿ |Q̄|.

|Q̄(z, s)| ⩽ C(t2 − t1)(t1 − s)−1, (7.25)

|Q̄(z, s)| ⩽ C(t2 − t1)
β(σ)(t1 − s)−β(σ)/2, (7.26)

|Q̄(z, s)| ⩽ C(t2 − t1)
β(σ)/2. (7.27)

Áiëüøå òîãî, ç (7.25) òà (7.26) áåçïîñåðåäíüî îòðèìó¹ìî òàêi îöiíêè äëÿ |Q̄(z, s+
h)− Q̄(z, s)|:

|Q̄(z, s+ h)− Q̄(z, s)| ⩽ C(t2 − t1)(t1 − s− h)−1, (7.28)

|Q̄(z, s+ h)− Q̄(z, s)| ⩽ C(t2 − t1)
β(σ)(t1 − s− h)−β(σ)/2. (7.29)

Òåïåð ïåðåïèøåìî ðiçíèöþ Q̄(z, s+ h)− Q̄(z, s) ó âèãëÿäi

Q̄(z, s+ h)− Q̄(z, s)

=

∫

B

(
G(t2, x; s, y)−G(t1, x; s, y)

)(
Ã(s+ h, y)− Ã(s, y)

)
dy

+

∫

B

(
G(t2, x; s+ h, y)−G(t2, x; s, y)

)
Ã(s+ h, y)dy

−
∫

B

(
G(t1, x; s+ h, y)−G(t1, x; s, y)

)
Ã(s+ h, y)dy = F1 + F2 − F3.
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Ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ îöiíêîþ (2.17) i îòðèìàòè, ùî

|F1| ⩽ Chβ(σ)
∫

B

dy

∫ t2

t1

1

(Ä − s)d/2+1
e−

κ(x−y)2

τ−s dÄ

⩽ Chβ(σ)
∫ t2

t1

ds

(Ä − s)d/2+1

∫

Rd

e−
κ(x−y)2

τ−s dy

⩽ Chβ(σ)
∫ t2

t1

ds

(Ä − s)d/2+1

∫ +∞

0

e−
κv2

τ−svd−1dv

= Chβ(σ)
∫ t2

t1

(Ä − s)−1dÄ ⩽ Chβ(σ)(t2 − t1)(t1 − s− h)−1.

Ïðè îöiíþâàííi F2 ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ òèìè ñàìèìè ìiðêóâàííÿìè, ùî i ïðè

îöiíþâàííi |q̄(z, s+ h)− q̄(z, s)|.

|F2| = |v(t2 − s− h, x, s+ h)− v(t2 − s, x, s+ h)|

⩽ |v(1)(t2 − s− h, x, s+ h)− v(1)(t2 − s, x, s+ h)|

+ |v(2)(t2 − s− h, x, s+ h)− v(2)(t2 − s, x, s+ h)|

⩽ C(h(t1 − s− h)−1 + h) ⩽ Ch(t1 − s− h)−1,

i òàê æå ìîæåìî îöiíèòè F3. Äîäàâøè îñòàííi îöiíêè, ïðèõîäèìî äî òàêîãî àíà-

ëîãó ñïiââiäíîøåííÿ (19) ç [17]:

|Q̄(z, s+ h)− Q̄(z, s)| ⩽ C
(
hβ(σ)(t2 − t1) + h

)
(t1 − s− h)−1. (7.30)

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè íàñòóïíó îöiíêó, áåçïîñåðåäíüî ñêîðèñòà¹ìîñÿ (7.24).

|Q̄(z, s+ h)− Q̄(z, s)|

⩽

∣∣∣∣
∫

B

(
G(t2, x; s+ h, y)Ã(s+ h, y)−G(t2, s; s, y)Ã(s, y)

)
dy

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫

B

(
G(t1, x; s+ h, y)Ã(s+ h, y)−G(t1, s; s, y)Ã(s, y)

)
dy

∣∣∣∣

⩽ Chβ(σ)(t1 − s)−β(σ)/2. (7.31)

Ïiäíiñøè íåðiâíiñòü (7.29) äî ñòåïåíÿ ¼, à íåðiâíiñòü (7.28) � äî ñòåïåíÿ 1−¼, äå

¼ ∈ (1/(2− ´(Ã)), 1), îäåðæèìî ñïiâââiäîøåííÿ

|Q̄(z, s+ h)− Q̄(z, s)| ⩽ C(t2 − t1)
ρ1(t1 − s− h)ρ2, (7.32)
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äå

Ä1 = 1− ¼+ ¼´(Ã) > ´(Ã), Ä2 = −1 + ¼− ¼´(Ã)/2 > −1/2.

Ç iíøîãî áîêó, ïiäíiñøè (7.31) äî ñòåïåíÿ ¼, à (7.30) � äî ñòåïåíÿ 1−¼, îäåðæèìî
ñïiââiäíîøåííÿ

|Q̄(z, s+ h)− Q̄(z, s)| ⩽ C(hβ(σ)(t2 − t1)
1−λ + hρ1)(t1 − s− h)ρ2. (7.33)

Âèáåðåìî â ÿêîñòi m0 òàêå ÷èñëî, ùî

2−m0T < t1 ⩽ 2−m0+1T.

Ôóíêöiÿ Q̄(z, s) âæå áóëà âèçíà÷åíà íà [0, t1], äîâèçíà÷èìî ¨¨ çà íåïåðåðâíiñòþ

ïðè s > t1 ÿê Q̄(z, s) = Q̄(z, t1). Òåïåð ôóíêöiÿ Q̄ ¹ íåïåðåðâíîþ íà [0, t2], îò-

æå, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ 2.2.1 i îäåðæàòè, ùî äëÿ äåÿêî¨ ìîäèôiêàöi¨ Ĵ2

iíòåãðàëó J2 ñïðàâåäëèâi òàêi îöiíêè:

|Ĵ2| ⩽ |Q̄(z, 0)µ((0, t1])|

+
∑

n⩾1

2n∑

k=1

|Q̄(z, d(0,T )(k−1)n)− Q̄(z, d
(0,T )
(k−2)n)||µ(∆

(0,T )
kn ∩ (0, t1])|

⩽ |Q̄(z, 0)µ((0, t1])|+
∑

n⩾m0

kn1∑

k=2

|Q̄(z, d(0,T )(k−1)n)− Q̄(z, d
(0,T )
(k−2)n)||µ(∆

(0,T )
kn ∩ (0, t1])|

⩽ |Q̄(z, 0)µ((0, t1])|+
∑

n⩾m0

|Q̄(z, d(0,T )(kn1−1)n)− Q̄(z, d
(0,T )
(kn2−2)n)||µ(d

(0,T )
(kn1−1)n, t1])|

+

n0−1∑

n=m0

kn1−1∑

k=2

|Q̄(z, d(0,T )(k−1)n)− Q̄(z, d
(0,T )
(k−2)n)||µ(∆

(0,T )
kn )|

+
∞∑

n=n0

kn1−1∑

k=2

|Q̄(z, d(0,T )(k−1)n)− Q̄(z, d
(0,T )
(k−2)n)||µ(∆

(0,T )
kn )| = U1 + U2 + U3 + U4.

Ñêîðèñòàâøèñü (7.27), ìîæåìî îöiíèòè U1 òà U2 òàêèì ÷èíîì:

U1 ⩽ C(É)(t2 − t1)
β(σ)/2, (7.34)

U2 ⩽ C(É)(t2 − t1)
β(σ)/2

∑

n⩾m0

2−nβ(µ) = C(É)(t2 − t1)
β(σ)/2. (7.35)
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Òåïåð îöiíèìî U3, ñêîðèñòàâøèñü (7.32).

U3 ⩽ C
(∑

n⩾1

2−nβ
2n∑

k=1

|µ(∆(0,T )
kn )|2

)1/2

×
( n0−1∑

n=m0

2nβ
kn1−1∑

k=2

|Q̄(z, d(0,T )(k−1)n)− Q̄(z, d
(0,T )
(k−2)n)|2

)1/2

⩽ C(É)(t2 − t1)
ρ1
( n0−1∑

n=m0

2nβ
kn1−1∑

k=2

(t1 − d
(0,T )
(k−1)n)

2ρ2
)1/2

⩽ C(É)(t2 − t1)
ρ1
( n0−1∑

n=m0

2nβ
kn1−1∑

i=1

(i2−nT )2ρ2
)1/2

⩽ C(É)(t2 − t1)
ρ1
( n0−1∑

n=m0

2n(β−2ρ2)(kn1 − 1)2ρ2+1
)1/2

⩽ C(É)(t2 − t1)
ρ1
( n0−1∑

n=m0

2n(β−2ρ2)2n(2ρ2+1)
)1/2

⩽ C(É)(t2 − t1)
ρ12n0(β+1)/2

⩽ C(t2 − t1)
ρ1−(1+β)/2. (7.36)
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À ïðè ïîáóäîâi îöiíêè äëÿ U4 âèêîðèñòà¹ìî (7.33):

U4 ⩽ C
(∑

n⩾1

2−nβ
2n∑

k=1

|µ(∆(0,T )
kn )|2

)1/2

×
( ∞∑

n=n0

2nβ
kn1−1∑

k=2

|Q̄(z, d(0,T )(k−1)n)− Q̄(z, d
(0,T )
(k−2)n)|2

)1/2

⩽ C(É)
( ∞∑

n=n0

2nβ
kn1−1∑

k=2

((t2 − t1)
2−2λ(2−nT )2β(σ) + (2−nT )2ρ1)(t1 − d

(0,T )
(k−1)n)

2ρ2
)1/2

⩽ C(É)
( ∞∑

n=n0

2nβ((t2 − t1)
2−2λ2−2nβ(σ) + 2−2nρ1)

kn1−1∑

j=1

|j2−nT |2ρ2
)1/2

⩽ C(É)
( ∞∑

n=n0

2n(β−2ρ2)((t2 − t1)
2−2λ2−2nβ(σ) + 2−2nρ1)(kn1 − 1)2ρ2+1

)1/2

⩽ C(É)
( ∞∑

n=n0

2n(β−2ρ2)((t2 − t1)
2−2λ2−2nβ(σ) + 2−2nρ1)2n(2ρ2+1)

)1/2

= C(É)
( ∞∑

n=n0

2n(β−2β(σ)+1)(t2 − t1)
2−2λ +

∞∑

n=n0

2n(β−2ρ1+1)
)1/2

⩽ C(É)
(
2n0(β−2β(σ)+1)(t2 − t1)

2−2λ + 2n0(β−2ρ1+1)
)1/2

⩽ C(É)
(
(t2 − t1)

−β+2β(σ)−1(t2 − t1)
2−2λ + (t2 − t1)

−β+2ρ1−1
)1/2

⩽ C(t2 − t1)
ρ1−(1+β)/2. (7.37)

Çàóâàæèìî, ùî îöiíêè (7.36) òà (7.37) âèêîíóþòüñÿ ïðè âñiõ ´ > 0. Òåïåð äëÿ

äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî µ2 < ´(Ã)/(2(2− ´(Ã))) ïîêëàäåìî

¼ =
1− ´ − 2µ2
2(1− ´(Ã))

⇒ Ä1 − (1 + ´)/2 = µ2.

Âiçüìåìî ´, äëÿ ÿêîãî ´ + 2µ2 < ´(Ã)/(2 − ´(Ã)); òîäi ¼ > 1/(2 − ´(Ã)). Âðà-

õóâàâøè, ùî ´(Ã)/2 > ´(Ã)/(2(2 − ´(Ã))) > µ2 i îöiíêè (7.34), (7.35), îäåðæèìî,

ùî

|Ĵ2| ⩽ C(É)(t2 − t1)
γ2. (7.38)

Ç (7.24) òà (7.38) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.
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7.4. Âèñíîâêè

Ó ðîçäiëi 7 ðîçãëÿíóòà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, ó ÿêî-

ìó âèïàäêîâèé âïëèâ çàäàíî ç âèêîðèñòàííÿì iíòåãðàëà çà ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ.

Íàâåäåíî îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó. Äîâåäåíî éîãî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü. Ñôîðìóëüî-

âàíî òà äîâåäåíî ëåìè ïðî íåïåðåðâíiñòü ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëó çà Ãåëüäåðîì ïî

÷àñîâié òà ïðîñòîðîâié çìiííié. Âèêîðèñòàíî íàâåäåíi ðåçóëüòàòè äëÿ äîâåäåííÿ

íåïåðåðâíîñòi ðîçâ'ÿçêó çà Ãåëüäåðîì.
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Ðîçäië 8

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Íàãàäà¹ìî òâåðäæåííÿ, ÿêi áóëè ñôîðìóëüîâàíi òà äîâåäåíi â äèñåðòàöiéíîìó

äîñëiäæåííi.

1. Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, ââåäåíèõ ó [11, (3)], äîâåäåíî ¨õ çái-

æíiñòü ïðè çáiæíîñòi ñòîõàñòè÷íèõ ìið.

2. Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ âêàçàíèõ ðiâíÿíü äîâåäåíî ïðèíöèï óñåðåäíåííÿ.

3. Ðîçãëÿíóòî ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ çà óìîâè, ùî ÷àñîâà çìiííà íàëåæèòü

ïiâîñi [0,+∞). Äîâåäåíî çáiæíiñòü ñòîõàñòè÷íîãî äîäàíêó äî íóëÿ ïðè

ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî íåñêií÷åííîñòi. Âêàçàíå òâåðäæåííÿ âèêî-

ðèñòàíî äëÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêó.

4. Ðîçãëÿíóòî ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë âèãëÿäó (6.1). Íàâåäåíî éîãî ïðåäñòàâ-

ëåííÿ ÷åðåç ñóìó àáñîëþòíî òà ðiâíîìiðíî çáiæíîãî ðÿäó Õààðà. Ç éîãî

äîïîìîãîþ ñôîðìóëüîâàíî äîñòàòíi óìîâè íåïåðåðâíîñòi òà äèôåðåíöiéîâ-

íîñòi òðà¹êòîðié iíòåãðàëà çà ïàðàìåòðîì.

5. Ðîçãëÿíóòî ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë âèãëÿäó (6.12). Íàâåäåíî äîñòàòíi óìî-

âè íåïåðåðâíîñòi éîãî òðà¹êòîðié çà ïàðàìåòðîì.

6. Ïîñòàâëåíà êðàéîâà çàäà÷à (7.1). Íàâåäåíî îçíà÷åííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó. Äîâå-

äåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó. Äîâåäåíî íåïåðåðâíiñòü ñòîõàñòè-

÷íîãî äîäàíêó çà Ãåëüäåðîì çà çìiííèìè t òà x. Ñôîðìóëüîâàíî óìîâè

íåïåðåðâíîñòi çà Ãåëüäåðîì ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çà îáîìà çìiííèìè, äîâåäåíî

âiäïîâiäíó òåîðåìó.

Òàêîæ íàâåäåìî ìîæëèâi íàïðÿìè ïðîäîâæåííÿ äîñëiäæåíü. Ðåçóëüòàòè ðîç-

äiëó 6 ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ

ðiâíÿíü, êåðîâàíèõ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ, âèçíà÷åíîþ íà ïiäìíîæèíàõ [0, 1]d. Äëÿ

êðàéîâî¨ çàäà÷i (7.1) ìîæíà ñïðîáóâàòè äîâåñòè ïðèíöèï óñåðåäíåííÿ, çáiæíiñòü

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ïðè çáiæíîñòi ñòîõàñòè÷íèõ ìið, äîñëiäèòè ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó
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ïðè ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî íåñêií÷åííîñòi.
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