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Вступ

В роботi розглядаються методи поєднання неузгоджених сiток для ме-

тоду скiнченних елементiв, а також наводиться алгоритм об’еднання

неузгоджених сiток який базуеться на методi штрафiв. Цiльовою за-

дачею для якої буде використувуватися метод скiнченних елементiв

буде задача теорiї пружностi. Такi задачi використовуються в бага-

тьох областях обчислювальної математики та моделювання, а задача

неузгоджених сiток виникає при багатьох сценарiях моделювання си-

стем.

У першому роздiлi роботи розглядаються основнi поняття пов’язанi

з теорiею пружностi, методом скiнченних елементiв та формулюеться

поняття неузгодженої сiтки. Також демонструються деякi базовi при-

клади неузгоджених сiток.

У другому роздiлi розглядяються деякi методи поєднання неузго-

джених сiток, а також порiвняння цих методiв один з одним. Серед

розглянутих методiв є: метод вилучення термiнальних вузлiв, мортар-

метод, метод Нiцше, метод надбудованого функцiоналу та методи узго-

дження, що використовують перекриття сiток.

У третьому роздiлi бiльш детально розглядаеться метод штрафiв

для неузгодженних сiток та наводиться алгоритм поєднання сiтки за

допомогою додаткової матрицi, що сильно спрощує реалiзацiю цього

алгоритму в порiвняннi з iншими.

У четвертому роздiлi роботи демонструється результати роботи ме-

тоду на рiзних задачах теорiї пружностi, проводиться порiвняння iз

звичайним методом триангуляцiї сiтки, а також порiвнюється робота

при рiзних значеннях коефiцiента метода штрафiв.
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1 Основнi поняття

1.1 Метод скiнчених елементiв

Основна iдея метода скiнчених елементiв полягає в побудовi систе-

ми фiнiтних функцiй для їх використання в методах Рiтца мiнiмiзацiї

функцiоналiв чи в бiльш загальному методi Гальоркiна — розв’язання

диференцiальних рiвнянь. Невiдома функцiя в цих пiдходах вiдшуку-

ється методом невизначених коефiцiєнтiв i має представлення [1]

ψ =
N∑
i

Ciψi(x, y, z)

де ψi - задана система базисних функцiй, а i - невiдомi константи,

якi необхiдно знайти з розв’язку задачi. Метод скiнчених елементiв

вiдрiзняється тим, що невiдомi константи є, як правило, значеннями

шуканої функцiї в деяких наперед заданих точках, що мають назву

вузлiв. Для визначення базисних функцiй ψi область визначення не-

вiдомих розбивається на скiнчену кiлькiсть пiдобластей на кожнiй з

яких i задається полiномiальна функцiя ψi. Як правило в методi скiн-

чених елементiв розглядається конформне розбиття областей в якому

рiзнi елементи не налягають один на одний i їх перетин або нульовий

або спiльна сторона чи вузол. При розв’язку задачi коефiцiєнти Ci зна-

ходяться з використанням варiацiйних методiв. Саме такою була iдея

Р.Куранта який запропонував цей метод в 1943 роцi. З цiєї точки зору

використання методу скiнчених елементiв в задачах теорiї пружностi є

доцiльним i зручним, оскiльки варiацiйнi трактування цiєї теорiї добре

розвиненi i можуть бути застосованi до широкого класу задач. Напри-

клад, задаючи рiзнi за фiзичними властивостями i розмiром скiнченi

елементи ми можемо моделювати деформацiйну поведiнку композитiв

чи детально аналiзувати за рахунок згущення сiтки в потрiбному мiсцi
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напруження в околi зосередженої сили чи трiщини. Важливою пере-

вагою методу скiнчених елементiв в задачах теорiї пружностi є також

те, що вiн дозволяє дослiдити рiзноманiтнi контактнi задачi з довiль-

ною наперед заданою точнiстю i з використанням широкого спектру

ефективних чисельних методiв.

1.2 Постановка задач теорiї пружностi

Пружне середовище характеризується лiнiйним зв’язком мiж напру-

женнями та деформацiями, який називається законом Гука i має ви-

раз
σx = 2Gεx + 3λε, τxy = Gγxy

σy = 2Gεy + 3λε, τxz = Gγxz

σz = 2Gεz + 3λε, τyz = Gγyz

Де

Tσ =


σx τxy τxz

τyx σy τyz

τzx τzy σz


тензор напружень, а G, λ пружнi сталi матерiалу. Компоненти

εx =
∂u

∂x
, εy =

∂v

∂y
, εz =

∂w

∂z
,

γxy =
∂v

∂x
+
∂u

∂y
, γyz =

∂v

∂z
+
∂w

∂y
, γxz =

∂u

∂z
+
∂w

∂x

вiдображають деформацiйний стан матерiалу i є компонентами вiдпо-

вiдного тензора деформацiй. u, v, w - компоненти поля перемiщень в

матерiалi.

Основними рiвняннями якi повиннi задовольняти напруження є
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рiвняння рiвноваги [2]

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

+X = 0

∂σy
∂y

+
∂τyx
∂x

+
∂τyz
∂z

+ Y = 0

∂σz
∂z

+
∂τzx
∂x

+
∂τzy
∂y

+ Z = 0

де X, Y, Z - проекцiї об’ємних сил на вiдповiднiй осi. Пiсля пiдстановки

спiввiдношень закону Гука одержуємо систему лiнiйних рiвнянь дру-

гого порядку для компонентiв перемiщень в матерiалi якi мають назву

рiвнянь Ламе

(λ+G)
∂e

∂x
+G∇2u+X = 0

(λ+G)
∂e

∂y
+G∇2v + Y = 0

(λ+G)
∂e

∂z
+G∇2w + Z = 0

де

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
, e = 3ε = εx + εy + εz

Граничнi умови для цих рiвнянь можуть бути силовими

σji(u)nj|S1
= gi(x)

кiнематичними

u(x)|S2
= u0(x)

або поєднанням цих двох умов, але таким чином, що S1 та S1 не пе-

ретинаються. В цих умовах gi(x) - компоненти вектора поверхневих

сил, а u0(x) - заданi поверхневi перемiщення. На контактних поверх-

нях мiж двома пружними тiлами повиннi виконуватись, вiдповiдно,

кiнематична

u1
n(x) = u2

n(x), x ∈ Sk

та силова

σ1
n(x) = σ2

n(x), x ∈ Sk
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умови поєднання. Оскiльки метод скiнчених елементiв базується са-

ме на варiацiйних постановках задач, важливу роль для застосування

цього методу в задачах теорiї пружностi вiдiграють енергетичнi варi-

ацiйнi принципи теорiї пружности. Вiдомо, що дiйсне поле пружних

перемiщень мiнiмiзує функцiонал Лагранжа

Π =
1

2

∫
G

σTεdG−
∫
G

uTρdG−
∫
S2

uTgdS

де тензори напружень i деформацiй σ, ε, виражаються як функцiї пе-

ремiщень, u - вектор перемiщень, ρ, g - питома густина об’ємних та

поверхневих сил, вiдповiдно. T означає транспонування. Всi наведенi

вище диференцiальнi рiвняння пружного деформування можуть бути

отриманi як рiвняння Ейлера для цього функцiонала.

1.3 Узгодженi та неузгодженi сiтки та скiнченнi

елементи

При вирiшеннi задач iнодi зручно використовувати скiнченнi елемен-

ти не тiльки рiзного типу (прямокутники з трикутниками, тетраедри

з призмами або з паралелепiпедами i т.п.), але навiть i з рiзнотипними

локальними базисними функцiями. У зв’язку з цим має сенс уточни-

ти поняття «сiтка» i «скiнченний елемент». Надалi будемо вважати,

що сiтка - це об’єднання непересiчних за своїми внутрiшнiми точкам

осередкiв. При цьому пiд осередком сiтки будемо розумiти деяку пi-

добласть розрахункової областi, у якiй є кортур i вузли. Пiд вузлами

розумiтимемо безлiч видiлених точок осередку, використовуваних як

для опису геометрiї осередка, так i для визначення базисних функцiй

на ньому. Частина вузлiв, що визначають геометрiю осередку, будемо

називати геометричними вершинами. I, нарештi, пiд скiнченним еле-

ментом будемо розумiти осередок сiтки iз заданими на нiй локальними
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базисними функцiями.

Тут, як i ранiше, пiд розрахункової областю ми розумiємо (в за-

лежностi вiд контексту використання цього термiна) або область Ω, в

якiй вирiшується крайова задача, або її аппроксiмацiю Ωh у виглядi

об’єднання всiх осередкiв сiтки. При цьому мається на увазi, що кон-

тури Ωh апроксимують вiдповiднi контури Ω (або повнiстю збiгаються

з ними), тобто в Ωh немає додаткових контурiв, що з’явилися через

наявнiвсть «дiрок» в сiтцi, а деяке неспiвпадiння контурiв в Ωh i в Ω

може вийти виключно через кривизну контурiв в Ω.

Рис. 1: Приклад узгодженої та неузгодженої сiтки

Надалi пiд узгодженою сiткою будемо розумiти сiтку, для осередкiв

якої виконується умова: будь-який контур одного осередку або точно

збiгається з контуром тiльки одного iншого осередку, або є фрагментом

зовнiшнього контура розрахункової областi. При цьому пiд контуром

осередкiв, наприклад, у трикутникiв, розумiються три його сторони,

у прямокутника - чотири його сторони, у багатогранника - його межi

i т.д.
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1.4 Використання неузгоджених сiток для розв’язку

задач теорiї пружностi

В деяких важливих практичних задачах виникає необхiднiсть розв’язку

задач теорiї пружностi для об’ємiв, якi є об’єднанням декiлькох ча-

стин. Досить типовою є ситуацiя коли побудова скiнчено-елементної

сiтки для кожної з пiдобластей є значно простiшою нiж побудова сi-

тки для всього об’єму. Такi задачi виникають, наприклад, коли необ-

хiдно провести розрахунок деформацiйної поведiнки складних бага-

токомпонентних технiчних чи будiвельних конструкцiй в умовах коли

методики скiнчено-елементного моделювання окремих складових до-

бре вiдпрацьованi i, як правило, навiть здiйснюються рiзними групами

спецiалiстiв. Використання простої, досить часто регулярної сiтки, в

пiдобластях разом з спецiальною процедурою об’єднання сiток вияв-

ляється простiшим нiж розв’язок задачi одночасно для всього тiла.

Останнiм часом процедура розбиття на пiдобластi в процесi моделю-

вання широко використовується також з метою паралелизацiї обчи-

слень,коли окремi частини з незалежними сiтками розглядаються в

якостi так званих суперелементiв, що спочатку моделюються на неза-

лежних процесорах i тiльки згодом об’єднуються для одержання ре-

зультатiв для конструкцiї в цiлому. [3]

Iншим типовим прикладом застосування неузгоджених сiток є кон-

тактнi задачi, в яких як правило вiдбувається взаємний рух окре-

мих частин. Використання узгоджених сiток потребує в цьому випад-

ку постiйної перебудови сiтки на кожному кроцi взаємного змiщен-

ня.Неузгодженi сiтки дозволяють розв’язувати цi проблеми з значною

економiєю машинного часу та без втрати точностi.

Окремою важливою сферою застосування неузгоджених сiток є

багатосiточне чи багатомасштабне моделювання. Iдея використання
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адаптивних сiток здається цiлком природньою в будь-яких скiнчено-

елементних обчисленнях. Мається на увазi, що для досягнення задо-

вiльної точностi обчислень сiтка має бути дрiбнiшою там, де невiдо-

ма функцiя змiнюється швидше i бiльш грубою там де в детальнiй

апроксимацiї немає потреби. Типовими прикладами такого роду при

розв’язаннi пружних задач є моделювання деформацiй та напружень

в околi прикладеної зосередженої сили чи в околi вершини трiщини.

Найпростiшим методом адаптацiї сiток в цьому випадку є використан-

ня дрiбних регулярних сiток в цих областях з подальшим узгодженням

сiток рiзного розмiру.
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2 Методи поєднання неузгоджених сiток

2.1 Метод вилучення термiнальних вузлiв

Загалом методи поєднання сiток подiляються на два види: поєднання

з перекриття сiток i без нього-тiльки за рахунок узгодження сiток на

контактних поверхнях. Найпростiший метод контактного поєднання

базується на аналiзi та вилученнi тих невiдомих якi вiдповiдають так

званим термiнальним вузлам сiтки. [4]

Рис. 2: Термiнальнi вузли

Термiнальний вузол - це вузол, що лежить на межi елементу який

не мiстить цей вузол. Термiнальнi вузли можна розглядати як друго-

ряднi i апроксимацiю невiдомої функцiї в них знаходити використову-

ючи апроксимацiю в тих елементах сторонам якої цей вузол належить.

Наприклад, якщо в елементi 1 використовується лiнiйна апроксимацiя

невiдомої функцiї, то у вiдповiдностi з нею значення функцiї у вузлi 2

дорiвнює середньому арифметичному значень у вузлах 1 та 3 (рис. 2).

Надалi це спiввiдношення може трактуватися як додаткова умова, яка

дозволяє виключити невiдомi пов’язанi з другим вузлом. Зауважимо,

що у нашому прикладi 3 вузол також є термiнальним i має виражатися

через значення функцiї у вузлах 4 та 5. Для коректного врахування
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взаємозв’язкiв термiнальних та звичайних вузлiв зазвичай будується

граф - так зване дерево зв’язкiв. Бiльш детально ця процедура буде

проаналiзована в наступних роздiлах. Зазначимо, що iснують випадки

(хоча i нечисленнi), коли виключення термiнальних вузлiв призводить

до зациклювання алгоритму. Приклад такої сiтки наведений на рис. 3.

Рис. 3: Приклад сiтки з зациклюванням алгоритму

Алгоритм виключення невiдомих у термiнальних вузлах значно

спрощується, якщо спiввiдношення мiж вузловими значеннями додаю-

ться у варiацiйний принцип за допомогою штрафних множникiв. Фун-

кцiонал у цьому випадку набуває вигляду

L(u) = Π(u) +
α

2

∫
Γ

(u1 − u2)
2dΓ (2.1)

де α-штрафний множник. Саме цьому варiанту алгоритму присвячене

це дослiдження.

2.2 Метод цементного розчину (мортар-метод)

Замiсть штрафних множникiв в процедурi узгодження сiток можуть

використовуватись множники Лагранжа, якi в цьому випадку розгля-

даються як додатковi невiдомi. Якщо об’єм матерiалу складається з

двох частин [5]

Ω = ΩM ∪ Ωm
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якi контактують вздовж поверхнi

Γ = ΓM ∩ Γm

множники Лагранжа можуть розглядатися як невiдомi зусилля в гра-

ничних вузлах

λ = −tM = tm

Загальна варiацiйна постановка задачi має вигляд [6]∫
ΩM

σMi δε
M
i dΩM +

∫
ΓC

λiδu
M
i dΓC =

∫
ΩM

biδu
M
i dΩM +

∫
ΓM
t

tiδu
M
i dΓMt

uMi = uMi δuMi = 0 ∀x ∈ ΓMu∫
ΩM

σmi δε
m
i dΩm −

∫
ΓC

λiδu
m
i dΓC =

∫
Ωm

biδu
m
i dΩm +

∫
Γm
t

tiδu
m
i dΓmt

umi = umi δumi = 0 ∀x ∈ Γmu∫
ΓC

δλi(u
M
i − imi )dΓC = 0

Рiвняння повиннi задовольнятись для довiльних δuM , δum, δεM , δεm, δλ.

Для знаходження iнтегралiв використовуються як значення вузлових

перемiщень dM , dm так i апроксимацiя множникiв Лагранжа вдовж

контактних поверхонь uM = NMdM , um = Nmdm, λ = Nλλ̂.

Проблемою при використаннi цього пiдходу є те , що матриця лi-

нiйних рiвнянь вiдносно невiдомих перемiщень i множникiв Лагранжа

до яких зводиться наведена вище система рiвнянь не є додатно визна-

ченою, оскiльки додавання множникiв Лагранжа перетворює задачу

пошуку мiнiмуму в задачу обчислення сiдлових точок функцiоналу.

Це ускладнює застосування найбiльш поширених ефективних методiв

розв’язання систем лiнiйних рiвнянь.

Iншою проблемою характерною як для методу штрафiв так i для

мортар-методу є те, що додатковi умови на контактних границях на-

кладаються лише на перемiщення. Друга контактна умова – рiвнiсть

напружень, повинна виконуватись як наслiдок першої. Зрозумiло, що
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точнiсть виконання цiєї умови залежить вiд того якi саме сiтки вико-

ристовуються для окремих областей. Наприклад, якщо розмiри сiтки

сильно вiдрiзняються на контактнiй поверхнi виникає стрибок напру-

жень, незважаючи на дотримання контактних умов для перемiщень.

На рис. 4 наведено розподiл напружень в околi отвору в пластинi.

Рис. 4: Розподiл напружень в околi отвору в пластинi

2.3 Метод Нiцше (Розривний метод Гальоркiна)

Для того, щоб збалансувати узгодження по перемiщенням та зусиллям

Нiцше (Nitsche) на початку 70-х рокiв минулого сторiччя запропону-
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вав варiацiйне формулювання контактної умови, яке мiстило не тiль-

ки перемiщення, але й напруження. В подальшому це формулювання

частiше стало згадуватись як Розривний метод Гальоркiна. Шляхом

нескладних перетворень приципу вiртуальних перемiщень для кожної

з частин пружного тiла отримуємо [8]∫
E

σ(u) : ε(v)dV −
∑
e∈∂E

∫
e

σ(une) · vdS =

∫
E

f · vdV

де f об’ємнi сили, ne -одиничний вектор нормалi. Пiдсумовуючi цi ви-

рази для всiх елементiв пружного тiла одержуємо∑∫
E

σ(u) : ε(v)dV −
∑

e∈Γh∪ΓD

∫
e

{σ(u)ne} · [v]dS =

=
∑∫

E

f · vdV +
∑∫

e

t · vdS

де фiгурними i квадратними дужками позначенi вiдповiдно середнi

значення i стрибок вiдповiдної змiнної на лiнiї контакту

{w} =
1

2
(w|Ee

1
+ w|Ee

2
), [w] = w|Ee

1
− w|Ee

2
∀e = ∂Ee

1 ∩ ∂Ee
2

На пiдставi цiєї рiвностi маємо варiацiйний принцип

a(u, v)− L(v) = 0 ∀v ∈ V1 × V2

де

a(u, v) =
∑
E
∫
εh

∫
E

σ(u) : ε(v)dV −
∑

e∈Γh∪ΓD

∫
e

{σ(u)ne} · [v]dS+

+
∑

e∈Γh∪ΓD

δe
h

∫
e

[u] · [v]dS

L(v) =
∑∫

E

f · vdV +
∑
e∈ΓD

∫
e

t · vdS +
∑
e∈ΓD

δe
h

∫
e

u · vdS

Параметр δe є штрафним параметром. Таким чином варiацiйний прин-

цип мiстить як напруження на контактнiй поверхнi так i штрафний

множник.Метод узгодження сiток, що базується на цьому функцiона-

лi є промiжним мiж методом штрафу i мортар-методом.
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2.4 Метод надбудованого (розширеного) функцiо-

налу

Найбiльш ефективного поєднання мортар методу та методу штрафiв

вдається досягнути застосуванням iтерацiйної процедури до надбудо-

ваного функцiоналу. Для цього функцiонал мортар-методу [9], [10]

Π̃(u, λ) = Π(u) + λg(u1 − u2)

надбудовується ще й штрафним доданком

Π̃(u, λ) = Π(u) + λg(u1 − u2) +
ε

2
g(u1 − u2) · g(u1 − u2)

Як i завжди множники Лагранжа є невiдомими задачi, але одержаний

функцiонал мiнiмiзується iтерацiйно.

Π̃(u, λk) = Π(u) + λkg(u1 − u2) + ε
2g(u1 − u2) · g(u1 − u2)

λk+1 − λk = εg(u1, u2)

Тобто на кожному кроцi iтерацiї множники Лагранжа-вiдомi функцiї

i в задачi не виникають зайвi змiннi. Ще одна важлива особливiсть

цього методу полягає в тому, що як тiльки ε обрано таким чином, що

матриця системи рiвнянь вiдносно невiдомих перемiщень є додатно

означеною, ми не потребуємо подальшого переходу ε → ∞ який по-

гiршує обумовленiсть матрицi рiвнянь. В цьому випадку iтерацiйний

процес завжди збiгається до множникiв Лагранжа , що є розв’язками

задачi в мортар-методi. Зазначимо, що в процесi iтерування на кожно-

му кроцi розв’язок обчислюється швидкими методами розробленими

для рiвнянь з додатно означеними матрицями.
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2.5 Методи узгодження що використовують пере-

криттям сiток

Для того, щоб забезпечити плавний перехiд перемiщень та напружень

вiд одного контактуючого тiла до другого iнодi сiтка кожного з тiл

продовжується узгодженим чином на сусiднє тiло для того щоб утво-

рилась перехiдна зона ненульового об’єму в якiй обидвi сiтки перекри-

ваються i використовуються одночасно (рис. 6)

Рис. 5: Вiзуалiзацiя перекриття сiток

Такий пiдхiд називається методом Арлекiна [11], [12]. Варiацiйна

постановка задачi має вигляд:∫
ΩM

αMσMi δε
M
i dΩM +

∫
ΩC

λiδu
M
i dΩC

=

∫
ΩM

βMbiδu
M
i dΩM +

∫
ΓM
t

βM tiδu
M
i dΓMt

uMi = uMi δuMi = 0, ∀x ∈ ΓMu

∫
Ωm

αmσmi δε
m
i dΩm +

∫
ΩC

λiδu
m
i dΩC

=

∫
Ωm

βmbiδu
m
i dΩm +

∫
Γm
t

βmtiδu
m
i dΓmt

umi = umi δumi = 0, ∀x ∈ Γmu
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∫
Ωc

δλi(u
M
i − umi ) + l2εkl(δλ)εkl(u

M − um)dΩc = 0 (2.2)

Зазначимо двi головнi особливостi наведених вище рiвнянь. По-

перше в них з’явились ваговi множники αM , β
M , αm, β

m. Вони вико-

ристовуються для того, щоб здiйснити поступовий перехiд вiд одного

тiла до iншого. Тобто αM , βM дорiвнюють одиницi для тiлаM i посту-

пово спадають до нуля коли ми виходимо за межi тiла M в перехiдну

зону. Те саме вiдбувається i з αm, βm.

αM(x) = βM(x) = 1

αm(x) = βm(x) = 0
∀x ∈ ΩM \ Ωc

αM(x) = βM(x) = 0

αm(x) = βm(x) = 1
∀x ∈ Ωm \ Ωc

αM(x) + βM(x) = 1

αm(x) + βm(x) = 1
∀x ∈ Ωc = ΩM ∩ Ωm

Схематично це зображено на рис. 6. Оптимальний вибiр вагових

функцiй в перехiднiй зонi загалом емпiричний i залежить вiд досвiду

дослiдника.

Рис. 6: Ваговi функцiї в методi Арлекiна

Другою важливою особливiстю цього пiдходу є поява множника

та компонент тензора деформацiй в рiвняннi узгодження перемiщень
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(2.2). Тобто узгодження вiдбувається не тiльки по перемiщенням, але

й по похiдним вiд перемiщень. Параметр l задає вiдносну точнiсть цих

двох узгоджень. Цей метод можна узагальнити i розглядати повне пе-

рекриття двох сiток. Такий пiдхiд застосовується тодi, коли бiльш дрi-

бна сiтка накладається на якусь частину грубої сiтки.
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3 Метод штрафiв для неузгодженних

сiток

3.1 Метод Лагранжа та метод штрафiв

Розглянемо наступну задачу, яка є типовим прикладом використання

методу Лагранжа:

min{1
2
a(u, u) + (f, u)}, при l(u) = 0

l(u) ≤ K‖u‖

a(u, u) ≤ K‖u‖2

Використовуючи множники Лагранжа запишемо наступну систему:

min{1
2
a(u, u) + (f, u) + λl(u)}a(u, v) + (f, v) + λl(v) = 0

l(v) = 0
(3.1)

Тепер запишемо аналогiчну задачу, але використовучи метод штрафiв:

min{1
2
a(uε, uε) + (f, uε) +

1

2ε
l2(uε)}

a(uε, v) + (f, v) +
1

ε
l(uε)l(v) = 0

Використовуючи систему (3.1) перепишемо в наступному виглядi:

a(uε, v)− a(u, v)− λl(v) +
1

ε
l(uε)l(v) = 0

a(u− uε, v) + λl(v)− 1

ε
l(uε)l(v) = 0

Оберемо v = u− uε, тодi:

a(v, v) + λl(u− uε)−
1

ε
l(uε)l(u− uε) = 0

a(v, v)− λl(uε) +
1

ε
l2(uε) = 0 (3.2)
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Перепишемо рiвнiсть (3.2) та оцiнемо її зверху:

a(v, v) +
1

ε
l2(uε) = λl(uε) ≤ |λ| · |l(uε)|

Використаемо наступну нерiвнiсть:

|a| · |b| ≤ 1

2
(a2 + b2)

|a| · |b| ≤ 1

2
(
1

ε
a2 + εb2)

Тодi маемо:
a(v, v) +

1

ε
l2(uε) ≤

1

2ε
l2(uε) +

ε

2
|λ|2

a(v, v) +
1

2ε
l2(uε) ≤

ε

2
|λ|2

3.2 Реалiзацiя методу штрафiв в виглядi додадко-

вої матрицi скiнченного елемента

Нехай iснує деяка задача оптимiзацiї:

min{1
2
a(u, u) + (f, u) +

1

ε
l2(u)}

Представимо лiнiйний функцiонал l(u) як:

l(u) = u∗ −
n∑
i=1

αiui

де u = (u1, . . . , un, u
∗), αi = φi(u

∗), φ - базиснi функцiї скiнченного

елемента, n - кiлькiсть вузлiв елемента, ∗ - термiнальний вузол. Пiд-

ставивши та дифференцiювавши по u маємо:

min{1
2
a(u, u) + (f, u) +

1

ε
(u∗ −

n∑
i=1

αiui)
2}

1

2
a(u, v) + (f, v) = −1

ε
(u∗ −

n∑
i=1

αiui)(v
∗ −

n∑
j=1

αjvj)

Розглянемо праву частину рiвностi, так як лiва є звичайною задачею

методу скiнченних елементiв.

1

ε
(u∗ −

n∑
i=1

αiui)(v
∗ −

n∑
j=1

αjvj)
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Розкривши дужки згрупуємо по iндексам, та сформуємо додадкову

матрицю для скiнченного елемента використавши замiну R =
1

ε
:

B =


Rα1α1 Rα1α2 . . . −Rα1

Rα2α1 Rα2α2 . . . −Rα2

... ... . . . ...

−Rα1 −Rα2 . . . R


В отриманнiй матрицi останнiй рядок i стовбець вiдповiдає термiналь-

ному вузлу елемента.
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4 Результати роботи методу

4.1 Порiвняння роботи методi у вiдношеннi до зви-

чайної триангуляцiї

Розглянемо результати в порiвняннi з триангуляцiєю, зауважимо, що

метод штрафiв апроксимує термiнальний вузол за допомогою лiнiйно-

го функцiоналу, тому його результати повиннi мати деяку рiзницю в

порiвняннi iз звичайною «узгодженною» сiткою.

Рис. 7: Iзополе перемiщення y координати при триангуляцiї сiтки
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Рис. 8: Iзополе перемiщення y координати при методi штрафiв

Також порiвняємо числовi значення перемiщень в деяких вузлах,

в якостi контрольнiх значень будемо використовувами сiтку на рис. 9:

рис. 7 рис. 8 рис. 9 рис. 7 рис. 8 рис. 9

y -10.786 -10.433 -9.4569 8.6571 8.7697 9.7288

z -716.58 -717.16 -713.71 -8685.1 -8705.5 -8690.3

ux -1368.2 -1369.1 -1362.8 -3557.3 -3557.2 -3557.4

Табл. 1: Порiвняння перемiщень пластини при рiзних варiантах роз-

биття
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Було використанно значення перемiщення в двох вузлах: по центру

пластини та в точцi мiнiмуму в нижнiй частинi пластини.

Як можна побачити, при застосуваннi методу штрафiв ми отриму-

ємо досить близькi результати до звичайної триангуляцiї, але процесс

об’єднання набагато легше та не змiнює сiтку.

Рис. 9: Iзополе перемiщення y при рiвномiрнiй сiтцi

Надалi будемо разглядати порiвняння лише двох випадкiв, так як

порiвняння при рiзнiй щiльность майже завжди матиме неправильний

сенс. Тому що, при збiльшеннi щiльностi сiтки результат буде збiгатися

до аналiтичного.
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Розглянемо iнший приклад неузгодженної сiтки, тепер в ситуацiї,

коли елементи тривимiрнi.

Рис. 10: Iзополе перемiщення z для тривимiрного випадку

Як i в попередньому прикладi порiвняємо деякi числовi значення,

щоб порiвняти результати обох методiв. Проте зауважимо, що при три-

вимiрнiй триангуляцiї утворилася достатня кiлькiсть невеликих тетра-

iдрiв i збiльшилася кiлькiсть вузлiв, що може позитивно вплинути на

точнiсть розрахункiв. Але алгоритм тривимiрної триангуляцiї значно

складнiший в реалiзацiї нiж алгоритм узгодження сiток, та потребує

значних перетворень в геометрiї сiтки.

x 85.088 85.022 84.39 84.373 84.481 84.476

y -0.13211 -0.12259 -0.00322 -0.01032 0.00082 -0.00005

z 20.284.2 20.271 -19.671 -19.662 0.32265 0.30577

Табл. 2: Порiвняння перемiщень для тривимiрної моделi

Наведенi вище приклади мають досить невелику порiвняльну здi-

бнiсть. Тому зробимо такий приклад, в якому буде очевидне порiвня-
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ння звичайної та неузгодженної сiтки. Спробуємо зробити такий при-

клад, на якому буде видно рiзницю мiж триангуляцiєю та узгодженням

сiток.

Для цього спочатку побудуємо найпростiшу модель, яка буде схо-

жа на рис. 1, навантаження додамо так, щоб продемонструвати лiнiйне

обмеження на термiнальнi вузли в функцiоналi. Поки що будемо роз-

глядати тiльки задачi стиснення або розтягування, так як в такому

випадку базиснi функцiї будуть лiнiйними.

Рис. 11: Iзополе перемiщення y

Як можна побачити на рис. 11 перемiщення на правiй моделi є одна-

ковим в вузлах посерединi пластини, а на лiвiй воно ламане, цей неве-

ликий приклад демострує рiзницю мiж двома методами. Для бiльшої

впевненостi наведемо таблицю з перемiщенням трьох вузлiв з кожної

пластини.

y1 y2 y3

лiва 0.16422 0.15617 0.16422

права 0.16021 0.16021 0.16021

Табл. 3: Порiвняння перемiщень центральних вузлiв пластини
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Але така сiтка рiдко зустрiчається в реальних задачах, тому збiль-

шимо щiльнiсть сiтки, та порiвняємо вузли з тими самими координа-

тами, що в попередньмому випадку.

Рис. 12: Iзополе перемiщення y при бiльш щiльнiй сiтцi

y1 y2 y3

лiва 0.16437 0.15964 0.16437

права 0.16437 0.15961 0.16437

Табл. 4: Порiвняння перемiщень при збiльшенiй щiльностi сiтки

Як можна побачити з таблицi вище, рiзниця мiж двома метода-

ми майже зникла, та утворився правильний малюнок на iзополях. Це

є свiдченням того, що при збiльшеннi щiльностi метод збiгаеться до

аналiтичного вирiшення, так само як i звичайний метод скiнченнiх

елементiв.

4.2 Вибiр коефiцiента в методi штрафiв

В попереднiх роздiлах вже було роглянуто функцiонал та пiдсумковий

алгоритм роботи методу штрафiв. В цьому роздiлi буде йти мова про
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вибiр коефiцiента та порiвняння результатiв при рiзних значеннях цьо-

го коефiцiента. Пiд коефiцiентом будемо розумiти величину R матрицi

4.1.

B =


Rα1α1 Rα1α2 . . . −Rα1

Rα2α1 Rα2α2 . . . −Rα2

... ... . . . ...

−Rα1 −Rα2 . . . R

 (4.1)

Для порiвняння будемо використовувати задачу, яку вже викори-

стовували в попередньому роздiлi, перемiщення якої можна побачити

на рис. 12.

Побудуемо графiк залежностi перемiщення в центрi пластини вiд

коефiцiента метода штрафiв.

100 102 104 106 108 1010 1012 1014

0.160

0.165

0.170

0.175

0.180
y

Рис. 13: Графiк перемiщення y в залежностi вiд R

При побудовi графiка було використано 14 результатiв розрахунку

задачi, для бiльш наочної картини покажемо як змiнювалося iзополе

при рiзних значеннях коефiцiента.
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R = 0 R = 102

R = 104 R = 106

R = 108 R = 1010

Рис. 14: Перемiщення y при рiзному R
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Як можна побачити з графiка на рис. 13 та на iзополях на рис. 14

достатня точнiсть досягаеться при значенi R = 108, але це значення

актуальне лише для цiеї задачi так як сильно залежить вiд порядку

чисел в матрицi функцiоналу.

Щоб перевiрити це, розглянемо задачу з iншим функцiоналом. На-

приклад розглянемо задачу теплопровiдностi на сiтцi з попереднього

приклада. Як i в попередньму прикладi будемо розглядати центральну

точку пластини.

0 2 4 6 8 10
2.950

3.000

3.050

3.100

3.150

3.200
t

Рис. 15: Графiк температури в залежностi вiд R

R = 0 R = 2

Рис. 16: Температура при рiзному R
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Як можна побачити, з графiка на рис. 15 для задачi теплопровiд-

ностi достатньо значення R = 2, що досить сильно вiдрiзняеться вiд

попереднього приклада.

З цього можна зробити висновок, що величину коефiцiента R тре-

ба обирати в залежностi вiд конкретної задачi та оцiнiючи загальний

порядок системи. Наприклад, в задачах теорiї пружностi, де порядок

системи сильно залежить вiд модуля пружностi E можно обирати ко-

ефiцiет R в залежностi вiд E.
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Висновки

Робота присвячена неузгоденим сiткам в методi скiнченних елементiв.

Було розглянуто декiлька методiв об’еднання сiток, серед них були: ме-

тод вилучення термiнальних вузлiв, мортар-метод, метод Нiцше, метод

надбудованого функцiоналу та методи узгодження що використовують

перекриттям сiток. Також детально було розглянуто використання ме-

тода штрафiв для розв’язання задачi мiнiмiзацiї з обмеженнями та за-

стосовування методу штрафiв в методi скiнченних елементiв. Також

був наведенний алгоритм, який надає можливiсть легкого iнтегруван-

ня у вже iснуючу систему розрахункiв.

Також наведено результати роботи методу, що показуюсь рiзницю

мiж роботою звичайної триангуляцiї. А також порiвняння роботи ме-

тоду при рiзних коефiцiентах у методi штрафiв.

Проблема неузгоджених мереж актуальна на сьогоднiшнiй день i

пропонує рiзноманiтний набiр рiшень. Метод штрафiв, який детально

розглянуто в цiй роботi пропонує легку iнтеграцiю i достатню точнiсть

рiшення, i може застосовуватися в рiзних областях математичного мо-

делювання.
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