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Abstract. The convergence of the power method for calculating
the multiple maximum modulo eigenvalue of a symmetric real matrix
is investigated. It is proved that the power method converges if the
matrix has only one maximum modulo simple or multiple eigenvalue.
Keywords: power method, symmetric matrix, multiple eigenvalue.

Анотацiя. Дослiджено збiжнiсть степеневого методу для обчи-
слення кратного максимального за модулем власного значення
симетричної дiйсної матрицi. Отримано елементарне доведення
збiжностi степеневого методу у випадках простоти та кратностi
єдиного максимального за модулем власного значення.
Ключовi слова: степеневий метод, симетрична матриця, кра-
тне власне значення.

1. Вступ
Степеневий метод [1–5] є класичним iтерацiйним методом для обчисле-

ння власних значень квадратної матрицi A.
Алгоритмiчно його можна описати так.
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Алгоритм 1. Степеневий метод
1. x0 = y0/||y0||2
2. For k = 0, 1, . . . Until Convergence Do
3. yk+1 = Axk
4. µk+1 = yTk+1xk
5. xk+1 = yk+1/||yk+1||2
6. End Do

Цей метод є простим за структурою та зручним у реалiзацiї, i вимагає
лише обчислень добуткiв матрицi на вектор. Отже, його можна використо-
вувати також, коли матриця A є дуже великою та розрiдженою.

Зазвичай, у науковiй та навчальнiй лiтературi збiжнiсть степеневого ме-
тоду розглядають за умови, що найбiльше за модулем власне значення
матрицi A є простим [1–3,6, 7]. Тобто, розглядається задача на власнi зна-
чення

Au = λu,

щодо обчислення найбiльшого за модулем власного значення та вiдповiдно-
го йому власного вектора симетричної матрицi A ∈ Rn×n, власнi значення
якої {λi}ni=1 записанi в порядку спадання їх абсолютних значень так, що

|λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ · · · ≥ |λn|, (1)

причому максимальне за модулем власне значення λ1 є простим.
У цьому випадку щодо збiжностi степеневого методу вiдома така теорема

[1–3].

Теорема 1. Припустимо, що власнi значення {λi}ni=1 симетричної ма-
трицi A ∈ Rn×n зi спектральний розкладанням

A = Udiag(λ1, λ2, . . . , λn)U
T ,

де матриця власних векторiв U = [u1, u2, . . . , un] є ортогональною, за-
довольняють умовам (2). Нехай {xk}∞k=0 i {µk}∞k=0 — послiдовностi, що
створенi за допомогою степеневого методу, θk ∈ [0, π/2] визначається
так, що cos(θk) = |uT1 xk|. Якщо cos(θ0) ̸= 0, то для k = 0, 1, 2, . . . викону-
ються оцiнки:

| sin(θk)| ≤ tan(θ0)

∣∣∣∣λ2

λ1

∣∣∣∣k ,
|µk − λ1| ≤ tan(θ0) max

2≤i≤n
|λ1 − λi|

∣∣∣∣λ2

λ1

∣∣∣∣2k .
З теореми 1 ми бачимо, що збiжнiсть степеневого методу є геометричною,

iз спiввiдношенням
∣∣∣λ2
λ1

∣∣∣ для послiдовностi {θk}∞k=0 та
∣∣∣λ2
λ1

∣∣∣2 для послiдовно-
стi {µk}∞k=0. Метод збiгається повiльно, якщо є власне значення, близьке
до λ1.

Тим не менш, степеневий метод залишається корисним для певних об-
числювальних проблем. Степеневий метод може бути бiльш ефективним,
нiж iншi методи пошуку домiнуючого власного вектора, коли матриця до-
бре обумовлена або розрiджена, як веб-матриця.
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Так, наприклад, степеневий метод корпорацiя Google використовує для
оцiнки важливостi веб-сторiнок [8–10], а вiдома соцмережа X (колишнiй
Twitter) — для обчислення рекомендацiй користувачу щодо того, на ким
слiдувати [11], тощо.

Крiм того, iдеї степеневого метода використовуються сучасними ефе-
ктивними методами обчислення власних пар матрицi, наприклад, метода-
ми пiдпростору Крилова [2, 4, 5, 12, 13].

Мета роботи полягає в дослiдженнi збiжностi степеневого методу щодо
обчислення найбiльшого за модулем власного значення симетричної дiйсної
матрицi та вiдповiдного власного вектора у випадку коли найбiльше за
модулем власне значення є кратним.

2. Степеневий метод у випадку кратного власного значення
Нехай симетрична матриця A ∈ Rn×n має p рiзних власних значень

|λ1| > |λ2| > · · · > |λp|
кратностей n1, n2, . . . , np, вiдповiдно, n1 + n2 + · · ·+ np = n.

Якщо {
u
(i)
k

}ni

k=1

деякий ортонормований базис власного пiдпростору Eλi
, що вiдповiдає вла-

сному значенню λi (i = 1, 2, . . . , p), то ортогональний проектор

Hλi
=

ni∑
k=1

u
(i)
k (u

(i)
k )T

на Eλi
визначається однозначно незалежно вiд вибору ортонормованого

базису та для матрицi A можна записати таке спектральне розкладання [4],

A =

p∑
i=1

λiHλi
.

З теореми 4.1 [5, c. 86] випливає наступна

Теорема 2. Нехай iснує тiльки одне максимальне за модулем кратне
власне значення λ1 симетричної дiйсної матрицi A. Якщо проекцiя y0
на Eλ1 вiдмiнна вiд нуля (Hλ1y0 ̸= 0), степеневий метод утворює такi
послiдовностi {µk} та {xk}, що µk збiгається до λ1, а xk збiгається до
власного вектора u1, що вiдповiдає власному значенню λ1.

Доведення. За умовою теореми маємо,

y0 =

p∑
i=1

αiui,

де ui = Hλi
y0/||Hλi

y0||2, αi = ||Hλi
y0||2, i = 1, 2, . . . , p, α1 ̸= 0. Згiдно

алгоритму степеневого методу знаходимо,

x0 =
y0

||y0||2
,
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y1 = Ax0 =

p∑
i=1

αiλiui∣∣∣∣∣∣∣∣ p∑
i=1

αiui

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

x1 =
y1

||y1||2
=

p∑
i=1

αiλiui∣∣∣∣∣∣∣∣ p∑
i=1

αiλiui

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Пiсля k iтерацiй отримуємо,

xk =

p∑
i=1

αiλ
k
i ui∣∣∣∣∣∣∣∣ p∑

i=1
αiλk

i ui

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

, (2)

yk+1 = Axk =

p∑
i=1

αiλ
k+1
i ui∣∣∣∣∣∣∣∣ p∑

i=1
αiλk

i ui

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

. (3)

З (2) та (3) маємо

µk+1 = yTk+1xk =

(
p∑

i=1
αiλ

k+1
i ui

)T ( p∑
i=1

αiλ
k
i ui

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ p∑
i=1

αiλk
i ui

∣∣∣∣∣∣∣∣2
2

=

p∑
i=1

α2
iλ

2k+1
i

p∑
i=1

α2
iλ

2k
i

=

=
λ1 +

α2
2λ2

α2
1

(
λ2
λ1

)2k
+ · · ·+ α2

pλp

α2
1

(
λp

λ1

)2k
1 +

α2
2

α2
1

(
λ2
λ1

)2k
+ · · ·+ α2

p

α2
1

(
λp

λ1

)2k =

λ1 +O

((
λ2
λ1

)2k)
1 +O

((
λ2
λ1

)2k) .

Очевидно, що xk — це вектор Aky0, який нормалiзовано деяким скаляром
α̂k. За умовою теореми y0 можна подати так,

y0 =

p∑
i=1

Hλi
y0, де Hλ1y0 ̸= 0.

Тодi,

xk =
1

α̂k
Aky0 =

1

α̂k

(
p∑

i=1

λiHλi

)k

y0 =
1

α̂k

p∑
i=1

λk
iHλi

y0 =

=
λk
1

α̂k

(
Hλ1y0 +

p∑
i=2

(
λi

λ1

)k

Hλi
y0

)
,

звiдки випливає потрiбне. □
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Зауваження 1. Якщо враховувати помилки округлень машинної арифме-
тики, малоймовiрно, що проекцiя y0 на Eλ1 буде дорiвнювати нулю на пер-
шому кроцi степеневого метода, або що рiвнiсть нулю проекцiї yk на Eλ1

збережеться у подальших обчисленнях. Тому, умову теореми про те, що
проекцiя початкового вектора y0 на власний пiдпростiр найбiльшого за мо-
дулем власного значення не повинна бути нулем, можна вважати не суттє-
вою для практичних обчислень.

З iншого боку, оскiльки всi власнi значення симетричної дiйсної матрицi
A дiйснi, то матриця A може мати щонайбiльше два найбiльших за модулем
власних значення.

У цьому випадку можна обчислити домiнуючi за модулем власнi значе-
ння матрицi A застосувавши степеневий метод до матрицi

A− σI,

де σ ∈ R — деякий зсув, а I — одинична матриця.
Дiйсно, якщо знайти такi дiйснi числа σ− та σ+, що

σ− < min
i

λi(A), max
i

λi(A) < σ+

(наприклад, за лемою Гершгорiна), то у матрицi

A− σ−I

всi власнi значення будуть додатнi, таким чином її максимальне за модулем
власне значення буде вiдповiдати найбiльшому власному значенню матрицi
A, а у матрицi

A− σ+I

всi власнi значення будуть вiд’ємнi, таким чином її максимальне за модулем
власне значення буде вiдповiдати найменшому власному значенню матрицi
A.

Виходячи з вище сказаного, маємо таку теорему.

Теорема 3. В машиннiй арифметицi степеневий метод для симетричної
дiйсної матрицi

A− σI,

де σ ∈ {σ−, σ+} завжди збiгається.

Нагадаємо, що матриця A називається додатно (вiд’ємно) напiввизначе-
ною, якщо

xTAx ≥ (≤) 0 ∀x ∈ Rn.

Має мiсце

Наслiдок 1. В машиннiй арифметицi степеневий метод для симетри-
чної дiйсної додатно (вiд’ємно) напiввизначеної матрицi завжди збiгає-
ться.

Доведення. Дiйсно, така матриця має лише одне максимальне за модулем
власне значення. □
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3. Обчислювальний експеримент
Власнi значення матрицi

A =
1

h2



2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 2


,

розмiру (N − 1)× (N − 1), де h = 1/N , визначаються так:

λi =
4

h2
sin2

(
πhi

2

)
, i = 1, 2, . . . , N − 1.

Степеневий метод знаходить найбiльше за модулем просте власне значе-
ння матрицi A з вiдносною похибкою ε = 10−6 за 8509 крокiв:

λN−1 ≈ 159990.1305985328
µ8509 = 159989.9706198464

Найбiльшим за модулем власним значенням матрицi

A1 =

[
A 0
0 A

]
є λN−1 i його кратнiсть 2. Степеневий метод обчислює його з тiєю ж точнi-
стю за таку саму кiлькiсть крокiв.

Матриця

A2 =

[
A 0
0 −A

]
має два рiзнi максимальнi за модулем власнi значення λN−1 та −λN−1.
В цьому випадку послiдовнiсть {µk} степеневого метода не збiгається до
максимального за модулем власного значення, так

µ15609 = 6.676048602827223E − 13.

Однак, для матрицi
A2 − σI,

де σ = σ− = − 4
h2 степеневий метод збiгається i дозволяє обчислити ма-

ксимальне власне значення матрицi A2 з вiдносною похибкою ε = 10−6 за
15609 iтерацiй:

µ15609 − σ = 159989.8106685975.

У всiх обчислювальних експериментах для обчислення початкового на-
ближення до власного вектора використовувався одиничний вектор:

y0 = [1, . . . , 1]T .

Обчислення виконано у пакетi GNU Octave 9.3.0 з використанням ма-
шинної арифметики подвiйної точностi.

19



4. Заключнi зауваження
У статтi дослiджено збiжнiсть степеневого методу для обчислення кра-

тного максимального за модулем власного значення симетричної дiйсної
матрицi. Степеневий метод є класичним iтерацiйним методом для обчи-
слення власних значень квадратної матрицi. Зазвичай, у науковiй та на-
вчальнiй лiтературi збiжнiсть степеневого методу розглядають за умови,
що найбiльше за модулем власне значення матрицi є простим.

У статтi отримано елементарне доведення збiжностi степеневого мето-
ду у випадках простоти та кратностi єдиного максимального за модулем
власного значення.

Автори заявляють про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв щодо публiкацiї цiєї статтi.
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