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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü òà òåðìiíiâ

Íåõàé ξ1, ξ2, . . . � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ùî ìàþòü òîé
ñàìèé ðîçïîäië ÿê âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ. Âèïàäêîâèì áëóêàííÿì, ùî ñòàðòó¹ â íóëi,
íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâà ïîñëiäîâíiñòü, ùî çàäà¹òüñÿ òàê

S0 := 0, Sk = ξ1 + . . .+ ξk, k ∈ N.

Íàäàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ξ ≥ 0 ìàéæå íàïåâíî (ì.í.). Íåõàé (M(t))t≥0 �
ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ, òîáòî M(t) = #{n ∈ N : Sn ≤ t}. Ïîêëàäåìî äëÿ j ∈ N
Mj(t) := M∗(j)(t), òîáòî Mj � j-êðàòíà çãîðòêà â ñåíñi Ëåáåãà-Ñòiëò'¹ñà M ç ñîáîþ,
ùî çàäà¹òüñÿ òàê M1(t) = M(t) òà

Mj(t) =

∫
[0, t]

Mj−1(t− x)dM(x), j ≥ 2, t ≥ 0.

3



Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü. Ïðîòÿãîì îñòàííiõ ðîêiâ âèéøîâ ðÿä ñòàòåé [4], [5], [6], ó ÿêèõ áó-
ëî ðîçãëÿíóòî iòåðîâàíi çáóðåíi âèïàäêîâi áëóêàííÿ íà äåðåâi çàãàëüíîãî ãiëëÿñòîãî
ïðîöåñó äëÿ ðàííiõ òà ñåðåäíiõ ïîêîëiíü. Îñêiëüêè ðàíiøå íå áóëî äîñëiäæåíî çãîð-
òêè ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ ñõîæèì ÷èíîì, ÿê i ïðîöåñ, ÿêèé ðàõó¹
êiëüêiñòü iíäèâiäiâ j-îãî ïîêîëiííÿ ç ÷àñîì íàðîäæåííÿ ≤ t, äå j íå çàëåæèòü âiä t,
òî öå çðîáèìî ìè ó äàíié ðîáîòi. Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó ðîáîòi äëÿ Mj(t) òà EMj(t),
¹ âíåñêîì äî óçàãàëüíåíî¨ òåîði¨ âiäíîâëåííÿ.

Ìåòà òà çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Çíàéòè çîáðàæåííÿ äëÿ çãîðòîê ïðîöåñiâ
âiäíîâëåííÿ òà ¨õ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ. Äîñëiäèòè àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi
çãîðòîê ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ: çãîðòêè ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ.
Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ: ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ çãîðòîê ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ.
Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â ðîáîòi çàñòîñîâóþòüñÿ ìåòîäè äîñëiäæåííÿ

� ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, çîêðåìà, ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ (ðîçäiëè 4 òà 5);

� òåîði¨ ïåðåòâîðåíü Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà (ðîçäië 4);

� êîìáiíàòîðíîãî àíàëiçó (ðîçäië 4).

Íàóêîâà íîâèçíà ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåííÿ. Íàìè âïåðøå ðîçãëÿíóòî çãîð-
òêè ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ òà äîâåäåíî òåîðåìè, ïîâ'ÿçàíi ç ¨õ àñèìïòîòè÷íîþ ïîâå-
äiíêîþ. Ïîñòàâëåíà çàäà÷à ¹ àáñîëþòíî íîâîþ, ðàíiøå íå äîñëiäæóâàëàñÿ.

Ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåííÿ. Ðîáîòà íîñèòü òåîðåòè-
÷íèé õàðàêòåð.

Êîðîòêà õàðàêòåðèñòèêà ðîçäiëiâ ðîáîòè. Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî äå-
ÿêi âiäîìi ðåçóëüòàòè äëÿ iòåðîâàíèõ çáóðåíèõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü íà äåðåâi çàãàëü-
íîãî ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó. ßê âèÿâèòüñÿ, äëÿ ôiêñîâàíèõ j àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi
Nj(t) òà Vj(t) := ENj(t), äå Nj(t) - ÷èñåëüíiñòü j-îãî ïîêîëiííÿ iíäèâiäiâ ç ÷àñîì íà-
ðîäæåííÿ ≤ t, ìàþòü ñïiëüíèé õàðàêòåð ç âiäïîâiäíèìè âëàñòèâîñòÿìè ðîçãëÿíóòèõ
íàìè ïðîöåñiâ. Çîêðåìà, òóò áóäå íàâåäåíå ïîðiâíÿííÿ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé
ïðîöåñiâ çi ñòàòòi [4] òà îòðèìàíèõ íàìè âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ñôîðìóëüîâàíi îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè çãiäíî ç ïîñòàâëå-
íîþ ìåòîþ äîñëiäæåííÿ. Òóò íàâåäåíi ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ Mj(t) òà EMj(t).
Êðiì òîãî, ó ðîçäiëi ñôîðìóëüîâàíî ðÿä òâåðäæåíü òà òåîðåì, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü
àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi äîñëiäæóâàíèõ âåëè÷èí. Áóäóòü íàâåäåíi àíàëîãè ïîñèëå-
íîãî çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë òà åëåìåíòàðíî¨ òåîðåìè âiäíîâëåííÿ. Äî òîãî æ, áóäå
ñôîðìóëüîâàíà òåîðåìà, ÿêà âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü çáiæíîñòi â àíàëîçi åëåìåíòàðíî¨
òåîðåìè âiäíîâëåííÿ çà ïðèïóùåííÿ, ùî ðîçïîäië ξ ¹ íåãðàò÷àñòèì òà Eξ2 <∞.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi íàâåäåíi äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòàíi äëÿ
äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Çîêðåìà, òâåðäæåííÿ 3.1, ÿêå áóëî ðîçãëÿíóòî ó
ïîñiáíèêó [2] ëèøå äëÿ âèïàäêó 1-àðèôìåòè÷íîãî âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ, ïîòðåáó¹
îêðåìîãî äîâåäåííÿ äëÿ ðîçãëÿíóòîãî íàìè íåãðàò÷àñòîãî âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ. Ç
äîâåäåííÿìè ðåçóëüòàòiâ ç ðîçäiëiâ 2 òà 3 ìîæíà îçíàéîìèòèñü ó ðîçäiëàõ 4 òà 5
âiäïîâiäíî.
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1 Ñó÷àñíèé ñòàí òåìàòèêè

Îñêiëüêè ðîçãëÿíóòà ó ðîáîòi çàäà÷à, íàñêiëüêè íàì âiäîìî, ¹ íîâîþ i ðàíiøå íå
äîñëiäæóâàëàñü, òî ó öüîìó ðîçäiëi çðîáèìî îãëÿä ñòàòòåé, ó ÿêèõ ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ïîäiáíà ìîäåëü. Ìîæåìî çàïèñàòè Mj(t) ó òàêîìó âèãëÿäi:

Mj(t) =

∫
[0,t]

Mj−1(t− y)dM1(y) =

∫
[0, t]

Mj−1(t− y)d
∑
k≥1

1{Sk≤y}

=
∑
k≥1

∫
[0, t]

Mj−1(t− y)d1{Sk≤y} =
∑
k≥1

Mj−1(t− Sk)1{Sk≤y}

Ç òàêîãî âèãëÿäóMj(t) ìîæíà ïåðåêîíàòèñü ó ïîäiáíîñòi íàøî¨ ìîäåëi òà òi¹¨, ÿêà
ðîçãëÿäà¹òüñÿ, çîêðåìà, ó ñòàòòi [4]. Ó öié ðîáîòi äîñëiäæóþòü ïðîöåñ (Nj(t))t≥0 òà
Vj(t) := ENj(t), äå Nj(t) - ÷èñåëüíiñòü j-îãî ïîêîëiííÿ iíäèâiäiâ ç ÷àñîì íàðîäæåííÿ
≤ t. Òóò íàâåäåíi àíàëîãè åëåìåíòàðíî¨ òåîðåìè âiäíîâëåííÿ, ïîñèëåíîãî çàêîíó âå-
ëèêèõ ÷èñåë, óòî÷íåíèé àíàëîã åëåìåíòàðíî¨ òåîðåìè âiäíîâëåííÿ äëÿ íåãðàò÷àñòîãî
ðîçïîäiëó ξ òà çà óìîâ Eξ2 <∞,Eη <∞. Öi ðåçóëüòàòè ìàþòü îñîáëèâèé iíòåðåñ äëÿ
íàøî¨ ðîáîòè, îñêiëüêè ïåðøi äâà ç íèõ ìàþòü àáñîëþòíî òàêèé ñàìèé âèãëÿä, ÿê
i îòðèìàíi íàìè âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè äëÿ çãîðòîê ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ. Îñòàííié
æå ðåçóëüòàò âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä îòðèìàíîãî íàìè äëÿ EMj, à ñàìå, äëÿ EMj ãðàíèöÿ
ìàòèìå ðåêóðñèâíó ôîðìóëó äëÿ ¨¨ çíàõîäæåííÿ. Êðiì òîãî, ó ðîáîòi [4] íàâåäåíi
àñèìïòîòèêà äèñïåðñi¨ Nj(t), ôóíêöiîíàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà òà àíàëîãè êëþ÷îâî¨
òåîðåìè âiäíîâëåííÿ i òåîðåìè Áëåêóåëëà.

Ìè ââàæà¹ìî j-òå ïîêîëiííÿ ðàííiì, ñåðåäíiì àáî ïiçíiì â çàëåæíîñòi âiä òîãî,
÷è j ôiêñîâàíå, j = j(t) → ∞ òà j(t) = o(t) ïðè t → ∞ àáî j = j(t) ïîðÿäêó t. Ðå-
çóëüòàòè, îòðèìàíi ó ñòàòòi [4], ïîäiáíi ç òèìè, ùî îòðèìàíi â äàíié ðîáîòi, îñêiëüêè
äëÿ ðàííiõ ïîêîëiíü j ôiêñîâàíå. Óñi âiäïîâiäíi àíàëîãè òåîðåì äëÿ ñåðåäíiõ ïîêîëiíü
íàâåäåíi ó ðîáîòi [5]. Íàòîìiñòü, ó ïðàöi [6], äå ñåðåäíi ïîêîëiííÿ ¹ òàêîæ îá'¹êòîì äî-
ñëiäæåííÿ, âñòàíîâëåíi äîñòàòíi óìîâè, çà ÿêèõ ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè ïðîöåñó
(Nbj(t)uc(t))u>0, íàëåæíèì ÷èíîì íîðìàëiçîâàíîãî òà öåíòðîâàíîãî, ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ
äî iíòåãðàëüíîãî ôóíêöiîíàëó ñòiéêîãî ïðîöåñó Ëåâi çi ñêií÷åííèì ñåðåäíiì. Ðîç-
ãëÿíóòi ðîáîòè öiêàâi òèì, ùî äîñëiäæóþòü, ÿê çìiíþþòüñÿ âëàñòèâîñòi çáóðåíèõ
âèïàäêîâèõ áëóêàíü ó ðiçíèõ ïîêîëiííÿõ, òà ÿêi âëàñòèâîñòi (N(t)) óñïàäêîâó¹ Nj.
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2 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ñïåðøó âàðòî íàâåñòè ôîðìóëó äëÿ çãîðòêè ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ Mj(t), ÿêà íå ìi-
ñòèòèìå iíòåãðàëiâ.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Äëÿ ôiêñîâàíîãî j ∈ N

Mj(t) =
∑
k1≥1

. . .
∑
kj≥1

1{Sk1
+Sk2

+...+Skj
≤t} . (1)

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë (ÏÇÂ×) äëÿ Mj(t). Çîêðå-
ìà, êîëè j = 1 îòðèìà¹ìî ÏÇÂ× äëÿ ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé µ = Eξ <∞. Äëÿ ôiêñîâàíîãî j ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
t→∞

Mj(t)

tj
=

1

µjj!
ì.í. (2)

Çàóâàæèìî, ùî ç òåîðåìè 2.2 âèïëèâà¹, ùî ïðè j ≥ 2 ïðîöåñ (Mj(t))t≥0 íå ¹
ïðîöåñîì âiäíîâëåííÿ. Çãiäíî ç ÏÇÂ× äëÿ ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ, ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ
çðîñòà¹ íå øâèäøå, íiæ ëiíiéíî, ùî î÷åâèäíî íå âèêîíó¹òüñÿ ïðè j ≥ 2.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ àíàëîãîì åëåìåíòàðíî¨ òåîðåìè âiäíîâëåííÿ äëÿ EMj.

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé µ = Eξ <∞. Äëÿ ôiêñîâàíîãî j ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
t→∞

EMj(t)

tj
=

1

µjj!
. (3)

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi íàâåäåíî ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ EM2. Âîíà ¹ îêðå-
ìèì âèïàäêîì çàãàëüíî¨ ôîðìóëè ç òâåðäæåííÿ 2.5.

Òâåðäæåííÿ 2.4. Âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

EM2(t) = EM1(t/2) + 2

∫
[0, t]

EM1(t− y)dEM1(y/2), t ≥ 0. (4)

Äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ çãîðòêè ïðîöåñiâ âiäíîâëå-
ííÿ çðó÷íî ìàòè ïåâíó ôîðìóëó öi¹¨ âåëè÷èíè. Äàëi áóäå íàâåäåíî äâi åêâiâàëåíòíi
ôîðìóëè äëÿ EMj(t). Ââåäåìî òàêå ïîçíà÷åííÿ V

(j)(t) := EM1(t/j) òà âèçíà÷èìî òàêi
ìíîæèíè:

Bk =
{

(i1, i2, . . . , ik) ∈ Z+ ∪ {0} : i1 + i2 + . . .+ ik = k, ij = 0⇒ ip = 0, p > j
}

A(i1, i2, . . . , ik) = {j ∈ N : i1 + i2 + . . .+ ij ≤ k − 1}
Ïåðøà ôîðìóëà äëÿ EMj(t) ìà¹ òàêèé âèãëÿä.

Òâåðäæåííÿ 2.5. Äëÿ êîæíîãî j ≥ 2 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

EMj(t) =
∑

(i1,...,ij)∈Bj

j!

i1!i2! . . . ij!
∗m∈A(i1,...,ij) V (j−i1−...−im) ∗ V (j)(t), t ≥ 0. (5)

Òóò

∗m∈A(i1,...,ij)V (j−i1−...−im)(t) = V (j−i1) ∗ V (j−i1−i2) ∗ . . . ∗ V (j−i1−i2−...−im0 )(t),

äå m0 - ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò ìíîæèíè A(i1, i2, . . . , ij), òà ïîêëàäà¹ìî ∗m∈∅ ≡ 1.
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Äðóãà ôîðìóëà ¹ åêâiâàëåíòíîþ ôîðìóëi (5), àëå ìà¹ ïðîñòiøèé âèãëÿä òà ¹ çðó-
÷íiøîþ äëÿ âèêîðèñòàííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.6. Äëÿ êîæíîãî j ≥ 2 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

EMj(t) =

j∑
m=1

Cm
j EMj−m ∗ V (j)(t), t ≥ 0. (6)

Îñîáëèâî êîðèñíîþ ¹ ôîðìóëà (6) äëÿ îòðèìàííÿ òàêîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ¹ íåãðàò÷àñòèì òà Eξ2 <∞.

Òîäi äëÿ ôiêñîâàíîãî j ≥ 2

Aj := lim
t→∞

EMj(t)− tj

j!µj

tj−1
=

2jb+ j − 1

2(j − 2)!µj−1
+

1

(j − 1)µ
Aj−1, (7)

äå µ = Eξ <∞ òà

b := A1 = lim
t→∞

(
EM1(t)−

t

µ

)
=

Eξ2

2µ2
− 1.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü íàâåäåíà ó ðîçäiëi 3 â òâåðäæåííi 3.1.

Äîâåäåííÿ âñiõ ðåçóëüòàòiâ öüîãî ðîçäiëó íàâåäåíi â ðîçäiëi 4.
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3 Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Íàâåäåíi íèæ÷å òâåðäæåííÿ áóäóòü âèêîðèñòàíi äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.
Äîâåäåííÿ âñiõ ðåçóëüòàòiâ öüîãî ðîçäiëó íàâåäåíi â ðîçäiëi 5.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Íåõàé ðîçïîäië ξ ¹ íåãðàò÷àñòèì òà Eξ2 <∞. Òîäi

lim
t→∞

(
EM(t)− t

µ

)
=

Eξ2

2µ2
− 1, (8)

äå µ = Eξ <∞.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ùå îäíîãî ðåçóëüòàòó ïîêëàäåìî äëÿ u > 0X(u) :=
∑

k≥1 e
−uSk

òà X∗(u) :=
∑

k≥2 e
−u(Sk−S1). Çàçíà÷èìî, ùî

X(u) =
∑
k≥1

e−uSk = e−uS1 + e−uS1X∗(u), (9)

òà ùî X∗(u) ìà¹ òîé ñàìèé ðîçïîäië ùî i X(u) i íå çàëåæèòü âiä S1.

Òâåðäæåííÿ 3.2. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî j âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íå ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

E(X(u))j ∼ 1

(µu)j
, u→ 0+, (10)

äå µ = Eξ <∞.
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4 Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.1. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Áàçà j = 1. Çà îçíà÷åííÿì

M1(t) = M(t) =
∑
k≥1

1{Sk≤t} .

Êðîê iíäóêöi¨. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ j = n ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (1). Ïîêàæåìî,
ùî òîäi âîíà áóäå ìàòè ìiñöå i äëÿ j = n+ 1.

Mn+1(t) =

∫
[0,t]

Mn(t− y)dM(y) =

∫
[0,t]

Mn(t− y)d
∑

kn+1≥1

1{Skn+1
≤y}

=

∫
[0,t]

∑
k1≥1

. . .
∑
kn≥1

1{Sk1
+Sk2

+...+Skn≤t−y} d
∑

kn+1≥1

1{Skn+1
≤y}

=
∑
k1≥1

. . .
∑
kn≥1

∑
kn+1≥1

∫
[0,t]

1{Sk1
+Sk2

+...+Skn≤t−y} d1{Skn+1
≤y}

=
∑
k1≥1

. . .
∑
kn≥1

∑
kn+1≥1

1{Sk1
+Sk2

+...+Skn≤t−Skn+1
}

=
∑
k1≥1

. . .
∑

kn+1≥1

1{Sk1
+Sk2

+...+Skn+1
≤t} .

Êðîê iíäóêöi¨ äîâåäåíî. Îòæå, ôîðìóëà (1) ñïðàâåäëèâà äëÿ âñiõ j ∈ N.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2. Ñïîñiá I. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Áàçà j = 1:

lim
t→∞

M(t)

t
=

1

µ
ì. í.

Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë (ÏÇÂ×) äëÿ ïðîöå-
ñó âiäíîâëåííÿ. Äåòàëüíî ç äîâåäåííÿì öüîãî òâåðäæåííÿ ìîæíà îçíàéîìèòèñü ó
ïîñiáíèêó [2].
Êðîê iíäóêöi¨. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ j = k âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ (2). Ïîêàæåìî,
ùî òîäi òâåðäæåííÿ (2) áóäå ñïðàâäæóâàòèñü äëÿ j = k + 1.
Ç ÏÇÂ× äëÿ ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ ìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ ì.í.
ñêií÷åííà âèïàäêîâà âåëè÷èíà t0 > 0 òàêà, ùî∣∣∣∣M(t)

t
− 1

µ

∣∣∣∣ ≤ ε

äëÿ âñiõ t ≥ t0. Çàïèøåìî çîáðàæåííÿ

Mk+1(t) =

∫
[0,t]

M(t− y)dMk(y) =

∫
[0,t−t0]

M(t− y)dMk(y) +

∫
(t−t0,t]

M(t− y)dMk(y).

Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ äëÿ äðóãîãî äîäàíêà âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ∫
(t−t0,t]

M(t− y)dMk(y) ≤M(t0)(Mk(t)−Mk(t− t0)) = o(tk) ì. í. ïðè t→∞.
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Àíàëîãi÷íî∫
(t−t0,t]

(t− y)dMk(y) ≤ t0(Mk(t)−Mk(t− t0)) = o(tk) ì. í. ïðè t→∞.

Äàëi ∫
[0,t−t0]

M(t− y)dMk(y) ≥
(
µ−1 − ε

) ∫
[0,t−t0]

(t− y)dMk(y)

=
(
µ−1 − ε

)(∫
[0,t]

(t− y)dMk(y)−
∫
(t−t0,t]

(t− y)dMk(y)

)
.

Çíàéäåìî limt→∞

∫
[0,t](t−y)dMk(y)

tk+1 . Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ äëÿ äîâiëüíîãî εk > 0 çíà-

éäåòüñÿ ì.í. ñêií÷åííà âèïàäêîâà âåëè÷èíà tk > 0 òàêà, ùî

∣∣∣∣Mk(t)
tk
− 1

µkk!

∣∣∣∣ ≤ εk äëÿ

âñiõ t ≥ tk. Çàïèøåìî çîáðàæåííÿ äëÿ t ≥ tk∫
[0,t]

(t− y)dMk(y) =

∫ t

0

Mk(y)

yk
ykdy =

∫ t−tk

0

Mk(y)

yk
ykdy +

∫ t

t−tk

Mk(y)

yk
ykdy

=: I1(t) + I2(t).

Îñêiëüêè (
1

µkk!
− εk

)
(t− tk)k+1

k + 1
≤ I1(t) ≤

(
1

µkk!
+ εk

)
(t− tk)k+1

k + 1
,

òî (
1

µkk!
− εk

)
1

k + 1
≤ lim inf

t→∞

I1(t)

tk+1
≤ lim sup

t→∞

I1(t)

tk+1
≤
(

1

µkk!
+ εk

)
1

k + 1
.

Òàêîæ

|I2(t)| ≤ ck

∫ t

t−tk
ykdy = ck

tk+1 − (t− tk)k+1

k + 1
,

äå ck - äîäàòíà êîíñòàíòà. Òîìó

lim
t→∞

I2(t)

tk+1
= 0.

Òàêèì ÷èíîì,(
1

µkk!
− εk

)
1

k + 1
≤ lim inf

t→∞

I1(t) + I2(t)

tk+1
≤ lim sup

t→∞

I1(t) + I2(t)

tk+1
≤
(

1

µkk!
+ εk

)
1

k + 1
.

Ñïðÿìîâóþ÷è εk → 0+, îòðèìó¹ìî limt→∞

∫
[0,t](t−y)dMk(y)

tk+1 = 1
µk(k+1)!

ì. í. Çiáðàâøè âñi
ôðàãìåíòè ðàçîì i ñïðÿìóâàâøè ε→ 0+, áóäåìî ìàòè:

lim inf
t→∞

∫
(t−t0,t]M(t− y)dMk(y)

tk+1
≥ 1

µk+1(k + 1)!
.
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Íåðiâíiñòü äëÿ âåðõíüî¨ ãðàíèöi îöiíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

lim
t→∞

∫
(t−t0,t]M(t− y)dMk(y)

tk+1
=

1

µk+1(k + 1)!
ì. í.

Ó ïiäñóìêó ìà¹ìî áàæàíèé ðåçóëüòàò

lim
t→∞

Mk+1(t)

tk+1
=

1

µk+1(k + 1)!
ì. í.

Ñïîñiá II. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà Mj(t) ñêîðèñòà¹ìîñÿ
òâåðäæåííÿì ïðî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà çãîðòêè ôóíêöié∫

[0,∞)

e−utdMj(t) =

∫
[0,∞)

e−utdM∗(j)(t) =

(∫
[0,∞)

e−utdM(t)

)j
.

Çàïèøåìî ∫
[0,∞)

e−utdM(t) =

∫
[0,∞)

e−utd
∑
k≥1

1{Sk≤t} =
∑
k≥1

∫
[0,∞)

e−utd1{Sk≤t}

=
∑
k≥1

e−uSk ∼ 1

uµ
, u→ 0 + ì. í.

Äëÿ äîâåäåííÿ îñòàííüî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî çãiäíî ç ÏÇÂ× äëÿ
âèïàäêîâèõ áëóêàíü äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ ì. í. ñêií÷åííà âèïàäêîâà
âåëè÷èíà k0 > 0 òàêà, ùî |Sk

k
− µ| ≤ ε äëÿ âñiõ k ≥ k0 + 1. Ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêèì

çîáðàæåííÿì ∑
k≥1

e−uSk =

k0∑
k=1

e−uSk +
∑

k≥k0+1

e−uSk . (11)

Äðóãèé äîäàíîê àíàëiçó¹òüñÿ òàê

e−u(µ+ε)(k0+1)

1− e−u(µ+ε)
=

∑
k≥k0+1

e−u(µ+ε)k ≤
∑

k≥k0+1

e−uSk ≤
∑

k≥k0+1

e−u(µ−ε)k =
e−u(µ−ε)(k0+1)

1− e−u(µ−ε)
.

Òîäi ìà¹ìî

e−u(µ+ε)(k0+1)

1− e−u(µ+ε)
≤

∑
k≥k0+1

e−uSk ≤
∑
k≥1

e−uSk ≤
k0∑
k=1

e−uSk +
e−u(µ−ε)(k0+1)

1− e−u(µ−ε)
.

Ñïðÿìîâóþ÷è u→ 0+, à ïîòiì ε→ 0+ ó ïðàâié i ëiâié ÷àñòèíàõ íåðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî∑
k≥1 e

−uSk ∼ 1
uµ

ïðè u → 0+ ì. í. Ïåðøèé äîäàíîê â (11) ¹ îáìåæåíèì, òîìó íà
àñèìïòîòèêó ñóìè äîäàíêiâ íå âïëèâà¹. Òàêèì ÷èíîì,∫

[0,∞)

e−utdMj(t) =

(∫
[0,∞)

e−utdM(t)

)j
∼ 1

(uµ)j
, u→ 0 + ì. í.
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Çà òàóáåðîâîþ òåîðåìîþ Êàðàìàòà (òåîðåìà 1.7.1 íà ñò. 37 â [1]), äå çãiäíî ç ïîçíà-
÷åííÿìè ó ôîðìóëþâàííi öèòîâàíî¨ òåîðåìè U(x) = Mj(x), ρ = j, c = 1

µj
, l(x) ≡ 1,

ìà¹ìî

Mj(t) ∼
1

µj
tj

1

Γ(1 + j)
=

tj

µjj!
ì. í.

Îñêiëüêè j ∈ N, òî Γ(1 + j) = j!.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3. Ñïåðøó äîâåäåìî ðiâíiñòü, ùî ¹ îêðåìèì âèïàäêîì òåî-
ðåìè Êåìïáåëëà ∫

[0,∞)

e−utdEMj(t) = E
∫
[0,∞)

e−utdMj(t).

Çðîáèìî îêðåìî ïåðåòâîðåííÿ ïðàâî¨ òà ëiâî¨ ÷àñòèí ðiâíîñòi

E
∫
[0,∞)

e−utdMj(t) = E
∫
[0,∞)

e−utdM∗(j)(t) = E
(∫

[0,∞)

e−utdM(t)

)j
= E

(∑
k≥1

e−uSk

)j

òà ∫
[0,∞)

e−utdEMj(t) =

∫
[0,∞)

e−utdE
∑
k1≥1

. . .
∑
kj≥1

1{Sk1
+...+Skj

≤t}

=

∫
[0,∞)

e−utd
∑
k1≥1

. . .
∑
kj≥1

E1{Sk1
+...+Skj

≤t}

=

∫
[0,∞)

e−utd
∑
k1≥1

. . .
∑
kj≥1

P{Sk1 + . . .+ Skj ≤ t}

=
∑
k1≥1

. . .
∑
kj≥1

∫
[0,∞)

e−utdP{Sk1 + . . .+ Skj ≤ t}

=
∑
k1≥1

. . .
∑
kj≥1

Ee−u(Sk1
+...+Skj) = E

∑
k1≥1

. . .
∑
kj≥1

e−uSk1 · . . . · e−uSkj

= E
∑
k1≥1

e−uSk1

∑
k2≥1

e−uSk2 · . . . ·
∑
kj≥1

e−uSkj = E

(∑
k≥1

e−uSk

)j

.

Ïåðøà ðiâíiñòü âèùå çàáåçïå÷ó¹òüñÿ òâåðäæåííÿì 2.1. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3.2

E
(∑

k≥1 e
−uSk

)j
= E(X(u))j ∼ 1

(µu)j
ïðè u→ 0+. Îòæå, ìà¹ìî

∫
[0,∞)

e−utdEMj(t) = E

(∑
k≥1

e−uSk

)j

∼ 1

(µu)j
, u→ 0 + . (12)

Çàñòîñîâóþ÷è òàóáåðîâó òåîðåìó Êàðàìàòà ó òîé ñàìèé ñïîñiá ÿê íàïðèêiíöi äîâå-
äåííÿ òåîðåìè 2.2, îòðèìó¹ìî (3).
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Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.4. Ñïîñiá I. Çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà
äî îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi (4).∫

[0,∞)

e−usdEM2(u) =

∫
[0,∞)

e−usdEM1(u/2) + 2

∫
[0,∞)

e−usd

∫
[0,u]

EM1(u− y)dEM1(y/2)

Äëÿ ïåðåòâîðåííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi òà ïåðøîãî äîäàíêà ïðàâî¨ ÷àñòèíè âèêîðè-
ñòà¹ìî äîâåäåíó âèùå ðiâíiñòü (12). Äëÿ ïåðåòâîðåííÿ äðóãîãî äîäàíêà ïðàâî¨ ÷àñòè-
íè ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ ïðî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà çãîðòêè ôóíêöié òà
ðiâíiñòþ (12). Òàêèì ÷èíîì,

E

(∑
k≥1

e−sSk

)2

= E
∑
m≥1

e−2sSm + 2

∫
[0,∞)

e−usdEM1(u) ·
∫
[0,∞)

e−usdEM1(u/2);

E

(∑
k≥1

e−sSk

)2

= E
∑
m≥1

e−2sSm + 2E
∑
r≥1

e−sSr · E
∑
n≥1

e−2sSn (13)

Îòæå, íåîáõiäíî äîâåñòè ðiâíiñòü (13). Äëÿ öüîãî çðîáèìî òàêi ïåðåòâîðåííÿ:(∑
k≥1

e−sSk

)2

=
∑
m≥1

e−2sSm + 2
∑
1≤i<j

e−sSj · e−sSi

∑
1≤i<j

e−sSj · e−sSi = e−sS1
(
e−sS2 + e−sS3 + . . .

)
+ e−sS2

(
e−sS3 + e−sS4 + . . .

)
+ . . .

= e−2sS1
(
e−sξ2 + e−s(ξ2+ξ3) + . . .

)
+ e−2sS2

(
e−sξ3 + e−s(ξ3+ξ4) + . . .

)
+ . . .

Îñêiëüêè äëÿ i ∈ N e−sξi + e−s(ξi+ξi+1) + e−s(ξi+ξi+1+ξi+2) + . . .
d
=
∑

k≥1 e
−sSk , äå

d
= ïî-

çíà÷à¹ ðiâíiñòü âåëè÷èí çà ðîçïîäiëîì, òà ìíîæíèêè êîæíîãî ç äîäàíêiâ âèãëÿäó
e−2sSi−1

(
e−sξi + e−s(ξi+ξi+1) + . . .

)
, i ≥ 2 ¹ íåçàëåæíèìè, áóäåìî ìàòè:

E
∑
1≤i<j

e−sSj · e−sSi = E
(
e−2sS1

(
e−sξ2 + e−s(ξ2+ξ3) + . . .

))
+ E

(
e−2sS2

(
e−sξ3 + e−s(ξ3+ξ4) + . . .

))
+ . . .

= Ee−2sS1E
(
e−sξ2 + e−s(ξ2+ξ3) + . . .

)
+ Ee−2sS2E

(
e−sξ3 + e−s(ξ3+ξ4) + . . .

)
+ . . .

= E
∑
n≥1

e−2sSn · E
∑
r≥1

e−sSr .

Îòæå,

E

(∑
k≥1

e−sSk

)2

= E
∑
m≥1

e−2sSm + 2E
∑
1≤i<j

e−sSj · e−sSi

= E
∑
m≥1

e−2sSm + 2E
∑
n≥1

e−2sSn · E
∑
r≥1

e−sSr .
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Îòðèìàíà ðiâíiñòü âiäïîâiäíèõ ïåðåòâîðåíü Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà äîâîäèòü ïî÷àòêîâå
òâåðäæåííÿ (4).
Ñïîñiá II. Îòðèìà¹ìî íåîáõiäíå òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíiìè ïåðåòâîðåííÿìè M2(t),
ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ ç òâåðäæåííÿ 2.1:

M2(t) =
∑
i≥1

∑
j≥1

1{Si+Sj≤t} =
∑
i≥1

1{2Si≤t}+2
∑
1≤i<j

1{Si+Sj≤t} .

Çðîáèìî îêðåìî ïåðåòâîðåííÿ êîæíîãî ç äîäàíêiâ∑
i≥1

1{2Si≤t} =
∑
i≥1

1{Si≤t/2} = M1(t/2)

òà ∑
1≤i<j

1{Si+Sj≤t} =
∑
i≥1

∑
j≥i+1

1{Si+(Si+ξi+1+...+ξj)≤t} .

Òîìó

E
∑
j≥i+1

1{Si+(Si+ξi+1+...+ξj)≤t} = E
∑
j≥i+1

1{ξi+1+...+ξj≤t−2Si,2Si≤t}

=
∑
j≥i+1

P{ξi+1 + . . .+ ξj ≤ t− 2Si, 2Si ≤ t}

=
∑
j≥i+1

∫
[0,∞)

P{ξi+1 + . . .+ ξj ≤ t− 2Si, 2Si ≤ t|2Si = x}dP{2Si ≤ x}

=
∑
j≥i+1

∫
[0,t]

P{ξi+1 + . . .+ ξj ≤ t− x|2Si = x}dP{2Si ≤ x}

=
∑
j≥i+1

∫
[0,t]

P{ξi+1 + . . .+ ξj ≤ t− x}dP{Si ≤ x/2}

=
∑
j≥i+1

∫
[0,t]

P{Sj−i ≤ t− x}dP{Si ≤ x/2}

=
∑
k≥1

∫
[0,t]

P{Sk ≤ t− x}dP{Si ≤ x/2} =

∫
[0,t]

EM1(t− x)dP{Si ≤ x/2}.

Îòæå,

E
∑
i<j

1{Si+Sj≤t} = E
∑
i≥1

∑
j≥i+1

1{Si+(Si+ξi+1+...+ξj)≤t} =
∑
i≥1

∫
[0,t]

EM1(t− x)dP{Si ≤ x/2}

=

∫
[0,t]

EM1(t− x)d
∑
i≥1

P{Si ≤ x/2} =

∫
[0,t]

EM1(t− x)dEM1(x/2).

Ó ïiäñóìêó,

EM2(t) = E
∑
i≥1

1{2Si≤t}+2E
∑
1≤i<j

1{Si+Sj≤t}

= EM1(t/2) + 2

∫
[0,t]

EM1(t− x)dEM1(x/2).
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Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.5. Ñêîðèñòàâøèñÿ ôîðìóëîþ (1) äëÿ çîáðàæåííÿMj(t),
ìà¹ìî

EMj(t) = E
∑
k1≥1

. . .
∑
kj≥1

1{Sk1
+Sk2

+...+Skj
≤t} =

∑
k1≥1

. . .
∑
kj≥1

P{Sk1 + Sk2 + . . .+ Skj ≤ t}

=
∑

(i1,...,ij)∈Bj

∑
1≤k1<k2<...<kj

j!

i1!i2! . . . ij!
P{i1Sk1 + i2Sk2 + . . .+ ijSkj ≤ t}

=
∑

(i1,...,ij)∈Bj

j!

i1!i2! . . . ij!
∗m∈A(i1,...,ij) V (j−i1−...−im) ∗ V (j)(t).

Òðåòÿ ðiâíiñòü îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi íåñêëàäíèõ êîìáiíàòîðíèõ ìiðêóâàíü. Äëÿ äî-
âåäåííÿ îñòàííüî¨ ðiâíîñòi òðåáà ïîêàçàòè, ùî äëÿ ôiêñîâàíîãî êîðòåæó (i1, . . . , ij)∑

1≤k1<k2<...<kj P{i1Sk1 + i2Sk2 + . . .+ ijSkj ≤ t} = ∗m∈A(i1,...,ij)V (j−i1−...−im) ∗V (j)(t). Ñêî-
ðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Áàçà j = 1. Î÷åâèäíî, ùî i1 = 1 òà∑

k≥1

P{i1Sk1 ≤ t} =
∑
k≥1

P{Sk1 ≤ t} = EM1(t) = V (1)(t).

Êðîê iíäóêöi¨. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ j = n âèêîíó¹òüñÿ çàçíà÷åíà ðiâíiñòü. Ïîêàæå-
ìî, ùî òîäi âîíà áóäå ñïðàâäæóâàòèñü äëÿ j = n+1. Íàãàäà¹ìî, ùî i1+i2+. . .+in+1 =
n+ 1. Òîäi∑

1≤k1<k2<...<kn+1

P{i1Sk1 + i2Sk2 + . . .+ in+1Skn+1 ≤ t}

=
∑
k1≥1

∑
k2≥k1+1

. . .
∑

kn+1≥kn+1

P{(i1 + . . .+ in+1)Sk1 + i2(Sk2 − Sk1) + . . .

+ in+1(Skn+1 − Sk1) ≤ t}

=
∑
k1≥1

. . .
∑

kn+1≥kn+1

∫
[0,∞)

P{i2(Sk2 − Sk1) + . . .+ in+1(Skn+1 − Sk1) ≤ t− (n+ 1)Sk1 ,

(n+ 1)Sk1 ≤ t|(n+ 1)Sk1 = x}dP{(n+ 1)Sk1 ≤ x}

=
∑
k1≥1

. . .
∑

kn+1≥kn+1

∫
[0,t]

P{i2(ξk1+1 + . . .+ ξk2) + . . .+ in+1(ξk1+1 + . . .+ ξkn+1)

≤ t− x|(n+ 1)Sk1 = x}dP{Sk1 ≤ x/(n+ 1)}

=
∑
k1≥1

. . .
∑

kn+1≥kn+1

∫
[0,t]

P{i2(ξk1+1 + . . .+ ξk2) + . . .+ in+1(ξk1+1 + . . .+ ξkn+1)

≤ t− x}dP{Sk1 ≤ x/(n+ 1)}

=
∑
k1≥1

∫
[0,t]

∑
k2≥k1+1

. . .
∑

kn+1≥kn+1

P{i2(ξk1+1 + . . .+ ξk2) + . . .+ in+1(ξk1+1 + . . .+ ξkn+1)

≤ t− x}P{Sk1 ≤ x/(n+ 1)}

=
∑
k1≥1

∫
[0,t]

∑
k′2≥1

. . .
∑

k′n+1≥k′n+1

P{i2Sk′2 + . . .+ in+1Sk′n+1
≤ t− x}dP{Sk1 ≤ x/(n+ 1)}
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=
∑
k1≥1

∫
[0,t]

∗m∈A(i2,...,in+1)V
((n+1−i1)−i2−...−im) ∗ V (n+1−i1)(t− x)dP{Sk1 ≤ x/(n+ 1)}

=

∫
[0,t]

∗m∈A(i2,...,in+1)V
((n+1−i1)−i2−...−im) ∗ V (n+1−i1)(t− x)d

∑
k1≥1

P{Sk1 ≤ x/(n+ 1)}

=

∫
[0,t]

∗m∈A(i2,...,in+1)V
((n+1−i1)−i2−...−im) ∗ V (n+1−i1)(t− x)dV (n+1)(x)

= ∗m∈A(i2,...,in+1)V
((n+1−i1)−i2−...−im) ∗ V (n+1−i1) ∗ V (n+1)(t)

= ∗m∈A(i1,...,in+1)V
(n+1−i1−i2−...−im) ∗ V (n+1)(t).

Ïiä ÷àñ ïåðåõîäó áóëè çðîáëåíi çàìiíè k′n = kn − k1. Òóò

A(i2, . . . , in+1) = {m ∈ N : i2 + . . .+ im ≤ (n+ 1)− i1 − 1,m ≥ 2} .

Îòæå, iíäóêöiéíèé ïåðåõiä äîâåäåíî, òîìó ôîðìóëà (5) âñòàíîâëåíà.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.6. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëó (5) òà ðîçãëÿíåìî
áiëüø äåòàëüíî ìîæëèâi çíà÷åííÿ i1.
1) ßêùî i1 = 1, òî i2 + i3 + . . .+ ij = j − 1. Ïðè öüîìó∑

(i1,...,ij)∈Bj

j!

i1!i2! . . . ij!
∗m∈A(i1,...,ij) V (j−i1−i2−...−im) ∗ V (j)(t)|i1=1

=
∑

(i2,...,ij)∈Bj−1

j!

1!i2! . . . ij!
∗m∈A′(i2,...,ij) V ((j−1)−i2−...−im) ∗ V (j−1) ∗ V (j)(t)

= j

 ∑
(i′1,...,i

′
j−1)∈Bj−1

(j − 1)!

i′1! . . . i
′
j−1!
∗m∈A(i′1,...,i′j−1)

V ((j−1)−i′1−...−i′m) ∗ V (j−1)

 ∗ V (j)(t)

= jEMj−1 ∗ V (j)(t).

Òóò i äàëi â äîâåäåííi ââàæà¹ìî A′(ik, . . . im) = {j ∈ N : ik+ . . .+ ij ≤ m−k, j ≥ k}. Â
òðåòié ðiâíîñòi áóëî çðîáëåíî ïåðåíóìåðàöiþ i′k = ik+1, k ≥ 1 äëÿ îòðèìàííÿ ôîðìóëè
(5) ó ÿâíîìó âèãëÿäi.
2) ßêùî i1 = 2, òî ij = 0 òà i2 + i3 + . . .+ ij−1 = j − 2. Ïðè öüîìó∑
(i1,...,ij)∈Bj

j!

i1!i2! . . . ij!
∗m∈A(i1,...,ij) V (j−i1−i2−...−im) ∗ V (j)(t)|i1=2

=
∑

(i2,...,ij−1)∈Bj−2

j!

2!i2! . . . ij−1!
∗m∈A′(i2,...,ij−1) V

((j−2)−i2−...−im) ∗ V (j−2) ∗ V (j)(t)

=
j(j − 1)

2

 ∑
(i′1,...,i

′
j−2)∈Bj−2

(j − 2)!

i′1! . . . i
′
j−2!
∗m∈A(i′1,...,i′j−2)

V ((j−2)−i′1−...−i′m) ∗ V (j−2)

 ∗ V (j)(t)

=
j(j − 1)

2
EMj−2 ∗ V (j)(t) = C2

jEMj−2 ∗ V (j)(t).
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3) ßêùî i1 = n, n ≤ j, òî ik = 0 äëÿ k = j − n+ 2, j. Ïðè öüîìó∑
(i1,...,ij)∈Bj

j!

i1!i2! . . . ij!
∗m∈A(i1,...,ij) V (j−i1−i2−...−im) ∗ V (j)(t)|i1=n

=
∑

(i2,...,ij−n+1)∈Bj−n

j!

n!i2! . . . ij−n+1!
∗m∈A′(i2,...,ij−n+1) V

((j−n)−i2−...−im) ∗ V (j−n) ∗ V (j)(t)

=
j!

n!(j − n)!

 ∑
(i′1,...,i

′
j−n)∈Bj−n

(j − n)!

i′1! . . . i
′
j−n!
∗m∈A(i′1,...,i′j−n)

V ((j−n)−i′1−...−i′m) ∗ V (j−n)

 ∗ V (j)(t)

=
j!

n!(j − n)!
EMj−n ∗ V (j)(t) = Cn

j EMj−n ∗ V (j)(t).

Îòæå, çàãàëüíà ôîðìóëà äëÿ EMj äëÿ j ≥ 2 áóäå òàêîþ:

EMj(t) =

j∑
m=1

Cm
j EMj−m ∗ V (j)(t).

Òóò ïîêëàäà¹ìî EM0 ≡ 1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.7. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëó (6). Òîäi

EMj(t)−
tj

j!µj
=

j∑
m=1

Cm
j EMj−m ∗ V (j)(t)− tj

j!µj
. (14)

1) Ðîçãëÿíåìî óñi äîäàíêè ñóìè ç (14), îêðiì ïåðøèõ äâîõ. Äëÿ m ≥ 3

Cm
j EMj−m ∗ V (j)(t) = Cm

j

∫
[0,t]

V (j)(t− x)dEMj−m(x) = Cm
j

∫
[0,t]

EM1

(
t− x
j

)
dEMj−m(x)

= Cm
j

∫
[0,t−t0]

(
EM1

(
t− x
j

)
− t− x

jµ

)
dEMj−m(x)

+ Cm
j

∫
(t−t0,t]

(
EM1

(
t− x
j

)
− t− x

jµ

)
dEMj−m(x)

+ Cm
j

∫
[0,t]

t− x
jµ

dEMj−m(x) =: Cm
j (I1(t) + I2(t) + I3(t)) .

Òóò i äàëi ó äîâåäåííi, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3.1 äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ
t0 > 0 òàêå, ùî |EM(t)− t

µ
− b| ≤ ε äëÿ âñiõ t ≥ t0. Íàãàäà¹ìî, ùî b = Eξ2

2µ2
−1, äèâ. (8).

Çíàéäåìî îêðåìî ãðàíèöi äëÿ êîæíîãî äîäàíêó. Îñêiëüêè

(b− ε)EMj−m (t− t0) ≤ I1(t) ≤ (b+ ε)EMj−m (t− t0)

òà äëÿ m ≥ 2

lim
t→∞

EMj−m(t)

tj−1
= lim

t→∞

EMj−m(t)

tj−m
· t

j−m

tj−1
= lim

t→∞

EMj−m(t)

tj−m
· 1

tm−1
= 0,
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òî

0 ≤ lim inf
t→∞

I1(t)

tj−1
≤ lim sup

t→∞

I1(t)

tj−1
≤ 0.

Îòæå,

lim
t→∞

I1(t)

tj−1
= 0.

Ç íåðiâíîñòi Ëîðäåíà âèïëèâà¹, ùî |I2(t)| ≤ c(EMj−m(t) − EMj−m(t − t0)) äëÿ âñiõ

t ≥ t0, äå c = Eξ2
µ2

+ 1. Îòæå,

lim
t→∞

I2(t)

tj−1
= 0.

Äëÿ îñòàííüîãî äîäàíêó ìà¹ìî

I3(t) =

∫
[0,t]

t− x
jµ

dEMj−m(x) =
1

jµ

∫ t

0

EMj−m(x)dx

=
1

jµ

∫ t−tj−m

0

EMj−m(x)

xj−m
xj−mdx+

1

jµ

∫ t

t−tj−m

EMj−m(x)

xj−m
xj−mdx =: I13 (t) + I23 (t)

Òóò i äàëi ó äîâåäåííi äëÿ ôiêñîâàíîãî j ≥ 2 äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ

ñêií÷åííå tj > 0 òàêå, ùî

∣∣∣∣EMj(t)

tj
− 1

µjj!

∣∣∣∣ ≤ ε äëÿ âñiõ t ≥ tj. Ïîçíà÷àòèìåìî bj := 1
µjj!

äëÿ j ≥ 2.
Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, ÿê äëÿ çíàõîäæåííÿ ãðàíèöü I1(t) òà I2(t), äiéäåìî âèñíîâ-

êó, ùî limt→∞
I3(t)
tj−1 = 0.

Îòæå, ãðàíèöÿ ñóìè áåç ïåðøèõ äâîõ äîäàíêiâ ðiâíà 0, òîáòî

lim
t→∞

∑j
m=3C

m
j EMj−m ∗ V (j)(t)

tj−1
= 0.

2) Ðîçãëÿíåìî äðóãèé äîäàíîê ñóìè ç (14). Äëÿ m = 2

Cj−2
j EMj−2 ∗ V (j)(t) = Cj−2

j

∫
[0,t−t0]

(
EM1

(
t− x
j

)
− t− x

jµ

)
dEMj−2(x)

+ Cj−2
j

∫
(t−t0,t]

(
EM1

(
t− x
j

)
− t− x

jµ

)
dEMj−2(x)

+ Cj−2
j

∫
[0,t]

t− x
jµ

dEMj−2(x) =: Cj−2
j (I1(t) + I2(t) + I3(t)) .

Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíi ãðàíèöi äëÿ êîæíîãî ç iíòåãðàëiâ îêðåìî. Äëÿ I1(t) òà I2(t) ç
àíàëîãi÷íèõ ó âèùåðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó ìiðêóâàíü ìà¹ìî

lim
t→∞

I1(t) + I2(t)

tj−1
= 0.
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Äëÿ îñòàííüîãî äîäàíêó

Cj−2
j I3(t) = Cj−2

j

1

jµ

∫
[0,t]

(t− x)dEMj−2(x) = Cj−2
j

1

jµ

∫ t

0

EMj−2(x)dx

=
j − 1

2µ

∫ t−tj−2

0

EMj−2(x)

xj−2
xj−2dx+

j − 1

2µ

∫ t

t−tj−2

EMj−2(x)

xj−2
xj−2dx

= I13 (t) + I23 (t).

Îñêiëüêè

j − 1

2µ

(bj−2 − ε)(t− tj−2)j−1

j − 1
≤ I13 (t) ≤ j − 1

2µ

(bj−2 + ε)(t− tj−2)j−1

j − 1
,

òî
(bj−2 − ε)

2µ
≤ lim inf

t→∞

I13 (t)

tj−1
≤ lim sup

t→∞

I13 (t)

tj−1
≤ (bj−2 + ε)

2µ
.

Ç ìiðêóâàíü, àíàëîãi÷íèõ ó âæå ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêàõ, îòðèìó¹ìî limt→∞
I23 (t)

tj−1 = 0.
Òàêèì ÷èíîì,

(bj−2 − ε)
2µ

≤ lim inf
t→∞

I13 (t) + I23 (t)

tj−1
≤ lim sup

t→∞

I13 (t) + I23 (t)

tj−1
≤ (bj−2 + ε)

2µ
.

Ñïðÿìîâóþ÷è ε→ 0+, îòðèìó¹ìî

lim
t→∞

Cj−2
j I3(t)

tj−1
=
bj−2
2µ

=
1

2µj−1(j − 2)!
.

Ó ïiäñóìêó,

lim
t→∞

Cj−2
j EMj−2 ∗ V (j)(t)

tj−1
=

1

2µj−1(j − 2)!
.

3) Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé äîäàíîê ñóìè ç (14). Äëÿ m = 1

Cj−1
j EMj−1 ∗ V (j)(t) = j

∫
[0,t−t0]

(
EM1

(
t− x
j

)
− t− x

jµ

)
dEMj−1(x)

+ j

∫
(t−t0,t]

(
EM1

(
t− x
j

)
− t− x

jµ

)
dEMj−1(x)

+ j

∫
[0,t]

t− x
jµ

dEMj−1(x) =: I1(t) + I2(t) + I3(t).

Çíàéäåìî âiäïîâiäíi ãðàíèöi äëÿ êîæíîãî ç äîäàíêiâ îêðåìî. Îñêiëüêè

j(b− ε)EMj−1 (t− t0) ≤ I1(t) ≤ j(b+ ε)EMj−1 (t− t0) ,

òî ç òåîðåìè 2.3 ìà¹ìî

j(b− ε)
µj−1(j − 1)!

≤ lim inf
t→∞

I1(t)

tj−1
≤ lim sup

t→∞

I1(t)

tj−1
≤ j(b+ ε)

µj−1(j − 1)!
.

19



Ç íåðiâíîñòi Ëîðäåíà âèïëèâà¹, ùî |I2(t)| ≤ c(EMj−1(t) − EMj−1(t − t0)) äëÿ âñiõ

t ≥ t0, äå c = Eξ2
µ2

+ 1. Òîìó limt→∞
I2(t)
tj−1 = 0. Òàêèì ÷èíîì,

j(b− ε)
µj−1(j − 1)!

≤ lim inf
t→∞

I1(t) + I2(t)

tj−1
≤ lim sup

t→∞

I1(t) + I2(t)

tj−1
≤ j(b+ ε)

µj−1(j − 1)!
.

Ñïðÿìîâóþ÷è ε→ 0+, îòðèìó¹ìî

lim
t→∞

I1(t) + I2(t)

tj−1
=

jb

µj−1(j − 1)!
.

Çêîìáiíó¹ìî I3(t) ç âiä'¹ìíèêîì ç (14).

I3(t)−
tj

µjj!
=

1

µ

∫
[0,t]

(t− x)dEMj−1(x)−
∫ t

0

xj−1

µj(j − 1)!
dx

=
1

µ

∫ t

0

EMj−1(x)dx− 1

µ

∫ t

0

xj−1

µj−1(j − 1)!
dx

=
1

µ

∫ t

0

(
EMj−1(x)− xj−1

µj−1(j − 1)!

)
dx

=
1

µ

∫ t−t′j−1

0

((
EMj−1(x)− xj−1

µj−1(j − 1)!

)
/xj−2

)
· xj−2dx

+
1

µ

∫ t

t−t′j−1

((
EMj−1(x)− xj−1

µj−1(j − 1)!

)
/xj−2

)
· xj−2dx

=: I13 (t) + I23 (t)

Òóò äëÿ äîâiëüíîãî ε′ > 0 çíàéäåòüñÿ ñêií÷åííå t′j−1 > 0 òàêå, ùî∣∣∣∣EMj−1(t)− tj−1/(µj−1(j − 1)!)

tj−2
− Aj−1

∣∣∣∣ ≤ ε′

äëÿ âñiõ t ≥ t′j−1, äå ç ïîçíà÷åíü òåîðåìè Aj−1 := limt→∞
EMj−1(t)−tj−1/(µj−1(j−1)!)

tj−2 . Ðîç-
ãëÿíåìî âiäïîâiäíi ãðàíèöi äëÿ êîæíîãî ç äîäàíêiâ îêðåìî. Îñêiëüêè

1

µ

(Aj−1 − ε′)(t− t′j−1)j−1

j − 1
≤ I13 (t) ≤ 1

µ

(Aj−1 + ε′)(t− t′j−1)j−1

j − 1
,

òî
(Aj−1 − ε′)
µ(j − 1)

≤ lim inf
t→∞

I13 (t)

tj−1
≤ lim sup

t→∞

I13 (t)

tj−1
≤ (Aj−1 + ε′)

µ(j − 1)
.

Ç ìiðêóâàíü, àíàëîãi÷íèõ ó âæå ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêàõ, îòðèìó¹ìî limt→∞
I23 (t)

tj−1 = 0.
Òàêèì ÷èíîì,

(Aj−1 − ε′)
µ(j − 1)

≤ lim inf
t→∞

I13 (t) + I23 (t)

tj−1
≤ lim sup

t→∞

I13 (t) + I23 (t)

tj−1
≤ (Aj−1 + ε′)

µ(j − 1)
.
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Ñïðÿìîâóþ÷è ε′ → 0+, îòðèìó¹ìî

lim
t→∞

I13 (t) + I23 (t)

tj−1
=

Aj−1
µ(j − 1)

.

Ó ïiäñóìêó,

lim
t→∞

Cj−1
j EMj−1 ∗ V (j)(t)− tj

µjj!

tj−1
=

jb

µj−1(j − 1)!
+

Aj−1
µ(j − 1)

.

Çiáðàâøè âñi îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, áóäåìî ìàòè:

lim
t→∞

EMj(t)− tj

j!µj

tj−1
=

1

2µj−1(j − 2)!
+

jb

µj−1(j − 1)!
+

Aj−1
µ(j − 1)

=
2jb+ j − 1

2(j − 2)!µj−1
+

Aj−1
µ(j − 1)

,

äå

b := A1 = lim
t→∞

(
EM1(t)−

t

µ

)
=

Eξ2

2µ2
− 1.
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5 Äîâåäåííÿ äîïîìiæíèõ ðåçóëüòàòiâ

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ŝ0 íåâiä'¹ìíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó
ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó

P{Ŝ0 ≤ x} =
1

µ

∫
[0,x]

P{ξ > y}dy, x > 0.

Ç ôîðìóëè (2.10) íà ñò. 20 ó [2] âiäîìî, ùî E
(
U(t)− U(t− Ŝ0)

)
= U(t) − t

µ
, äå U �

ôóíêöiÿ âiäíîâëåííÿ. Çà òåîðåìîþ Áëåêóåëëà ó íåãðàò÷àñòîìó âèïàäêó

lim
t→∞

(
U(t)− U(t− Ŝ0)

)
=
Ŝ0

µ
ì. í.

Çíàéäåìî ñåðåäí¹ Ŝ0

EŜ0 =

∫
[0,∞)

xdP{Ŝ0 ≤ x} =
1

µ

∫
[0,∞)

xd

∫
[0,x]

P{ξ > y}dy =
1

µ

∫
[0,∞)

xP{ξ > x}dx

=
1

2µ

∫
[0,∞)

P{ξ > x}dx2 =
1

2µ
lim
x→∞

x2P{ξ > x} − 1

2µ
lim
x→0

x2P{ξ > x}

− 1

2µ

∫
[0,∞)

x2dP{ξ > x} =
1

2µ

∫
[0,∞)

x2dP{ξ ≤ x} =
Eξ2

2µ

Çà âëàñòèâiñòþ ñóáàäèòèâíîñòi ôóíêöi¨ âiäíîâëåííÿ U ìà¹ìî

U(t)− U(t− Ŝ0) ≤ U(Ŝ0) ì.í.

Îñêiëüêè EŜ0 = Eξ2
2µ

< ∞, òî ç íåðiâíîñòi Ëîðäåíà âèïëèâà¹ EU(Ŝ0) < ∞. Äàëi çà
òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü áóäåìî ìàòè:

lim
t→∞

(
U(t)− t

µ

)
= lim

t→∞
E
(
U(t)− U(t− Ŝ0)

)
= E lim

t→∞

(
U(t)− U(t− Ŝ0)

)
=

EŜ0

µ
=

Eξ2

2µ2
.

Îñêiëüêè M(t) = #{k ∈ N : Sk ≤ t}, t ≥ 0, òî, ïåðåéøîâøè äî çâè÷íèõ ó òåîði¨
âiäíîâëåííÿ ïîçíà÷åíü, îòðèìà¹ìî EM(t) = U(t)− 1. Çâiäñè

lim
t→∞

(
EM(t)− t

µ

)
= lim

t→∞

(
U(t)− 1− t

µ

)
=

Eξ2

2µ2
− 1.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.2. Çãiäíî ç (9) äëÿ íàòóðàëüíîãî j

E(X(u))j = E
(
e−uS1 + e−uS1X∗(u)

)j
= E

(
e−uS1

)j
(1 +X∗(u))j = E

(
e−uS1

)j E (1 +X(u))j

= E
(
e−uS1

)j E j∑
n=0

Cn
j (X(u))n = E

(
e−uS1

)j (E(X(u))j +

j−1∑
n=0

Cn
j E(X(u))n

)
.
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Òîìó

E(X(u))j =
E
(
e−uS1

)j (∑j−1
n=0C

n
j E(X(u))n

)
1− E (e−uS1)j

(15)

Çàóâàæèìî, ùî çà òåîðåìîþ 2.1.5 ç [3] íà ñò. 57 E(X(u))j < ∞ ⇔ Ee−ujξ < 1, òîáòî
çàâæäè, ÿêùî òiëüêè P{ξ = 0} < 1. Ó òåîðåìi ìè ïîêëàäà¹ìî (Mk, Qk) = (e−uξk , e−uξk)
çãiäíî ç ïîçíà÷åííÿìè ðîçäiëó 2 êíèãè [3]. Äàëi äëÿ äîâåäåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (10)
çàñòîñó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Áàçà j = 1:

EX(u) = E
∑
k≥1

e−uSk =
∑
k≥1

Ee−uSk =
∑
k≥1

Ee−uξ1 · e−uξ2 · . . . · e−uξk

=
∑
k≥1

Ee−uξ1 · Ee−uξ2 · . . . · Ee−uξk =
∑
k≥1

(
Ee−uξ

)k
=

Ee−uξ

1− Ee−uξ
∼ 1

uEξ
=

1

uµ

ïðè u→ 0+. Àñèìïòîòè÷íà åêâiâàëåíòíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

lim
u→0+

1− Ee−uξ

u
= lim

u→0+
E

1− e−uξ

u
= E lim

u→0+

1− e−uξ

u
= Eξµ.

Òóò äðóãà ðiâíiñòü çàáåçïå÷ó¹òüñÿ íåðiâíiñòþ |(1 − e−uξ)/u| ≤ ξ ì.í. òà òåîðåìîþ
Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü.
Êðîê iíäóêöi¨. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ j ≤ k âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà åêâiâàëåí-
òíiñòü E(X(u))j ∼ 1

(µu)j
ïðè u → 0+. Ïîêàæåìî, ùî öå òâåðäæåííÿ áóäå ñïðàâäæó-

âàòèñü i äëÿ j = k + 1. Ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ (15) òà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨.

E(X(u))k+1 =
E
(
e−uS1

)k+1

1− E (e−uS1)k+1

(
k∑

n=0

Cn
k+1E(X(u))n

)

=
E
(
e−uS1

)k+1

1− E (e−uS1)k+1

(
1 + C1

k+1EX(u) + C2
k+1E(X(u))2 + . . .+ Ck

k+1E(X(u))k
)

∼ 1

Euξ(k + 1)
·
Ck
k+1

(uµ)k
=

1

(k + 1)uEξ
· k + 1

(uµ)k
=

1

(uµ)k+1
, u→ 0 + .

Iíäóêöiéíèé ïåðåõiä äîâåäåíî, îòæå, ìà¹ìî áàæàíèé ðåçóëüòàò E(X(u))j ∼ 1
(µu)j

, u→
0+ äëÿ íàòóðàëüíèõ j.
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Âèñíîâêè

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè ¹

� îòðèìàíi íàìè ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ Mj(t) òà EMj(t), çîêðåìà, äâi åêâiâà-
ëåíòíi ôîðìóëè äëÿ ñåðåäíüîãî;

� äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé Mj(t) òà EMj(t), çîêðåìà, âñòàíîâ-
ëåííÿ àíàëîãiâ ïîñèëåíîãî çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë òà åëåìåíòàðíî¨ òåîðåìè âiä-
íîâëåííÿ äëÿ äîñëiäæóâàíèõ ïðîöåñiâ;

� îòðèìàíî òåîðåìó, ÿêà çà ïðèïóùåííÿ íåãðàò÷àñòîñòi âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ òà
óìîâè Eξ2 <∞, âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü çáiæíîñòi ó àíàëîçi åëåìåíòàðíî¨ òåîðåìè
âiäíîâëåííÿ.

Äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòèêè çãîðòîê ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ âàðòî âñòà-
íîâèòè àíàëîã òåîðåìè Áëåêóåëëà òà êëþ÷îâî¨ òåîðåìè âiäíîâëåííÿ, äîñëiäèòè àñèì-
ïòîòèêó äèñïåðñi¨ öüîãî ïðîöåñó òà äîâåñòè ôóíêöiîíàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó.
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