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У роботi вивчаються два методи моделювання випадкового процесу Орнштейна-Уленбека.
Цей процес має безлiч застосувань - у фiзицi, фiнансовiй математицi, бiологiї, тому вкрай
важливою є можливiсть моделювати цей процес для вирiшення рiзних теоретичних та пра-
ктичних задач. Особливiстю цього процесу є те, що вiн має багато цiкавих властивостей - вiн
є гауссовим процесом, є стацiонарним процесом, є маркiвським процесом, є розв’язком стоха-
стичного рiвняння Ланжевена тощо. Кожна iз цих властивостей дозволяє застосовувати до
цього процесу рiзнi методи моделювання. Ми розглянули лише два методи, хоча їх є набагато
бiльше. Один метод використовує те, що цей процес є гауссовим. Iнший – базується на розкла-
дi Фур’є. Для обох цих методiв було отримано конкретнi умови, коли цi моделi вiдповiдають
заданим рiвням точностi та надiйностi.

Ключовi слова: процес Орнштейна-Уленбека, моделювання iз заданою точнiстю та надiй-
нiстю, центрований гауссовий процес, розклад Фур’є.

Two methods of modeling for the Ornstein-Uhlenbeck process are studied in the work. This process
has many applications in physics, financial mathematics, biology. Therefore, it is extremely important
to have instruments for modeling this process to solve various theoretical and practical tasks. The
peculiarity of this process is that it has many interesting properties: it is Gaussian process, is a stationary
process, is a Markov process, it is a solution of the Langevin stochastic equation, etc. Each of these
properties allows you to apply different methods to this process modeling. We have considered only
two methods, although there are many more. One method uses the fact that this process is Gaussian.
Another is based on the Fourier expansion. For both of these methods there were specific conditions are
obtained when these models satisfy the given levels of accuracy and reliability.

Key Words: Ornstein–Uhlenbeck process, modeling with given accuracy and reliability, centered
gaussian process, Fourier series.

1 Вступ

Процес Орнштейна-Уленбека має дуже довгу
та цiкаву iсторiю. Вiн виник як альтернати-
ва Вiнерiвськом процесу при побудовi моделi
руху зваженої частинки, що рухається в рi-
динi. В 30-х роках двадцятого столiття дан-
ськi фiзики-теоретики Леонард Орнштейн та
Джордж Уленбек [7] запропонували модель, що
враховує, на вiдмiну вiд процесу Вiнера, ньюто-
нiвську взаємодiю частинок. Ця модель опису-
вала поведiнку частинок за допомогою рiвня-
ння Ланжевена. Невироджений розв’язок цьо-
го стохастичного рiвняння i назвали процесом
Орнштейна-Уленбека. Вiн має безлiч застосу-

вань в фiзицi, фiнансовiй математицi, еволю-
цiйнiй бiологiї тощо. Тому моделювання такого
процесу має дуже важливе значення для пра-
ктичний застосування у рiзних прикладних за-
дачах.

Процес Орнштейна-Уленбека є стацiонар-
ним, гауссiвським та маркiвським. Найбiльшо-
го розповсюдження набув процес Орнштейна-
Уленбека, що має нульове математичне сподi-
вання, тобто є центрованим. Рiзнi методи моде-
лювання саме такого процесу ми будемо дослi-
джувати в цiй статтi.

Наведемо математично строге означення
цього процесу.

c⃝ А.О. Пашко, Т.О. Яневич, 2019
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Означення 1.1. Процес Орнштейна-Уленбека
X(t) – це стацiонарний центрований гауссiв-
ський процес з кореляцiйною функцiєю

B (τ) = EX(t+ τ)X(t) = σ exp (−α|τ |) , σ, α > 0.

При моделюваннi процесу Орнштейна-
Уленбека можна використовувати:

• зображення процесу Орнштейна-
Уленбека як гауссiвського стацiонарного
процесу;

• зображення Фур’є для процесу
Орнштейна-Уленбека;

• зображення процесу Орнштейна-
Уленбека як процесу з дискретним спе-
ктром;

• зображення процесу Орнштейна-
Уленбека як розв’язку стохастичного рiв-
няння.

В данiй статтi ми докладно розглянемо першi
два пiдходи. Два iнших залишимо на майбу-
тнє. Також варто зауважити, що наведений спи-
сок методiв молеювання процесу Орнштейна-
Уленбека далеко не повний - ми навели лише
основнi. Зокрема, для перших двох пiдходiв мо-
жна визначити певнi умови, коли для моделi
можна знайти умови, при яких вона буде мати
заданi точнiсть та надiйнiсть. Докладнiше про
методи моделювання рiзних процесiв iз потрi-
бною точнiстю та надiйнiстю можна ознайоми-
тись в книзi [5].

Означення 1.2. Нехай випадковий процес
X (t) , t ∈ T та його модель Xn(t,Λ) належать
деякому функцiональному банаховому просто-
ру A (T) з нормою ∥∥. Нехай задано два числа
δ > 0 та 0 < ε < 1. Модель Xn (t,Λ) набли-
жає процес X (t) з надiйнiстю 1− ε та точнiстю
δ > 0 у нормi простору A (T), якщо має мiсце
нерiвнiсть

P {∥X (t)−Xn (t,Λ) ∥ > δ} 6 ε.

2 Моделювання гауссiвських стацiонар-
них випадкових процесiв

Нехай (T,B, µ) - деякий вимiрний простiр з
µ (T) = 1.

Нехай X (t) , t ∈ R+ – гауссовий стацiонар-
ний випадковий процес, EX (t) = 0, B (τ) =

EX (t+ τ)X (t) =
∫∞
0 cos (uτ) dF (u) – кореля-

цiйна функцiя процесу, F (u) – спектральна
функцiя. Випадковий процес X (t) , t ∈ R1 має
зображення

X (t) =

∫ ∞

0
cos (tu) dζ1 (u)+

∫ ∞

0
sin (tu) dζ2 (u) ,

де ζ1 (u) , ζ2 (u) – центрованi некорельованi ви-
падковi процеси з некорельованими приро-
стами такi, що для довiльних 0 6 u1 <
u2 має мiсце рiвнiсть E (ζ1 (u2)− ζ1 (u1))

2 =
E (ζ2 (u2)− ζ2 (u1))

2 = F (u2)− F (u1) .
Для моделювання випадкового процесу для

деякого Λ > 0 використаємо зображення:

X (t) =

∫ ∞

0
cos (tu) dζ1 (u) +

+

∫ ∞

0
sin (tu) dζ2 (u) =

=

∫ Λ

0
cos (tu) dζ1 (u) +

+

∫ Λ

0
sin (tu) dζ2 (u) +

+

∫ ∞

Λ
cos (tu) dζ1 (u) +

+

∫ ∞

Λ
sin (tu) dζ2 (u) .

Означення 2.1. Нехай Λ > 0, D (Λ, n) :
0 = u0 < u1 < ... < un = Λ –
розбиття iнтервалу [0,Λ]. Випадковий процес
Xn (Λ, t) =

∑n−1
i=0 cos (uit) (ζ1 (ui+1)− ζ1 (ui)) +

sin (uit) (ζ2 (ui+1)− ζ2 (ui)) називається апро-
ксимацiйною моделлю процесу X (t) (А - мо-
дель).

Отже, А – модель процесу X (t) мо-
жна отримати змоделювавши суму Xn (Λ, t) =∑n−1

i=0

(
cos (uit) η

1
i + sin (uit) η

2
i

)
, де

{
η1i , η

2
i

}
–

незалежнi строго субгауссовi випадковi величи-
ни з Eη1i = Eη2i = 0 та E

(
η1i
)2

= E
(
η2i
)2

=
F (ui+1)− F (ui).

Розглядаються строго субгауссовi випадко-
вi величини тому, що вони отримуються при
моделюваннi гауссових випадкових величин. Це
викликано точнiстю представлення чисел в об-
числювальних системах та наближених алгори-
тмах моделювання гауссових випадкових вели-
чин. Докладнiше про теорiю строго субгауссо-
вих випадкових величин можна ознайомитись в
книзi [1].
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В роботi [2] отримано оцiнки точностi i на-
дiйностi в рiвномiрнiй метрицi. В роботах [3] -
[4] отримано оцiнки точностi i надiйностi в про-
сторах Орлiча. Простори L2(T ) - частинний ви-
падок просторiв Орлiча.

Для оцiнки параметрiв моделей iз заданими
точнiстю та надiйнiстю скористаємось резуль-
татами таких теорем:

Теорема 2.1. [2] Модель Xn (t,Λ) наближає
процес X(t) з надiйнiстю 1 − ε i точнiстю δ
в нормi простору L2 (T), якщо для чисел Λ та
n виконуються нерiвностi:
B2n,Λ < δ2 та exp

{
1
2

}
δ√

B2n,Λ
exp

{
− δ2

2B2n,Λ

}
6

ε, де B2n,Λ =
∫
T E (X (t)−Xn (t,Λ))

2 dµ (t).

Теорема 2.2. [3, 4] Модель Xn (t,Λ) наближає
процес X(t) з надiйнiстю 1 − ε i точнiстю δ
в нормi простору L2 ([0, T ]), якщо для чисел Λ
та n виконуються нерiвностi:
B3n,Λ < δ2 та exp

{
1
2

}
δ

B3n,Λ
exp

{
− δ2

2B3n,Λ

}
6 ε,

де
B3n,Λ = 2T

n∑
i=0

∫ λi+1

λi

(
1− sin(T (λ−λi))

T (λ−λi)

)
f (λ) dλ +

T
(∫∞

Λ f (λ) dλ
)
.

Нехай для розбиття DΛ виконується умова
T (λi+1 − λi) 6 1, тодi мають мiсце такi наслiд-
ки:

Наслiдок 2.1. Модель Xn (t,Λ) наближає про-
цес X(t) з надiйнiстю 1−ε i точнiстю δ в нор-
мi простору L2 ([0, T ]), якщо для чисел Λ та n
виконуються нерiвностi:
G1n,Λ < δ2 та exp

{
1
2

}
δ√

G1n,Λ
exp

{
− δ2

2G1n,Λ

}
6

ε, де G1n,Λ = T
3

∑n
i=0

∫ λi+1

λi
(λ− λi)

2 f (λ) dλ +

T
(∫∞

Λ f (λ) dλ
)
.

Якщо розбиття вибрати рiвномiрним, тоб-
то, λi+1 − λi =

Λ
n i TΛ

n 6 1 тодi матимемо iнший
наслiдок.

Наслiдок 2.2. Модель Xn (t,Λ) наближає про-
цес X(t) з надiйнiстю 1−ε i точнiстю δ в нор-
мi простору L2 ([0, T ]), якщо для чисел Λ та n
виконуються нерiвностi:
G2n,Λ < δ2 та exp

{
1
2

}
δ

G2n,Λ
exp

{
− δ2

2G2n,Λ

}
6 ε,

де G2n,Λ = T 3Λ2

3n2

∫ Λ
0 f (λ) dλ+ T

(∫∞
Λ f (λ) dλ

)
.

Для процесу Орнштейна-Уленбека

f (λ) =
σ2α

π (α2 + λ2)
,

F (u) =

∫ u

0
f (λ) dλ =

σ2

π
arctg

(u
α

)
.

Тодi

Наслiдок 2.3. Модель Xn (t,Λ) наближає про-
цес Орнштейна-Уленбека X(t) з надiйнiстю
1− ε i точнiстю δ в нормi простору L2 ([0, T ]),
якщо для чисел Λ та n виконуються нерiвно-
стi:
G2n,Λ < δ2 та exp

{
1
2

}
δ√

G2n,Λ
exp

{
− δ2

2G2n,Λ

}
6

ε, де G2n,Λ = T 3Λ2

3n2 F (Λ) + T (F (∞)− F (Λ)) =
Tσ2

2 + T σ2

π arctg
(
Λ
α

) [
T 2Λ2

3n2 − 1
]
.

Таблиця 2.1 Оцiнки рiзних чисел Λ та n для
моделi процесу Орнштейна-Уленбека для зада-
них надiйностi 1 − ε та точностi δ коли T = 1
та α = σ = 1.

№ Λ n δ ε

1 1000 13000 0.1 0.1
2 2000 65000 0.05 0.1
3 50000 8000000 0.01 0.1
4 1000 15000 0.1 0.05
5 2900 95000 0.05 0.05
6 55000 10000000 0.01 0.05
7 2000 33000 0.1 0.01
8 11000 350000 0.05 0.01
9 300000 47000000 0.01 0.01

Рис 2.1. Реалiзацiї процесу Орнштейна-
Уленбека як гауссового процесу

δ = 0.1, ε = 0.1, T = 1, α = σ = 1
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Рис 2.2. Реалiзацiї процесу Орнштейна-
Уленбека як гауссового процесу

δ = 0.05, ε = 0.1, T = 1, α = σ = 1

3 Моделювання процесу Орнштейна-
Уленбека iз використанням розкладу
Фур’є

Нехай на iнтервалi T = [0, T ] кореляцiйну фун-
кцiю процесу X (t) можна розкласти у ряд
Фур’є

B (τ) =

∞∑
k=0

b2kcos

(
kπτ

T

)
,

де коефiцiєнти b2k = γk
T

∫ T
0 B (τ) cos

(
kπτ
T

)
dτ та

γk =

{
2, k > 1
1, k = 0

– є невiд’ємними.

Розглянемо випадковий процес

Y (t) =
∞∑
k=0

(
ξkcos

(
πkt

T

)
+ ηksin

(
πkt

T

))
,

(1)
де {ξk, ηk} , k = 0, 1, ... – незалежнi випадковi
величини такi, що Eξk = Eηk = 0, k = 0, 1, ...,
Eξ2k = Eη2k = b2k.

Процес Y (t) — стацiонарний випадковий
процес. Якщо цей процес розглянути на вiдрiз-
ку [0, T ], то його кореляцiйна функцiя збiгає-
ться на iнтервалi [0, T ] з кореляцiйною функцi-
єю B (t) =

∑∞
k=0 b

2
k cos

(
kπt
T

)
. Отже, процес Y (t)

можна розглядати як модель процесу X (t) на
T = [0, T ]. Бiльш докладно iз теорiєю розкладiв
Фур’є для випадкових процесiв можна ознайо-
митись в книзi [6].

Теорема 3.1. [6] Якщо кореляцiйна функцiя
B (τ) опукла на вiдрiзку [0, T ], то коефiцiєнти
Фур’є цiєї функцiї b2k невiд’ємнi.

Для кореляцiйної функцiї процесу
Орнштейна-Уленбека B (τ) = σexp (−ατ), τ ∈

[0, T ], маємо:∫
B (τ) cos

(
kπτ

T

)
dτ =

= σ
exp (−ατ)

α2 + d2k
[dksin (dkτ)− αcos (dkτ)] ,

де dk = πk
T . Тодi

b2k =
γk
T

∫ T

0
B (τ) cos

(
kπτ

T

)
dτ =

=
γk
T

ασ

α2 + d2k

(
1 + (−1)k+1 exp (−αT )

)
, (2)

а отже, випадковий процес X(t) на промiжку
[0, T ] можна представити у виглядi (1).

Означення 3.1. Випадковий процес XM (t) =∑M
k=0

(
ξkcos

(
πkt
T

)
+ ηksin

(
πkt
T

))
, де випадковi

величини {ξk, ηk} , k = 0, 1, ... визначенi в (1)
та (2), будемо називати моделлю Фур’є процесу
Орнштейна-Уленбека X(t) з кореляцiйною фун-
кцiєю B (τ) = σexp (−ατ), τ ∈ [0, T ].

Теорема 3.2. Модель Фур’є процесу XM (t) на-
ближає процес X (t) з точнiстю δ > 0 та на-
дiйнiстю 0 < 1− ε < 1 в просторi L2 (T), якщо
M задовольняє нерiвностi:
δ > AM+1, exp

{
1
2

}
δ

AM+1
exp

(
− δ2

2A2
M+1

)
6 ε, де

A2
M+1 = T

∑∞
k=M+1 b

2
k.

Наслiдок 3.1. Для процесу Орнштейна-
Уленбека X (t) величина

A2
M+1 = T

∞∑
k=M+1

γk
T

ασ

α2 + d2k

(
1 + (−1)k+1 e−αT

)
=

= 2ασ

∞∑
k=M+1

1 + (−1)k+1 e−αT

α2 +
(
πk
T

)2 =

= 2ασT 2
∞∑

k=M+1

1 + (−1)k+1 e−αT

T 2α2 + π2k2
.

Оскiльки точно порахувати цю величину
аналiтично не можливо, тому оцiнимо її звер-
ху

A2
M+1 6 2ασT 2 1 + e−αT

π2

∞∑
k=M+1

1

k2
=

= 2ασT 2 1 + e−αT

π2

(
π2

6
−

M∑
k=1

1

k2

)
.
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Таблиця 3.2 Оцiнки рiзних значень чисел M
для моделi Фур’є процесу Орнштейна-Уленбека
для заданих надiйностi 1− ε та точностi δ коли
T = 1 та α = σ = 1.

№ M δ ε

1 230 0.1 0.1
2 900 0.05 0.1
3 21500 0.01 0.1
4 270 0.1 0.05
5 1050 0.05 0.05
6 26000 0.01 0.05
7 370 0.1 0.01
8 1500 0.05 0.01
9 36000 0.01 0.01

Рис 3.1. Реалiзацiї процесу Орнштейна-
Уленбека методом розкладу в ряд Фур’є

δ = 0.1, ε = 0.1, T = 1, α = σ = 1

Рис 3.2. Реалiзацiї процесу Орнштейна-
Уленбека методом розкладу в ряд Фур’є

δ = 0.05, ε = 0.1, T = 1, α = σ = 1

Рис 3.3. Реалiзацiї процесу Орнштейна-
Уленбека методом розкладу в ряд Фур’є

δ = 0.01, ε = 0.1, T = 1, α = σ = 1

4 Висновки

В статтi було розглянуто два методи мо-
делювання центрованого процеса Орнштейна-
Уленбека. Перший метод базується на загаль-
ний принципах моделювання гауссових проце-
сiв, оскiльки процес Орнштейна-Уленбека є га-
уссовим процесом. Оцiнки точностi i надiйностi
знайдено в загальному випадку, вони майже не
залежать вiд виду кореляцiйної функцiї.

Другий метод використовує розклади коре-
ляцiйної функцiї процесу в ряд Фур’є. I оцiнки
точностi i надiйностi знайдено для конкретної
кореляцiйної функцiї. Тому така велика рiзни-
ця в кiлькостi доданкiв у моделях.

Для обох методiв були наведенi основнi те-
оретичнi результати, що дозволяють моделюва-
ти процес iз заданими точнiстю та надiйнiстю.
Були зробленi вiдповiднi пiдрахунки та визна-
ченi умови на певнi параметри, що дозволяють
будувати реалiзацiї iз необхiдними точнiстю i
надiйнiстю.

Другий метод моделювання бiльш простий
в застосуванннi. Але обидва вони потребують
попереднiх знань та навичок моделювання гаус-
сових випадкових величин. Зокрема, треба ма-
ти на увазi, що при їх моделюваннi отримую-
ться строго субгаусовi випадковi величини.

В майбутньому планується дослiдити iн-
шi методи моделювання процесу Орнштейна-
Уленбека, їх точнiсть i надiйнiсть. Набувають
популярностi методи моделювання гауссових
випадкових процесiв з вiдомими кореляцiйними
функцiями, що також будуть об’єктами наших
подальших дослiджень.
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