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Abstract. Integral operators that transform arbitrary functions
into regular solutions of hyperbolic equations of the second and hi-
gher orders are applied to solving boundary value problems. In parti-
cular, the Riquet problem for the Euler–Poisson–Darboux equation
of the 4th order is posed and solved.
Keywords: integral operators, regular solutions, equations of higher
orders, boundary value problem.

Анотацiя. Iнтегральнi оператори, що переводять довiльнi фун-
кцiї в регулярнi розв’язки рiвнянь гiперболiчного типу другого
i вищих порядкiв, застосованi до розв’язування крайових задач.
Зокрема, ставиться i розв’язується задача Рiк’є для рiвняння ти-
пу Ейлера–Пуассона–Дарбу 4-го порядку.
Ключовi слова: iнтегральнi оператори, регулярнi розв’язки,
рiвняння вищих порядкiв, крайова задача.

Постановка задачi
Дослiдженням крайових задач для вироджених гiперболiчних рiвнянь

2-го та вищих порядкiв присвячено ряд робiт ([1–6] та iншi). В данiй роботi
для рiвняння

L2
ν,kU = 0, ν > 0, k ≥ 0,
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де Lν,k — сингулярний диференцiальний оператор вигляду

Lν,k =
∂2

∂y2
− ∂2

∂x2
+

2ν

y

∂

∂y
+ k,

ставиться i розв’язується задача Рiк’є.
Отже, в областi 0 < x, y < ∞ знайти чотири рази неперервно диферен-

цiйований розв’зок рiвняння

L2
ν,kU =

(
∂2

∂y2
− ∂2

∂x2
+

2ν

y

∂

∂y
+ k

)2

U = 0, (1)

що задовольняє умовам

U |x=0 = f1 (y) ,

(
∂2

∂y2
− ∂2

∂x2
+

2ν

y

∂

∂y
+ k

)
U |x=0 = f2 (y) ,

∂U

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂U

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0, (2)

де f1 (y), f2 (y) — заданi достатнє число разiв неперервно диференцiйованi
функцiї.

Зображення розв’язку
Розв’язок задачi, у вiдповiдностi з доведеною в роботi [4] лемою, шукаємо

у виглядi
U (x, y) = U0 (x, y) + xU1 (x, y) .

Оскiльки U0 та U1 задовольняють рiвняння

∂2U

∂y2
− ∂2U

∂x2
+

2ν

y

∂U

∂y
+ kU = 0,

то задовольняючи умови (2), задача (1), (2) розпадається на такi:

∂2U0

∂y2
− ∂2U0

∂x2
+

2ν

y

∂U0

∂y
+ kU0 = 0, (3)

U0|x=0 = f1 (y) ,
∂U0

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂U0

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0. (3′)

∂2U1

∂y2
− ∂2U1

∂x2
+

2ν

y

∂U1

∂y
+ kU1 = 0, (4)

U1|x=0 = 0,
∂U1

∂x

∣∣∣∣
x=0

= −1

2
f2 (y) ,

∂U1

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0. (4′)

Почнемо з задачi (4), (4′). Розв’язок задачi шукаємо у виглядi такої фор-
мули [4]:

U1 (x, y) =

= y1−2ν
x+y∫
x−y

[
y2 − (t− x)2

]ν−1
0F1

[
ν;−k

4

(
y2 − (x− t)2

)]
f (t) dt, (5)
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де 0F1 [ν; z] — частинний випадок узагальненої гiпергеометричної функцiї,

при умовi
∂U1

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0, f (t) — довiльна функцiя, двiчi неперервно дифе-

ренцiйована на скiнченому промiжку осi t.
Формула обернення iнтегрального зображення (5) має вигляд [7]:

f (x+ y) + f (x− y) =

=



2

Γ (m− ν + 1) Γ (ν)

d

dy

y∫
0

dm
[
τ2ν−1U1 (x, τ)

]
(dτ2)m

(
y2 − τ2

)m−ν ×
× 0F1

[
m− ν + 1;

k

4

(
y2 − τ2

)]
τdτ, m = [ν] ;

2

(n− 1)!

d

dy

y∫
0

dn[τ2ν−1U1(x,τ)]
(dτ2)n

I0

(√
k (y2 − τ2)

)
τdτ , ν = n.

(6)

Задовольняючи умови (4′), одержимо

f (y) + f (−y) = 0, (7)

−1

2
f2 (y) = y1−2ν

y∫
0

[f ‘ (τ) + f ′ (−τ)] 0F1

[
ν;−k

4

(
y2 − τ2

)]
(y2 − τ2)1−ν

dτ. (8)

Iз (8), з урахуванням умови
∂U1

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0, матимемо

f ′ (y) + f ′ (−y) =

=



− 1

Γ (m− ν + 1) Γ (ν)

d

dy

y∫
0

dm
[
τ2ν−1f2 (τ)

]
(dτ2)m

×

× 0F1

[
m− ν + 1;

k

4

(
y2 − τ2

)] (
y2 − τ2

)m−ν
τdτ, m = [ν] , ν 6= n;

− 1

(n− 1)!
d
dy

y∫
0

dn
[
τ2ν−1f2 (τ)

]
(dτ2)n

I0

(√
k (y2 − τ2)

)
τdτ, ν = n.

(9)

Звiдси, враховуючи (7), знаходимо f (y).
Пiдставивши знайдене значення функцiї f (y) в праву частину формули

(5), одержимо шуканий розв’язок задачi у виглядi

U1 (x, y) =

x+y∫
x−y

dv

v∫
0

K (x, y, v, τ)
dm
[
τ2ν−1

(
−1

2f2 (τ)
)]

(dτ2)m
dτ, (10)
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де

K (x, y, τ, v) =

=



y1−2ν

Γ (ν) Γ (m− ν + 1)

[
y2 − (v − x)2

]ν−1
(v2 − τ2)ν−m

τ 0F1

[
m− ν + 1;

k

4

(
v2 − τ2

)]
×

× 0F1

[
ν;−k

4

(
y2 − (v − x)2

)]
, m = [ν] , ν 6= n;

y1−2ν

(n− 1)!

[
y2 − (v − x)2

]ν−1
I0

(√
k (v2 − τ2)

)
τ×

× 0F1

[
ν;−k

4

(
y2 − (v − x)2

)]
, m = ν = n.

(11)

Перейдемо до задачi (3), (3′). Умови такi ж, як i в задачi (4), (4′), тiльки
замiсть (4′) маємо

U0 (0, y) = f1 (y) ,
∂U0

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂U0

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0.

Задача (3), (3′) може бути зведена до задачi (4), (4′) шляхом введення
нової невiдомої функцiї

V (x, y) =
∂U0 (x, y)

∂x
.

Для V (x, y) матимемо задачу:

∂2V

∂y2
− ∂2V

∂x2
+

2ν

y

∂V

∂y
+ kV = 0,

V (0, y) = 0,
∂V

∂x

∣∣∣∣
x=0

= f
′′
1 (y) +

2ν

y
f
′
1 (y) + kf1 (y) ,

∂V

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0,

розв’язком якої, згiдно з (10), буде

V (x, y) =

x+y∫
x−y

dv

v∫
0

K (x, y, τ, v)
dm

(dτ2)m

[
τ2ν−1

(
f
′′
1 (τ) +

2ν

τ
f
′
1 (τ) + kf1 (τ)

)]
dτ.

Тодi розв’язок задачi (3), (3′) одержимо у виглядi

U0 (x, y) =

x∫
0

dξ

ξ+y∫
ξ−y

dv

v∫
0

K (ξ, y, τ, v)
dm

(dτ2)m
×

×
[
τ2ν−1

(
f
′′
1 (τ) +

2ν

τ
f
′
1 (τ) + kf1 (τ)

)]
dτ + f1 (y) . (12)
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Остаточно, розв’язок задачi Рiк’є (1), (2) має вигляд:

U (x, y) = U0 (x, y) + xU1 (x, y) ,

де U0 (x, y) — формула (12), U1 (x, y) — формула (10).
При ν = 1

2 розв’язок задачi Рiк’є (1), (2) матиме вигляд

U (x, y) =

x∫
0

dξ

ξ+y∫
ξ−y

dv

v∫
0

K (ξ, y, τ, v)

(
f
′′
1 (τ) +

1

τ
f
′
1 (τ) + kf1 (τ)

)
dτ+

+ f1 (y)− x

2

x+y∫
x−y

dv

v∫
0

K (x, y, τ, v) f2 (τ) dτ,

де

K (x, y, τ, v) =

=
1

π

(
y2 − (v − x)2

)− 1
2 (
v2 − τ2

)− 1
2 τch

√
k (v2 − τ2) cos

√
k
(
y2 − (v − x)2

)
.
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