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РЕФЕРАТ

Обсяг роботи 44 сторiнки, 14 джерел посилання, 12 iлюстрацiй, 1
таблиця, 1 додаток.

Ключовi слова:
БЛОЧНИЙ АЛГОРИТМ, ВАРIАЦIЙНА НЕРIВНIСТЬ, ЛIПШИ-

ЦЕВИЙ ОПЕРАТОР, МОНОТОННИЙ ОПЕРАТОР, ПРОЕКЦIЯ.
Об’єкт дослiдження - рандомiзованi блочнi алгоритми пошуку розв’язку

варiацiйної нерiвностi.
Мета роботи - розробка блочних алгоритмiв на основi класичних

та перевiрка ефективностi їх роботи.
Результати: було сформульовано, реалiзовано та протестовано 3

блочних алгоритми.
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ВСТУП

Багато прикладних математичних задач зводяться до знаходження
розв’язку варiацiйної нерiвностi. Наприклад, мiнiмiзацiя диференцiйов-
ної функцiї, пошук сiдлової точки, пошук рiвноваги за Нешем, пошук
рiвноваги у транспортних мережах. Багато математикiв: Корпелевич Г.
М., Попов Л. Д., П. Цзен, Ю. В. Малiцький, В.В.Семенов - доклали зу-
силля для розробки методiв розв’язання варiацiйної нерiвностi.

Однак, при зростаннi розмiрностi задачi, одна iтерацiя методу стає
займати все бiльше часу. Бiльшiсть часу однiєї iтерацiї витрачається на
обчислення значення оператора в точцi та проекцiї на допустиму множи-
ну X. Щоб зекономити час, можна використовувати не точне значення
оператора, а деяке випадкове наближення, яке швидше обчислюється.

Крiм цього, у цiй роботi припускатиметься, що варiацiйна нерiв-
нiсть задана на множинi, що розкладається у декартiв добуток

X = X1 ×X2 × ...×Xb

На однiй iтерацiї алгоритму ми будемо будувати наступну точку, онов-
люючи координати лише 1 блоку попередньої точки. Таким чином, бу-
де обчислюватися проекцiя не на всю множину X, а не деяку "мен-
шу"множину Xk, k ∈ {1, 2, .., b}, що пришвидшить час виконання iте-
рацiї. Такi алгоритми називають блочними. Якщо вибiр множини Xk

вiдбувається випадковим чином, то алгоритми мають назву блочних ран-
домiзованих.

У данiй роботi об’єктом дослiдження будуть виступати саме ран-
домiзованi блочнi алгоритми. Предметом дослiдження є доцiльнiсть їх
використання для розв’язку варiацiйних нерiвностей. Метою даної робо-
ти є розробити рандомiзований блочний алгоритм на основi класичного
та спробувати встановити можливiсть/ефективнiсть його застосування
для отримання розв’язку варiацiйної нерiвностi.

Дану роботу було представлено на мiжнароднiй конференцiї: Problem
Of Decision Making Under Uncertainties (PDMU)-2021.

http://pdmu.univ.kiev.ua/PDMU_2021/home.php
http://pdmu.univ.kiev.ua/PDMU_2021/home.php
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1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI ТА ОГЛЯД АЛ-

ГОРИТМIВ

1.1 Варiцiйнi нерiвностi

У данiй роботi ми будемо дослiджувати алгоритми для пошуку
розв’язкiв варiцiйної нерiвностi.

Визначення 1 (Варiацiйна нерiвнiсть). Варiацiйна нерiвнiсть (ВН) це
нерiвнiсть вигляду

〈G(x), x′ − x〉 ≥ 0 ∀ x′ ∈ X, (1)

де X - пiдмножина гiльбертового простору H, а G : X → H - деякий
оператор.

Надалi нам також знадобляться наступнi визначення.

Визначення 2 (Монотоннiсть). Оператор G є монотонним на множи-
нi X, якщо виконується

〈G(x)−G(y), x− y〉 ≥ 0 ∀ x, y ∈ X

Визначення 3 (Сильна монотоннiсть). Оператор G є сильно монотон-
ним на множинi X, якщо ∃ α > 0, що виконується

〈G(x)−G(y), x− y〉 ≥ α‖x− y‖2 ∀ x, y ∈ X

Визначення 4 (Лiпшицевiсть). Оператор G є L-лiпшицевим на мно-
жинi X, якщо виконується

‖G(x)−G(y)‖ ≤ L‖x− y‖ ∀ x, y ∈ X

Якщо не сказано iнакше, далi будемо вважати, що:

1. X - опукла замкнена множина

2. G - монотонний та лiпшицевий оператор з константою L
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3. множина розв’язкiв (1) X∗ - непорожня

Нехай є точка x ∈ X. Якщо це деяке наближення до розв’язку
(1), то корисно було б якимось чином оцiнити помилку x на задачi (1).
Наприклад, помилку можна визначити наступним чином:

Err(x) = sup
z∈X
〈G(z), x− z〉 (2)

Тодi Err(x) ≥ 0 ∀ x ∈ X та Err(x) = 0, у випадку, коли x - розв’язок
(1) для монотонного оператора G.

1.2 Застосування варiацiйих нерiвностей

У цiй частинi наведемо деякi приклади задач, що зводяться до
варiацiйних нерiвностей.

Приклад 1 (Задача опуклої оптимiзацiї). Нехай потрiбно знайти мi-
нiмум функцiї f на X

f(x)→ min
x∈X

(3)

За умов, що f - опукла неперервно-диференцiйовна, X - опукла замкнена
множина, ця задача рiвносильна варiацiйнiй нерiвностi, адже справе-
дливий критерiй

x∗ ∈ arg min
x∈X

f(x) ⇐⇒ 〈∇f(x∗), x− x∗〉 ≥ 0 ∀ x ∈ X (4)

Однак постановка задачi (1) бiльш широка, нiж постановка (3),
адже iснують монотоннi лiпшицевi оператори, якi не можна представити
у виглядi градiєнта деякого функцiонала.

Приклад 2 (Задача пошуку сiдлової точки). Нехай потрiбно знайти
сiдлову точку для функцiї f

min
x∈X

max
y∈Y

f(x, y) (5)

Позначимо Z∗ ⊂ X × Y - множина розв’язкiв (5). За умови, що f

неперевно-диференцiйовна, опукла за x на X та увiгнута за y на Y ,



7

справедливий критерiй

z∗ ∈ Z∗ ⇐⇒ 〈G(z∗), z − z∗〉 ≥ 0 ∀ z ∈ X × Y (6)

Тут G(z) = (∇xf(x, y),−∇yf(x, y)).

Приклад 3 (Задача пошуку рiвноваги Неша). Нехай є гра мiж b грав-
цями. Кожен гравець i має множину стратегiй Xi та функцiю втрат
fi. Цiль кожного гравця - мiнiмiзувати значення своєї функцiї втрат
за довiльного вибору стратегiй iншими гравцями, x−i. Тобто кожен
гравець вирiшує задачу

min
xi∈Xi

fi(x
i;x−i) (7)

Рiвновагою Неша є такий набiр стратегiй x∗ = (x∗1;x∗2; ..;x∗b), за якого
жодному гравцю не вигiдно вiдхилятися вiд обраної стратегiї, тобто
∀ i = 1, b x∗i - розв’язок (7). За умов, що fi - неперервно-диференцiйовна
та опукла за xi, справедливий критерiй

x∗ − рiвновага Неша ⇐⇒ 〈G(x∗), x− x∗〉 ≥ 0 ∀ x ∈
b∏
i=1

Xi,

де G(x) = (∇x1f1(x), ..,∇xbfb(x)).

1.3 Питання iснування розв’язку

Далi розглянемо достатнi умови iснування розв’зку (1). Нам зна-
добиться наступне твердження.

Твердження 1 ([9]). Множина розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (1)
спiвпадає з множиною нерухомих точок оператора x 7→ PX

(
x−λG(x)

)
,

де PX - оператор метричної проекцiї на X, а λ > 0.

Доведення. Дiйсно, для опуклої замкненої множини X з гiльбер-
тового простору справедливо, що

z = PXx ⇔ 〈z − x, y − z〉 ≥ 0 ∀ y ∈ X
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Тому

x = PX(x− λG(x))⇔ 〈x− (x− λG(x)), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ X

Остання нерiвнiсть рiвносильна 〈G(x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ X, тобто маємо,
що x задовольняє (1).

Надалi припускатимемо, що H - скiнченновимiрний простiр.

Теорема 1 ([9] Про iснування розв’зку ВН ). Нехай G -неперервний
оператор, а X - непорожня, опукла i замкнена множина. Якщо X -
обмежена множина, то варiацiйна нерiвнiсть (1) має розв’язок.

Доведення. Вiдображення x 7→ PX
(
x − λG(x)

)
- є неперервним, i

дiє з X у X, де X - опуклий компакт. Тодi, за теоремою Брауера [3], воно
має нерухому точку. За твердженням 1, ця точка буде розв’язком (1).

У наступнiй частинi розглянемо вiдомi методи для пошуку розв’язку
ВН (1) або рiвняння

PX(x− λG(x)) = x (8)

1.4 Огляд вiдомих методiв

До розв’язання (8) можна застосувати вiдомий метод: метод про-
стої iтерацiї або метод проекцiї градiєнту (GP - gradient projection). Вiн
має вигляд:

Алгоритм GP
Вхiд: x0 ∈ X,λ ∈ (0, 2αL2 )

for k = 0, .., t− 1 do

xk+1 = PX(xk − λG(xk))

end for
Вихiд: xt
Тут α - константа сильної монотонностi оператора G.
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Доволi часто дослiдження актуальностi деякого методу для по-
шуку розв’язку (1) починають з наступного. Розглядають послiдовнiсть
‖xk− z‖, для довiльного z ∈ X∗ (або деяку послiдовнiсть ‖xk− z‖2 +µ2k)

i намагаються показати, що послiдовнiсть є монотонно спадною. Таким
чином, це дає пiдставу вважати, що користуючись алгоритмом, ми на-
ближаємося до множини розв’язкiвX∗ (або принаймнi не можемо значно
вiддалитися, якщо µk "мала").

Наприклад, для алгоритма GP послiдовнiсть ‖xk − z‖ монотонно
прямуватиме до 0. Перевагою метода є те, що вiн збiгатиметься з лiнiй-
ною швидкiстю. Проте недолiком є те, що на G накладається обмеження:
G має бути сильно монотонним.

У 1976 р. Корпелевич [1] запропонувала екстраградiєнтний метод
(EG), що працює i для випадку просто моннотоного оператора.

Алгоритм EG
Вхiд: x0 ∈ X,λ ∈ (0, 1L)

for k = 0, .., t− 1 do

yk = PX(xk − λG(xk))

xk+1 = PX(xk − λG(yk))

end for
Вихiд: x̄t = 1

t

∑t
s=1 xs

Недолiком є необхiднiсть на однiй iтерацiї методу обчислювати зна-
чення G у двох рiзних точках, та двiчi знаходити проекцiю на множину
X. На той час також не було оцiнки швидкостi збiжностi методу. Проте
також було показано, що послiдовнiсть ‖xk − z‖ монотонно спадатиме.

У 1980 р. Попов [2] запропонував метод, що працює для монното-
ного оператора G та вимагає лише одного обчислення G на iтерацiї - що
є його перевагою.
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Алгоритм PEG
Вхiд: x0, y−1 ∈ X,λ ∈ (0, 1

2L)

for k = 0, .., t− 1 do

yk = PX(xk − λG(yk−1))

xk+1 = PX(xk − λG(yk))

end for
Вихiд: x̄t = 1

t

∑t
s=1 xs

Цей метод називають екстраполяцiйним або past extra gradient (PEG),
оскiльки вiн використовує значення G, обчисленi на попереднiй iтерацiї.
Для нього було показано, що послiдовнiсть ‖xk − z‖2 + λL‖xk − yk−1‖2

монотонно спадна.
Iнший алгоритм, у якому одне обчислення G на одну iтерацiю, був

запропонований Ю. Малiцьким у статтi [10] - Reflected Gradient (RG).

Алгоритм RG
Вхiд: x−1, x0 ∈ X,λ ∈ (0,

√
2−1
L )

for k = 0, .., t− 1 do

xk+1 = PX(xk − λG(2xk − xk−1))

end for
Вихiд: x̄t = 1

t

∑t
s=1(2xs − xs−1)

Для нього було показано, що послiдовнiсть ‖xk − z‖2 + λL‖xk −
yk−1‖2 монотонно спадна.

Також, iснує Optimistic Gradient (OG). Варiант цього алгоритму
(без проекцiї на допустиму множину) був розглянутий К. Даскалакiсом
та iншими у статтi [11]. Iнша можлива назва цього алгоритму - Forward-
Reflected-Backward (FRB). Його застосування для розв’язку операторних
включень з максимально монотонним оператором детально розглянуто
у статтi [14].
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Алгоритм OG
Вхiд: x−1, x0 ∈ X,λ ∈ (0, 1

2L)

for k = 0, .., t− 1 do

xk+1 = PX(xk − 2λG(xk) + λG(xk−1))

end for
Вихiд: x̄t = 1

t

∑t
s=1 xs

Для нього було показано, що послiдовнiсть ‖xk−z‖2 +λ2L2‖yk−1−
yk−2‖2 монотонно спадна.

Для згаданих методiв: EG, PEG, RG, OG - справедлива наступна
оцiнка швидкостi збiжностi:

Err(x̄t) = O(
1

t
) (9)

Доведення даної оцiнки є у роботi А. Немiровського [6] - для методу
EG, та у роботi Y.-G. Hsieh та iн. [13] - для методiв PEG, OG, RG.

1.5 Стохастичнi алгоритми

У задачах великої розмiрностi (наприклад, такi виникають у ма-
шинному навчаннi, при тренуваннi нейронних мереж) 1 iтерацiя детер-
мiнованого методу (методу з точним обчисленням G) займає багато часу.

Для того, аби пришвидшити час на 1 iтерацiю, можна обчислювати
не точне значення G(z), а реалiзацiю випадкового вектору G(z, ξ) тако-
го, що Eξ G(z, ξ) = G(z). Алгоритми, що використовують такий пiдхiд,
називаються стохастичними.

Наприклад, у випадку, коли можливе представлення

G(z) =
1

n

n∑
i=1

gi(z),

можна розглянути ξ - дискретну випадкову величину, рiвномiрно розпо-
дiлену на [1, n], та визначити G(z, ξ) = gξ(z).

Оскiльки стохастичнi алгоритми при рiзних запусках з однiєї i тiєї
ж початкової точки генеруватимуть рiзнi послiдовностi, то доречнi лише
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оцiнки у середньому. Для стохастичних варiантiв алгоритмiв PEG, OG
та RG була отримана наступна оцiнка [13]:

E[Err(x̄t)] = O(
1√
t
) (10)

Якщо додатковоG - сильно монотонний, то справедлива оцiнка, показана
у роботi [13]:

E ‖xt − x∗‖2 = O(
1

t
) (11)
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2 БЛОЧНI АЛГОРИТМИ

2.1 Обмеження на допустиму множину

Цiкавим для розгляду є клас задач, для якого можливе представ-
лення допустимої множини у виглядi декартового добутку

X = X1 ×X2 × ...×Xb, де Xi ⊂ Rui (12)

Для таких задач можна на 1 iтерацiї обчислювати проекцiю лише на
одну з множин Xk.

Далi, нехай X ⊂ Rm, тобто

b∑
i=1

ui = m

Також будемо позначати

(U1|...|Ub)− розбиття матрицi E ∈ Rm×m таке, що Ui ∈ Rm×ui (13)

2.2 Переваги блочного розщеплення

Помiтимо, що алгоритми, згаданi у роздiлi 1.4, передбачають, що
на однiй iтерацiї розв’язується нетривiальна задача - задача проекцiї на
множину X (у деяких алгоритмах навiть двiчi). При цьому, чим бiльше
розмiрнiсть множини X, тим складнiше буде розв’язувати цю задачу.

Виникає питання: чи є алгоритми, якi враховують структуру допу-
стимої множини (роздiл 2.1), i передбачають на 1 iтерацiї розв’язання
простiших задач, не повного, а меншого, блочного розмiру?

Виявляється, що вiдповiдь: так, такi алгоритми iснують.
Iсторично першi блочнi алгоритми вивчалися для задач оптимiза-

цiї. Для прикладу, варто згадати алгоритм, що має назву блочний коор-
динатний спуск (Block Coordinate Descent - BCD) або нелiйнiйний метод
Гаусса-Зейделя. Вiн був розглянутий у книзi Д. П. Берцекаса "Нелiнiйне
програмування"[5].
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Нехай маємо задачу оптимiзацiї

min
x∈X

f(x)

Надалi у цiй роботi позначатимемо xik − i-ий блок вектора xk (зге-
нерованого на k-iй iтерацiї). При цьому для i-ого блоку вектора G(·)
будемо використовувати позначення Gi(·).

Алгоритм блочного координатного спуску має вигляд:
Алгоритм BCD
Вхiд: x0 ∈ X
for k = 0, .., t− 1 do

for i = 1, .., b do

xik+1 = arg min
y∈Xi

f(x1k+1, x
2
k+1, ..., x

i−1
k+1, y, x

i+1
k , ..., xbk)

end for
end for
Так, на кожнiй iтерацiї цiльова функцiя мiнiмiзується по кожному

блоку координат xik, що розглядаються в циклiчному порядку. Перехiд
вiд k до (k+ 1)-ої iтерацiї здiйснюється за b крокiв, де на кожному кроцi
оновлюється лише 1 блок вектора.

Для випадку, коли маємо лише 2 блоки, то алгоритм має назву
перемiнної мiнiмiзацiї ("alternating minimization").

Про блочнi алгоритми саме для варiацiйних нерiвностей згадується
у книзi [4] Димитрiя П. Берцекаса та Джона Н. Цiцiклiса "Parallel and
Distributed Computation: Numerical Methods"1989 року.

Користуючись лемою про розщеплення, варiацiйну неiвнiсть на
множинi (12), можна звести до системи з b варiацiйних нерiвностей мен-
ших розмiрностей.

Лема 1 (Лема про розщеплення). Вектор x∗ є розв’язком варiацiйної
нерiвностi (1) на множинi X, що задовольняє (12), тодi й лише тодi,
коли виконується

〈Gi(x
∗), xi − x∗i〉 ≥ 0 ∀ xi ∈ Xi ∀ i,
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де, як зазначалось ранiше, Gi(·)− i-ий блок вектора G(·)

Нелiнiйний алгоритм Гаусса-Зейделя для варiацiйної нерiвностi має
вигляд:

Алгоритм Nonlinear Gauss-Seidel for VI
Вхiд: x0 ∈ X
for k = 0, .., t− 1 do

for i = 1, .., b do
знайти xik+1, як розв’язок

〈Gi(x
1
k+1, .., x

i−1
k+1, x

i
k+1, x

i+1
k , ..., xbk), x

i − xik+1〉 ≥ 0 ∀ xi ∈ Xi

end for
end for

Можна помiтити, що для задачi мiнiмiзацiї функцiї f алгоритм
блочного координатного спуску та нелiнiйний алгоритм Гаусса-Зейделя
для еквiвалентної їй варiацiйної нерiвностi з оператором ∇f , по сутi,
працюють однаково.

Далi, у роздiлi 2.3, ми розглянемо блочнi алгоритми, що не вима-
гають на 1 iтерацiї розв’язувати варiацiйнi нерiвнiстi меншого розмiру.
Натомiсть, 1 iтерацiя буде нагадувати iтерацiю класичних методiв, роз-
глянутих у роздiлi 1.4, однак оновлюватиметься лише 1 блок вектора.

Також, варто зауважити, що якщо, крiм спецiальної структури
допустимої множини X, оператор G теж має блочну структуру, то це
дає додатковий виграш. Блочна структура передбачає, що G можна по-
дати як суму деяких операторiв, що дiють з Ruk у Rm, для k ∈ 1, b.

Оскiльки для блочних алгоритмiв вiдбувається оновлення лише 1
блоку на iтерацiї, ми маємо можливiсть бiльш ефективного переобчисле-
ння G(xk+1), з урахуванням попереднього значення G(xk).
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Приклад 4. Нехай, G задається наступним чином: G(x) = Ax+ v, де
A ∈ Rm×m, v ∈ Rm. Маємо

G(x) =
b∑
i=1

AUi · xi + v, x = (x1, ..., xb), xi ∈ Rui

Припустимо, що xk та xk+1 вiдрiзняються лише по координатам
з блоку i:

xk+1 = xk + Uizk, zk ∈ Rui

Тодi
G(xk+1) = G(xk) + AUizk,

де AUi - матриця розмiру m× ui. Таким чином, обчислення G(xk+1) з
врахуванням уже ранiше обчисленого значення G(xk) потребуватиме
O(mui) операцiй. Тодi як у загальному випадку обчислення займало б
O(m2) операцiй.

2.3 Дослiдженi блочнi алгоритми

У цьому роздiлi ми розглянемо 2 алгоритми, для яких були отри-
манi оцiнки швидкостi збiжностi: Stochastic Block Mirror Descent (SBMD)
та (Block Stochastic Mirror Prox) BSMP, - це блочнi варiанти алгоритму
дзеркального спуску та дзеркально-проксимального алгоритму. Дзеркаль-
ний спуск можна розглядати як узагальнення методу проекцiї градiєнта,
а дзеркально-проксимальний алгоритм - як узагальнення екстраградi-
єнтного методу Корпелевич. Замiсть звичайного оператора метричної
проекцiї на допустиму множину, цi алгоритми використовують прокс-
оператор.

Далi дамо необхiднi для розгляду цих алгоритмiв поняття.

Визначення 5 (Дивергенцiя Брегмана). Нехай ωi : Xi → R - сильно ви-
пукла з параметром α, диференцiйовна функцiя на Xi. Тодi дивергенцiя
Брегмана вiдносно ωi визначається наступним чином:

Vi(x, z) = ωi(x)− ωi(z)− 〈∇ωi(z), x− z〉 ∀ x, z ∈ Xi (14)
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Визначення 6 (Прокс-оператор). Прокс-оператор визначається та-
ким чином

Pi(x, y, γ) = arg min
u∈Xi

〈y, u〉+
1

γ
Vi(u, x) ∀ x, y ∈ Xi (15)

Зауваження 1. Якщо обрати ωi = 1
2‖x‖

2, то тодi прокс-оператор спiв-
падатиме з оператором проектування на множину Xi:

Pi(x, y, γ) = PXi
(x− γy)

Блочний варiант стохастичного дзеркального спуску (stochastic block
mirror descent - SBMD) був розглянутий у 2013 р. C. D. Dang та G. Lan у
роботi [8]. Дещо спрощений варiант алгоритму з роботи [8] має наступний
вигляд.

Алгоритм SBMD
Вхiд: x0 ∈ X, ймовiрностi pi ∈ [0, 1], i = 1, b,

∑b
i=1 pi = 1

for k = 0, .., t− 1 do
Отримати реалiзацiю в. вк. ξ: ξk, та в.в. ik, що

Prob{ik = i} = pi

Обчислити

xjk+1 =

x
j
k, j 6= ik

Pj(xjk, Gj(xk, ξk), λk), j = ik

end for

Вихiд: x̄t =
1∑t
s=1 λs

t∑
s=1

λsxs

У свої роботi C. D. Dang та G. Lan пропонують обирати констан-
тний крок λk ≡ λ для випадку монотонного оператора G та крок виду
λk = O( 1

k+1) для випадку сильно монотонного оператора (в останньому
випадку вихiд алгоритму - не просто середнє арифметичне згенерованих
точок, а середнє зважене).

Для SBMD була отримана оцiнка швидкостi збiжностi, за умов, що
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• G - монотонний, не обов’язково лiпшицевий, та задовольняє нерiв-
ностi

E[‖Gi(z, ξ)‖2] ≤M 2
i , i = 1, b

• множини Xm - обмеженi

Зауваження 2. Насправдi, у роботi [8] автори розглядали не варiацiй-
ну нерiвнiсть, а задачу мiнiмiзацiї опуклої/сильно опуклої функцiї f ,
що є субдиференцiйовною. Тобто оператор G визначався таким чином,
що G(x) ∈ ∂f(x) ∀ x ∈ X.

Одержана C. D. Dang та G. Lan оцiнка для задачi мiнiмiзацiї опу-
клої функцiї має вигляд:

E[f(x̄t)− f ∗] = O(
1√
t
) (16)

Якщо додатково f - сильно опукла, то справедлива оцiнка

E[f(x̄t)− f ∗] = O(
1

t
) (17)

Порiвнюючи оцiнки (10)-(11) з оцiнками (16)-(17), бачимо, що во-
ни однакового порядку за кiлькiстю iтерацiй. Таким чином, блочнi сто-
хастичнi алгоритми можна розглядати як можливу альтернативу стоха-
стичним алгоритмам, принаймнi для задачi оптимiзацiї.

Скористаємося iдеями авторiв статтi та спробуємо проаналiзувати
поведiнку алгоритму SBMD для пошуку розв’зку варiацiйної нерiвностi
з оператором G. Позначимо функцiю

V (x, z) =
b∑
i=1

p−1i Vi(x
i, zi) (18)

яка, до речi, теж є дивергенцiєю Брегмана. Користуючись показаною у
[8] ∀ x ∈ X нерiвнiстю, запишемо

V (x, xk+1) ≤ V (x, xk)− λk〈G(xk), xk − x〉+ λkδk +
1

2
λ2kδ̄k, (19)
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де

δk = 〈p−1ik UikGik(xk, ξk)− g(xk), x− xk〉 та δ̄k = p−1ik ‖Gik(xk, ξk)‖2 (20)

Користуючись монотоннiстю оператора G та (19), можна записати

λk〈G(x), xk − x〉 ≤ λk〈G(xk), xk − x〉 ≤

≤ V (x, xk)− V (x, xk+1) + λkδk +
1

2
λ2kδ̄k (21)

Сумуючи (21) для k = 1, ..t, можна отримати

〈G(x), x̄t − x〉 ≤ (
t∑

k=1

λk)
−1(V (x, x1) +

t∑
k=1

(λkδk +
1

2
λ2kδ̄k)) (22)

Нехай ζk = (ik, ξk) та ζ[k] = (ζ1, ζ2, ..., ζk). Маємо

Eζk[sup
x∈X
〈p−1ik UikGik(xk)−G(xk), x− xk〉 | ζ[k−1]] =

=
b∑
i=1

〈UiGi(xk)− piG(xk), x− xk〉 = 〈G(xk)−G(xk), x− xk〉 = 0

Звiдси
E[δk|ζk−1] = 0 (23)

Також

E[δ̄k | ζk−1] = E[p−1ik ‖Gik(xk, ξk)‖2 | ζk−1] =

=
b∑
i=1

pip
−1
i ‖Gi(xk, ξk)‖2 ≤

b∑
i=1

M 2
i (24)

Узявши матсподiвання у (22) та використовуючи (23)-(24), можна
отримати

E〈G(x), x̄t − x〉 ≤ (
t∑

k=1

λk)
−1(V (x, x1) +

1

2

t∑
k=1

λ2k

b∑
i=1

M 2
i ) (25)

На жаль, (25) не дає змоги оцiнити E[Err(x̄t)], адже

E sup
x∈X
〈G(x), x̄t − x〉 ≥ sup

x∈X
E[〈G(x), x̄t − x〉].
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Як слiдує iз зауваження 1, метод проекцiї градiєнту GP можна
розглядати як частковий випадок методу дзеркального спуску (за вибору
ωi = 1

2‖x‖
2). У практичнiй частинi нашої роботи ми розглядатимемо

лише цей частковий варiант.
Блочний стохастичний дзеркально-проксимальний метод (BSMP -

block stochastic mirror prox) був розглянутий у статтi [12] F.Yousefian, A.
Nedic та U. Shanbhag.

Алгоритм BSMP
Вхiд: x0 ∈ X, ймовiрностi pi ∈ [0, 1], i = 1, b,

∑b
i=1 pi = 1

for k = 0, .., t− 1 do
Отримати реалiзацiю в. вк. ξ: ξ̃k, ξk, та в.в. ik, що

Prob{ik = i} = pi

Обчислити

yjk =

x
j
k, j 6= ik

Pj(xjk, Gj(xk, ξ̃k), λk), j = ik

xjk+1 =

x
j
k, j 6= ik

Pj(xjk, Gj(yk, ξk), λk), j = ik

end for
Вихiд: xt для сильно монотонного G та iнакше

x̄t =
1∑t
s=1 λ

r
s

t∑
s=1

λrsxs, для деякого r < 1

Для випадку сильно монотонного оператору було запропоновано
обирати λk = O(1k), k ≥ 1. Тодi оцiнка швидкостi збiжностi має вигляд:

E[‖xt − x∗‖2] = O(
1

t
) (26)

Для випадку просто монотонного оператору було запропоновано обирати



21

λk = O( 1√
k+1

). Тодi оцiнка швидкостi збiжностi має вигляд:

E[Err(x̄t)] = O(
1√
t
) (27)

Для простоти викладок розглянемо аналiз алгоритму BSMP для
детермiнованого випадку. Аналiз стохастичного випадку наведений у [12].

Нам знадобляться такi позначення:

• µωi
- константа сильної випуклостi функцiї ωi

• Ci - така константа, що ‖Gi(x)‖ ≤ Ci ∀ x ∈ X

• Bi - така константа, що ‖x‖ ≤ Bi ∀ x ∈ Xi

• Li - блочна константа Лiпшицевостi оператора Gi, що

‖Gi(x
i;x−i)−Gi(y

i;x−i)‖ ≤ Li‖xi− yi‖ ∀ xi, yi ∈ Xi, ∀ x−i ∈
∏
j 6=i

Xj

Також будемо використовувати позначенням з (18). Можна запи-
сати нерiвнiсть [12]

V (x, xk+1) ≤

≤ V (x, xk)− p−1ik λk〈Gik(xk), x
ik
k − x

ik〉+ p−1ik λ
2
k(
C2
ik

µωik

+ 2LikBikCik) (28)

Нехай i[k] позначатиме (i1, i2, .., ik). Узявши матсподiвання по ik у
(28), матимемо

Eik[V (x, xk+1) | i[k−1]] ≤ V (x, xk)−
b∑
i=1

pip
−1
i λk〈Gi(xk), x

i
k − xi〉+

+
b∑
i=1

pip
−1
i λ2k(

C2
i

µωi

+ 2LiBiCi) (29)

З (29) отримуємо

E[V (x, xk+1) | i[k−1]] ≤ V (x, xk)− λk〈G(xk, xk − x〉+

+λ2k

b∑
i=1

(
C2
i

µωi

+ 2LiBiCi) (30)
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Нерiвнiсть (30) далi можна використовувати для отримання оцiнок
швидкостi збiжностi.

Як слiдує iз зауваження 1, екстраградiєнтний метод EG можна роз-
глядати як частковий випадок дзеркально-проксимального методу (за
вибору ωi = 1

2‖x‖
2). У практичнiй частинi нашої роботи ми розгля-

датимемо лише цей частковий варiант. Будемо використовувати назву
EG_block стосовно B-SMP, у якому замiсть прокс-оператора використо-
вується звичайний оператор проектування.

2.4 Iншi блочнi алгоритми

Запишемо рандомiзований блочний варiант методу Попова PEG.
Алгоритм PEG_block
Вхiд: y−1, x0 ∈ X, ймовiрностi pi ∈ [0, 1], i = 1, b,

∑b
i=1 pi = 1

for k = 0, .., t− 1 do
Отримати реалiзацiю в.в. ik, що

Prob{ik = i} = pi

Обчислити

yjk =

x
j
k, j 6= ik

PXj
(xjk − λkGj(yk−1)), j = ik

xjk+1 =

x
j
k, j 6= ik

PXj
(xjk − λkGj(yk)), j = ik

end for

Вихiд: x̄t =
1∑t
s=1 λs

t∑
s=1

λsxs

Як обирати λk у даному алгоритмi - питання, яке потребує подаль-
шого дослiдження. У практичнiй частинi даної роботи λk буде обиратися
з (0, 1

2L), аналогiчно до алгоритму PEG.
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Запишемо рандомiзований блочний варiант RG методу.

Алгоритм RG_block
Вхiд: x−1, x0 ∈ X, ймовiрностi pi ∈ [0, 1], i = 1, b,

∑b
i=1 pi = 1

for k = 0, .., t− 1 do
Отримати реалiзацiю в.в. ik, що

Prob{ik = i} = pi

Обчислити

xjk+1 =

x
j
k, j 6= ik

PXj
(xjk − λkGj(2xk − xk−1)), j = ik

Вихiд: x̄t =
1∑t
s=1 λs

t∑
s=1

λsxs

Як обирати λk у даному алгоритмi - вiдкрите питання, яке потре-
бує подальшого дослiдження. У практичнiй частинi даної роботи λk буде
обиратися з (0,

√
2−1
L ), аналогiчно до алгоритму RG.

Запишемо рандомiзований блочний варiант OG методу.
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Алгоритм OG_block
Вхiд: x−1, x0 ∈ X, ймовiрностi pi ∈ [0, 1], i = 1, b,

∑b
i=1 pi = 1

for k = 0, .., t− 1 do
Отримати реалiзацiю в.в. ik, що

Prob{ik = i} = pi

Обчислити

xjk+1 =

x
j
k, j 6= ik

PXj
(xjk − (λk + λk−1)Gj(xk) + λk−1Gj(xk−1)), j = ik

end for

Вихiд: x̄t =
1∑t
s=1 λs

t∑
s=1

λsxs

Як обирати λk у даному алгоритмi - вiдкрите питання, яке потребує
подальшого дослiдження. У практичнiй частинi даної роботи λk буде
обиратися з (0, 1

2L), аналогiчно до алгоритму OG.
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3 ОБЧИСЛЮВАЛЬНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ

У цьому роздiлi ми будемо тестувати класичнi алгоритми: Extra
Gradient (EG), Past Extra Gradient (PEG), Reflected Gradient (RG), Opti-
mistic Gradient (OG), та блочнi алгоритми: EG_block, PEG_block, RG_block,
OG_block для пошуку розв’язку варiацiйної нерiвностi з сильно моно-
тонним чи просто монотонним оператором.

3.1 Деталi реалiзацiї

Алгоритми були реалiзованi на мовi програмування Python з вико-
ристанням бiблiотеки numpy. Код основних модулiв наведений в додатку
А.

Тестування проводилося з використанням процесору Intel Core i5-
8250U частоти 1.6 ГГц.

Множини Xi були заданi як симплекси (кожен симплекс розмiрно-
стi не менше 20). Для проектування на них було використано алгоритм
швидкого проектування на симплекс зi статтi J. Duchi, S. Shalev-Shwartz
та Y. Singer T. Chandra [7].

3.2 Задача найменших квадратiв

Розглянемо задачу найменших квадратiв з регуляризацiєю

f(x) =
1

2
‖Ax− v‖2 +

1

2
α‖x‖2 → inf

x∈X
(31)

яка, за критерiєм (4), еквiвалентна задачi пошуку розв’язку ВН

〈G(x), z − x〉 ≥ 0 ∀ z ∈ X,

де оператор G визначається як градiєнт цiльової функцiї:

G(x) = AT (Ax− v) + αx

Для тестування матрицю A та вектор v згенеруємо випадковим
чином.
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Для тесту 1 кiлькiсть блокiв, на яку розбивається допустима мно-
жина X, була обрана 20, а середнiй розмiр блоку 50. Умова зупинки
алгоритмiв: пройшло 3 хвилини. Крок λt був покладений константний.

Як бачимо, на задачi невеликої розмiрностi, для 1 тесту блочнi та
класичнi алгоритми працюють порiвняно схожим чином.

Рис. 1: Робота алгоритмiв на задачi НК, множ. X з 20 блокiв

Для наступного тесту 2 була задана допустима множина X з 100
блоками, середнiй розмiр блоку 25. Умова зупинки алгоритмiв: пройшло
3 хвилини. З графiкiв можна побачити, що блочнi алгоритми дещо про-
грають класичним.

Рис. 2: Робота алгоритмiв на задачi НК, множ. X з 100 блокiв

Але якщо покласти кроки λt для блочних алгоритмiв бiльше, нiж у
класичних, то вони будуть працювати, причому працюватимуть швидше.
У тестi 3 ми розглянули ту ж саму задачу, що й у тестi 2, проте взяли у
5 рази бiльшi кроки λt для блочних методiв, порiвняно з класичними.
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Як видно з графiкiв на рис. 3, блочнi алгоритми працюють швид-
ше, нiж класичнi.

Рис. 3: Робота алгоритмiв на задачi НК, множ. X з 100 блокiв, рiзний
вибiр кроку для блочних та класичних алгоритмiв

У тестах 1, 2, 3 оператор G був сильно монотонним. Далi розгля-
немо задачу, для якої G є монотонним, але не сильно монотонним.

3.3 Задача пошуку сiдлової точки

Розглянемо наступну задачу пошуку сiдлової точки

min
x∈X

max
y∈Y

f(x, y), (32)

де f(x, y) = 〈Ax, y〉, A ∈ Rm×m, а X ⊂ Rm та Y ⊂ Rm

Тодi f - опукла за x та увiгнута за y на множинi X та Y вiдповiдно.
Тому, можна скориставшись критерiєм (6), отримати еквiвалентну ВН:

〈G(z), z − z′〉 ≥ 0, ∀ z′ ∈ X × Y,

де z = (x, y), G(z) = (∇xf(x, y),−∇yf(x, y)).

Маємо G(x, y) = (ATy,−Ax) - лiпшицевий оператор з константою
Лiпшиця ‖A‖2 та виконується рiвнiсть:

〈G(z)−G(z′), z − z′〉 = 0.
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Таким чином, G - монотонний але не сильно монотонний.
Нехай

X = X1 × ...×Xbx, де Xi ⊂ Rui, та

Y = Y1 × ...× Yby , де Yi ⊂ Rvi,

i виконується

bx∑
i=1

ui =

by∑
i=1

vi = m

Скористаємося позначеннями U1, ..., Ubx з (13). Також, позначимо
(V1|...|Vby) - розбиття матрицi E ∈ Rm×m таке, що матриця Vi мiстить vi
стовпчикiв. Також, нехай симплекс Xi має параметр αi (сума координат
вектора xi ∈ Xi - рiвна αi ). I нехай симплекс Yi має параметр βi (сума
координат вектора yi ∈ Yi - рiвна βi).

Помилку деякої допустимої точки z ∈ X×Y на задачi (32) прийня-
то визначати наступним чином:

εsad(z) = f ∗(x)− f∗(y), де (33)

f ∗(x) = max
y∈Y

f(x, y), f∗(y) = min
x∈X

f(x, y) (34)

Можна помiтити, що

εsad(z) ≥ 0 ∀ z ∈ X × Y та εsad(z) = 0 ⇐⇒ z − розв’язок (32)

Функцiї (34) для задачi (32) можна обчислити наступним чином

f ∗(x) =

by∑
i=1

βi‖V T
i Ax‖∞

f∗(y) =

bx∑
i=1

αi min{координати вектора UT
i A

Ty}

Для тестуванняX, Y було обрано як декартовi добутки симплексiв,
кожний з симплексiв розмiрностi не менше 20.

Спершу (для тестiв 4 та 5) було покладено A = E ∈ Rm×m
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Для тесту 4 було задано множини X, Y , що мiстять по 100 блокiв
кожна. Сумарна розмiрнiсть множини X × Y - 5000. Крок було обрано
незмiнним λk = const. Як можна побачити з результатiв тесту, блочнi ал-
горитми у даному випадку програють класичним. Через 5 хвилин пiсля
старту класичнi алгоритми знайшли точку, у якiй помилка на задачi 32
приблизно 0.001− 0.003, тодi як для блочних помилка лежить у межах
0.05− 0.1.

Рис. 4: Робота алгоритмiв на задачi (32), A = E, розмiрнiсть m = 2500

Для тесту 5 було задано множини X, Y , що мiстять по 600 бло-
кiв кожна. Середня розмiрнiсть одного блоку - 100, сумарна розмiрнiсть
множини X × Y - 120000. Крок було обрано незмiнним λk = const. Як
можна побачити з результатiв тесту, блочнi алгоритми у даному випадку
знову програють класичним. Через 5 хвилин пiсля старту класичнi алго-
ритми знайшли точку, у якiй помилка на задачi 32 приблизно 0.1− 0.3,
тодi як для блочних помилка лежить у межах 0.9− 1.5.



30

Рис. 5: Робота алгоритмiв на задачi (32), A = E, розмiрнiсть m = 60000

Далi, для тесту 6 матрицю A було згенеровано випадковим чином.
Множини X, Y мiстять по 100 блокiв кожна. Середня розмiрнiсть одно-
го блоку - 25, сумарна розмiрнiсть множини X × Y - 5000. Крок було
обрано незмiнним λk = const. У цьому випадку знову блочнi алгоритми
працюють повiльнiше, нiж класичнi.

Рис. 6: Робота алгоритмiв на задачi (32), розмiрнiсть m = 2500

Через 5 хв пiсля запуску, алгоритми знайшли точку, у якiй помилка
(33) на задачi (32) рiвна значенню, наведеному в таблицi 1. Для блочних
алгоритмiв спостерiгаємо бiльшi помилки, у порiвняннi з класичними.
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Алгоритм Помилка Алгоритм блочний Помилка
Past Extra Grad. 0.014 Past Extra Grad. block 0.025

Refl. Grad. 0.012 Refl. Grad. block 0.025
Optimistic Gradient 0.010 Optimistic Gradient block 0.017
Stoch. Mirror Prox 0.010 Block Stoch. Mirror Prox 0.015
Stoch. Mirror Desc. 0.005 Stoch. Block Mirror Desc. 0.009

Табл. 1: Помилки для тесту 6
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ВИСНОВКИ

Блочнi алгоритми є сенс використовувати, для того, щоб швид-
ко виконувати 1 крок i швидко отримувати наступне наближеня. Втiм,
вони передбачають обмеження на допустиму множину, а саме: можли-
вiсть її розкладу у декартiв добуток. Якщо є можливiсть розпаралелюва-
ти обчислення, то можна спробувати одночасно виконувати проекцiї на
вiдповiднi множини на рiзних обчислювальних вузлах. Але якщо такої
можливостi немає (або можливостi паралельного обчислення обмеженi),
то блочнi алгоритми є допустими методом пошуку розв’язку варiацiйної
нерiвностi.

У данiй роботi було описано блочнi алгоритми, для яких вiдомi
оцiнки швидкостi збiжностi. Також були сформованi блочнi алгоритми
на основi вiдомих не блочних алгоритмiв для розв’язку варiацiйних не-
рiвностей. Для них ще не з’ясованi оцiнки швидкостi збiжностi та не
дослiджено, який спосiб вибору кроку та спосiб усереднення є найбiльш
оптимальним. У цiй роботi ми дослiдили роботу алгоритмiв на 2 класи-
чних задачах з сильно монотонним та просто монотонним оператором.

Результати тестування дають пiдставу зробити наступнi висновки.
По-перше, сформованi у цiй роботi блочнi варiанти вiдомих алгоритмiв
дiйсно будують наближення до розв’язку, принаймнi, на тестових зада-
чах. Також, для економiї часу роботи методу слiд використовувати мо-
жливiсть ефективно переобчислювати значення оператора, використову-
ючи попередню точку, що вiдрiзняється вiд теперiшньої лише по коорди-
натам 1 блоку. Цей пiдхiд сприятимеме значному виграшу в часi роботи.
Крiм того, можна помiтити, що для блочних варiантiв алгоритмiв при
виборi константного кроку можна використовувати пом’якшенi обмеже-
ння, i алгоритми будуть збiгатися. Але у яких межах можна обирати цей
крок наразi важко сказати.
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ДОДАТОК А

З модуля solver:

"""Class Solver that could be used to find solution of VI.

Helpful classes: Method and its subclasses, StepsizePolicy and

subclasses, SchemeLast, SchemeAvg, SchemeWeightAvg.

Available methods (implemented in Method subclasses):

-Gradient Projected (GP)

-Optimistic Gradient (OG) (aka Forward-Reflected-Backward)

-Reflected Gradient (RG)

-Extra Gradient (EG) (also known as Korpelevich's algorithm)

-Past extra Gradient (PEG) (also known as Popov's algorithm)

-block variants of each of the preceding methods

-Brute (random generating of points and choosing the best)

"""

from .choice import Choice

import constants

import math

import numpy as np

import random

from time import time

class Solver:

"""Defines solver method, solution approximation scheme and

stepsize policy. Use solve method to run the algorithm and get

approximate solution of VI problem with constraints. """

def __init__(self,

method_option,

scheme_option,

stepsize_option,
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problem,

constraint_set,

time_limit=20):

self.stepsize_policy = Choice('StepsizePolicy').choose(

stepsize_option, method_option, problem)

self.scheme = Choice('Scheme').choose(scheme_option)

self.method = Choice('Method').choose(method_option, problem,

constraint_set)

self.time_limit = time_limit

def solve(self):

"""Run iterative method"""

# In order to have the same results for randomized algos.

random.seed(constants.r_seed)

# In order to have the same initial points.

np.random.seed(constants.r_seed)

x_prev, x = self.method.generate_rand_points()

g_x_prev = self.method.problem.G(x_prev)

time_recorded = time()

time_elapsed = 0

time_step = 1 / 4 # record error each time_step seconds

iteration = 0

history = {'time': [], 'error': [], 'iter': []}

while time_elapsed < self.time_limit and not (

history['error'] and history['error'][-1] < 1e-25):

iteration += 1

stepsize = self.stepsize_policy.update(iteration)

x_prev, x, g_x_prev = x, *self.method.step(x, x_prev,

g_x_prev, stepsize)

self.scheme.update(x, stepsize)

if time() - time_recorded >= time_step:

time_elapsed += time() - time_recorded
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self.record(history, time_elapsed, iteration)

time_recorded = time()

time_elapsed += time() - time_recorded

self.record(history, time_elapsed, iteration)

return self.scheme.get(), history

def record(self, history, time_elapsed, iteration):

"""Record current progress of algorithm."""

err = self.method.problem.error(self.scheme.get())

history['error'].append(err)

history['time'].append(time_elapsed)

history['iter'].append(iteration)

class Method:

"""Class that defines the iteration method for solving the VI."""

def __init__(self, problem, constraint_set):

self.problem = problem

self.set = constraint_set

def step_random_block(self, x, step_term, block_id=None):

"""Update random block of x with projection on corresponding

set of x-step_term."""

if block_id is None:

block_id = random.randrange(0, self.set.n_blocks)

x_new = np.copy(x)

start = sum(self.set.dimension_list[:block_id])

end = start + self.set.dimension_list[block_id]

x_new[start:end] = self.set.project_on_block(

x[start:end] - step_term[start:end], block_id)

return x_new
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def generate_rand_points(self):

"""Generate 2 points that lie in the constraints set."""

rand_points = []

for seed in [1, 277]:

x = np.random.rand(self.set.n_dim, 1)

rand_points.append(self.set.project(x))

return rand_points[:]

class MethodBrute(Method):

def step(self, x, x_prev, g_x_prev, stepsize):

"""Generate random guess and save it if it is better then

last guess."""

x_new = self.set.project(

np.random.rand(x.shape[0], 1) / np.random.rand())

if self.problem.error(x_new) > self.problem.error(x):

x_new = x

return x_new, g_x_prev

class MethodPEG(Method):

def step(self, x, x_prev, g_x_prev, stepsize):

"""One step of Past-Extra-Gradient algorithm."""

y = self.set.project(x - stepsize * g_x_prev)

g_y = self.problem.G(y)

return self.set.project(x - stepsize * g_y), g_y

class MethodPEG_block(Method):

def step(self, x, x_prev, g_x_prev, stepsize):

"""One step of Past-Extra-Gradient algorithm with update

performed on just 1 random block."""
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step_term = stepsize * g_x_prev

block_id = random.randrange(0, self.set.n_blocks)

y = self.step_random_block(x, step_term, block_id)

g_y = self.problem.G(y)

step_term = stepsize * g_y

return self.step_random_block(x, step_term, block_id), g_y

class MethodEG(Method):

def step(self, x, x_prev, g_x_prev, stepsize):

"""One step of Extra-Gradient algorithm"""

g_x = self.problem.G(x)

y = self.set.project(x - stepsize * g_x)

g_y = self.problem.G(y)

return self.set.project(x - stepsize * g_y), g_y

class MethodEG_block(Method):

def step(self, x, x_prev, g_x_prev, stepsize):

"""One step of Extra-Gradient algorithm with update performed

on just 1 random block."""

g_x = self.problem.G(x)

step_term = stepsize * g_x

block_id = random.randrange(0, self.set.n_blocks)

y = self.step_random_block(x, step_term, block_id)

g_y = self.problem.G(y)

step_term = stepsize * g_y

return self.step_random_block(x, step_term, block_id), g_y

class MethodGP(Method):

def step(self, x, x_prev, g_x_prev, stepsize):
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"""One step of Gradient-Projection algorithm"""

g_x = self.problem.G(x)

return self.set.project(x - stepsize * g_x), g_x

class MethodGP_block(Method):

def step(self, x, x_prev, g_x_prev, stepsize):

"""One step of Gradient-Projection algorithm with update

performed on just 1 random block."""

g_x = self.problem.G(x)

step_term = stepsize * g_x

return self.step_random_block(x, step_term), g_x

class MethodOG(Method):

def step(self, x, x_prev, g_x_prev, stepsize):

"""One step of Optimistic Gradient algorithm"""

g_x = self.problem.G(x)

return self.set.project(x - 2 * stepsize * g_x +

stepsize * g_x_prev), g_x

class MethodOG_block(Method):

def step(self, x, x_prev, g_x_prev, stepsize):

"""One step of Optimistic Gradient algorithm with

update performed on just 1 random block."""

g_x = self.problem.G(x)

step_term = 2 * stepsize * g_x - stepsize * g_x_prev

return self.step_random_block(x, step_term), g_x

class MethodRG(Method):



41

def step(self, x, x_prev, g_x_prev, stepsize):

"""One step of Reflected-Gradient algorithm"""

g_reflect = self.problem.G(2 * x - x_prev)

return self.set.project(x - stepsize * g_reflect), g_reflect

class MethodRG_block(Method):

def step(self, x, x_prev, g_x_prev, stepsize):

"""One step of Reflected-Gradient algorithm with update

performed on just 1 random block."""

g_reflect = self.problem.G(2 * x - x_prev, )

step_term = stepsize * g_reflect

return self.step_random_block(x, step_term), g_reflect

class StepsizePolicy:

"""Defines policy for updating stepsizes with iterations.

Depends on method and problem properties."""

# Defines how many times block stepsizes are greater then classic.

BLOCK_CONST = 1

def __init__(self, method_option, problem):

"""Calculate initial stepsize based on chosen algorithm and

problem's properties"""

# store constants associated with different methods

method_const_dict = {

'GP': 1,

'GP_block': StepsizePolicy.BLOCK_CONST,

'OG': 0.5,

'OG_block': 0.5 * StepsizePolicy.BLOCK_CONST,

'RG': (math.sqrt(2) - 1),

'RG_block': (math.sqrt(2) - 1) * StepsizePolicy.BLOCK_CONST,



42

'EG': 1,

'EG_block': StepsizePolicy.BLOCK_CONST,

'PEG': 0.5,

'PEG_block': 0.5 * StepsizePolicy.BLOCK_CONST,

'Brute': 1

}

print(StepsizePolicy.BLOCK_CONST, " = BLOCK_CONST")

self.method_const = method_const_dict[method_option]

eps = 1e-15

self.step_size = (

self.method_const / problem.calc_Lipschitz_const() - eps)

class StepsizePolicyConst(StepsizePolicy):

"""Stepsize is constant"""

def update(self, iteration):

return self.step_size

class StepsizePolicyInv(StepsizePolicy):

"""Stepsize = C/k, where k is number of iter"""

def __init__(self, method_option, problem):

"""Set initial stepsize"""

StepsizePolicy.__init__(self, method_option, problem)

CONST = 1_000 # some big constant

self.step_size *= CONST

def update(self, iteration):

return self.step_size / iteration

class StepsizePolicySqrInv(StepsizePolicy):
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"""Stepsize = C/sqrt(k), where k is number of iter"""

def __init__(self, method_option, problem):

"""Set initial stepsize"""

StepsizePolicy.__init__(self, method_option, problem)

CONST = 1_000

self.step_size *= CONST

def update(self, iteration):

return self.step_size / np.sqrt(iteration)

class SchemeLast:

"""Scheme that builds solution as last seen point"""

def get(self):

"""Get current approximation to the solution"""

return self.sol

def update(self, x, stepsize=None):

self.sol = x

class SchemeAvg:

"""Scheme that builds solution as average of points generated by

algorithm"""

def __init__(self):

self.sum = None

self.iter = 0

def get(self):

"""Get current approximation to the solution"""

return self.sum / self.iter
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def update(self, x, stepsize=None):

self.sum = x if self.sum is None else self.sum + x

self.iter += 1

class SchemeWeightAvg:

"""Scheme that builds solution as weighted average of points

generated by algorithm"""

def __init__(self):

self.sum = None

self.weights_sum = 0

def get(self):

"""Get current approximation to the solution"""

return self.sum / self.weights_sum

def update(self, x, stepsize):

self.sum = x * stepsize if self.sum is None else (self.sum +

x * stepsize)

self.weights_sum += stepsize
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