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Aнотацiя

Лахва Р.С. Задачi оптимального керування системами iнтегро-диференцiальних

рiвнянь. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-

нiстю 111 — Математика. — Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса

Шевченка, Мiнiстерство освiти i науки України, Київ, 2026.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню задач оптимального керува-

ння для деяких класiв iнтегро-диференцiальних систем типу Вольтерри. Такi

системи природно виникають при математичному моделюваннi широкого ко-

ла процесiв, де поточний стан залежить вiд iнтегрального впливу попереднiх

моментiв часу. Моделi цього типу застосовують у бiологiї, економiцi, термодина-

мiцi, хiмiчнiй кiнетицi, флюїднiй динамiцi та iнших галузях. Актуальнiсть теми

зумовлена необхiднiстю розвитку методiв оптимального керування для iнтегро-

диференцiальних систем, якi розширюють класичнi пiдходи теорiї керування на

бiльш загальнi еволюцiйнi моделi.

Розвиток методiв оптимального керування для iнтегро-диференцiальних

систем має важливе теоретичне та прикладне значення. У теоретичному аспектi

це пов’язано з необхiднiстю узагальнення класичних принципiв оптимальностi,

зокрема принципу максимуму Понтрягiна та методу динамiчного програму-

вання Беллмана, на ширшi класи систем з iнтегральними залежностями. У

прикладному аспектi це пов’язано з потребою розробки ефективних алгоритмiв

керування складними динамiчними об’єктами, що описуються рiвняннями Воль-

терри. Важливим напрямом сучасних дослiджень є встановлення умов iснування

оптимальних керувань i розроблення методiв аналiзу збiжностi оптимальних

розв’язкiв. Застосування методу усереднення у задачах оптимального керування

дозволяє замiнити вихiдну задачу простiшою усередненою моделлю, що полегшує

аналiтичне та чисельне дослiдження. Попри значний прогрес у цьому напрямi,
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питання iснування оптимального керування для iнтегро-диференцiальних си-

стем типу Вольтерри, а також обґрунтування збiжностi оптимальних керувань

i траєкторiй при застосуваннi методу усереднення залишаються вiдкритими й

потребують подальших дослiджень.

У дисертацiйнiй роботi отримано новi результати, що стосуються iснування

оптимального керування для iнтегро-диференцiальних систем типу Вольтерри.

Зокрема, вперше встановлено достатнi умови iснування оптимального керування

для iнтегро-диференцiальних систем у термiнах правих частин рiвнянь та крите-

рiю якостi на скiнченному iнтервалi. Такий пiдхiд дозволив узагальнити вiдомi

результати для звичайних диференцiальних систем та поширити їх на випадок

iнтегро-диференцiальних рiвнянь. Доведено теорему iснування розв’язку задачi

Кошi для iнтегро-диференцiальних систем, аналогiчну теоремi Каратеодорi для

звичайних диференцiальних рiвнянь. Встановлено узгодженiсть мiж задачами

оптимального керування на скiнченному та нескiнченному iнтервалах, доведено

слабку збiжнiсть оптимальних керувань i точкову збiжнiсть вiдповiдних опти-

мальних траєкторiй, що дає змогу обґрунтувати граничний перехiд вiд задач iз

скiнченним до нескiнченного горизонту керування.

Окрему увагу придiлено застосуванню методу усереднення до задач опти-

мального керування iнтегро-диференцiальними системами у лiнiйному та нелiнiй-

ному випадках вiдносно керування. У роботi обґрунтовано збiжнiсть розв’язкiв

вихiдної задачi до розв’язкiв вiдповiдної усередненої системи, показано, що

оптимальне керування усередненої задачi є асимптотично оптимальним для

точної системи. Крiм того, встановлено зв’язок мiж точною задачею оптималь-

ного керування на пiвосi та вiдповiдною усередненою задачею на скiнченному

iнтервалi, що дозволило обґрунтувати асимптотичну близькiсть оптимальних

розв’язкiв при прямуваннi довжини iнтервалу до нескiнченностi й поглибити

розумiння асимптотичних властивостей систем з малими параметрами.

Отриманi результати можуть бути використанi для аналiзу, моделювання та
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оптимiзацiї процесiв, що описуються iнтегро-диференцiальними рiвняннями типу

Вольтерри, а також для розроблення ефективних методiв дослiдження систем

оптимального керування з iнтегральними залежностями. Данi дослiдження

поглиблюють теорiю оптимального керування для iнтегро-диференцiальних

систем i можуть бути використанi при моделюваннi, аналiзi керованостi та

стабiлiзацiї еволюцiйних процесiв у природничих i технiчних науках.

Ключовi слова: Iнтегро-диференцiальнi рiвняння, оптимальне керування,

оптимальна траєкторiя, критерiй якостi, абсолютна неперервнiсть, метод усе-

реднення, диференцiальнi рiвняння, задача Кошi, малий параметр, слабка збi-

жнiсть, швидкоосцилюючi параметри.

Abstract

Lakhva, R.S. Optimal сontrol problems of systems of integro-differential equations.

— Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Doctor of Philosophy thesis undertaken in specialty 111 — Mathematics — Taras

Shevchenko National University of Kyiv, Ministry of Education and Science of

Ukraine, Kyiv, 2026.

The dissertation is devoted to the study of optimal control problems for certain

classes of Volterra-type integro-differential systems. Such systems naturally arise

in the mathematical modeling of a wide range of processes where the current state

depends on the integral influence of previous moments in time. Models of this

type are applied in biology, economics, thermodynamics, chemical kinetics, fluid

dynamics, and other fields. The relevance of the topic is conditioned by the need

to develop optimal control methods for integro-differential systems, which extend

classical control theory approaches to more general evolutionary models.
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The development of optimal control methods for integro-differential systems is of

significant theoretical and practical importance. Theoretically, it is associated with the

necessity of generalizing classical optimality principles, particularly the Pontryagin

Maximum Principle and the Bellman dynamic programming method, to broader

classes of systems with integral dependencies. Practically, it addresses the need for

developing effective control algorithms for complex dynamical objects described

by Volterra equations. A vital direction of modern research is the establishment

of existence conditions for optimal controls and the development of methods for

analyzing the convergence of optimal solutions. The application of the averaging

method in optimal control problems allows for the replacement of the original

problem with a simpler averaged model, facilitating both analytical and numerical

investigation. Despite significant progress in this field, questions regarding the

existence of optimal control for Volterra-type integro-differential systems, as well

as the justification of the convergence of optimal controls and trajectories when

applying the averaging method, remain open and require further research.

The dissertation presents new results concerning the existence of optimal control

for Volterra-type integro-differential systems. In particular, sufficient conditions for

the existence of optimal control for integro-differential systems are established for the

first time in terms of the right-hand sides of the equations and the quality criterion

on a finite interval. This approach allowed for the generalization of known results for

ordinary differential systems and their extension to the case of integro-differential

equations. A theorem on the existence of a solution to the Cauchy problem for

integro-differential systems, analogous to the Carath?odory theorem for ordinary

differential equations, is proven. Consistency between optimal control problems on

finite and infinite intervals is established; the weak convergence of optimal controls

and the pointwise convergence of the corresponding optimal trajectories are proved,

enabling the justification of the limit transition from problems with a finite horizon

to an infinite control horizon.
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Special attention is paid to the application of the averaging method to optimal

control problems for integro-differential systems in both linear and nonlinear cases

with respect to control. The work justifies the convergence of the solutions of the

original problem to the solutions of the corresponding averaged system, demonstrating

that the optimal control of the averaged problem is asymptotically optimal for the

exact system. Furthermore, a connection is established between the exact optimal

control problem on the semi-axis and the corresponding averaged problem on a finite

interval, which allowed for the justification of the asymptotic proximity of optimal

solutions as the interval length tends to infinity and deepened the understanding of

the asymptotic properties of systems with small parameters.

The obtained results can be used for the analysis, modeling, and optimization

of processes described by Volterra-type integro-differential equations, as well as for

developing effective research methods for optimal control systems with integral

dependencies. These studies deepen the theory of optimal control for integro-

differential systems and can be utilized in modeling, controllability analysis, and

stabilization of evolutionary processes in the natural and technical sciences.

Keywords: integro-differential equations, optimal control, optimal trajectory,

cost function, absolute continuity, averaging method, differential equations, Cauchy

problem, small parameter, weak convergence, rapidly oscillating coefficients.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню задач

оптимального керування певними класами iнтегро-диференцiальних систем типу

Вольтерри. Основна увага зосереджена на встановленнi достатнiх умов iснува-

ння оптимальних керувань у таких задачах, а також на застосуваннi методу

усереднення, з метою аналiзу збiжностi розв’язкiв та оптимальних траєкторiй.

Отриманi результати спрямованi на поглиблення теорiї оптимального керування

для систем такого типу та забезпечення ефективних методiв їх дослiдження як

на скiнченному iнтервалi, так i на пiвосi.

Iнтегро-диференцiальнi рiвняння виникають при моделюваннi процесiв у

бiологiї, економiцi, екологiї, термодинамiцi, демографiї, системах з розподiленими

параметрами, кiнетичнiй хiмiї, флюїднiй динамiцi [3, 4, 40,86] та iнших галузях.

Використання iнтегро-диференцiальних моделей обумовлене їхньою здатнiстю

глибше описувати складну природу реальних явищ, що робить такi системи

значно ефективнiшим iнструментом моделювання порiвняно зi стандартним

методом диференцiальних рiвнянь.

Розвиток методiв оптимального керування для iнтегро-диференцiальних

систем має важливе теоретичне та прикладне значення. У теоретичному аспе-

ктi це зумовлено необхiднiстю розвитку та узагальнення класичних принципiв

оптимальностi, зокрема iдей, покладених в основу принципу максимуму Пон-

трягiна [70] та методу динамiчного програмування Беллмана [10], на ширшi

класи систем, що мiстять iнтегральнi залежностi. У прикладному аспектi це

пов’язано з потребою розробки ефективних алгоритмiв керування складними

динамiчними об’єктами, що описуються рiвняннями Вольтерри.

Подальший розвиток теорiї оптимального керування пов’язаний iз дослiдже-

11
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нням питань iснування розв’язкiв i побудови умов оптимальностi для рiзних

типiв динамiчних систем. Значний внесок у цьому напрямi зроблено О. М. Стан-

жицьким та його учнями. Зокрема, задачi оптимального керування для систем

звичайних диференцiальних рiвнянь розглянуто в роботi [84], для стохастичних

систем — у [85], для функцiонально-диференцiальних — у [34], а для iмпульсних

систем — у [37].

Застосування методу усереднення дозволяє зiставити вихiднiй задачi опти-

мального керування вiдповiдну усереднену задачу, яка є значно простiшою, що

полегшує пошук її розв’язку числовими методами. Пiдхiд, що полягає у попере-

дньому усередненнi рiвнянь руху з наступним розв’язанням задачi оптимального

керування для побудованої системи, обґрунтовано в працях В. О. Плотнiкова на

основi поширення теореми Боголюбова на диференцiальнi включення. У роботах

В. О. Плотнiкова [65, 66, 68, 69], О. М. Станжицького [80], T. Donchev [20, 21] та

їх спiвавторiв, iнших дослiдникiв цi результати отримали розвиток для систем

iз повiльними та швидкими змiнними, на рiвняння у банахових просторах.

Попри отриманi результати, питання iснування оптимального керування

для iнтегро-диференцiальних систем типу Вольтерри залишаються недостатньо

вивченими, зокрема для широких класiв нелiнiйних систем. Актуальною також

є проблема дослiдження збiжностi оптимальних керувань i траєкторiй у задачах,

що мiстять малий параметр, а саме застосування методу усереднення та обґрун-

тування зв’язку мiж розв’язками точних та вiдповiдних усереднених систем.

Отриманi результати сприятимуть подальшому розвитку методiв оптимального

керування для систем з iнтегральною складовою та можуть бути використанi

при математичному моделюваннi складних процесiв у природничих i технiчних

науках.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дослiдження

проводилися на кафедрi загальної математики механiко-математичного факуль-
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тету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка вiдповiдно

до планiв, передбачених у Київському нацiональному унiверситетi iменi Тараса

Шевченка, й у межах держбюджетних науково-дослiдних проєктiв "Якiсний

аналiз, керування та методи апроксимацiї у некоректних та нелокальних де-

термiнованих i стохастичних еволюцiйних задачах"(Державний реєстрацiйний

номер: 0121U109988), "Асимптотична поведiнка, стiйкiсть та керованiсть у не-

скiнченновимiрних еволюцiйних системах iз детермiнованими та випадковими

збуреннями"(Державний реєстрацiйний номер: 0124U001412) та в межах проєкту

"Нескiнченновимiрнi еволюцiйнi рiвняння iз багатозначною та стохастичною

динамiкою"Нацiонального фонду дослiджень України (реєстрацiйний номер

проєкту 2023.03/0074).

Мета та завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є встановлення

достатнiх умов iснування оптимального керування для деяких класiв iнтегро-

диференцiальних систем у термiнах правих частин рiвнянь та критерiю якостi,

отримання умов близькостi розв’язкiв точних i вiдповiдних усереднених систем,

а також дослiдження збiжностi оптимальних керувань i траєкторiй вихiдної

задачi до розв’язкiв усередненої задачi оптимального керування.

Об’єктом дослiдження є задачi оптимального керування iнтегро-диферен-

цiальними системами типу Вольтерри.

Предметом дослiдження є властивостi оптимальних керувань i траєкторiй

iнтегро-диференцiальних систем, умови їх iснування та оптимальностi, умови,

за яких оптимальнi розв’язки та керування вихiдної задачi збiгаються до вiдпо-

вiдних розв’язкiв усередненої задачi, та принципи побудови схем усереднення

для задачi оптимального керування iнтегро-диференцiальними системами у

лiнiйному й нелiнiйному випадках.
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Методи дослiдження. У роботi використовуються методи теорiї диференцi-

альних та iнтегро-диференцiальних рiвнянь, методи теорiї оптимального керу-

вання, метод усереднення, а також iнструментарiй функцiонального аналiзу.

Наукова новизна одержаних результатiв. Отриманi в дисертацiйнiй роботi

результати є новими та сприяють подальшому розвитку теорiї оптимального

керування iнтегро-диференцiальними системами. Основними науковими резуль-

татами є такi:

• отримано достатнi умови iснування оптимальних керувань для систем

iнтегро-диференцiальних рiвнянь у термiнах правих частини рiвнянь та

функцiю критерiю якостi, що робить їх зручнiшим для застосувань;

• доведено теорему iснування, єдиностi та продовжуваностi розв’язку за-

дачi Кошi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь, аналогiчну до теореми

Каратеодорi для звичайних диференцiальних рiвнянь;

• вперше встановлено варiацiйнi спiввiдношення мiж розв’язками задач опти-

мального керування на скiнченному iнтервалi та пiвосi. Доведено слабку

збiжнiсть оптимальних керувань i точкову збiжнiсть вiдповiдних опти-

мальних траєкторiй, що дозволило обґрунтувати граничний перехiд вiд

задач оптимального керування на скiнченному до задач на нескiнченному

iнтервалi;

• обґрунтовано метод усереднення для задач оптимального керування iн-

тегро-диференцiальними системами у лiнiйному та нелiнiйному випадках

вiдносно керування;

• доведено збiжнiсть розв’язкiв вихiдної системи до розв’язкiв усередненої

системи, а також встановлено, що оптимальне керування усередненої задачi

є асимптотично оптимальним для точної системи;

• вперше встановлено зв’язок мiж точною задачею оптимального керування

на пiвосi та вiдповiдною усередненою задачею на скiнченному iнтервалi.
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Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота носить

переважно теоретичний характер. Отриманi результати можуть бути викори-

станi для подальшого вивчення iнтегро-диференцiальних систем з керуванням.

Вони також можуть знаходити застосування при дослiдженнi процесiв у рiзних

природничих галузях, де iнтегро-диференцiальнi системи виступають математи-

чними моделями дослiджуваних об’єктiв.

Особистий внесок здобувача. Визначення основного напрямку, постановка

задачi та загальний план дослiдження належать науковому керiвнику О. М. Стан-

жицькому. Всi результати даної дисертацiйної роботи отриманi автором само-

стiйно та опублiкованi у роботах [41, 42, 57, 94]. З них три працi виконано у

спiвавторствi; при цьому О. М. Станжицькому належить постановка задачi, а

внесок iнших авторiв полягає в обговореннi можливих напрямiв дослiдження,

перевiрцi та аналiзi одержаних результатiв.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Отриманi результати дисертацiйної роботи

обговорювалися та доповiдалися на таких мiжнародних конференцiях:

1. Мiжнародна наукова конференцiя «Математика та iнформацiйнi технологiї»,

присвячена 55-рiччю факультету математики та iнформатики, 28–30 вересня

2023, Чернiвцi, Україна.

2. International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equations,

QUALITDE 2023, December 9–11, 2023, Tbilisi, Georgia.

3. ХIII Мiжнародна науково-практична конференцiя «Математика. Iнформацiй-

нi технологiї. Освiта», 31 травня –2 червня 2024, Луцьк – Свiтязь, Україна.

4. V Мiжнародна конференцiя, присвячена 145-iй рiчницi вiд дня народження

Ганса Гана, 23 – 27 вересня, 2024, Чернiвцi, Україна.

5. International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equations,

QUALITDE 2024, December 21–23, 2024, Tbilisi, Georgia.
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6. ХIV Мiжнародна науково-практична конференцiя «Математика. Iнформацiй-

нi технологiї. Освiта», 13–15 червня 2025, Луцьк – Свiтязь, Україна.

7. Мiжнародна конференцiя, присвячена 75-рiччю з дня народження Володими-

ра Маслюченка, 25–27 вересня 2025, Чернiвцi, Україна.

8. International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equations,

QUALITDE 2025, December 6–8, 2025, Tbilisi, Georgia.

9. Ukraine Mathematics Conference At the End of the Year 2025, December 18–19,

2025 Kyiv, Ukraine.

Публiкацiї. За результатами дисертацiї опублiковано

• 4 статтi, 3 з яких опублiкованi у виданнях, якi iндексуються в наукометри-

чних базах Scopus [41,42,57]; двi з них [41,42] — у виданнях, що входять до

квартиля Q2; одна [57] — у виданнi, що входить до квартиля Q3; стаття [94]

надрукована у виданнi, що внесено до перелiку наукових фахових видань

України категорiї "Б".

• 9 тез доповiдей на конференцiях [43–48,95–97].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, трьох

роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, загальних висновкiв, списку використаних

джерел та додатку, який мiстить перелiк публiкацiй здобувача за темою дисер-

тацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв. Повний обсяг дисертацiї становить

145 сторiнок, основний текст займає 120 сторiнок.

Змiст роботи. У Вступi розкрито актуальнiсть обраної теми, сформульовано

мету та завдання дослiдження, визначено його наукову новизну й практичне

значення, наведено вiдомостi про особистий внесок здобувача, апробацiю резуль-

татiв та публiкацiї за темою дисертацiї.
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У першому роздiлi зроблено огляд лiтературних джерел за тематикою ди-

сертацiйної роботи та сумiжними питаннями, у ньому проаналiзовано основнi

результати, отриманi iншими дослiдниками з близьких проблем.

Другий роздiл присвячено дослiдженню умов iснування розв’язкiв задачi

оптимального керування iнтегро-диференцiальними системами. У першому пiд-

роздiлi розглядається задача оптимального керування на скiнченному iнтервалi.

У пунктi 2.1 наведено постановку задачi оптимального керування для системи
¤𝑥 = 𝑓1(𝑡, 𝑥) + 𝑓2(𝑡, 𝑥)𝑢 (𝑡) +

𝑡∫
0
𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑢 (𝑠)𝑑𝑠,

𝑥 (0) = 𝑥0,

(1)

з критерiєм якостi

𝐽 (𝑢) =
𝜏∫

0

𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝑢 (𝑡))𝑑𝑡 → inf, (2)

на вiдрiзку [0,𝑇 ], де 𝑥0 ∈ 𝐷 - фiксований вектор, 𝑥 ∈ 𝐷 - фазовий вектор, 𝐷 -

деяка область в ℝ𝑑 , 𝜕𝐷 - межа 𝐷, 𝐷 = 𝐷 ∪ 𝜕𝐷, 𝜏 = 𝜏 (𝑢) - момент першого виходу

розв’язку, 𝑥 (𝑡) = 𝑥 (𝑡,𝑢) на 𝜕𝐷, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ ℝ𝑚 - вектор керування, 𝑈 - опукла,

замкнена множина в ℝ𝑚 i 0 ∈ 𝑈 .

Надалi через | · | позначатимемо норму вектора у скiнченновимiрному евклi-

довому просторi, а через ∥ · ∥ - норму матрицi, узгоджену iз нормою вектора.

Нехай виконуються наступнi умови:

Умова 0.1. Вектор-функцiя 𝑓1(𝑡, 𝑥) : [0,𝑇 ] × 𝐷 → ℝ𝑑 , матриця 𝑓2(𝑡, 𝑥) : [0,𝑇 ] ×

𝐷 → ℝ𝑑 ×ℝ𝑚 i матриця 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥) : [0,𝑇 ] × [0,𝑇 ] × 𝐷 → ℝ𝑑 ×ℝ𝑚 - неперервнi за

сукупнiстю змiнних.

Умова 0.2. У випадку необмеженої областi 𝐷 виконуються ще й наступнi умови

для функцiй 𝑓1(𝑡, 𝑥), 𝑓2(𝑡, 𝑥), 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥), а саме iснує 𝐶 > 0 таке, що для довiльних

𝑡, 𝑠 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷:

|𝑓1(𝑡, 𝑥) | ≤ 𝐶 (1 + |𝑥 |),

∥ 𝑓2(𝑡, 𝑥)∥ ≤ 𝐶 (1 + |𝑥 |),
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∥ 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥)∥ ≤ 𝐶 (1 + |𝑥 |).

Функцiї 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢), 𝐿𝑥 (𝑡, 𝑥,𝑢) i 𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑢) є неперервними за сукупнiстю змiнних

для будь-яких 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷,𝑢 ∈ 𝑈 i задовольняють наступнi умови:

1) iснують такi 𝑘 > 0, 𝑝 > 1, що виконується нерiвнiсть

𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) ≥ 𝑘 |𝑢 |𝑝,

для 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷,𝑢 ∈ 𝑈 ;

2) iснують такi 𝐾 > 0 та 𝛼 > 0, що

|𝐿𝑥 (𝑡, 𝑥,𝑢) | + |𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑢) | ≤ 𝐾 (1 + |𝑢 |𝑝−1 + |𝑥 |𝛼),

для 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷,𝑢 ∈ 𝑈 ;

3) 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) опукла за 𝑢 для будь-яких фiксованих 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷.

Керування 𝑢 (𝑡) вважають допустимим, якщо:

a1) 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐿𝑝 (0,𝑇 ), ∥𝑢 (·)∥𝑝 = (
𝑇∫
0
∥𝑢 (𝑡)∥𝑝𝑑𝑡)

1
𝑝 ,

a2) 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑈 , для майже всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Множину допустимих керувань позначатимемо через𝑊 .

В умовах постановки даної задачi отримано теорему про iснування опти-

мального керування для iнтегро-диференцiальної системи, формулювання та

доведення якої наведено у третьому пунктi даного пiдроздiлу.

Теорема 0.1. Нехай для системи (1) з критерiєм якостi (2) виконується Умова

0.1, а у випадку необмежної областi 𝐷 також Умова0.2 функцiя 𝐿 задовольняє

умови 1)–3). Тодi задача (1), (2) має розв’язок в класi допустимих керувань𝑊 ,

тобто iснує оптимальне керування 𝑢∗(𝑡), що мiнiмiзує критерiй якостi (2).

У другому пунктi отримано умови iснування розв’язку задачi Кошi та його

продовжуваностi до моменту виходу з областi для iнтегро-диференцiальних си-

стем iз вимiрною за незалежною змiнною правою частиною. Розглянуто наступну
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задачу Кошi

¤𝑥 = 𝑋

(
𝑡, 𝑥,

𝑡∫
0

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥 (𝑠))𝑑𝑠
)
, 𝑥 (0) = 𝑥0, (3)

де 𝑥 ∈ 𝐷, 𝐷 - область в ℝ𝑑 , a 𝜕𝐷 - її межа, 𝐷 = 𝐷 ∪ 𝜕𝐷, 𝑥0 ∈ 𝐷. Розв’язок даної

задачi будемо розумiти в наступному сенсi.

Означення 0.1. Абсолютно неперервна функцiя 𝑥 (𝑡) називається розв’язком зада-

чi (3) на промiжку [0,𝑇 ], якщо вона задовольняє на [0,𝑇 ] наступне iнтегральне

рiвняння

𝑥 (𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

𝑋 (𝑠, 𝑥 (𝑠),
𝑠∫

0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥 (𝜏))𝑑𝜏)𝑑𝑠.

Маємо наступну теорему.

Теорема 0.2. Нехай 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦) визначена в областi 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑦 ∈ ℝ𝑚,

функцiя 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) визначена для 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑠 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷 i виконуються

наступнi умови:

1) 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦) для майже всiх 𝑡 (за мiрою Лебега) неперервна по 𝑥 i 𝑦, функцiя

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) неперервна по 𝑥 для майже всiх 𝑡 i 𝑠;

2) 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦) вимiрна по 𝑡 при всiх 𝑥 i 𝑦, 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) вимiрна по 𝑡 , 𝑠 при всiх 𝑥 ;

3) iснують iнтегровнi функцiї 𝑚(𝑡) i 𝜇 (𝑡, 𝑠) такi, що

|𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦) | ≤𝑚(𝑡), 𝑥 ∈ 𝐷,𝑦 ∈ ℝ𝑚,

|𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) | ≤ 𝜇 (𝑡, 𝑠), 𝑥 ∈ 𝐷,
𝑇∫
0

𝑚(𝑡)𝑑𝑡 < ∞,
𝑇∫
0

𝑇∫
0

𝜇 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡 < ∞.

Тодi iснує таке ℎ > 0, що задача Кошi має розв’язок (3) на вiдрiзку [0, ℎ].

Також, доведено теорему, що гарантує продовжуванiсть побудованого розв’язку

на межу цилiндра (0,𝑇 ) × 𝐷 ⊂ ℝ𝑑+1, у випадку обмеженостi областi 𝐷.
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Теорема 0.3. В умовах Теореми 0.2 кожний розв’язок рiвняння (3), що про-

ходить всерединi цилiндра (0,𝑇 ) × 𝐷, можна продовжити до його виходу на

межу цилiндра.

Другий пiдроздiл присвячений задачi оптимального керування системою

iнтегро-диференцiальних рiвнянь на пiвосi. Розглянуто задачу оптимального

керування системою (1) з критерiєм якостi

𝐽 (𝑢) =
𝜏∫

0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝑢 (𝑡))𝑑𝑡 → inf, (4)

де 𝑥0 ∈ 𝐷 - фiксований вектор, 𝑡 ∈ [0,∞), 𝑥 ∈ 𝐷 - фазовий вектор, 𝐷 - деяка

обмежена область в ℝ𝑑 , 𝜕𝐷 - межа 𝐷, 𝜏 - момент виходу розв’язку 𝑥 (𝑡) на 𝜕𝐷,

𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ ℝ𝑚 - вектор керування, 𝑈 - опукла, замкнена множина в ℝ𝑚 i 0 ∈ 𝑈 .

Аналогiчно до попереднього пiдроздiлу, для дослiджуваної задачi отримано

умови iснування розв’язку задачi (1), (4) на пiвосi.

Третiй пiдроздiл присвячено встановленню зв’язку мiж задачами оптималь-

ного керування на скiнченному iнтервалi та пiвосi. Зокрема, у першому пунктi

пiдроздiлу 2.3 наведено постановку задачi та основнi твердження щодо iснування

оптимального керування на нескiнченному iнтервалi для системи (1) з одним iз

наступних критерiїв якостi

𝐽 (𝑢) =
𝜏∫

0

(𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡)))𝑑𝑡 → inf, (5)

𝐽 (𝑢) =
𝜏∫

0

(𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥 (𝑡)) + |𝑢 (𝑡) |2)𝑑𝑡 → inf . (6)

Встановлено зв’язок мiж задачами оптимального керування на скiнченному та

нескiнченному iнтервалах. У наступному пунктi з пiдроздiлу 2.3 доводяться

результати, що наведенi у попередньому пунктi.

Третiй роздiл присвячений застосування методу усереднення до задач опти-

мального керування iнтегро-диференцiальними системами.
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У першому пiдроздiлi застосовано схему усереднення на скiнченному iн-

тервалi. Зокрема, перший пункт цього пiдроздiлу присвячений дослiдженню

нелiнiйної за керуванням задачi
¤𝑥𝜀 = 𝑋

(
𝑡
𝜀
, 𝑥𝜀 (𝑡),

𝑡∫
0
𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥𝜀 (𝑠)) 𝑑𝑠,𝑢 (𝑡)

)
,

𝑥𝜀 (0) = 𝑥0,

(7)

з критерiєм якостi

𝐽𝜀 [𝑢] =
𝑇∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥𝜀 (𝑡), 𝑢 (𝑡))𝑑𝑡 + Φ(𝑥𝜀 (𝑇 )) → inf, (8)

на вiдрiзку [0,𝑇 ], де 𝜀 > 0 — малий параметр, 𝑇 > 0 — задана стала, 𝑥 — вектор

стану в ℝ𝑑 , 𝑢 (𝑡) — 𝑚-вимiрний вектор керування, причому 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑊 ⊂ ℝ𝑚,

𝑑,𝑚 = 1, 2, 3, . . ., Φ(𝑥) — задана функцiя.

Функцiя 𝑥𝜀 (𝑡,𝑢) позначає розв’язок задачi Кошi (7), (8), що вiдповiдає керу-

ванню 𝑢 (𝑡). Для спрощення позначень далi опускатимемо явну залежнiсть вiд 𝑢

та 𝜀 i позначаємо цей розв’язок як 𝑥 (𝑡).

Припустимо, що iснує функцiя 𝑋0(𝑥,𝑢), така що для всiх 𝑥 ∈ ℝ𝑑 i 𝑢 ∈ 𝑊

iснує наступна границя:

lim
𝜀→0

𝑡∫
0

[
𝑋

(𝜏
𝜀
, 𝑥, 𝜑1(𝜏, 𝑥), 𝑢

)
− 𝑋0(𝑥,𝑢)

]
𝑑𝜏 = 0, (9)

де

𝜑1(𝑡, 𝑥) =
𝑡∫

0

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑑𝑠, 𝑡, 𝑠 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ ℝ𝑑,

рiвномiрно за 𝑥 ∈ ℝ𝑑, 𝑢 ∈𝑊 .

Задачi оптимального керування (7), (8) зi швидкоосцилюючими коефiцiєнта-

ми вiдповiдає простiша усереднена задача оптимального керування
¤𝜉 = 𝑋0(𝜉,𝑢 (𝑡)),

𝜉 (0) = 𝑥0,

(10)
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з критерiєм якостi

𝐽0[𝑢] =
𝑇∫
0

𝐿(𝑡, 𝜉 (𝑡), 𝑢 (𝑡))𝑑𝑡 + Φ(𝜉 (𝑇 )) → inf . (11)

Для задачi (7), (8) будемо вважати, що виконуються наступнi умови:

Умова 0.3. Допустимими керуваннями є 𝑚-вимiрнi вектор-функцiї 𝑢 (·), такi що

𝑢 (·) ∈ 𝑈 , де 𝑈 — компакт у 𝐿2(0,𝑇 ).

Умова 0.4. Функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) визначена й неперервна по всiх своїх змiнних у

областi 𝑄0 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ ℝ𝑑, 𝑦 ∈ ℝ𝑛, 𝑢 ∈𝑊 } i задовольняє:

0.4.1. умову лiнiйного росту по 𝑥,𝑦 в 𝑄0, тобто iснує стала 𝑀 > 0 така, що

|𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) | ≤ 𝑀 (1 + |𝑥 | + |𝑦 |)

для будь-якого (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) ∈ 𝑄0;

0.4.2. умову Лiпшиця зi сталою 𝜆 в 𝑄0, а саме для всiх (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢), (𝑡, 𝑥1, 𝑦1, 𝑢1) ∈

𝑄0 маємо |𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) − 𝑋 (𝑡, 𝑥1, 𝑦1, 𝑢1) | ≤ 𝜆( |𝑥 − 𝑥1 | + |𝑦 − 𝑦1 | + |𝑢 − 𝑢1 |).

Умова 0.5. Функцiя 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) визначена та неперервна в областi 𝑄1 = {𝑡 ∈

[0,𝑇 ], 𝑠 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ ℝ𝑑}, набуває значень у ℝ𝑛 i задовольняє умову лiнiйно-

го росту та умову Лiпшиця по 𝑥 , тобто iснує 𝐿𝜑 > 0 таке, що

|𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) | ≤ 𝐿𝜑 (1 + |𝑥 |) та |𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) − 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥1) | ≤ 𝐿𝜑 |𝑥 − 𝑥1 |.

Умова 0.6. Iснує границя (9) рiвномiрно по 𝑥 ∈ ℝ𝑑 та 𝑢 ∈𝑊 .

Умова 0.7. Функцiя 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) визначена в 𝑄2 = {𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ ℝ𝑑, 𝑢 ∈𝑊 }, i

0.7.1. 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) рiвномiрно неперервна по 𝑥 ∈ ℝ𝑑 вiдносно 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] та 𝑢 ∈𝑊 ;

0.7.2. 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) задовольняє умову Лiпшиця по 𝑢 в 𝑄2 з постiйною 𝜆 > 0;

0.7.3. Функцiя Φ : ℝ𝑑 → ℝ є неперервною по 𝑥 .

Спочатку отримано наступну лему, що узагальнює схему усереднення для

iнтегро-диференцiальних рiвнянь, на випадок залежностi правих частин вiд

функцiональних параметрiв.
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Лема 0.1. Нехай виконуються Умови 0.3 - 0.6. Тодi для будь-якого 𝜂 > 0

iснує таке 𝜀0 = 𝜀0(𝜂), що для 0 < 𝜀 ≤ 𝜀0 розв’язки задачi Кошi (7) та (10)

задовольняють оцiнку

|𝑥 (𝑡,𝑢) − 𝜉 (𝑡,𝑢) | ≤ 𝜂 (12)

для всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] i всiх допустимих керувань 𝑢 (𝑡).

Далi отримано теорему, яка встановлює зв’язок мiж оптимальним керуванням

та критерiями якостi точної (7), (8) та усередненої задачi (10), (11). Позначимо

𝐽 ∗𝜀 = inf
𝑢 (·)∈𝑈

𝐽𝜀 [𝑢], 𝐽 ∗0 = inf
𝑢 (·)∈𝑈

𝐽0[𝑢] .

Теорема 0.4. Нехай виконуються Умови 0.3–0.7. Тодi задачi (7), (8) та (10),

(11) мають розв’язки (𝑥∗𝜀 (𝑡), 𝑢∗𝜀 (𝑡)) i (𝜉∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)), вiдповiдно, та виконуються

наступнi твердження:

(i) 𝐽 ∗𝜀 → 𝐽 ∗0 при 𝜀 → 0;

(ii) для будь-якого 𝜂 > 0 iснує 𝜀0 таке, що для 𝜀 < 𝜀0,

|𝐽 ∗𝜀 − 𝐽𝜀 [𝑢∗] | < 𝜂,

тобто оптимальне керування усередненої задачi є майже оптимальним

для точної задачi;

(iii) iснує послiдовнiсть 𝜀𝑛 → 0, 𝑛 → ∞, така що

𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) → 𝜉∗(𝑡) рiвномiрно на [0,𝑇 ], (13)

та

𝑢∗𝜀𝑛 (·) → 𝑢∗(·) в 𝐿2(0,𝑇 ). (14)

Крiм того, якщо усереднена задача (10), (11) має єдиний розв’язок, тодi

збiжнiсть (13) i (14) справджується для всiх 𝜀𝑛 → 0.

В другому пунктi дослiджено наступну лiнiйну за керуванням задачу опти-

мального керування

¤𝑥𝜀 (𝑡) = 𝑓 ©­«𝑡𝜀 , 𝑥𝜀 (𝑡),
𝑡∫

0

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥𝜀 (𝑠))𝑑𝑠ª®¬ + 𝑓1(𝑥𝜀 (𝑡))𝑢 (𝑡), 𝑥 (0) = 𝑥0, (15)
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з критерiєм якостi

𝐽𝜀 [𝑢] =
𝑇∫
0

[𝐴(𝑡, 𝑥𝜀 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡))] 𝑑𝑡 + Φ(𝑥𝜀 (𝑇 )) → inf, (16)

на вiдрiзку [0,𝑇 ], де 𝜀 > 0 — малий параметр, 𝑇 > 0 — задана стала, 𝑥 ∈ ℝ𝑑 —

вектор стану, а 𝑢 (𝑡) — 𝑚-вимiрний вектор керування, що належить функцiо-

нальному простору.

Якщо наступна границя iснує рiвномiрно за 𝑥 ∈ ℝ𝑑 :

lim
𝜀→0

𝑡∫
0

[
𝑓

(𝜏
𝜀
, 𝑥, 𝜑1(𝜏, 𝑥)

)
− 𝑓0(𝑥)

]
𝑑𝜏 = 0, (17)

де

𝜑1(𝑡, 𝑥) =
𝑡∫

0

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑑𝑠, 𝑡, 𝑠 ∈ [0,𝑇 ],

тодi задачi оптимального керування (15), (16) зi швидкоосцилюючими коефiцi-

єнтами ставиться у вiдповiднiсть усереднена задача на вiдрiзку [0,𝑇 ]:

¤𝜉 = 𝑓0(𝜉) + 𝑓1(𝜉)𝑢 (𝑡), 𝜉 (0, 𝑢 (0)) = 𝑥0, (18)

з вiдповiдним критерiєм якостi

𝐽0[𝑢] =
𝑇∫
0

[𝐴(𝑡, 𝜉 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡))] 𝑑𝑡 + Φ(𝜉 (𝑇 )) → inf . (19)

Припустимо, що для задачi (15), (16) виконуються наступнi умови:

Умова 0.8. Допустиме керування — це𝑚-вимiрна вектор-функцiя𝑢 (·) ∈ 𝐿𝑝 ((0,𝑇 );𝑉 ),

𝑝 > 1, яка набуває значень у замкненiй опуклiй множинi𝑊 ⊂ ℝ𝑚;

Умова 0.9. Функцiя 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) визначена та неперервна за сукупнiстю змiнних в

областi 𝑄3 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ ℝ𝑑, 𝑦 ∈ ℝ𝑛}; матрична функцiя 𝑓1(𝑥) розмiрностi 𝑑 ×𝑚

визначена при 𝑥 ∈ ℝ𝑑 , i

0.9.1. 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) задовольняє умову лiнiйного росту з константою 𝑀 в областi

𝑄3, тобто |𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) | ≤ 𝑀 (1 + |𝑥 | + |𝑦 |) для всiх (𝑡, 𝑥,𝑦) ∈ 𝑄3;
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0.9.2. 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) та 𝑓1(𝑥) задовольняють умову Лiпшиця по 𝑥 з константою

𝜆 > 0 в своїх областях визначення;

Умова 0.10. Функцiя 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) визначена та неперервна в областi 𝑄4 = {𝑡 ∈

[0,𝑇 ], 𝑠 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ ℝ𝑑}, набуває значень у просторi ℝ𝑛 та задовольняє по 𝑥

умову лiнiйного росту та умову Лiпшиця; тобто, iснує 𝐿𝜑 > 0 таке, що

|𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) − 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥1) | ≤ 𝐿𝜑 |𝑥 − 𝑥1 | i |𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) | ≤ 𝐿𝜑 (1 + |𝑥 |);

Умова 0.11. Границя (17) iснує рiвномiрно за 𝑥 ∈ ℝ𝑑 ;

Умова 0.12. Скалярнi функцiї 𝐴(𝑡, 𝑥) та 𝐵(𝑡,𝑢) визначенi для 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ ℝ𝑑 ,

𝑢 ∈𝑊 та неперервнi за всiма змiнними, при цьому:

0.12.1. 𝐴(𝑡, 𝑥) ≥ 0, 𝐵(𝑡,𝑢) ≥ 𝑎 |𝑢 |𝑝 з деякою сталою 𝑎 > 0 для всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], а

функцiя 𝐵(𝑡,𝑢) опукла за 𝑢 ∈𝑊 ;

0.12.2. Функцiя Φ : ℝ𝑑 → ℝ невiд’ємна та неперервна за 𝑥 .

Отримано результат, що гарантує близькiсть розв’язкiв вихiдної (точної)

задачi (15) та вiдповiдної їй усередненої моделi (18).

Лема 0.2. Нехай виконуються Умови 0.8– 0.11. Якщо 𝑢𝜀
𝑤−→ 𝑢0 слабко в 𝐿𝑝 (0,𝑇 )

при 𝜀 → 0, то розв’язок 𝑥𝜀 (𝑡) задачi Кошi (15) при 𝑢 (𝑡) = 𝑢𝜀 (𝑡) збiгається

рiвномiрно на [0,𝑇 ] до розв’язку 𝜉 (𝑡) вiдповiдної задачi Кошi (18) з керуванням

𝑢 (𝑡) = 𝑢0(𝑡), тобто

𝑥𝜀 (𝑡) ⇒ 𝜉 (𝑡), 𝜀 → 0

рiвномiрно при 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Ключовим результатом даного роздiлу є наступна теорема, яка встановлює

збiжность оптимальних трiйок точної (15), (16) та вiдповiдної їй усередненої

задачi оптимального керування (18), (19).

Теорема 0.5. Нехай виконуються Умови 0.8– 0.12. Тодi задачi (15),(16) та

(18),(19) мають розв’язки (𝑥∗𝜀 (𝑡), 𝑢∗𝜀 (𝑡)) та (𝜉∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)), вiдповiдно, i
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(i) 𝐽 ∗𝜀 → 𝐽 ∗0 при 𝜀 → 0;

(ii) для будь-якого 𝜂 > 0 iснує 𝜀0 таке, що

|𝐽 ∗𝜀 − 𝐽𝜀 [𝑢∗] | < 𝜂

виконується при 𝜀 < 𝜀0;

(iii) iснує послiдовнiсть 𝜀𝑛 → 0, 𝑛 → ∞, така що

𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) → 𝜉∗(𝑡) рiвномiрно на [0,𝑇 ], (20)

та

𝑢∗𝜀𝑛 (·)
𝑤−→ 𝑢∗(·) слабко в 𝐿𝑝 (0,𝑇 ). (21)

Крiм того, якщо усереднена задача (18), (19) має єдиний розв’язок, тодi

збiжнiсть (20) та (21) виконується для всiх 𝜀 → 0.

Приклади, що iлюструють теоретичнi результати даного пiдроздiлу наведено

у третьому пунктi.

У другому пiдроздiлi розглянуто застосування схеми усереднення до задач

оптимального керування iнтегро-диференцiальними системами на пiвосi. Анало-

гiчно до першого пiдроздiлу, тут дослiджено згадану вище задачу (7) на пiвосi з

критерiєм якостi

𝐽𝜀 [𝑢] =
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝑢 (𝑡))𝑑𝑡 → inf,

тут 𝜀 > 0 — малий параметр, 𝛾 > 0 — фiксована стала, що характеризує

дисконт, 𝑥 — фазовий вектор з ℝ𝑑 , 𝑢 (𝑡) — 𝑚-вимiрний вектор керування, який

приймає значення у деякiй множинi𝑊 ⊂ ℝ𝑚, 𝑡 ≥ 0. Обґрунтовано результати

щодо близькостi розв’язкiв задачi Кошi для вихiдної та усередненої систем на

пiвосi, а також встановлено твердження, що доводять збiжнiсть оптимальної

трiйки вихiдної задачi до вiдповiдної трiйки усередненої задачi. Додатково,

отримано результати, що встановлюють зв’язок мiж оптимальними траєкторiями
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та критерiями якостi точної задачi на пiвосi та вiдповiдної їй усередненої задачi

на вiдрiзку [0,𝑇 ].

У наступному пунктi даного пiдроздiлу розглянуто лiнiйну за керуванням

задачу (15) з наступним критерiєм якостi

𝐽𝜀 [𝑢] =
∞∫
0

[
𝑒− 𝑗𝑡 (𝐴(𝑡, 𝑥 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡)))

]
𝑑𝑡 → inf,

тут 𝜀 > 0 — малий параметр, 𝑗 > 0 — фiксована стала, що характеризує дисконт,

𝑥 — фазовий вектор з ℝ𝑑 , 𝑢 (𝑡) — 𝑚-вимiрний вектор керування, який приймає

значення у деякiй множинi𝑊 ⊂ ℝ𝑚. Отримано аналогiчнi за змiстом результати

до нелiнiйного випадку з урахуванням притаманних їй структурних особливостей

та властивостей вiдповiдних оптимальних керувань.

У висновках сформульовано основнi результати дисертацiйної роботи.

Автор висловлює щиру вдячнiсть науковому керiвнику — доктору фiзико-

математичних наук, професору Станжицькому Олександру Миколайовичу

— за постановку задач, професiйне керiвництво, цiннi поради, пiдтримку та

постiйну увагу до роботи.



Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Бажання досягти найкращого результату, зокрема пошук найкоротшого

шляху, чи найбiльшої ефективностi при найменших витратах, є однiєю з фунда-

ментальних рушiйних сил як у природi, так i в людськiй дiяльностi. Фiлософська

iдея екстремуму пронизує наукову думку, починаючи ще з античностi. У працях

математикiв Стародавньої Грецiї, зокрема Архiмеда, вже мiстилися зародки

пошуку оптимальних рiшень. Наприклад, класичнi iзопериметричнi задачi, де

необхiдно знайти фiгуру максимальної площi при заданому периметрi, демон-

струють раннi спроби визначення оптимальних параметрiв у геометрiї. Згодом цi

iдеї отримали розвиток у фiзичних принципах, зокрема у законi вiдбиття свiтла

Герона Александрiйського. Вiн став першим вiдомим прикладом застосування

принципу найкоротшого шляху, який пiзнiше доповнили працi Iбн аль-Хайсама

щодо заломлення свiтла. Таким чином, пошук оптимальностi еволюцiонував вiд

прикладних iнженерних здогадок до фундаментальної наукової категорiї, що

стала пiдґрунтям для розвитку сучасної математичної теорiї керування.

Наступний вирiшальний етап на шляху до формалiзацiї оптимальностi розпо-

чався у XVII–XVIII столiттях iз зародженням варiацiйного числення. Розвиток

варiацiйного числення дозволив змiстити фокус iз пошуку екстремумiв функцiй

на дослiдження iнтегральних функцiоналiв, якi описують динамiчнi процеси

та траєкторiї. Потужним iмпульсом для розвитку цього напряму стала задача

про брахiстохрону, сформульована Й. Бернуллi у 1696 роцi. Роботи Й. Бернуллi,

I. Ньютона та Г. Лейбнiца у цьому напрямi продемонстрували потребу в унi-

версальних методах пошуку екстремумiв функцiоналiв, що прийшли на змiну

28
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частковим прийомам.

Систематизацiя та створення строгого математичного апарату варiацiйного

числення нерозривно пов’язанi з iменами Ейлера та Лагранжа. Саме Ейлер у

своїх працях вперше сформулював загальнi умови необхiдностi екстремуму, якi

тепер вiдомi як рiвняння Ейлера–Лагранжа. Згодом Лагранж довершив цей

апарат, ввiвши варiацiйний прийом та розширивши застосування методу для

задач з обмеженнями. Таким чином, варiацiйне числення забезпечило потужну

теоретичну базу для аналiтичної механiки, ставши основою для принципу най-

меншої дiї у фiзицi. Цей апарат дозволяв ефективно моделювати процеси, що

пiдпорядковуються законам оптимiзацiї, проте мав суттєве обмеження. Класичнi

методи варiацiйного числення були орiєнтованi на пошук вiльних екстрему-

мiв i не враховували жорстких обмежень на керуючий вплив, таких як лiмiти

потужностi двигуна чи обсягу палива.

На сучасному етапi розвитку теорiя оптимального керування вийшла за межi

класичної механiки, набувши фундаментального значення у багатьох прикла-

дних наукових та iнженерних галузях, де динамiчнi процеси вимагають високої

точностi та ефективностi. Зокрема, у космiчнiй iнженерiї та авiабудуваннi задачi

оптимального керування є критичними. Йдеться про розрахунок енергоефектив-

них траєкторiй польотiв та мiнiмiзацiю витрат палива, оптимальної орiєнтацiї

супутникiв, а також забезпечення м’якої та безпечної посадки апаратiв на по-

верхнi планет, що неможливо без урахування жорстких обмежень на тягу та

час. У робототехнiцi та автоматизованих системах оптимальне керування вико-

ристовується для планування руху манiпуляторiв та автономних транспортних

засобiв, забезпечуючи максимальну швидкiсть перемiщення за умови уникнення

перешкод та мiнiмiзацiї вiбрацiй. Навiть у традицiйних галузях, таких як хiмiчна

та нафтогазова промисловiсть, оптимальне керування забезпечує рацiональнi

режими роботи реакторiв, дистиляцiйних колон та трубопровiдних систем, що

прямо призводить до мiнiмiзацiї витрат сировини та енергiї.
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Практична значущiсть оптимального керування поширюється також на

соцiально-економiчнi та бiологiчнi системи. В економiцi та фiнансах методи

оптимального керування незамiннi для моделювання оптимальної iнвестицiйної

полiтики, управлiння нацiональним боргом чи оптимiзацiї виробничих процесiв

з метою максимiзацiї прибутку чи мiнiмiзацiї ризикiв у динамiчних ринкових

умовах. Окреме мiсце посiдає застосування оптимального керування у меди-

цинi та бiологiї [5, 15, 77]. Тут принципи керування дозволяють розробляти

оптимальнi протоколи дозування лiкiв (наприклад, iнсулiну для дiабетикiв або

хiмiотерапевтичних препаратiв), максимiзуючи терапевтичний ефект при мi-

нiмiзацiї токсичного впливу на органiзм [53,71]. Також оптимальне керування

використовується для моделювання та керування динамiкою екологiчних систем,

наприклад, для управлiння популяцiями чи природними ресурсами [3, 31, 40].

Такий широкий дiапазон застосувань пiдкреслює унiверсальнiсть i практичну

цiннiстть цього математичного апарату для фахiвцiв iз рiзних сфер.

Формальне становлення теорiї оптимального керування як самостiйної ма-

тематичної дисциплiни вiдбулося у другiй половинi XX столiття i пов’язане з

iменами Л. С. Понтрягiна та Р. Беллмана. Фундаментальний прорив було дося-

гнуто завдяки розробцi принципу максимуму Понтрягiним та його учнями [70].

Цей принцип забезпечив потужний аналiтичний iнструмент для знаходження

необхiдних умов оптимальностi у задачах, якi включали жорсткi обмеження на

керуючi функцiї. Паралельно з цим Р. Беллман сформулював принцип опти-

мальностi та розробив метод динамiчного програмування [10]. На вiдмiну вiд

варiацiйного пiдходу, динамiчне програмування базується на рiвняннi Беллмана,

яке дозволяє знаходити оптимальне керування у формi оберненого зв’язку. Цi

два пiдходи заклали основу для всебiчного аналiзу задач оптимального керуван-

ня та стали базою для всiх наступних теоретичних i прикладних дослiджень у

цiй галузi [23, 27,52].

Концептуально динамiчне програмування тiсно пов’язане з класичною те-
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орiєю Гамiльтона-Якобi. Як показано у працях C. Carathéodory [16], аналогi-

чнi пiдходи виникають уже при розв’язаннi найпростiших варiацiйних задач.

Зокрема, iдея керування у формi зворотного зв’язку безпосередньо корелює з

класичним поняттям поля екстремалей. Саме цей пiдхiд забезпечує достатнi

умови оптимальностi, як це було показано у дослiдженнях G. A. Bliss [12]. Таким

чином, сучаснi принципи побудови оптимальних стратегiй є розвитком класичної

теорiї поля, що пiдкреслює неперервнiсть еволюцiї варiацiйних методiв.

Дослiдження задач оптимального керування для iнтегро-диференцiальних

рiвнянь базується на фундаментальних результатах теорiї таких рiвнянь. Пи-

тання iснування та властивостей розв’язкiв таких систем ґрунтовно висвiтле-

нi у працях А. М. Самойленка, О. А. Бойчука, D. Bainov, P. S. Simeonov,

V. Lakshmikantham та iн. [7, 14,51,73]. Цi дослiдження становлять аналiтичне

пiдґрунтя для коректної постановки задач керування. Сучасний аналiз iнтегро-

диференцiальних систем розвивається за двома ключовими напрямами. Перший

охоплює теоретичнi аспекти iснування та єдиностi розв’язкiв у гiльбертових i

банахових просторах. Зокрема, у працях H. Ahmed [1, 2] за допомогою напiв-

групового пiдходу встановлено умови iснування mild-розв’язкiв для дробових

стохастичних систем за стандартних обмежень на рiст нелiнiйностi та iнтен-

сивнiсть шуму. Другий напрям стосується проблем керованостi та оптимiзацiї,

зокрема для систем iз мiрозначними або iмпульсними впливами. Результати

щодо повної керованостi та iснування оптимальних керувань, отриманi у робо-

тах M. Dieye, R. Diop та iн. [17,18], базуються на поєднаннi теорiї напiвгруп iз

методами мiри некомпактностi. Встановлено, що за умови регулярностi ядер

iнтегральних операторiв та лiпшицевостi нелiнiйних членiв, забезпечується не

лише єдинiсть розв’язкiв i керованiсть системи, а й можливiсть побудови збiжних

чисельних методiв моделювання [25,26].

У сучасних дослiдженнях значну увагу придiляють розвитку як якiсних,

так i наближених методiв аналiзу. Зокрема, у роботi [29] для напiвлiнiйних
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iнтегро-диференцiальних рiвнянь встановлено iснування асимптотично майже

автоморфних розв’язкiв. Стосовно чисельних пiдходiв, ефективнi схеми для син-

гулярно збурених задач запропоновано у [59], а для систем дробового порядку —

у [24,72]. Важливе мiсце займають i конструктивнi методи розв’язання крайових

задач, зокрема метод параметризацiї Д. С. Джумабаєва [22]. Однак, попри

ефективнiсть таких пiдходiв для прикладних дослiджень, фундаментальний

аналiз задач оптимального керування потребує строгих аналiтичних пiдходiв,

що i визначає спрямованiсть даного дослiдження.

Окремий напрям сучасних дослiджень стосується iнтегро-диференцiальних

систем гiперболiчного типу, якi зазвичай описують хвильовi процеси. У робо-

тi [6] цей клас задач дослiджено з використанням методу апрiорних нерiвностей.

Ключовим результатом зазначеної працi є теоретичне обґрунтування коректно-

стi задач: доведено iснування та єдинiсть узагальненого розв’язку. Крiм того,

встановлено факт iснування оптимального керування, що забезпечує теоретичну

можливiсть ефективного впливу на такi складнi системи.

Проблема iснування оптимального керування посiдає ключове мiсце у тео-

ретичних основах оптимального керування. Раннi спроби доведення iснування

мiнiмуму у класi гладких функцiй, розпочатi у варiацiйному численнi, зумовили

необхiднiсть розширення класу допустимих кривих для гарантування iснування

розв’язку. Цю iдею, зокрема, розвивали Д. Гiльберт у своїх проблемах, а потiм

А. Лебег та Л. Тонеллi. Вони сформулювали загальний метод, вiдомий як метод

Лебега-Тонеллi, який полягає у доведеннi напiвнеперервностi знизу мiнiмiзу-

ючого функцiоналу на слабко компактнiй множинi допустимих кривих [87].

Таким чином, встановлення iснування оптимального керування зводиться до

застосування аналогiв класичної теореми Вейєрштрасса.

Перша частина даної дисертацiї саме та присвячена встановленню доста-

тнiх умов iснування оптимального керування для задач, описаних iнтегро-

диференцiальними системами, у термiнах властивостей правих частин системи
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та функцiоналу якостi. Теорiя керування для класичних типiв рiвнянь ґрунтов-

но висвiтлена у науковiй лiтературi: для систем звичайних диференцiальних

рiвнянь — у працях [32,84], для стохастичних систем — у [85], для функцiонально-

диференцiальних рiвнянь — у [33,34], а для систем з iмпульсною дiєю — у [36].

У працях [73, 83] висвiтлено питання iснування розв’язкiв задачi Кошi та

крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь, проте вимога неперервно-

стi їхнiх правих частин суттєво обмежує застосування цих результатiв у задачах

оптимiзацiї. Така умова є надто обтяжливою для задач оптимального керування,

де функцiя керування 𝑢 (𝑡), як правило, розглядається у класi вимiрних функцiй.

Це породжує необхiднiсть поширення класичної теорiї на iнтегро-диференцiальнi

системи з розривними правими частинами, тобто отримання результатiв, анало-

гiчних вiдомiй теоремi Каратеодорi для звичайних диференцiальних рiвнянь. У

дисертацiї розглядається задача, яка суттєво вiдрiзняється вiд класичних по-

становок iз фiксованим часом закiнчення процесу 𝑇 . Дослiдження проводиться

для процесу, що триває до моменту виходу 𝜏 розв’язку на межу заданої областi.

Принципова складнiсть тут полягає у тому, що цей момент виходу є функцiо-

налом вiд керування: 𝜏 = 𝜏 (𝑢). У такому випадку розв’язком задачi стає не

просто пара "керування–траєкторiя а трiйка (𝑢∗, 𝑥∗, 𝜏∗) — оптимальне керування,

вiдповiдна йому траєкторiя та оптимальний момент виходу (частинним випад-

ком чого є класична задача швидкодiї, де мiнiмiзується час 𝜏). Така залежнiсть

моменту часу вiд керування створює додатковi математичнi труднощi при до-

веденнi теорем iснування. Зокрема, ключовою нетривiальною проблемою стає

обґрунтування можливостi граничного переходу в моментi виходу 𝜏𝑛 = 𝜏 (𝑢𝑛) при

збiжностi послiдовностi керувань. Саме розв’язанню цих проблем, встановленню

умов iснування оптимального керування для iнтегро-диференцiальних рiвнянь

в умовах Каратеодорi та зi змiнним моментом виходу, присвячено другий роздiл

дисертацiї.

Класичнi пiдходи Беллмана та Понтрягiна, як було зазначено, орiєнтованi на
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пошук точних розв’язкiв, що для складних осцилюючих систем часто є технiчно

неможливим.

Проте для реальних нелiнiйних i осцилюючих систем такi пiдходи часто

стають непридатними, що зумовлює потребу у використаннi наближених та

асимптотичних методiв. У таких випадках альтернативою стають асимптотичнi

методи, зокрема метод усереднення. Цей метод дозволяє замiнити систему зi

швидкими коливаннями спрощеною моделлю, що адекватно вiдтворює її повiль-

ну динамiку, суттєво полегшуючи подальший аналiз та побудову керування.

Iдея усереднення виникла ще в класичнiй та небеснiй механiцi, зокрема у

працях К. Ф. Ґаусса та А. Пуанкаре, де її використовували для дослiдження

складних космiчних процесiв. Проте, строгого математичного обґрунтування та

систематизацiї, якi дозволили застосовувати метод у широкому спектрi iнженер-

них та фiзичних задач, вiн набув завдяки зусиллям українських математикiв.

Класичний метод Крилова–Боголюбова, розроблений Криловим та Боголюбовим

у 1930–1940-х роках [13,39], став фундаментом асимптотичних методiв нелiнiйної

механiки. Вони вперше надали строгi доведення близькостi розв’язкiв вихiдної та

усередненої систем на великих, але обмежених часових iнтервалах. Цi результати

згодом були суттєво розширенi та узагальненi Ю. О. Митропольським [55,56].

У теорiї оптимального керування метод усереднення вiдiграє ключову роль,

особливо для задач, де керування або динамiка системи мають високочастотний

характер. Його застосування дає змогу замiнити складну задачу оптимального

керування для системи з осцилюючими коефiцiєнтами на простiшу задачу для

усередненої системи, функцiонал якостi якої також усереднюється. Боголюбов

та Митропольський показали, що адекватнiсть усередненої динамiки забезпе-

чує побудову керування, яке є високоточною апроксимацiєю оптимального для

вихiдної системи. Такий пiдхiд став ефективним iнструментом аналiзу й проекту-

вання керуючих законiв для складних нелiнiйних систем, що важко пiддаються

прямому дослiдженню класичними методами.
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Фундаментальне обґрунтування та системний розвиток методу усереднення

пов’язанi з дiяльнiстю математикiв Київської школи пiд керiвництвом академi-

кiв М. М. Боголюбова та Ю. О. Митропольського. Їхнi роботи заклали основу

для дослiдження систем звичайних диференцiальних рiвнянь iз малим пара-

метром i швидкими осциляцiями. Подальший розвиток методу пов’язаний iз

працями Ю. О. Митропольського [56], [13] та його послiдовникiв — А. М. Са-

мойленка, В. О. Плотнiкова. Значний внесок у розвиток асимптотичних методiв

зробили також Р. I. Петришин i його учнi [61–64], що пiдтвердило глибину та

унiверсальнiсть української математичної школи.

Вагомий внесок у застосування методу усереднення саме до задач оптималь-

ного керування зробили представники Одеської школи на чолi з В. О. Плотнi-

ковим. У їхнiх роботах [65, 66, 69] було послiдовно обґрунтовано два ключовi

пiдходи: усереднення рiвнянь керованого руху та усереднення крайових задач,

що випливають iз принципу максимуму. У бiльшостi зазначених праць аналiз

здiйснювався для систем типу ¤𝑥 = 𝜀𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑢) або для близьких класiв рiвнянь, де

вiдсутнi iнтегральнi компоненти, що ускладнює безпосереднє застосування мето-

ду усереднення. Традицiйно застосовувалися два пiдходи: усереднення рiвнянь

руху, або усереднення необхiдних умов оптимальностi за принципом максимуму.

Для дослiджуваних моделей встановлено оцiнки близькостi траєкторiй та об-

ґрунтовано асимптотичну оптимальнiсть керування на скiнченних iнтервалах i

на пiвосi.

Важливе теоретичне пiдґрунтя для розв’язання задач на асимптотично

великому промiжку та на пiвосi закладено у працях А. М. Самойленка [74],

О. М. Станжицького [58, 80] та Т. В. Добродзiй [92, 93]. В дослiдженнi обґрунто-

вано метод усереднення для випадкiв, коли керування входить у систему лiнiйно

та обирається iз однiєї i тiєї самої множини допустимих значень.

Значне математичне зацiкавлення викликали задачi усереднення для дифе-

ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Хоча фiзичнi моделi, що вимагали
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такого усереднення, були вiдомi ще з часiв Дж. К. Максвела та Дж. У. Релея,

систематичне математичне дослiдження усереднення рiвнянь iз швидкоосцилю-

ючими коефiцiєнтами розпочалося лише у 1970-х роках. Загальнi результати

цих дослiджень були викладенi у фундаментальнiй монографiї А. A. Bensoussan,

J. -L. Lions, G. Papanicolaou [11].

Обґрунтування методу усереднення вiдбулось для систем функцiонально-

диференцiальних рiвнянь [19, 20, 30, 38, 49, 50], стохастичних систем [32, 58, 74,

75, 78, 80, 88], операторних рiвнянь [54, 60, 79], гiперболiчних диференцiальних

включень [89,90].

Окремий пiдхiд до задач оптимального керування iнтегральними рiвняння-

ми Вольтерра запропонував S. A. Belbas [8], застосувавши схему апроксимацiї

(метод редукцiї), яка дозволяє замiнити iнтегральне рiвняння на систему зви-

чайних диференцiальних рiвнянь. У данiй дисертацiйнiй роботi розглядаються

iнтегро-диференцiальнi системи зi швидкоосцилюючими змiнними, що суттєво

ускладнює аналiз. Тому у даному дослiдженнi застосовано асимптотичний метод

усереднення Боголюбова як в роботах Плотнiкова та його учнiв.

Фундаментальнi результати щодо аналiзу динамiки та стiйкостi коливань

в iнтегро-диференцiальних систем типу Вольтерра за допомогою методу усе-

реднення, але без оптимального керування були отриманi в роботах [28, 81].

Пiзнiше А. В. Плотнiков та Т. А. Комлева [35, 67, 68] узагальнили цей пiдхiд

на значно складнiшi об’єкти — iнтегро-диференцiальнi включення та нечiткi

iнтегро-диференцiальнi системи, обґрунтувавши схеми усереднення для них.

Однак, незважаючи на цi результати, строге обґрунтування методу усе-

реднення безпосередньо для задач оптимального керування детермiнованими

iнтегро-диференцiальними системами зi швидкоосцилюючими коефiцiєнтами

залишалися вiдкритими проблемами. У другiй частинi дисертацiї розглядається

клас керованих систем, що поєднує швидкоосцилюючу залежнiсть вiд 𝑡/𝜀 та
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iнтегральну частину. Нелiнiйна задача має вигляд
¤𝑥𝜀 = 𝑋

(
𝑡
𝜀
, 𝑥𝜀 (𝑡),

𝑡∫
0
𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥𝜀 (𝑠)) 𝑑𝑠,𝑢 (𝑡)

)
,

𝑥𝜀 (0) = 𝑥0,

Принципова складнiсть аналiзу запропонованої моделi полягає у наявностi iнте-

грального члена Вольтеррiвського типу та залежностi вiд оптимального керува-

ння. Це робить неможливим пряме застосування класичних схем усереднення.

У даному дослiдженнi розвивається пiдхiд, закладений у працях О. М. Стан-

жицького [83], де було отримано умови збiжностi для iнтегро-диференцiальних

систем без керування. Впровадження в таку модель параметра керування та

функцiонала якостi потребує розробки нових апроксимацiйних схем, сумiсних iз

нелiнiйнiстю системи. Проведений аналiз охоплює як нелiнiйний випадок, так i

вiдповiдну лiнiйну за керуванням задачу, а одержанi результати отриманi на

скiнченному iнтервалi часу та на пiвосi.

Основним здобутком дисертацiйного дослiдження є строге математичне об-

ґрунтування того, що оптимальне керування усередненої iнтегро-диференцiальної

системи є 𝜀-оптимальним для вихiдної задачi. Одержанi результати охоплюють

як лiнiйну за керуванням, так i загальну нелiнiйну постановки на скiнченних

iнтервалах i на пiвосi. Це дозволило узагальнити класичнi теореми Боголюбова–

Митропольського на новий клас керованих систем iз швидкими осциляцiями та

iнтегральною частиною. Таким чином, у роботi вперше побудовано повну теоре-

тичну базу для застосування асимптотичних методiв в оптимальному керуваннi

iнтегро-диференцiальними моделями, що доповнює наявнi частковi або неповнi

результати в теорiї апроксимацiї складних динамiчних систем.



Роздiл 2

ТЕОРЕМИ IСНУВАННЯ ОПТИМАЛЬНИХ

КЕРУВАНЬ ДЛЯ ДЕЯКИХ КЛАСIВ

IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

У цьому роздiлi розглядається задача iснування оптимального керування

для iнтегро-диференцiальних рiвнянь типу Вольтерри. Проведено аналiз вза-

ємозв’язку мiж оптимальними керуваннями та оптимальними траєкторiями

на скiнченному iнтервалi та пiвосi. Отримано достатнi умови iснування опти-

мальних керувань, сформульованi термiнах правих частин рiвнянь та критерiя

якостi.

Надалi через | · | позначатимемо норму вектора у скiнченновимiрному евклi-

довому просторi, а через ∥ · ∥ - норму матрицi, узгоджену iз нормою вектора.

2.1 Задачi керування на скiнченному iнтервалi

2.1.1 Постановка

Розглядається задача оптимального керування системою iнтегро-диференцi-

альних рiвнянь 
¤𝑥 = 𝑓1(𝑡, 𝑥) + 𝑓2(𝑡, 𝑥)𝑢 (𝑡) +

𝑡∫
0
𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑢 (𝑠)𝑑𝑠,

𝑥 (0) = 𝑥0,

(2.1)

38
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з критерiєм якостi

𝐽 (𝑢) =
𝜏∫

0

𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝑢 (𝑡))𝑑𝑡 → inf, (2.2)

на вiдрiзку [0,𝑇 ], де 𝑥0 ∈ 𝐷 - фiксований вектор, 𝑥 ∈ 𝐷 - фазовий вектор, 𝐷 -

деяка область у ℝ𝑑 , 𝜕𝐷 - межа 𝐷, 𝐷 = 𝐷 ∪ 𝜕𝐷, 𝜏 = 𝜏 (𝑢) - момент першого виходу

розв’язку, 𝑥 (𝑡) = 𝑥 (𝑡,𝑢) на 𝜕𝐷, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ ℝ𝑚 - вектор керування, 𝑈 - опукла,

замкнена множина в ℝ𝑚 i 0 ∈ 𝑈 .

Нехай виконуються наступнi умови для системи (2.1):

Умова 2.1. Вектор-функцiя 𝑓1(𝑡, 𝑥) : [0,𝑇 ] × 𝐷 → ℝ𝑑 , матриця 𝑓2(𝑡, 𝑥) : [0,𝑇 ] ×

𝐷 → ℝ𝑑 ×ℝ𝑚 i матриця 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥) : [0,𝑇 ] × [0,𝑇 ] × 𝐷 → ℝ𝑑 ×ℝ𝑚 є неперервними

за сукупнiстю змiнних.

Умова 2.2. У випадку необмеженої областi 𝐷 виконуються ще й наступнi умови

для функцiй 𝑓1(𝑡, 𝑥), 𝑓2(𝑡, 𝑥), 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥), а саме 𝐶 > 0 таке, що для довiльних

𝑡, 𝑠 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷:

|𝑓1(𝑡, 𝑥) | ≤ 𝐶 (1 + |𝑥 |), (2.3)

∥ 𝑓2(𝑡, 𝑥)∥ ≤ 𝐶 (1 + |𝑥 |), (2.4)

∥ 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥)∥ ≤ 𝐶 (1 + |𝑥 |). (2.5)

Функцiї 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢), 𝐿𝑥 (𝑡, 𝑥,𝑢) i 𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑢) є неперервними за сукупнiстю змiнних

для будь-яких 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷,𝑢 ∈ 𝑈 i задовольняють наступнi умови:

1) iснують такi 𝑘 > 0, 𝑝 > 1, що виконується нерiвнiсть

𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) ≥ 𝑘 |𝑢 |𝑝, (2.6)

для 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷,𝑢 ∈ 𝑈 ;

2) iснують такi 𝐾 > 0 та 𝛼 > 0, що

|𝐿𝑥 (𝑡, 𝑥,𝑢) | + |𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑢) | ≤ 𝐾 (1 + |𝑢 |𝑝−1 + |𝑥 |𝛼), (2.7)

для 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷,𝑢 ∈ 𝑈 .
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3) 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) опукла по 𝑢 для будь-яких фiксованих 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷.

Керування 𝑢 (𝑡) вважають допустимим, якщо:

a1) 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐿𝑝 (0,𝑇 ), ∥𝑢 (·)∥𝑝 = (
𝑇∫
0
∥𝑢 (𝑡)∥𝑝𝑑𝑡)

1
𝑝 ,

a2) 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑈 , при 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Множину допустимих керувань позначатимемо через W.

2.1.2 Деякi допомiжнi результати

Для подальшого нам потрiбнi деякi результати про iснування розв’язку

задачi Кошi та його продовжуванiсть до моменту виходу з областi для iнтегро-

диференцiальних систем iз вимiрною по незалежнiй змiннiй правою частиною.

Отже, розглянемо наступну задачi Кошi

¤𝑥 = 𝑋

(
𝑡, 𝑥,

𝑡∫
0

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥 (𝑠))𝑑𝑠
)
, 𝑥 (0) = 𝑥0, (2.8)

де 𝑥 ∈ 𝐷, 𝐷 - область в ℝ𝑑 , a 𝜕𝐷 - її межа, 𝐷 = 𝐷 ∪ 𝜕𝐷, 𝑥0 ∈ 𝐷. Розв’язок даної

задачi будемо розумiти в наступному сенсi.

Означення 2.1. Абсолютно неперервна функцiя 𝑥 (𝑡) називається розв’язком зада-

чi (2.8) на промiжку [0,𝑇 ], якщо вона задовольняє на [0,𝑇 ] наступне iнтегральне

рiвняння

𝑥 (𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

𝑋 (𝑠, 𝑥 (𝑠),
𝑠∫

0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥 (𝜏))𝑑𝜏)𝑑𝑠. (2.9)

Маємо наступну теорему.

Теорема 2.1. Нехай 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦) визначена в областi 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑦 ∈ ℝ𝑚,

функцiя 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) визначена для 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑠 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷 i виконуються

наступнi умови:

1) 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦) для майже всiх 𝑡 (за мiрою Лебега) неперервна по 𝑥 i 𝑦, функцiя

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) неперервна по 𝑥 для майже всiх 𝑡 i 𝑠;
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2) 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦) вимiрна по 𝑡 при всiх 𝑥 i 𝑦, 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) вимiрна по 𝑡 , 𝑠 при всiх 𝑥 ;

3) iснують iнтегровнi функцiї 𝑚(𝑡) i 𝜇 (𝑡, 𝑠) такi, що

|𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦) | ≤𝑚(𝑡), 𝑥 ∈ 𝐷,𝑦 ∈ ℝ𝑚, (2.10)

|𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) | ≤ 𝜇 (𝑡, 𝑠), 𝑥 ∈ 𝐷, (2.11)
𝑇∫
0

𝑚(𝑡)𝑑𝑡 < ∞,
𝑇∫
0

𝑇∫
0

𝜇 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡 < ∞. (2.12)

Тодi iснує таке ℎ > 0, що задача Кошi має розв’язок (2.8) на вiдрiзку [0, ℎ].

Доведення. Виберемо 𝑏 > 0 так, що вiдрiзок |𝑥 − 𝑥0 | ≤ 𝑏 цiлком лежить в 𝐷, а

ℎ > 0 таке, щоб
ℎ∫

0

𝑚(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑏. (2.13)

Для кожного натурального 𝑛 покладемо 𝛿 = ℎ/𝑛 i позначимо 𝑡𝑖 = 𝑖𝛿 . Послi-

довно на вiдрiзках [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1], 𝑖 = 0, 𝑛 − 1 побудуємо послiдовнiсть функцiй 𝑥𝑛 (𝑡)

визначену на [0, ℎ] наступним чином. Покладемо 𝑥𝑛 (𝑡) ≡ 𝑥0 при 𝑡 ≤ 0 i

𝑥𝑛 (𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

𝑋 (𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠 − 𝛿),
𝑠∫

0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥𝑛 (𝜏 − 𝛿))𝑑𝜏)𝑑𝑠. (2.14)

Для кожного 𝑛 ∈ ℕ функцiї 𝑥𝑛 (𝑡) визначенi та неперервнi на [0, ℎ]. Дiйсно

при 𝑡 ∈ [0, 𝛿] маємо 𝑥𝑛 (𝑡 − 𝛿) = 𝑥0, i для кожного 𝑠 ∈ [0, 𝛿]:
𝑠∫
0
𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥0)𝑑𝜏 iснує та

є сумовною функцiєю, оскiльки

𝑠∫
0

|𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥0) |𝑑𝜏 ≤
𝑠∫

0

𝜇 (𝑠, 𝜏)𝑑𝜏 < ∞,

виконується в силу умов (2.11), (2.12) та теореми Фубiнi. Тодi в силу [76, 121]

пiдiнтегральна функцiя (2.14) є сумовна, при цьому

|𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥0 | ≤
𝑡∫

0

|𝑋 (𝑠, 𝑥0,

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥0)𝑑𝜏) |𝑑𝑠 ≤
ℎ∫

0

𝑚(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑏.
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Тодi на [0, ℎ] функцiя 𝑥𝑛 (𝑡) є неперервною i лежить в областi 𝐷. Аналогiчно,

при 𝑡 ∈ [ℎ, 2ℎ] ми отримаємо
𝑠∫

0

��𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥𝑛 (𝜏 − 𝛿))��𝑑𝜏 ≤ 𝑠∫
0

𝜇 (𝑠, 𝜏) 𝑑𝜏 < ∞ та

|𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥0 | ≤
𝑡∫

0

��𝑋 (𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠 − 𝛿),
𝑠∫

0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥𝑛 (𝜏 − 𝛿)) 𝑑𝜏)
��𝑑𝑠 ≤ ℎ∫

0

𝑚(𝑡) 𝑑𝑡 ≤ 𝑏.

Отже, продовжуючи цей процес, отримаємо, що 𝑥𝑛 (𝑡) є неперервною на [0, ℎ]

i для неї виконується оцiнка

|𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥0 | ≤ 𝑏, 𝑡 ∈ [0, ℎ] . (2.15)

Окрiм того, в силу абсолютної неперервностi iнтеграла Лебега для будь-якого

𝜀 > 0 iснує 𝛿 > 0, такe що, якщо |𝛼 − 𝛽 | < 𝛿 , тодi

|𝑥𝑛 (𝛽) − 𝑥𝑛 (𝛼) | ≤
𝛽∫
𝛼

𝑚(𝑡)𝑑𝑡 < 𝜀. (2.16)

Таким чином, в силу (2.15) та (2.16) функцiї 𝑥𝑛 (𝑡) є рiвностепенево непе-

рервними та рiвномiрно обмеженими на [0, ℎ]. Отже, iснує рiвномiрно збiжна

на [0, ℎ] їх пiдпослiдовнiсть 𝑥𝑛𝑘 (𝑡) до неперервної функцiї 𝑥 (𝑡). Необмежуючи

загальностi, будемо вважати, що сама послiдовнiсть 𝑥𝑛 (𝑡) рiвномiрно збiгається

до 𝑥 (𝑡) при 𝑛 → ∞. Оскiльки

|𝑥𝑛 (𝑠 − 𝛿) − 𝑥 (𝑠) | ≤ |𝑥𝑛 (𝑠 − 𝛿) − 𝑥𝑛 (𝑠) | + |𝑥𝑛 (𝑠) − 𝑥 (𝑠) |,

то в силу рiвностепеневої непервностi та рiвномiрної збiжностi послiдовностi

{𝑥𝑛 (𝑡)}, маємо 𝑥𝑛 (𝑠 − 𝛿) → 𝑥 (𝑠) при 𝑛 → ∞. Отже, з урахуванням неперерв-

ностi функцiї 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦) по 𝑥 , 𝑦 та неперервностi 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) по 𝑥 , iз (2.10)-(2.12),

використовуючи теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть в (2.14) можли-

вий граничний перехiд пiд знаком iнтегралiв. Отже, гранична функцiя 𝑥 (𝑡)

задовольняє рiвняння (2.9) i є, очевидно, абсолютно неперервною на [0, ℎ]. □



43

Наступна теорема гарантує продовжуванiсть побудованого розв’язку на межу

цилiндра (0,𝑇 ) × 𝐷 ⊂ ℝ𝑑+1, у випадку обмеженостi областi 𝐷.

Теорема 2.2. В умовах Теореми 2.1 кожний розв’язок рiвняння (2.8), що про-

ходить всерединi цилiндра (0,𝑇 ) × 𝐷 можна продовжити до його виходу на

межу цилiндра.

Доведення. Розглянемо розв’язок 𝑥 (𝑡), що проходить через точку (𝑡0, 𝑥0) ⊂

(0,𝑇 ) × 𝐷, яку позначимо 𝐴0. Межу цилiндра (0,𝑇 ) × 𝐷 позначимо Γ. Виберемо

𝜀1 > 0 таке, що 2𝜀1 ≤ 𝜌 (𝐴, Γ) - вiдстань вiд точки 𝐴 до межi Γ. Iз абсолютної

неперервностi iнтеграла Лебега маємо iснування такого 𝛿1 > 0, що якщо |𝛽 −𝛼 | <

𝛿1, то
𝛽∫
𝛼

𝑚(𝑡)𝑑𝑡 < 𝜀1. Тодi з доведення Теореми 2.1 випливає, що розв’язок

задачi Кошi 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0 можна продовжити вправо на вiдрiзок [𝑡0, 𝑡0 + 𝛿1]. Якщо

виявиться, що вiдстань вiд точки (𝑡0+𝛿1, 𝑥 (𝑡0+𝛿1)) до Γ не менша 2𝜀1, то розв’язок

можна продовжити вправо ще на 𝛿1 i т.д., поки вiн не дiйде до точки 𝐴1(𝑡1, 𝑥1),

що 𝜌 (𝐴1, Γ) < 2𝜖1. Взявши 𝜀𝑖 → 0, 𝑖 = 1, 2, ... можемо продовжити розв’язок до

точок 𝐴𝑖 (𝑡𝑖, 𝑥𝑖) так, що 𝑡1 < 𝑡2 < ..., i 𝜌 (𝐴𝑖, Γ) → 0, 𝑖 → ∞. З iншого боку розв’язок

продовжиться до верхньої основи цилiндра 𝑡 = 𝑇 . Якщо, послiдовнiсть {𝑡𝑛}

нескiнченна, то 𝑡𝑛 → 𝑡∗. Iз обмеженостi 𝐷 випливає, що послiдовнiсть {𝑥 (𝑡𝑛)}

має збiжну пiдпослiдовнiсть. Без втрати загальностi вважатимемо, що сама

𝑥 (𝑡𝑛) → 𝑥∗, 𝑛 → ∞. Iз оцiнки

|𝑥 (𝛽) − 𝑥 (𝛼) | ≤
𝛽∫
𝛼

𝑚(𝑡)𝑑𝑡,

яка виконується за умови, що при 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽], 𝑥 (𝑡) лежить в 𝐷, випливає рiвно-

мiрна неперервнiсть функцiї 𝑥 (𝑡) на [𝑡0, 𝑡∗), а отже, iснування границi

lim
𝑡→𝑡∗−0

𝑥 (𝑡) = 𝑥∗.

Очевидно (𝑡∗, 𝑥∗) ∈ Γ. Поклавши 𝑥 (𝑡∗) = 𝑥∗, отримуємо розв’язок, що досягає

межi Γ цилiндра (0,𝑇 ) × 𝐷 в точцi (𝑡∗, 𝑥∗). □
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Зауваження 2.1. Якщо додатково в умовах Теореми 2.1 функцiї 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦) i

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) задовольняють за змiнними 𝑥 ∈ 𝐷,𝑦 ∈ ℝ умову лiнiйного росту:

|𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦) | ≤𝑚(𝑡) (1 + |𝑥 | + |𝑦 |), |𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) | ≤ 𝜇 (𝑡, 𝑠) (1 + |𝑥 |) (2.17)

то умову обмеженостi областi 𝐷 в Теоремi 2.2 можна зняти.

Доведення. Дiйсно, обмеженiсть 𝐷 ми використали при доведеннi iснування

скiнченної границi

lim
𝑛→∞

𝑥 (𝑡𝑛) = 𝑥∗ (2.18)

Але з умови (2.17) для довiльного 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡∗) отримаємо:

|𝑥 (𝑡) | ≤ |𝑥0 | +𝐶 +
𝑡∫
𝑡0

𝑚(𝑠) |𝑥 (𝑠) |𝑑𝑠 +
𝑡∫
𝑡0

( 𝑠∫
𝑡0

𝜇 (𝑠, 𝜏) |𝑥 (𝜏) |𝑑𝜏
)
𝑑𝑠

Тодi, згiдно з узагальненою нерiвнiстю Гронуолла, матимемо

|𝑥 (𝑡) | ≤ (|𝑥0 | +𝐶) exp

{
𝐶1

( 𝑡∫
𝑡0

𝑚(𝑠) 𝑑𝑠 +
𝑡∫
𝑡0

𝑠∫
𝑡0

𝜇 (𝑠, 𝜏) 𝑑𝜏𝑑𝑠
)}
,

де 𝐶 та 𝐶1 — вiдповiднi додатнi сталi. Звiдси, випливає обмеженiсть 𝑥 (𝑡), а отже,

й iснування скiнченної границi (2.18), що i доводить твердження. □

2.1.3 Теорема iснування оптимального керування

Теорема 2.3. Нехай для системи (2.1) з критерiєм якостi (2.2) виконується

Умова 2.1, а у випадку необмежної областi 𝐷 також Умова 2.2, функцiя 𝐿

задовольняє умови 1)–3). Тодi задача (2.1), (2.2) має розв’язок в класi допу-

стимих керувань 𝑊 , тобто iснує оптимальне керування 𝑢∗(𝑡), що мiнiмiзує

критерiй якостi (2.2).

Доведення. Покажемо, що для кожного допустимого керування iснує розв’язок

задачi Кошi, що продовжується до виходу на межу цилiндра (0,𝑇 )×𝐷. Для цього
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перевiримо виконання умов Теореми 2.1 для кожного допустимого керування

𝑢 (𝑡).

Для обмеженої областi 𝐷 iз неперервностi функцiй 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 за сукупнiстю

змiнних 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑠 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷 випливає iснування константи 𝐶2 > 0 такої,

що:

|𝑓1(𝑡, 𝑥) | + |𝑓2(𝑡, 𝑥) | + |𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥) | ≤ 𝐶2, (2.19)

для всiх 𝑡, 𝑠 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷. Тодi у нашому випадку 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) = 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑢 (𝑡), маємо

|𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) | ≤ 𝐶2 |𝑢 (𝑡) |, отже

|𝑓1(𝑡, 𝑥) + 𝑓2(𝑡, 𝑥)𝑢 (𝑡) +
𝑡∫

0

𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑢 (𝑠)𝑑𝑠 | ≤ 𝐶2 +𝐶2 |𝑢 (𝑡) | +𝐶2

𝑡∫
0

|𝑢 (𝑠) |𝑑𝑠,

оскiльки функцiя
𝑡∫
0
|𝑢 (𝑠) |𝑑𝑠 абсолютно неперервна на [0,𝑇 ], то умови (2.10)-(2.12)

виконуються.

У випадку необмеженої областi 𝐷 розглянемо її перетин iз кулею радiуса 𝑅

iз центром в нулi. Позначимо його 𝐷𝑅, тодi цилiндр (0,𝑇 ) ×𝐷𝑅 є обмеженою мно-

жиною. З умов лiнiйного росту для функцiй 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 матимемо виконання (2.19)

у цилiндрi (0,𝑇 ) × 𝐷𝑅. Тодi розв’язок продовжується до межi цилiндра. Якщо

пара (𝑡, 𝑥 (𝑡)) попадає на межу цилiндра (0,𝑇 ) × 𝐷, то твердження встановлено.

Якщо нi, то 𝑥 (𝑡) попадає на сферу 𝑆𝑅, а тому пара (𝑡, 𝑥 (𝑡)) лежить всерединi

цилiндра (0,𝑇 ) × 𝐷, отже згiдно Теореми 2.1 розв’язок продовжимо вправо.

Розглядаючи послiдовнiсть куль 𝐵𝑅 (0), що вичерпують множину 𝐷 (за ра-

хунок зростання радiуса) ми продовжуємо розв’язок до його виходу на межу

цилiндра (0,𝑇 ) × 𝐷.

Взявши в ролi допустимого керування 𝑢 (𝑡) стале керування, тобто 𝑢 (𝑡) = 𝑢0,

отримаємо для нього вiдповiдну допустиму траєкторiю 𝑥 (𝑡), що продовжуються

до межi областi 𝐷 на вiдрiзку [0, 𝜏], де 𝜏 ≤ 𝑇 . Оскiльки, 𝑥 (𝑡) - неперервна

функцiя на [0, 𝜏], а тому вона й обмежена. Тодi, в силу неперервностi функцiї
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𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) за сукупнiстю змiнних, маємо:
𝜏∫

0

𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝑢0)𝑑𝑡 < ∞. (2.20)

Тому множина допустимих керувань непорожня.

Оскiльки критерiй якостi є невiд’ємним, функцiонал 𝐽 (𝑢) має нижню межу

𝑚. Це дозволяє побудувати послiдовнiсть допустимих керувань {𝑢𝑛 (𝑡)}𝑛≥1, для

якої значення функцiоналу прямують до цiєї межi при 𝑛 → ∞, тобто

𝐽 (𝑢𝑛) =
𝜏𝑛∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) 𝑑𝑡 −→𝑚, 𝑛 → ∞,

де 𝑥𝑛 (𝑡) — розв’язки системи (2.1), що вiдповiдають керуванням 𝑢𝑛 (𝑡), а 𝜏𝑛

позначає момент досягнення границi областi 𝐷 розв’язком 𝑥𝑛 (𝑡).

Зауважимо, що для достатньо великих 𝑛, маємо 𝐽 (𝑢𝑛) ≤𝑚 + 1.

Без обмеження загальностi покладемо, що 𝑢𝑛 (𝑠) = 0 для 𝜏𝑛 < 𝑠 ≤ 𝑇 , коли

𝜏𝑛 < 𝑇 . Отже, вiдповiдно до умови (2.6), маємо
𝜏𝑛∫
0

|𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝𝑑𝑡 =
𝑇∫
0

|𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝𝑑𝑡 ≤
𝑚 + 1
𝑘

,

∥𝑢𝑛 (·)∥𝑝 ≤
(𝑚 + 1

𝑘

)1/𝑝
. (2.21)

З цього випливає, що сiм’я 𝑢𝑛 (·) є слабко компактною в просторi 𝐿𝑝 (0,𝑇 ). Тому

можна видiлити пiдпослiдовнiсть (яку, для зручностi, також позначатимемо

𝑢𝑛 (𝑡)), що слабко збiгається до деякої функцiї 𝑢∗(𝑡) ∈ 𝐿𝑝 (0,𝑇 ) та задовольняє

умову (2.21). З леми Мазура [91, 120], випливає iснування опуклої комбiнацiї

𝑏𝑘 (𝑡) =
∑𝑛(𝑘)
𝑖=1 𝛼𝑖 (𝑘)𝑢𝑖 (𝑡) елементiв 𝑢𝑖 (𝑡) ∈ 𝑈 (𝛼𝑖 ≥ 0,

∑𝑛(𝑘)
𝑖=1 𝛼𝑖 = 1), що збiгається в 𝐿𝑝

до 𝑢∗ при 𝑘 → ∞, тобто 𝑏𝑘 → 𝑢∗. Отже, можна видiлити пiдпослiдовнiсть 𝑏𝑘𝑙 , яка

майже всюди на [0,𝑇 ] збiгається до 𝑢∗(𝑡) за мiрою Лебега, тобто 𝑏𝑘𝑙 (𝑡) → 𝑢∗(𝑡)

для майже всiх 𝑡 при 𝑙 → ∞. Оскiльки множина 𝑈 є опуклою та замкненою,

то будь-яка така опукла комбiнацiя
∑𝑛(𝑘)
𝑖=1 𝛼𝑖𝑢𝑖 (𝑡) належить 𝑈 майже всюди на

[0,𝑇 ]. Тому i 𝑢∗(𝑡) ∈ 𝑈 для майже всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].
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Для розв’язкiв 𝑥𝑛 (𝑡), маємо iнтегральне представлення:

𝑥𝑛 (𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

[𝑓1(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) + 𝑓2(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡))𝑢𝑛 (𝑡) +
𝑠∫

0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑛 (𝑠))𝑢 (𝜎)𝑑𝜎]𝑑𝑡 .

Покажемо рiвномiрну обмеженiсть розв’язкiв 𝑥𝑛 при 𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑛]. Для обмеже-

ної областi дане твердження очевидне.

Доведемо рiвномiрну обмеженiсть у випадку необмеженої областi, для цього

скористаємось умовами лiнiйного росту (2.3)-(2.5). При 𝑞 =
𝑝

𝑝−1 , маємо:

|𝑥𝑛 (𝑡) |𝑞 =
���𝑥0 +

𝑡∫
0

𝑓1(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠)) 𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝑓2(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠)) 𝑢𝑛 (𝑠) 𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑛 (𝑠))𝑢𝑛 (𝜎) 𝑑𝜎 𝑑𝑠
���𝑞

≤ 4𝑞−1
(
|𝑥0 |𝑞 +

��� 𝑡∫
0

𝑓1(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠)) 𝑑𝑠
���𝑞 + ��� 𝑡∫

0

𝑓2(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠))𝑢𝑛 (𝑠) 𝑑𝑠
���𝑞

+
��� 𝑡∫
0

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑛 (𝑠))𝑢𝑛 (𝜎) 𝑑𝜎 𝑑𝑠
���𝑞)

≤ 4𝑞−1
(
|𝑥0 |𝑞 +𝐶𝑞3

(
𝑇 +

𝑡∫
0

|𝑥𝑛 (𝑠) | 𝑑𝑠
)𝑞 +𝐶𝑞3 ( 𝑡∫

0

|𝑢𝑛 (𝑠) | 𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

|𝑥𝑛 (𝑠) | |𝑢𝑛 (𝑠) | 𝑑𝑠
)𝑞

+𝐶𝑞3
( 𝑡∫

0

|𝑢𝑛 (𝑠) | 𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

|𝑥𝑛 (𝑠) | |𝑢𝑛 (𝑠) | 𝑑𝑠
)𝑞)
.

Для оцiнки другого i третього iнтегралiв в останнiй нерiвностi використаємо

нерiвнiсть Гельдера, а також врахуємо, що 𝜏𝑛 ≤ 𝑇 . В результатi матимемо

|𝑥𝑛 (𝑡) |𝑞 ≤ 8𝑞−1𝐶
𝑞

3

(
|𝑥0 |𝑞21−𝑞

𝐶
𝑞

3
+

(
𝑇𝑞 +

( 𝑡∫
0

|𝑥𝑛 (𝑠) | 𝑑𝑠
)𝑞) (1 + ( 𝑇∫

0

|𝑢𝑛 (𝑠) | 𝑑𝑠
)𝑞)

+
( 𝑡∫

0

|𝑢𝑛 (𝑠) | 𝑑𝑠
)𝑞 + ( 𝑡∫

0

|𝑥𝑛 (𝑠) | |𝑢𝑛 (𝑠) | 𝑑𝑠
)𝑞)
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≤ 8𝑞−1𝐶
𝑞

3

(
|𝑥0 |𝑞21−𝑞

𝐶
𝑞

3
+𝑇𝑞

(
1 +𝑇 ∥𝑢𝑛∥𝑞𝑝

)
+𝑇

𝑞

𝑝
(
1 +𝑇 ∥𝑢𝑛∥𝑞𝑝

) 𝑡∫
0

|𝑥𝑛 (𝑠) |𝑞 𝑑𝑠

+𝑇 ∥𝑢𝑛∥𝑞𝑝 + ∥𝑢𝑛∥𝑞𝑝

𝑡∫
0

|𝑥𝑛 (𝑠) |𝑞 𝑑𝑠
)
.

Позначимо

𝑀1 = 8𝑞−1𝐶
𝑞

3

(
|𝑥0 |𝑞21−𝑞

𝐶
𝑞

3
+𝑇 𝑞 + (𝑇 𝑞 + 1)𝑇 ∥𝑢𝑛∥𝑞𝑝

)
,

𝑀2 = 8𝑞−1𝐶
𝑞

3

(
𝑇

𝑞

𝑝 (1 +𝑇 ∥𝑢𝑛∥𝑞𝑝) + ∥𝑢𝑛∥𝑞𝑝
)
.

Тодi за аналогом леми Гронуолла-Беллмана маємо:

|𝑥𝑛 (𝑡) |𝑞 =𝑀1𝑒
𝑀2𝑇 = 𝐴𝑞 < ∞, (2.22)

при 𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑛]. Так як розв’язки 𝑥𝑛 при 𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑛] рiвномiрно обмеженi, то

|𝑥𝑛 (𝜏𝑛) | ≤ 𝐴.

Тому функцiї 𝑥𝑛 можна продовжити на весь вiдрiзок [0,𝑇 ] наступним чином:

𝑦𝑛 (𝑡) =

𝑥𝑛 (𝑡) при 𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑛),

𝑥𝑛 (𝜏𝑛) при 𝑡 ∈ [𝜏𝑛,𝑇 ] .

Доведемо рiвностепеневу неперервнiсть функцiй 𝑦𝑛 (𝑡) при 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]. Для

будь-яких 𝑠1, 𝑠2 ∈ [0, 𝜏𝑛] таких, що 𝑠1 < 𝑠2, маємо

|𝑦𝑛 (𝑠1) − 𝑦𝑛 (𝑠2) | = |𝑥𝑛 (𝑠1) − 𝑥𝑛 (𝑠2) |

=

������
𝑠2∫
𝑠1

(
𝑓1(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) + 𝑓2(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) 𝑢𝑛 (𝑡) +

𝑡∫
0

𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠)) 𝑢𝑛 (𝑠) 𝑑𝑠
)
𝑑𝑡

������ .
Розглянемо два випадки, коли область 𝐷 обмежена та необмежена.

Якщо область 𝐷 - обмежена, то очевидно iснує константа 𝐶4 > 0, що

|𝑓1(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) | + |𝑓2(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) | + |𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛 (𝑡)) | ≤ 𝐶4, тодi використовуючи нерiвнiсть
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Гельдера для iнтеграла

𝑠2∫
𝑠1

(𝑓1(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) + 𝑓2(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡))𝑢𝑛 (𝑡) +
𝑡∫

0

𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛 (𝑡))𝑢𝑛 (𝑠)𝑑𝑠)𝑑𝑡, (2.23)

отримаємо оцiнку

𝐶4(𝑠2 − 𝑠1) +𝐶4(𝑠2 − 𝑠1)1/𝑞
( 𝑇∫

0

|𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝𝑑𝑡
)1/𝑝

+𝐶4(𝑠2 − 𝑠1)𝑇
( 𝑇∫

0

|𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝𝑑𝑡
)1/𝑝

.

де 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1, яка й означає рiвностепеневу неперервнiсть.

Якщо ж область необмежена, то використовуючи умови (2.3)-(2.5) оцiнимо

(2.23) з константою 𝐶5 > 0 наступним чином

𝑠2∫
𝑠1

[
𝐶5(1 + |𝑥𝑛 (𝑡) |) +𝐶5(1 + |𝑥𝑛 (𝑡) |) |𝑢𝑛 (𝑡) | +

𝑡∫
0

𝐶5(1 + |𝑥𝑛 (𝑡) |) |𝑢𝑛 (𝑠) | 𝑑𝑠
]
𝑑𝑡

≤ 𝐶5(1 +𝐴)
[
(𝑠2 − 𝑠1) + (𝑠2 − 𝑠1)

1
𝑞 ∥𝑢𝑛∥𝑝 + (𝑠2 − 𝑠1)𝑇 ∥𝑢𝑛∥𝑝

]
.

Очевидно, що з наведених вище оцiнок, маємо 𝑦𝑛 (𝑠1) − 𝑦𝑛 (𝑠2) → 0, при

|𝑠2 − 𝑠1 | → 0.

При 𝑠1 < 𝜏𝑛 < 𝑠2 < 𝑇 , маємо

|𝑦𝑛 (𝑠1) − 𝑦𝑛 (𝜏𝑛) | = |𝑥𝑛 (𝑠1) − 𝑥𝑛 (𝜏𝑛) |

=

𝜏𝑛∫
𝑠1

���𝑓1(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) + 𝑓2(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) 𝑢𝑛 (𝑡) + 𝑡∫
0

𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠)) 𝑢𝑛 (𝑠) 𝑑𝑠
���𝑑𝑡 .

Якщо область обмежена, то вираз

𝜏𝑛∫
𝑠1

(
𝑓1(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) + 𝑓2(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) 𝑢𝑛 (𝑡) +

𝑡∫
0

𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠)) 𝑢𝑛 (𝑠) 𝑑𝑠
)
𝑑𝑡 (2.24)

оцiнюється, аналогiчно попередньому, величиною з невiд’мною сталою 𝐶6

𝐶6(𝜏𝑛 − 𝑠1) +𝐶6(𝜏𝑛 − 𝑠1)
1
𝑞 ∥𝑢𝑛∥𝑝 +𝐶6(𝜏𝑛 − 𝑠1)𝑇 ∥𝑢𝑛∥𝑝

≤ 𝐶6(𝑠2 − 𝑠1) +𝐶6(𝑠2 − 𝑠1)
1
𝑞 ∥𝑢𝑛∥𝑝 +𝐶6(𝑠2 − 𝑠1)𝑇 ∥𝑢𝑛∥𝑝 .
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Оцiнимо (2.24) у випадку необмеженої областi. Аналогiчно отримаємо

𝜏𝑛∫
𝑠1

𝐶7(1 + |𝑥𝑛 (𝑡) |) 𝑑𝑡 +
𝜏𝑛∫
𝑠1

𝐶7(1 + |𝑥𝑛 (𝑡) |) |𝑢𝑛 (𝑡) | 𝑑𝑡 +
𝜏𝑛∫
𝑠1

𝑡∫
0

𝐶7(1 + |𝑥𝑛 (𝑡) |) |𝑢𝑛 (𝑠) | 𝑑𝑠 𝑑𝑡

≤ 𝐶7(1 +𝐴)
[
(𝜏𝑛 − 𝑠1) + (𝜏𝑛 − 𝑠1)

1
𝑞 ∥𝑢𝑛∥𝑝 + (𝜏𝑛 − 𝑠1) ∥𝑢𝑛∥𝑝

]
≤ 𝐶7(1 +𝐴)

[
(𝑠2 − 𝑠1) + (𝑠2 − 𝑠1)

1
𝑞 ∥𝑢𝑛∥𝑝 + (𝑠2 − 𝑠1) ∥𝑢𝑛∥𝑝

]
,𝐶7 > 0 - стала.

Тодi

|𝑦𝑛 (𝑠1) − 𝑦𝑛 (𝜏𝑛) | = |𝑥𝑛 (𝑠1) − 𝑥𝑛 (𝜏𝑛) | → 0, при |𝑠2 − 𝑠1 | → 0.

Якщо 𝜏𝑛 < 𝑠1 < 𝑠2 < 𝑇 , то

|𝑦𝑛 (𝑠1) − 𝑦𝑛 (𝑠2) | = |𝑥𝑛 (𝜏𝑛) − 𝑥𝑛 (𝜏𝑛) |.

Таким чином, встановлена рiвностепенева неперервнiсть функцiй 𝑦𝑛 (𝑡) при

𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Отже, можна видiлити пiдпослiдовнiсть послiдовностi {𝑦𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥ 1} (яку

також позначимо через {𝑦𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥ 1}), що 𝑦𝑛 (𝑡) → 𝑦∗(𝑡), 𝑛 → ∞ рiвномiрно на

вiдрiзку [0,𝑇 ].

Позначимо через 𝜏∗ момент першого виходу 𝑦∗(𝑡) на межу 𝜕𝐷, тобто

𝜏∗ =


inf{𝑡 ∈ [0,𝑇 ] | 𝑦∗(𝑡) ∈ 𝜕𝐷},

𝑇 , якщо 𝑦∗(𝑡) ∈ 𝐷 для всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ];

𝜏𝑛 =


inf{𝑡 ∈ [0,𝑇 ] | 𝑥𝑛 (𝑡) ∈ 𝜕𝐷},

𝑇 , якщо 𝑥𝑛 (𝑡) ∈ 𝐷,∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] .

Покажемо, що 𝜏∗ ≤ lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛. Припустимо протилежне, тобто нехай 𝜏∗ >

lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛 = 𝜏 . Згiдно з теоремою про характеризацiю нижньої границi, для будь-

якого 𝛿 > 0 множина {𝑛 ∈ ℕ|𝜏𝑛 < 𝜏 + 𝛿} є нескiнченною. Оберемо 𝛿 так, щоб

𝜏 + 𝛿 < 𝜏∗. Тодi iснує така пiдпослiдовнiсть {𝜏𝑛𝑘 , 𝑛𝑘 ≥ 1} послiдовностi {𝜏𝑛, 𝑛 ≥ 1},

що iснує 𝑁 ∈ ℕ, що для будь-якого 𝑛𝑘 ≥ 𝑁, 𝜏𝑛𝑘 < 𝜏 + 𝛿 .
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Виберемо фiксований момент часу 𝑡0 ∈ (𝜏 + 𝛿, 𝜏∗). Тодi 𝑦𝑛𝑘 (𝑡0) = 𝑥𝑛𝑘 (𝜏𝑛𝑘 ) ∈ 𝜕𝐷.

З рiвномiрної збiжностi 𝑦𝑛 (𝑡) до 𝑦∗(𝑡) на [0,𝑇 ] маємо, що для будь-якого 𝜀 > 0

iснує 𝑁 ∈ ℕ, що 𝑛𝑘 ≥ 𝑁 виконується наступна нерiвнiсть:

|𝑦∗(𝑡) − 𝑦𝑛𝑘 (𝑡) | < 𝜀.

Однак, обравши 𝜀 так, що 0 < 𝜀 < inf
𝜐∈𝜕𝐷

|𝑦∗(𝑡0) − 𝜐 |, отримуємо, що для

фiксованого 𝑡0 ∈ (𝜏 + 𝛿, 𝜏∗)

|𝑦∗(𝑡0) − 𝑦𝑛𝑘 (𝑡) | = |𝑦∗(𝑡0) − 𝑥𝑛𝑘 (𝜏𝑛𝑘 ) | > 𝜀.

Ми отримали протирiччя. Отже,

𝜏∗ ≤ lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛 .

Покладемо 𝑥∗(𝑡) = 𝑦∗(𝑡), при 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗]. Покажемо, що 𝑥∗(𝑡) є розв’язком

системи (2.1) при 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗], що вiдповiдає керуванню 𝑢∗(𝑡).

Розглянемо два випадки.

1) Нехай 𝜏∗ ≤ lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛. Тодi за теоремою про характеризацiю нижньої границi

множина {𝑛 ∈ ℕ|𝜏𝑛 < 𝜏∗} - скiнченна. Тому можна вибрати пiдпослiдовнiсть

{𝜏𝑘, 𝑘 > 0} послiдовностi {𝜏𝑛, 𝑛 > 0} таку, що для довiльного 𝑘 > 0 виконується

𝜏𝑘 > 𝜏∗. Тодi для будь-якого 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗] маємо 𝑦𝑘 (𝑡) = 𝑥𝑘 (𝑡) i 𝑦∗(𝑡) = 𝑥∗(𝑡).

Оскiльки для кожного 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑦𝑘 (𝑡) → 𝑦∗(𝑡) при 𝑘 → ∞ рiвномiрно, то

𝑥𝑘 (𝑡) → 𝑥∗(𝑡) при 𝑘 → ∞ рiвномiрно по 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗]. Так як 𝑥𝑘 (𝑡) - розв’язок

системи (2.1), то маємо

𝑥𝑘 (𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

(
𝑓1(𝑠, 𝑥𝑘 (𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥𝑘 (𝑠))𝑢𝑘 (𝑠) +

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑘 (𝑠))𝑢𝑘 (𝜎)𝑑𝜎
)
𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑓2(𝑠, 𝑥𝑘 (𝑠))𝑢∗(𝑠)𝑑𝑠 −
𝑡∫

0

𝑓2(𝑠, 𝑥𝑘 (𝑠))𝑢∗(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢𝑘 (𝑠)𝑑𝑠

−
𝑡∫

0

𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢𝑘 (𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠)𝑑𝑠 −
𝑡∫

0

𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠)𝑑𝑠
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+
𝑡∫

0

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑘 (𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑠 −
𝑡∫

0

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑘 (𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢𝑘 (𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑠 −
𝑡∫

0

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢𝑘 (𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑠 −
𝑡∫

0

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑠

= 𝑥0 +
𝑡∫

0

(
𝑓1(𝑠, 𝑥𝑘 (𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥𝑘 (𝑠))𝑢∗(𝑠) +

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑘 (𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎
)
𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

(
𝑓2(𝑠, 𝑥𝑘 (𝑠)) − 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))

) (
𝑢𝑘 (𝑠) − 𝑢∗(𝑠)

)
𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑠∫
0

(
𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑘 (𝑠)) − 𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))

) (
𝑢𝑘 (𝜎) − 𝑢∗(𝜎)

)
𝑑𝜎𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))
(
𝑢𝑘 (𝑠) − 𝑢∗(𝑠)

)
𝑑𝑠 +

𝑡∫
0

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))
(
𝑢𝑘 (𝜎) − 𝑢∗(𝜎)

)
𝑑𝜎𝑑𝑠.

Для другого iнтеграла в останнiй рiвностi iз застосуванням нерiвностi Гель-

дера, матимемо оцiнку��� 𝑡∫
0

(
𝑓2(𝑠, 𝑥𝑘 (𝑠)) − 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))

)
(𝑢𝑘 (𝑠) − 𝑢∗(𝑠))𝑑𝑠

��� ≤
≤

( 𝑡∫
0

���𝑓2(𝑠, 𝑥𝑘 (𝑠)) − 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))���𝑞𝑑𝑠)1/𝑞 ( 𝑡∫
0

���𝑢𝑘 (𝑠) − 𝑢∗(𝑠)���𝑝𝑑𝑠)1/𝑝

=




𝑢𝑘 − 𝑢∗



𝑝

( 𝑡∫
0

���𝑓2(𝑠, 𝑥𝑘 (𝑠)) − 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))���𝑞𝑑𝑠)1/𝑞
.

Аналогiчнi мiркування проведемо i для третього iнтеграла, матимемо�����
𝑡∫

0

𝑠∫
0

(
𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑘 (𝑠)) − 𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))

)
(𝑢𝑘 (𝜎) − 𝑢∗(𝜎)) 𝑑𝜎𝑑𝑠

����� ≤
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≤
( 𝑡∫

0

𝑠∫
0

���𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑘 (𝑠)) − 𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))���𝑞𝑑𝜎𝑑𝑠)1/𝑞 ( 𝑡∫
0

𝑠∫
0

���𝑢𝑘 (𝜎) − 𝑢∗(𝜎)���𝑝𝑑𝜎𝑑𝑠)1/𝑝

= ∥𝑢𝑘 − 𝑢∗∥𝑝
( 𝑡∫

0

𝑠∫
0

���𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑘 (𝑠)) − 𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))���𝑞𝑑𝜎𝑑𝑠)1/𝑞
𝑇 1/𝑝 .

У випадку обмеженої областi використаємо (2.19), маємо |𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑘 (𝑡)) | ≤ 𝐶8,

де стала 𝐶8 > 0.

Якщо ж область необмежена, використовуємо умови (2.4),(2.5), отримаємо

|𝑓2(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡)) | ≤ 𝐶8(1 + |𝑥𝑘 (𝑡) |) ≤ 𝐶8(1 +𝐴),

|𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑘 (𝑡)) | ≤ 𝐶8(1 + |𝑥𝑘 (𝑡) |) ≤ 𝐶8(1 +𝐴).

Отже, функцiї 𝑓2(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡)) та 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑘 (𝑡)) iнтегровнi на [0, 𝜏𝑘], а тому на [0, 𝜏∗].

З рiвномiрної збiжностi 𝑥𝑘 (𝑡) до 𝑥∗(𝑡) на [0, 𝜏∗] випливає аналогiчна оцiнка i

для 𝑥∗(𝑡). Тодi в силу теореми Лебега, другий та третiй iнтеграли прямують до

нуля, при 𝑘 → ∞.

Четвертий iнтеграл
𝑡∫
0
𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) (𝑢𝑘 (𝑠)−𝑢∗(𝑠))𝑑𝑠 прямує до нуля в силу слабкої

збiжностi 𝑢𝑘 (𝑡) до 𝑢∗(𝑡), при 𝑘 → ∞.

Прямування останнього iнтегралу до нуля випливає з теореми Лебега про

мажоровану збiжнiсть i з використанням означення слабкої збiжностi 𝑢𝑘 (𝑡) до

𝑢∗(𝑡), при 𝑘 → ∞.

Аналогiчними мiркуваннями отримуємо, що в силу теореми Лебега при

𝑘 → ∞ перший iнтеграл прямує до виразу

𝑡∫
0

(𝑓1(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠) +
𝑠∫

0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎)𝑑𝑠.

Отже, граничним переходом при 𝑘 → ∞ отримуємо

𝑥∗(𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

(𝑓1(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠) +
𝑠∫

0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎)𝑑𝑠, (2.25)

для будь-якого 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗].
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2) нехай тепер 𝜏∗ = lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛. Виберемо довiльний момент 𝑡2 такий, що 𝑡2 < 𝜏∗.

Тодi за теоремою про характеризацiю нижньої границi множина {𝑛 ∈ ℕ|𝜏𝑛 <

𝑡2} - скiнченна, якщо на промiжку (𝑡2, 𝜏∗) лежить скiнченна кiлькiсть точок

𝜏𝑛, то доведення зводиться до попереднього випадку. А якщо на промiжку

(𝑡2, 𝜏∗) лежить нескiнченна кiлькiсть точок 𝜏𝑛, то у цьому випадку виберемо

пiдпослiдовнiсть {𝜏𝑘, 𝑘 > 0} послiдовностi {𝜏𝑘, 𝑘 > 0} таку, що для будь-якого

𝑘 > 0 : 𝜏𝑘 ∈ (𝑡2, 𝜏∗). Тодi для кожного 𝑡 ∈ [0, 𝑡2] маємо 𝑦𝑘 (𝑡) = 𝑥𝑘 (𝑡) i 𝑦∗(𝑡) = 𝑥∗(𝑡).

Аналогiчно попередньому пункту, маємо виконання (2.25) для будь-якого 𝑡 ∈

[0, 𝑡2]. Доведемо виконання рiвностi (2.25) для довiльного 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗]. Оскiльки, 𝑡2

- вибрано довiльним чином, то для кожного 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗) рiвнiсть (2.25) виконується.

Залишилось показати виконання рiвностi (2.25) в точцi 𝜏∗, а саме

𝑥∗(𝜏∗) = 𝑥0 +
𝜏∗∫
0

(𝑓1(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠) +
𝑠∫

0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎)𝑑𝑠.

Виберемо послiдовнiсть 𝑡𝑛 ∈ [0, 𝜏∗] таку, що 𝑡𝑛 → 𝜏∗, тодi 𝑥∗(𝑡𝑛) → 𝑥∗(𝜏∗),

оскiльки 𝑥∗(𝑡) є неперервною на [0, 𝜏∗].

Маємо наступне�����
𝜏∗∫
0

(
𝑓1(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠) +

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎
)
𝑑𝑠

−
𝑡𝑛∫
0

(
𝑓1(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠) +

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎
)
𝑑𝑠

����� =
=

�����
𝜏∗∫
𝑡𝑛

(
𝑓1(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠) +

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎
)
𝑑𝑠

�����.
Оцiнимо останнiй вираз у випадку обмеженої областi. Очевидно, що iснує

стала 𝐶9 > 0, така що

|𝑓1(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) | + |𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) | + |𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥∗(𝑠)) | ≤ 𝐶9.

Звiдки випливає оцiнка при 𝑛 → ∞

𝐶9(𝜏∗ − 𝑡𝑛) +𝐶9(𝜏∗ − 𝑡𝑛)
1
𝑞 ∥𝑢∗∥𝑝 +𝐶9(𝜏∗ − 𝑡𝑛)𝑇 ∥𝑢∗∥𝑝 → 0.
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У випадку необмеженої областi використовуючи умови (2.3)-(2.5) та (2.22),

маємо наступну оцiнку

𝐶 (1 +𝐴) |𝜏∗ − 𝑡𝑛 | +𝐶 (1 +𝐴) |𝜏∗ − 𝑡𝑛 |
1
𝑞 ∥𝑢∗∥𝑝 +𝐶 (1 +𝐴) |𝜏∗ − 𝑡𝑛 |𝑇 ∥𝑢∗∥𝑝 → 0,

при 𝑛 → ∞. Отже,

𝑥∗(𝑡𝑛) = 𝑥0 +
𝑡𝑛∫
0

(𝑓1(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠) +
𝑠∫

0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎)𝑑𝑠 →

→ 𝑥0 +
𝜏∗∫
0

(𝑓1(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠) +
𝑠∫

0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎)𝑑𝑠 = 𝑥∗(𝜏∗).

при 𝑛 → ∞.

А тому, 𝑥∗(𝑡) - розв’язок системи (2.1), що вiдповiдає керуванню 𝑢∗(𝑡) при

𝑡 ∈ [0, 𝜏∗].

Залишилось довести, що керування 𝑢∗(𝑡) є оптимальним. Знову розглянемо

2 випадки:

1) 𝑦∗(𝜏∗) ∈ 𝜕𝐷, тобто 𝜏∗ < 𝑇 .

a) Нехай 𝜏∗ < lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛. Виберемо довiльний момент 𝑡2 такий, що 𝑡2 < 𝜏𝑛. Тодi

за теоремою про характеризацiю нижньої границi множина {𝑛 ∈ ℕ|𝜏𝑛 < 𝜏∗}

- скiнченна. Тому можна вибрати пiдпослiдовнiсть {𝜏𝑘, 𝑘 ≥ 0} послiдовностi

{𝜏𝑛𝑘 , 𝑛𝑘 ≥ 0} таку, що для будь-якого 𝑘 > 0 виконується 𝜏𝑘 > 𝜏∗. Тодi для кожного

𝑡 ∈ [0, 𝜏∗] маємо 𝑦𝑘 (𝑡) = 𝑥𝑘 (𝑡) i 𝑦∗(𝑡) = 𝑥∗(𝑡). Покажемо, iнтегровнiсть функцiї

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) для будь-якого 𝑘 > 0 на вiдрiзку [0, 𝜏∗].

Використовуючи нерiвнiсть

|𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢0) | ≤ sup
𝜆∈(0,1)

|𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢0 + 𝜆(𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0) | |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 |,

де 𝑢0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,𝑢0 ∈ 𝑈 , маємо

|𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) | ≤ |𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢0) | + |𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢0) |

≤ |𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢0) | + sup
𝜆∈(0,1)

��𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢0 + 𝜆(𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0)
) �� |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 |.
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Застосовуючи умову (2.7) отримаємо

|𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) | ≤ |𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢0) | + 𝐾 (1 + |𝑥∗(𝑡) |𝛼

+ sup
𝜆∈(0,1)

|𝑢0 + 𝜆(𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0) |𝑝−1) |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 |

≤ |𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢0) | + 𝐾 |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 | + 𝐾 |𝑥∗(𝑡) |𝛼 |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 |

+ 𝐾 sup
𝜆∈(0,1)

|𝑢0 + 𝜆(𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0) |𝑝−1 |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 |.

Перший доданок iнтегрований на вiдрiзку [0, 𝜏∗] вiдповiдно до (2.20). По-

кажемо iнтегровнiсть другого та третього доданкiв. Застосовуючи нерiвнiсть

(2.22) отримаємо

𝜏∗∫
0

[
𝐾 |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 | + 𝐾 |𝑥∗(𝑡) |𝛼 |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 |

]
𝑑𝑡 = 𝐾

𝜏∗∫
0

(1 + |𝑥∗(𝑡) |𝛼) |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 | 𝑑𝑡

≤
( 𝜏∗∫

0

(1 + |𝑥∗(𝑡) |𝛼)𝑞 𝑑𝑡
)1/𝑞 ( 𝜏∗∫

0

|𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 |𝑝 𝑑𝑡
)1/𝑝

≤ 𝐾 (1 +𝐴𝛼) (𝜏∗)1/𝑞∥𝑢𝑘 − 𝑢0∥𝑝 < ∞.

Покажемо iнтегровнiсть останнього доданку. Маємо, в силу нерiвностi Гель-

дера

𝜏∗∫
0

sup
𝜆∈(0,1)

|𝑢0 + 𝜆(𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0) |𝑝−1 |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 |𝑑𝑡 ≤
𝜏∗∫
0

(
|𝑢0 | + |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 |

)𝑝−1 |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 |𝑑𝑡

≤ 2
(𝑝−1)2

𝑝

( 𝜏∗∫
0

( |𝑢0 |𝑝 + |𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 |𝑝)𝑑𝑡
) 𝑝−1

𝑝 ·
( 𝜏∗∫

0

|𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢0 |𝑝𝑑𝑡
) 1
𝑝

< ∞.

Отже, функцiя 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) iнтегровна на вiдрiзку [0, 𝜏∗] для будь-якого

𝑘 > 0.

Нехай 𝜒𝑅 (𝑡) - характеристична функцiя множини {𝑡 : |𝑢∗(𝑡) | < 𝑅}. Оскiльки

𝐿(𝑡, 𝑥, ·) - опукла, то виконується нерiвнiсть

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝜐 (𝑡))𝜒𝑅 (𝑡) ≥ 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝜒𝑅 (𝑡) + (𝜐 (𝑡) − 𝑢∗(𝑡))𝐿𝜐 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝜒𝑅 (𝑡),

для будь-якого 𝜐 (𝑡) ∈𝑊, 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗] .
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Покладемо 𝜐 (𝑡) = 𝑢𝑘 (𝑡), тодi

𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))𝜒𝑅 (𝑡) 𝑑𝑡 ≥
𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝜒𝑅 (𝑡) 𝑑𝑡

+
𝜏∗∫
0

(𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢∗(𝑡))𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝜒𝑅 (𝑡) 𝑑𝑡 .

(2.26)

Iз умови (2.7) маємо

|𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) |𝜒𝑅 (𝑡) ≤ 𝐾 (1 + |𝑢∗(𝑡) |𝑝−1 + |𝑥∗(𝑡) |𝛼) ≤ 𝐾 (1 + 𝑅𝑝−1 +𝐴𝛼).

Отже, другий iнтеграл в нерiвностi (2.26) прямує до 0, при 𝑘 → ∞. Останнє

випливає iз слабкої збiжностi 𝑢𝑘 (𝑡) до 𝑢∗(𝑡). Тому

lim inf
𝑘→∞

𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))𝜒𝑅 (𝑡)𝑑𝑡 ≥
𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝜒𝑅 (𝑡)𝑑𝑡 .

Оскiльки 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) ≥ 0, 𝜒𝑅 (𝑡) ≤ 1 i 𝜒𝑅 (𝑡) → 1, при 𝑅 → ∞, то

𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝑑𝑡 ≤ lim inf
𝑘→∞

𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))𝑑𝑡 . (2.27)

Розглянемо також величину��� 𝜏∗∫
0

[𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))]𝑑𝑡
���.

Використавши рiвнiсть

𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) =
1∫

0

𝐿𝑥 (𝑡, 𝑥𝜆𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) (𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡))𝑑𝜆,

де 𝑥𝜆𝑘 (𝑡) = 𝑥∗(𝑡) + 𝜆(𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡)), а також застосовуючи нерiвнiсть (2.7), (2.22)

та нерiвнiсть Гельдера, отримаємо���� 𝜏∗∫
0

[𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))] 𝑑𝑡
����
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=

���� 𝜏∗∫
0

1∫
0

𝐿𝑥 (𝑡, 𝑥𝜆𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) (𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡)) 𝑑𝜆 𝑑𝑡
����

≤
𝜏∗∫
0

|𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) |𝐾
(
1 + |𝑢𝑘 (𝑡) |𝑝−1 + |𝑥𝑘 (𝑡) + 𝑥∗(𝑡) |𝛼

)
𝑑𝑡

≤ 𝐾
𝜏∗∫
0

|𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | (1 + (2𝐴)𝛼) 𝑑𝑡 + 𝐾
𝜏∗∫
0

|𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | |𝑢𝑘 (𝑡) |𝑝−1 𝑑𝑡

≤ 𝐾
𝜏∗∫
0

|𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | (1 + (2𝐴)𝛼) 𝑑𝑡 + 𝐾 ∥𝑢𝑘 ∥𝑝/𝑞𝑝

( 𝜏∗∫
0

|𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) |𝑝 𝑑𝑡
)1/𝑝

.

Отже, маємо���� 𝜏∗∫
0

[𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))] 𝑑𝑡
����

≤ 𝐾
𝜏∗∫
0

|𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | (1 + (2𝐴)𝛼) 𝑑𝑡 + 𝐾 ∥𝑢𝑘 ∥𝑝/𝑞𝑝

( 𝜏∗∫
0

|𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) |𝑝 𝑑𝑡
)1/𝑝

.

(2.28)

Оскiльки ∥𝑢𝑘 ∥𝑝 - обмежена, то права частина (2.28) прямує до 0, при 𝑘 → ∞.

Далi маємо

𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡 =
𝜏∗∫
0

[𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))] 𝑑𝑡

+
𝜏∗∫
0

[𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))] 𝑑𝑡 +
𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡 .

Перейдемо до границi при 𝑘 → ∞ в останнiй рiвностi

lim
𝑘→∞

𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))𝑑𝑡 = lim
𝑘→∞

𝜏∗∫
0

[𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))]𝑑𝑡

+ lim
𝑘→∞

𝜏∗∫
0

[𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))]𝑑𝑡 +
𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝑑𝑡
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Перша границя в правiй частинi цiєї рiвностi прямує до 0, при 𝑘 → ∞ в силу

(2.28). А в силу нерiвностi (2.27) друга границя невiд’ємна. Тодi маємо

𝑚 = lim inf
𝑘→∞

𝜏𝑘∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡

≥ lim inf
𝑘→∞

𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡 ≥
𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡 .

Звiдси 𝐽 (𝑢∗) =𝑚.

Отже, 𝑢∗(𝑡) - оптимальне керування.

b) Нехай тепер 𝜏∗ = lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛. Виберемо довiльний момент 𝑡2 такий, що 𝑡2 < 𝜏∗.

Тодi за теоремою про характеризацiю нижньої границi множина {𝑛 ∈ ℕ|𝜏𝑛 < 𝑡2} -

скiнченна, а на промiжку (𝑡2, 𝜏∗) може лежати нескiнченна кiлькiсть 𝜏𝑛. У цьому

випадку виберемо пiдпослiдовнiсть {𝜏𝑘, 𝑘 > 0} послiдовностi {𝜏𝑛, 𝑛 > 0} таку,

що для довiльного 𝑘 > 0 виконується 𝜏𝑘 ∈ (𝑡2, 𝜏∗). Тодi для кожного 𝑡 ∈ [0, 𝑡2]

маємо 𝑦𝑘 (𝑡) = 𝑥𝑘 (𝑡) i 𝑦∗(𝑡) = 𝑥∗(𝑡). Нехай знову 𝜒𝑅 (𝑡) - характеристична функцiя

множини {𝑡 : |𝑢∗(𝑡) | < 𝑅}.

Оскiльки 𝐿(𝑡, 𝑥, ·) - опукла, то виконується нерiвнiсть

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝜐 (𝑡))𝜒𝑅 (𝑡) ≥ 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝜒𝑅 (𝑡) + (𝜐 (𝑡) − 𝑢∗(𝑡))𝐿𝜐 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝜒𝑅 (𝑡),

для кожного 𝜐 (𝑡) ∈𝑊, 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗].

Покладемо 𝜐 (𝑡) = 𝑢𝑘 (𝑡), тодi

𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))𝜒𝑅 (𝑡)𝑑𝑡 ≥
𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝜒𝑅 (𝑡)𝑑𝑡

+
𝑡2∫
0

(𝑢𝑘 (𝑡) − 𝑢∗(𝑡))𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝜒𝑅 (𝑡)𝑑𝑡 .

(2.29)

Iз умови (2.7) маємо

|𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) |𝜒𝑅 (𝑡) ≤ 𝐾 (1 + |𝑢∗(𝑡) |𝑝−1 + |𝑥∗(𝑡) |𝛼) ≤ 𝐾 (1 + 𝑅𝑝−1 +𝐴𝛼).
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Отже, другий iнтеграл в нерiвностi (2.29) прямує до нуля, при 𝑘 → ∞.

Останнє випливає iз слабкої збiжностi 𝑢𝑘 (𝑡) до 𝑢∗(𝑡). Тому,

lim inf
𝑘→∞

𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))𝜒𝑅 (𝑡)𝑑𝑡 ≥
𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝜒𝑅 (𝑡)𝑑𝑡 .

Оскiльки 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) ≥ 0, 𝜒𝑅 (𝑡) ≤ 1 i 𝜒𝑅 (𝑡) → 1, при 𝑅 → ∞, то

lim inf
𝑘→∞

𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))𝑑𝑡 ≥
𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝑑𝑡 . (2.30)

Розглянемо також величину
��� 𝑡2∫

0
[𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))]𝑑𝑡

���. Користу-

ючись рiвнiстю

𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) =
1∫

0

𝐿𝑥 (𝑡, 𝑥𝜆𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) (𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡))𝑑𝜆,

де 𝑥𝜆𝑘 (𝑡) = 𝑥∗(𝑡) + 𝜆(𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡)), а також застосовуючи нерiвнiсть (2.7), (2.22)

та нерiвнiсть Гельдера, отримаємо�����
𝑡2∫
0

[
𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))

]
𝑑𝑡

�����
=

�����
𝑡2∫
0

1∫
0

𝐿𝑥 (𝑡, 𝑥𝜆𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) (𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡)) 𝑑𝜆𝑑𝑡
�����

≤
𝑡2∫
0

|𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) |𝐾
(
1 + |𝑢𝑘 (𝑡) |𝑝−1 + |𝑥𝑘 (𝑡) + 𝑥∗(𝑡) |𝛼

)
𝑑𝑡 (2.31)

≤ 𝐾
𝑡2∫
0

|𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | (1 + (2𝐴)𝛼)𝑑𝑡 + 𝐾
𝑡2∫
0

|𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | |𝑢𝑘 (𝑡) |𝑝−1𝑑𝑡

≤ 𝐾 (1 + (2𝐴)𝛼)
𝑡2∫
0

|𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) |𝑑𝑡 + 𝐾 ∥𝑢𝑘 ∥𝑝/𝑞𝑝

( 𝑡2∫
0

|𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) |𝑝𝑑𝑡
)1/𝑝

.
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Оскiльки ∥𝑢𝑘 ∥𝑝 - обмежена, то права частина (2.31) прямує до 0, при 𝑘 → ∞.

Далi маємо

𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡 +
𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡 −
𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡

+
𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡 −
𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡

=

𝑡2∫
0

[
𝐿(𝑡, 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡))

]
𝑑𝑡

+
𝑡2∫
0

[
𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑘 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))

]
𝑑𝑡 +

𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡 .

Перший iнтеграл в правiй частинi останьої нерiвностi прямує до 0, при 𝑘 → ∞

в силу (2.31). А в силу нерiвностi (2.30) для будь-якого 𝑡2 ∈ [0, 𝜏∗) отримаємо

𝑡2∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝑑𝑡 ≤𝑚.

Звiдки граничним переходом при 𝑡2 → 𝜏∗ маємо

𝐽 (𝑢∗) =
𝜏∗∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝑑𝑡 ≤𝑚.

А тому 𝐽 (𝑢∗) =𝑚. Отже, 𝑢∗(𝑡) - оптимальне керування.

2) Нехай тепер 𝑦∗(𝜏∗) ∈ 𝐷, тодi 𝜏∗ = 𝑇 . Отже, для достатньо великих 𝑛𝑘 :

𝜏𝑛𝑘 =𝑇 .

Далi доведення аналогiчне першому випадку з замiною 𝜏∗ i 𝜏𝑘 на 𝑇 . Теорему

доведено. □
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2.2 Оптимальне керування на пiвосi

Розглядається задача оптимального керування (2.1) з наступним критерiєм

якостi

𝐽 (𝑢) =
𝜏∫

0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝑢 (𝑡))𝑑𝑡 → inf, (2.32)

де 𝑡 ∈ [0,∞), 𝑥 ∈ 𝐷 - фазовий вектор, 𝐷 - деяка обмежена область в ℝ𝑑 , 𝜕𝐷 -

межа 𝐷, 𝜏 - момент виходу розв’язку 𝑥 (𝑡) на 𝜕𝐷, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ ℝ𝑚 - вектор керування,

𝑈 - опукла, замкнена множина в ℝ𝑚 i 0 ∈ 𝑈 .

Нехай виконуються наступнi умови:

Умова 2.3. вектор-функцiя 𝑓1(𝑡, 𝑥) : [0,∞) × 𝐷 → ℝ𝑑 , матриця 𝑓2(𝑡, 𝑥) : [0,∞) ×

𝐷 → ℝ𝑑 ×ℝ𝑚 та матриця 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥) : [0,∞) × [0,∞) × 𝐷 → ℝ𝑑 ×ℝ𝑚 - неперервнi

за сукупнiстю змiнних.

Умова 2.4. для функцiй 𝑓1(𝑡, 𝑥), 𝑓2(𝑡, 𝑥), 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥) виконується умова Лiпшиця,

тобто iснує така константа 𝐻 > 0, що для будь-яких 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷, 𝑡 ≥ 0 та 𝑢 ∈ 𝑈

виконуються нерiвностi:

|𝑓1(𝑡, 𝑥1) − 𝑓1(𝑡, 𝑥2) | ≤ 𝐻 |𝑥1 − 𝑥2 |,

∥ 𝑓2(𝑡, 𝑥1) − 𝑓2(𝑡, 𝑥2)∥ ≤ 𝐻 |𝑥1 − 𝑥2 |,

∥ 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥1) − 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥2)∥ ≤ 𝐻 |𝑥1 − 𝑥2 |.

(2.33)

Функцiї 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢), 𝐿𝑥 (𝑡, 𝑥,𝑢) i 𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑢) є неперервними за сукупнiстю змiнних

для будь-яких 𝑡 ∈ [0,∞), 𝑥 ∈ 𝐷,𝑢 ∈ 𝑈 i задовольняють наступнi умови:

1) 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) ≥ 0 для 𝑡 ∈ [0,∞), 𝑥 ∈ 𝐷, та 𝑢 ∈ 𝑈 ;

2) iснують такi константи 𝐶 > 0 та 𝑝 ≥ 2, що для будь-яких 𝑡 ∈ [0,∞), 𝑥 ∈

𝐷,𝑢 ∈ 𝑈 виконується нерiвнiсть

𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) ≤ 𝐶 (1 + |𝑢 |𝑝);
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3) iснують такi 𝐾 > 0, 𝛼 > 0, що для будь-яких 𝑡 ∈ [0,∞), 𝑥 ∈ 𝐷,𝑢 ∈ 𝑈

виконується

|𝐿𝑥 (𝑡, 𝑥,𝑢) | + |𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑢) | ≤ 𝐾 (1 + |𝑢 |𝑝−1 + |𝑥 |𝛼); (2.34)

4) 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) опукла по 𝑢 для будь-яких фiксованих 𝑡 ∈ [0,∞), 𝑥 ∈ 𝐷.

Керування 𝑢 (𝑡) вважають допустимим, якщо:

a1) 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐿𝑝 (0,∞);

a2) 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑈 , при 𝑡 ∈ [0,∞);

a3) iснує така стала 𝐶1 > 0, яка не залежить вiд 𝑢 (𝑡) з виконанням умови
∞∫
0
|𝑢 (𝑡) |𝑝𝑑𝑡 ≤ 𝐶1;

a4) |𝐽 (𝑢) | < ∞.

Множину допустимих керувань будемо називати допустимою для задачi

(2.1),(2.32) позначатимемо її через W.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 2.4. Нехай для системи (2.1) з критерiєм якостi (2.32) виконуються

Умови 2.3, 2.4 та 1)–4) на функцiю 𝐿. Тодi задача (2.1), (2.32) має розв’язок в

класi допустимих керувань 𝑊 , тобто iснує оптимальне керування 𝑢∗(𝑡), що

мiнiмiзує критерiй якостi (2.32).

Доведення. З огляду на невiд’ємнiсть критерiю якостi, множина його значень є

обмеженою знизу. Тому iснує точна нижня межа𝑚 значень функцiоналу 𝐽 (𝑢), а

отже, й вiдповiдна послiдовность допустимих керувань {𝑢𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥ 1} таких, що

𝐽 (𝑢𝑛) →𝑚 при 𝑛 → ∞ монотонно. Тобто,

𝐽 (𝑢𝑛) =
𝜏𝑛∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡))𝑑𝑡 →𝑚, 𝑛 → ∞

де 𝑥𝑛 (𝑡) - розв’язки системи (2.1), що вiдповiдають керуванням 𝑢𝑛 (𝑡), а 𝜏𝑛 -

момент виходу розв’язку 𝑥𝑛 (𝑡) на межу 𝐷.
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Множина𝑊 допустимих керувань непорожня, оскiльки 0 ∈𝑊 та 𝐽 [0] < ∞.

Умова а3) гарантує слабку компактнiсть послiдовностi 𝑢𝑛 (𝑡) в 𝐿𝑝 (0,∞). Тобто

послiдовнiсть 𝑢𝑛 (𝑡) слабко збiгається до границi 𝑢∗(𝑡) ∈ 𝐿𝑝 (0,∞). З леми Мазура

[91, 120] випливає iснування опуклої комбiнацiї 𝑏𝑘 (𝑡) =
𝑛(𝑘)∑
𝑖=1

𝛼𝑖 (𝑘)𝑢𝑖 (𝑡) елементiв

𝑢𝑖 (𝑡) ∈ 𝑈 (𝛼𝑖 ≥ 0,
𝑛(𝑘)∑
𝑖=1

𝛼𝑖 = 1), що в 𝐿𝑝 маємо 𝑏𝑘 → 𝑢∗, 𝑘 → ∞. Отже, iснує

майже всюди збiжна на [0,∞) за мiрою Лебега пiдпослiдовнiсть 𝑏𝑘𝑙 , що 𝑏𝑘𝑙 (𝑡) →

𝑢∗(𝑡), 𝑙 → ∞ для майже всiх 𝑡 . Оскiльки 𝑈 опукла та замкнена множина, то
𝑛(𝑘)∑
𝑖=1

𝛼𝑖𝑢𝑖 (𝑡) ∈ 𝑈 майже для всiх 𝑡 , отже 𝑢∗(𝑡) ∈ 𝑈 для майже всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Для розв’язкiв 𝑥𝑛 (𝑡), маємо iнтегральне представлення:

𝑥𝑛 (𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

[𝑓1(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) + 𝑓2(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡))𝑢𝑛 (𝑡) +
𝑠∫

0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑛 (𝑠))𝑢𝑛 (𝜎)𝑑𝜎]𝑑𝑡 .

За функцiями 𝑥𝑛 побудуємо функцiї 𝑦𝑛 (𝑡), що будуть визначенi на всiй пiвосi

[0,∞) наступним чином

𝑦𝑛 (𝑡) =

𝑥𝑛 (𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑛),

𝑥𝑛 (𝜏𝑛), 𝑡 ≥ 0.

Виберемо довiльний момент часу 𝑇 ∈ [0,∞) i зафiксуємо його. Оскiльки 𝐷 -

обмежена, то iснує 𝐴 > 0, що при 𝑡 ≥ 0 виконується нерiвнiсть

|𝑦𝑛 (𝑡) | ≤ 𝐴. (2.35)

Покажемо, що сiм’я функцiй {𝑦𝑛 (𝑡)} компактна на [0,𝑇 ]. Для цього в силу

(2.35) достатньо довести їх рiвностепеневу неперервнiсть. З нерiвностi Гельдера

та Умови (2.3) для будь-яких 𝑠1, 𝑠2 ∈ [0, 𝜏𝑛] таких, що 𝑠1 < 𝑠2 маємо:

|𝑦𝑛 (𝑠1) − 𝑦𝑛 (𝑠2) | = |𝑥𝑛 (𝑠1) − 𝑥𝑛 (𝑠2) | =

=

�����
𝑠2∫
𝑠1

(
𝑓1(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) + 𝑓2(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡))𝑢𝑛 (𝑡) +

𝑡∫
0

𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛 (𝑡))𝑢𝑛 (𝑠)𝑑𝑠
)
𝑑𝑡

����� ≤
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≤ 𝑀 (𝑠2 − 𝑠1) +𝑀 (𝑠2 − 𝑠1)1/𝑞
( 𝑇∫

0

|𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝𝑑𝑡
)1/𝑝

+𝑀 (𝑠2 − 𝑠1)𝑇
( 𝑇∫

0

|𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝𝑑𝑡
)1/𝑝

де 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1,

𝑀 = max{ sup
𝑥∈𝐷,𝑡∈[0,𝑇 ]

|𝑓1(𝑡, 𝑥) |, sup
𝑥∈𝐷,𝑡∈[0,𝑇 ]

∥ 𝑓2(𝑡, 𝑥)∥, sup
𝑥∈𝐷,𝑡∈[0,𝑇 ]

∥ 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥)∥}

Якщо 𝑠1 < 𝜏𝑛 < 𝑠2 < 𝑇 , тодi аналогiчно попередньому випадку, маємо:

|𝑦𝑛 (𝑠1) − 𝑦𝑛 (𝑠2) | = |𝑥𝑛 (𝑠1) − 𝑥𝑛 (𝜏𝑛) | ≤

≤
𝜏𝑛∫
𝑠1

���𝑓1(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) + 𝑓2(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡))𝑢𝑛 (𝑡) + 𝑡∫
0

𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠))𝑢𝑛 (𝑠) 𝑑𝑠
���𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑀 (𝜏𝑛 − 𝑠1) +𝑀
𝜏𝑛∫
𝑠1

|𝑢𝑛 (𝑡) | 𝑑𝑡 +𝑀 (𝜏𝑛 − 𝑠1)𝑇
( 𝑇∫

0

|𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝
)1/𝑝

𝑑𝑠 ≤

≤ 𝑀 (𝑠2 − 𝑠1) +𝑀 (𝑠2 − 𝑠1)
1
𝑞 ∥𝑢𝑛∥𝑝 +𝑀 (𝑠2 − 𝑠1)𝑇 ∥𝑢𝑛∥𝑝 .

Якщо 𝜏𝑛 < 𝑠1 < 𝑠2 < 𝑇 , то |𝑦𝑛 (𝑠1) − 𝑦𝑛 (𝑠2) | = |𝑥𝑛 (𝜏𝑛) − 𝑥𝑛 (𝜏𝑛) |.

Таким чином, встановлена рiвностепенева неперервнiсть функцiй 𝑦𝑛 (𝑡) при

𝑡 ∈ [0,𝑇 ]. Отже, можна видiлити пiдпослiдовнiсть послiдовностi {𝑦𝑘𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥ 1}

таку, що 𝑦𝑛 (𝑡) → 𝑦∗(𝑡), 𝑛 → ∞ рiвномiрно на вiдрiзку [0,𝑇 ].

Покажемо, що iснує пiдпослiдовнiсть функцiй 𝑦𝑛𝑛 (𝑡) яка збiгається поточково

до функцiй 𝑦∗(𝑡) для будь-якого 𝑡 ∈ [0,∞).

Застосуємо дiагональний метод Кантора для побудови граничної функцiї на

пiвосi [0,∞). Для кожного натурального 𝑘 ∈ ℕ на промiжку [0, 𝑘] послiдовно

видiлимо пiдпослiдовностi {𝑦𝑘𝑛 (𝑡)}∞𝑛=1 таким чином, щоб кожна наступна була

пiдпослiдовнiстю попередньої: {𝑦𝑘𝑛} ⊂ {𝑦𝑘−1
𝑛 }.

Згiдно з теоремою Арцела–Асколi, на кожному кроцi забезпечується рiв-

номiрна збiжнiсть 𝑦𝑘𝑛 (𝑡) ⇒ 𝑦∗
𝑘
(𝑡) при 𝑛 → ∞, 𝑡 ∈ [0, 𝑘] . Причому в силу

вкладеностi граничнi функцiї узгоджуються мiж собою 𝑦∗
𝑘
(𝑡) = 𝑦∗

𝑘−1(𝑡) для всiх

𝑡 ∈ [0, 𝑘 − 1]. Розглянемо дiагональну пiдпослiдовнiсть {𝑦𝑛𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥ 1}:

𝑦1
1 (𝑡), 𝑦2

2 (𝑡), 𝑦3
3 (𝑡), . . . , 𝑦𝑛𝑛 (𝑡), . . .
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За побудовою, для будь-якого фiксованого 𝑇 > 0 дана послiдовнiсть (починаючи

з номера 𝑛 ≥ 𝑇 ) рiвномiрно збiгається до функцiї 𝑦∗(𝑡), яка визначена як

𝑦∗(𝑡) = 𝑦∗
𝑘
(𝑡) при 𝑡 ∈ [0, 𝑘]. Отже, послiдовнiсть {𝑦𝑛𝑛 (𝑡)} збiгається до неперервної

функцiї 𝑦∗(𝑡) для всiх 𝑡 ∈ [0,∞).

Надалi для зручностi позначатимемо послiдовностi як {𝑦𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥ 1}, а вiдпо-

вiдну послiдовнiсть керувань як {𝑢𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥ 1}.

Позначимо через 𝜏∗ момент першого виходу 𝑦∗(𝑡) на границю 𝜕𝐷, тобто

𝜏∗ =


𝑖𝑛𝑓 {𝑡 ≥ 0 : 𝑦∗(𝑡) ∈ 𝜕𝐷},

∞, якщо 𝑦∗(𝑡) ∈ 𝐷,∀𝑡 ≥ 0;

𝜏𝑛 =


𝑖𝑛𝑓 {𝑡 ≥ 0 : 𝑥𝑛 (𝑡) ∈ 𝜕𝐷},

∞, якщо 𝑥𝑛 (𝑡) ∈ 𝐷,∀𝑡 ≥ 0.

Покажемо, що 𝜏∗ ≤ lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛. Припустимо протилежне, тобто нехай 𝜏∗ >

lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛 = 𝜏 .

Розглянемо два випадки:

1) Нехай 𝜏∗ < ∞. Виберемо довiльне 𝑇1 ∈ [0,∞) таке, що 𝑇1 ≥ 𝜏∗. На промiжку

[0,𝑇1], 𝑦𝑛 (𝑡) → 𝑦∗(𝑡), 𝑛 → ∞.

За теоремою про характеризацiю нижньої границi для довiльного 𝛿 > 0

множина {𝑛 ∈ ℕ|𝜏𝑛 < 𝜏 + 𝛿} є нескiнченною. Виберемо 𝛿 таким чином, щоб

𝜏 + 𝛿 < 𝜏∗. Тодi iснує така пiдпослiдовнiсть {𝜏𝑛𝑘 , 𝑛𝑘 ≥ 1} послiдовностi {𝜏𝑛, 𝑛 ≥ 1},

що 𝜏𝑛𝑘 < 𝜏 + 𝛿 .

Виберемо момент 𝑡0 такий, що 𝑡0 ∈ (𝜏 + 𝛿, 𝜏∗), тодi 𝑦𝑛𝑘 (𝑡0) = 𝑥𝑛𝑘 (𝜏𝑛𝑘 ) ∈ 𝜕𝐷.

Iз рiвномiрної збiжностi 𝑦𝑛 (𝑡) до 𝑦∗(𝑡) на [0,𝑇1] маємо, що для будь-якого

𝜀 > 0 iснує 𝑁 ∈ ℕ, що для будь-яких 𝑛𝑘 ≥ 𝑁 виконується |𝑦∗(𝑡) − 𝑦𝑛𝑘 (𝑡) | < 𝜀.

Проте, якщо вибрати 𝜀 так, щоб 0 < 𝜀 < inf
𝜐∈𝜕𝐷

|𝑦∗(𝑡0) −𝜐 |, тодi для фiксованого

𝑡0 ∈ (𝜏 + 𝛿, 𝜏∗)

|𝑦∗(𝑡0) − 𝑦𝑛𝑘 (𝑡) | = |𝑦∗(𝑡0) − 𝑥𝑛𝑘 (𝜏𝑛𝑘 ) | > 𝜀
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Ми отримали протирiччя.

2) Нехай 𝜏∗ = ∞, а lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛 < ∞. Виберемо довiльне 𝑇2 ∈ [0,∞) таке,

що 𝑇2 > lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛. Повторюючи мiркування попереднього випадку отримаємо

протирiччя з рiвномiрною збiжнiстю 𝑦𝑛 (𝑡) → 𝑦∗(𝑡) при 𝑛 → ∞ на [0,𝑇2].

Отже,

𝜏∗ ≤ lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛

Покладемо 𝑥∗(𝑡) = 𝑦∗(𝑡), при 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗], у випадку скiнченного 𝜏∗ i 𝑥∗(𝑡) =

𝑦∗(𝑡), при 𝑡 ∈ [0,∞) у випадку 𝜏∗ =∞.

Покажемо, що 𝑥∗(𝑡) є розв’язком системи (2.1), при всiх 𝑡 до моменту його

виходу на границю областi, що вiдповiдає керуванню 𝑢∗(𝑡).

Вiзьмемо довiльне 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗], у випадку 𝜏∗ < ∞ i 𝑡 ∈ [0,∞) при 𝜏∗ = ∞.

Виберемо достатньо велике 𝑇 ≥ 0, що для будь-якого такого 𝑡 , 𝑦𝑛 (𝑡) = 𝑥𝑛 (𝑡) для

досить великих 𝑛. Оскiльки 𝑦𝑛 (𝑡) → 𝑦∗(𝑡), при 𝑛 → ∞ рiвномiрно на [0,𝑇 ], то i

𝑥𝑛 (𝑡) → 𝑥∗(𝑡) при 𝑛 → ∞ рiвномiрно по 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗].

Оскiльки 𝑥𝑛 (𝑡) - розв’язок системи (2.1), то маємо

𝑥𝑛 (𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

(
𝑓1(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠))𝑢𝑛 (𝑠) +

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑛 (𝑠))𝑢𝑛 (𝜎) 𝑑𝜎
)
𝑑𝑠

= 𝑥0 +
𝑡∫

0

(
𝑓1(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠))𝑢∗(𝑠) +

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑛 (𝑠))𝑢∗(𝜎) 𝑑𝜎
)
𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

(
𝑓2(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠)) − 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))

) (
𝑢𝑛 (𝑠) − 𝑢∗(𝑠)

)
𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑠∫
0

(
𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑛 (𝑠)) − 𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))

) (
𝑢𝑛 (𝜎) − 𝑢∗(𝜎)

)
𝑑𝜎𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) (𝑢𝑛 (𝑠) − 𝑢∗(𝑠)) 𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠)) (𝑢𝑛 (𝜎) − 𝑢∗(𝜎)) 𝑑𝜎𝑑𝑠.

Покажемо, що другий доданок в останнiй рiвностi прямує до нуля при 𝑛 → ∞.
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Iз застосуванням нерiвностi Гельдера та нерiвностей (2.33), матимемо оцiнку�����
𝑡∫

0

(
𝑓2(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠)) − 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))

)
(𝑢𝑛 (𝑠) − 𝑢∗(𝑠)) 𝑑𝑠

�����
≤

( 𝑡∫
0

|𝑓2(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠)) − 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) |𝑞 𝑑𝑠
)1/𝑞 ( 𝑡∫

0

|𝑢𝑛 (𝑠) − 𝑢∗(𝑠) |𝑝𝑑𝑠
)1/𝑝

≤
( 𝑡∫

0

[
𝐻 |𝑥𝑛 (𝑠) − 𝑥∗(𝑠) |

]𝑞
𝑑𝑠

)1/𝑞
∥𝑢𝑛 − 𝑢∗∥𝑝 −−−−→

𝑛→∞
0,

при 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗]. В силу теореми Лебега, оскiльки 𝑥𝑛 (𝑡) → 𝑥∗(𝑡) при 𝑛 → ∞

рiвномiрно для 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗], а [𝐻 |𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) |]𝑞 ≤ [𝐻 (𝐴 + |𝑥∗(𝑡) |)]𝑞 < ∞.

Аналогiчними мiркуваннями встановлюємо оцiнку i для третього iнтеграла�����
𝑡∫

0

𝑠∫
0

(
𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑛 (𝑠)) − 𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))

)
(𝑢𝑛 (𝜎) − 𝑢∗(𝜎)) 𝑑𝜎𝑑𝑠

�����
≤

( 𝑡∫
0

𝑠∫
0

|𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑛 (𝑠)) − 𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠)) |𝑞 𝑑𝜎𝑑𝑠
)1/𝑞 ( 𝑡∫

0

𝑠∫
0

|𝑢𝑛 (𝜎) − 𝑢∗(𝜎) |𝑝 𝑑𝜎𝑑𝑠
)1/𝑝

= ∥𝑢𝑛 − 𝑢∗∥𝑝
( 𝑡∫

0

𝑠∫
0

|𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑛 (𝑠)) − 𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠)) |𝑞 𝑑𝜎𝑑𝑠
)1/𝑞

≤
( 𝑡∫

0

𝑠∫
0

[𝐻 |𝑥𝑛 (𝑠) − 𝑥∗(𝑠) |]𝑞 𝑑𝜎𝑑𝑠
)1/𝑞

∥𝑢𝑛 − 𝑢∗∥𝑝 −−−−→
𝑛→∞

0,

при 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗].

Четвертий iнтеграл
𝑡∫
0
𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) (𝑢𝑛 (𝑠)−𝑢∗(𝑠))𝑑𝑠 прямує до нуля в силу слабкої

збiжностi 𝑢𝑛 (𝑡) до 𝑢∗(𝑡), при 𝑛 → ∞.

Збiжнiсть останнього iнтеграла до нуля випливає з теореми Лебега про

мажоровану збiжнiсть та з означення слабкої збiжностi 𝑢𝑛 (𝑡) до 𝑢∗(𝑡) при 𝑛 → ∞.

Аналогiчними мiркуваннями отримуємо, що в силу теореми Лебега перший

iнтеграл прямує до виразу
𝑡∫

0

(𝑓1(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠) +
𝑠∫

0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎)𝑑𝑠 при 𝑛 → ∞.
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Отже, граничним переходом при 𝑛 → ∞ отримуємо

𝑥∗(𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

(𝑓1(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠) +
𝑠∫

0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎)𝑑𝜎)𝑑𝑠,

для будь-якого 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗].

Звiдси отримаємо, що 𝑥∗(𝑡) - розв’язок системи (2.1), що вiдповiдає керуванню

𝑢∗(𝑡) при 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗].

Оскiльки момент часу 𝑇 вибраний довiльним чином, то маємо, що 𝑥∗(𝑡) є

розв’язком системи (2.1), що вiдповiдає керуванню 𝑢∗(𝑡), при 𝑡 ≥ 0, до моменту

виходу розв’язку на межу областi.

Так як до цього моменту 𝑥𝑛 (𝑡) спiвпадають з 𝑦𝑛 (𝑡), то послiдовнiсть {𝑥𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥

1} збiгається поточково до 𝑥∗(𝑡) для будь-якого 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗1 ].

Залишилось довести, що керування 𝑢∗(𝑡) є оптимальним. Розглянемо два

випадки:

А) Нехай 𝑥∗(𝜏∗) ∈ 𝜕𝐷.

Оскiльки 𝐿(𝑡, 𝑥, ·)- опукла, то для 𝜐 ∈ 𝑈 , 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗] виконується нерiвнiсть

𝑒−𝛾𝑡 (𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝜐 (𝑡)) ≥ (𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) + (𝜐 (𝑡) − 𝑢∗(𝑡))𝑒−𝛾𝑡𝐿𝜐 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)),

Покладемо 𝜐 = 𝑢𝑛 (𝑡), тодi маємо оцiнку

𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡 (𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡))𝑑𝑡 ≥
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝑑𝑡 (2.36)

+
𝜏∗∫
0

(𝑢𝑛 (𝑡) − 𝑢∗(𝑡))𝑒−𝛾𝑡𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝑑𝑡 .

Другий iнтеграл в останнiй нерiвностi прямує до нуля, в силу слабкої збiжностi

𝑢𝑛 до 𝑢∗.

Отже, переходячи до нижньої границi в (2.36) отримаємо

lim inf
𝑛→∞

𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡))𝑑𝑡 ≥
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝑑𝑡 (2.37)
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Розглянемо також вираз�����
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡
[
𝐿(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡))

]
𝑑𝑡

����� =
=

�����
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡
1∫

0

𝐿𝑥
(
𝑡, (1 − 𝜆)𝑥∗(𝑡) + 𝜆𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)

)
(𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡)) 𝑑𝜆𝑑𝑡

����� ≤
≤

𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐾 (1 + |𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝−1 + (|𝑥∗(𝑡) | + |𝑥𝑛 (𝑡) |)𝛼) |𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | 𝑑𝑡 ≤ (2.38)

≤ 𝐾
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡 |𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | |2𝐴|𝛼 𝑑𝑡 + 𝐾
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡 |𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝−1 |𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | 𝑑𝑡 ≤

≤ 𝐾
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡 |𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | |2𝐴|𝛼 𝑑𝑡 + 𝐾 (
𝜏∗∫
0

|𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝𝑑𝑡)1/𝑞
( 𝜏∗∫

0

(𝑒−𝛾𝑡 )𝑝 |𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) |𝑝 𝑑𝑡
)1/𝑝

.

Iз поточкової збiжностi 𝑥𝑛 (𝑡) до 𝑥∗(𝑡), при 𝑡 ≥ 0 та теореми Лебега про

мажоровану збiжнiсть маємо, що дана величина прямує до 0, при 𝑛 → ∞.

Розглянемо наступну нижню границю

lim inf
𝑛→∞

( 𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) 𝑑𝑡 +
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) 𝑑𝑡

−
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) 𝑑𝑡 +
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡 −
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡
)

= lim
𝑛→∞

𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡
[
𝐿(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡))

]
𝑑𝑡

+ lim inf
𝑛→∞

𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡
[
𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))

]
𝑑𝑡 +

𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡 .

Перший iнтеграл в правiй частинi нерiвностi прямує до 0 при 𝑛 → ∞, в силу

(2.38), а другий iнтеграл невiд’ємний у силу (2.37). Отже, маємо

lim inf
𝑛→∞

𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡))𝑑𝑡 ≥
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝑑𝑡 .



71

Або

𝐽 (𝑢∗) ≤ lim inf
𝑛→∞

𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡))𝑑𝑡 =𝑚,

то 𝐽 (𝑢∗) =𝑚.

Отже, 𝑢∗(𝑡) - оптимальне керування.

B) Нехай тепер 𝜏∗ = ∞ i 𝑥∗(𝑡) ∈ 𝐷, 𝑡 ≥ 0. Спочатку покажемо, що функцiя

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) iнтегровна на [0,∞)
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡 |𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) | 𝑑𝑡

≤
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡 |𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 0) | 𝑑𝑡 +
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡 |𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 0) | 𝑑𝑡

≤
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡
1∫

0

|𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝜆𝑢𝑛 (𝑡)) | |𝑢𝑛 (𝑡) | 𝑑𝜆𝑑𝑡 +𝐶

≤ 𝐾
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡 (1 + |𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝−1 + |𝑥∗(𝑡) |𝛼) |𝑢𝑛 (𝑡) | 𝑑𝑡 +𝐶

≤ 𝐾
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡 (1 +𝐴𝛼) |𝑢𝑛 (𝑡) | 𝑑𝑡 + 𝐾
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡 |𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝 𝑑𝑡 +𝐶

≤ (𝐴𝛼 + 1)𝐾
( ∞∫

0

(𝑒−𝛾𝑡 )𝑞 𝑑𝑡
)1/𝑞 ( ∞∫

0

|𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝 𝑑𝑡
)1/𝑝

+ 𝐾
∞∫
0

|𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝 𝑑𝑡 +𝐶 < ∞.

Отже, функцiя 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) - iнтегровна на [0,∞)

Оскiльки 𝐿(𝑡, 𝑥, ·) - опукла, то для 𝜐 (𝑡) ∈𝑊, 𝑡 ∈ [0,∞) виконується нерiвнiсть

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝜐 (𝑡)) ≥ 𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) + (𝜐 (𝑡) − 𝑢∗(𝑡))𝑒−𝛾𝑡𝐿𝜐 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)),

Покладемо 𝜐 (𝑡) = 𝑢𝑛 (𝑡), тодi
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) 𝑑𝑡 ≥
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡

+
∞∫
0

(𝑢𝑛 (𝑡) − 𝑢∗(𝑡))𝑒−𝛾𝑡𝐿𝑢 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡 .

(2.39)
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Оскiльки( ∞∫
0

(𝑒−𝛾𝑡 )𝑞𝐿𝑞𝑢 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡
)1/𝑞

≤
(
𝐾𝑞

∞∫
0

(𝑒−𝛾𝑡 )𝑞 (1 +𝐴𝛼 + |𝑢∗(𝑡) |𝑝−1)𝑞 𝑑𝑡
)1/𝑞

≤ 2𝑞−1𝐾
( ∞∫

0

(𝑒−𝛾𝑡 )𝑞 (1 +𝐴𝛼)𝑞 𝑑𝑡 +
∞∫
0

|𝑢∗(𝑡) |𝑝) 𝑑𝑡
)1/𝑞

< ∞,

то другий iнтеграл в нерiвностi (2.39) прямує до 0, при 𝑛 → ∞, в силу слабкої

збiжностi 𝑢𝑛𝑘 (𝑡) до 𝑢∗(𝑡). Отже,

lim inf
𝑛→∞

∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛𝑘 (𝑡))𝑑𝑡 ≥
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))𝑑𝑡 . (2.40)

Розглянемо також величину�����
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡
[
𝐿(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡))

]
𝑑𝑡

�����
=

�����
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡
1∫

0

𝐿𝑥
(
𝑡, (1 − 𝜆)𝑥∗(𝑡) + 𝜆𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)

)
(𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡)) 𝑑𝜆𝑑𝑡

�����
≤ 𝐾

∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡 (1 + (2𝐴)𝛼 + |𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝−1) |𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | 𝑑𝑡 (2.41)

≤ 𝐾
( ∞∫

0

𝑒−𝛾𝑡 (1 + (2𝐴)𝛼) |𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | 𝑑𝑡 +
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡 |𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝−1 |𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | 𝑑𝑡
)

≤ (1 + (2𝐴)𝛼)𝐾
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡 |𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | 𝑑𝑡 + 𝐾 ∥𝑢𝑛∥
𝑝

𝑞

𝑝
©­«
∞∫
0

(𝑒−𝛾𝑡 )𝑝 |𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) |𝑝 𝑑𝑡
ª®¬

1
𝑝

.

Згiдно з теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть та врахувавши поточко-

ву збiжнiсть 𝑥𝑛 (𝑡) до 𝑥∗(𝑡), при 𝑡 ≥ 0 маємо, що дослiджуваний вираз прямує до

0, при 𝑛 → ∞.

𝐽 (𝑢𝑛) =
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) 𝑑𝑡 =
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡
[
𝐿(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡))
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− 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡))
]
𝑑𝑡 +

∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡
[
𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢𝑛 (𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))

]
𝑑𝑡

+
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡 .

Використовуючи (2.40) та (2.41) з останньої рiвностi отримуємо

lim inf
𝑛→∞

𝐽 (𝑢𝑛 (𝑡)) ≥ 𝐽 (𝑢∗).

Оскiльки

inf
𝑢∈𝑈

≤ 𝐽 (𝑢∗) ≤ lim inf
𝑛→∞

𝐽 (𝑢𝑛 (𝑡)) =𝑚,

то 𝐽 (𝑢∗) =𝑚. Отже, 𝑢∗(𝑡) - оптимальне керування.

Теорему доведено. □
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2.3 Про зв’язок на скiнченних та нескiнченних часових

iнтервалах

2.3.1 Постановка задачi й формулювання тверджень

У даному роздiлi дослiджується системами (2.1) з одним iз наступних крите-

рiїв якостi:

𝐽 (𝑢) =
𝜏∫

0

(𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡)))𝑑𝑡 → inf, (2.42)

𝐽 (𝑢) =
𝜏∫

0

(𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥 (𝑡)) + |𝑢 (𝑡) |2)𝑑𝑡 → inf . (2.43)

де 𝛾 > 0 — фiксована константа, 𝑡 ∈ [0,∞), 𝑥 ∈ 𝐷 — фазовий вектор, 𝐷

— обмежена область у ℝ𝑑 , 𝜕𝐷 — межа областi 𝐷, 𝜏 — перший момент, коли

розв’язок 𝑥 (𝑡) досягає межi 𝜕𝐷, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ ℝ𝑚 — вектор керування, 𝑈 — опукла,

замкнена множина в ℝ𝑚 i 0 ∈ 𝑈 . Нехай виконуються наступнi умови.

Керування 𝑢 (𝑡) називається допустимим якщо виконуються умови а1), а2),

а4) з пiдроздiлу 2.2.

Множину допустимих керувань позначимо через𝑊 .

Нехай 𝑉 (𝑥0) = inf
𝑢∈𝑊

𝐽 (𝑢) – функцiя Беллмана для задач (2.1), (2.42) та (2.1),

(2.43) на нескiнченному часовому iнтервалi, а 𝑉𝑇 (𝑥0) — функцiя Беллмана для

вiдповiдної задачi на скiнченному iнтервалi [0,𝑇 ].

Для задач (2.1), (2.42) та (2.1), (2.43) припустимо виконання наступних умов:

Умова 2.5. Вiдображення 𝑓1(𝑡, 𝑥) : [0,∞) × 𝐷 → ℝ𝑑 , 𝑓2(𝑡, 𝑥) : [0,∞) × 𝐷 →

ℝ𝑑×𝑚, 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥) : [0,∞) × [0,∞) × 𝐷 → ℝ𝑑×𝑚 визначенi та вимiрнi вiдносно

множини аргументiв у областi 𝐷, а також задовольняють умови лiнiйного росту

та Лiпшицевостi вiдносно 𝑥 . Тобто iснує така константа 𝐾 > 0, що

|𝑓1(𝑡, 𝑥) | + ∥ 𝑓2(𝑡, 𝑥)∥ + ∥ 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥)∥ ≤ 𝐾 (1 + |𝑥 |),
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для 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐷;

|𝑓1(𝑡, 𝑥1) − 𝑓1(𝑡, 𝑥2) | + ∥ 𝑓2(𝑡, 𝑥1) − 𝑓2(𝑡, 𝑥2)∥ + ∥ 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥1) − 𝑓3(𝑡, 𝑠, 𝑥2)∥ ≤ 𝐾 |𝑥1 − 𝑥2 |

для 𝑡 ≥ 0, 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷.

Умова 2.6. 1) Вiдображення 𝐴 : [0,∞) × 𝐷 → ℝ1, 𝐴(𝑡, 𝑥) ≥ 0 для 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐷

визначене та неперервне вiдносно своїх змiнних, i для 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐷 iснують

сталi 𝛼 , 𝐾𝐴 > 0, така, що 𝐴(𝑡, 𝑥) ≤ 𝐾𝐴(1 + |𝑥 |𝛼);

2) вiдображення 𝐵 : [0,∞) ×𝑈 → ℝ1 є вимiрним вiдносно змiнних, опуклим

по 𝑢, та iснують сталi 𝑎0 > 0, 𝑎1 > 0 такi, що

𝑎1 |𝑦 |𝑝 ≥ 𝐵(𝑡,𝑦) ≥ 𝑎0 |𝑦 |𝑝

для 𝑡 ≥ 0, 𝑦 ∈ 𝑈 ;

3) 𝐵(𝑡,𝑦) є неперервно диференцiйованою вiдносно 𝑦 для кожного 𝑡 ≥ 0, i

частинна похiдна
𝜕𝐵

𝜕𝑦
задовольняє оцiнку для 𝑡 ≥ 0 та 𝑦 ∈ 𝑈 :���𝜕𝐵

𝜕𝑦

��� ≤ 𝑎3 |𝑦 |𝑝−1

для деякого 𝑎3 > 0, що не залежить вiд 𝑡 та 𝑦.

Сформулюємо теорему про iснування розв’язку задач оптимального керува-

ння на нескiнченному iнтервалi.

Теорема 2.5. Нехай виконуються Умови 2.5, 2.6 та умови а1)-a4) для системи

(2.1) з критерiями якостi (2.32) та (2.33). Тодi задачi (2.1), (2.42) та (2.1),

(2.43) мають розв’язки в класi допустимих керувань 𝑊 .

Нехай 𝑇 > 0 — фiксоване. Iз Теореми 2.3 випливає, що задача (2.1), (2.42)

має розв’язок (𝑥∗
𝑇
, 𝑢∗
𝑇
) на iнтервалi [0,𝑇 ]. Для задачi на нескiнченному горизонтi

введемо наступне допустиме керування:

𝑢∗𝑇,∞(𝑡) =

𝑢∗
𝑇
(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]

0, 𝑡 > 𝑇,
(2.44)
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i позначимо вiдповiдну допустиму траєкторiю через 𝑥𝑇,∞. Нехай пара (𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))

є оптимальною парою для задачi (2.1), (2.42), а 𝜏∗ — перший момент, коли

розв’язок 𝑥∗ досягає межi 𝜕𝐷. Тодi справджується наступна теорема.

Теорема 2.6. Нехай виконуються Умови 2.5, 2.6, тодi маємо:

1)

𝑉𝑇 (𝑥0) → 𝑉 (𝑥0), 𝑇 → ∞; (2.45)

2) iснує послiдовнiсть 𝑇𝑛 → ∞ при 𝑛 → ∞ така, що послiдовнiсть {𝑢∗
𝑇𝑛,∞} є

мiнiмiзуючою для задачi (2.1), (2.32), тобто

𝐽 [𝑢∗𝑇𝑛,∞] → 𝑉 (𝑥0), 𝑛 → ∞; (2.46)

3)

𝑢∗𝑇𝑛,∞ ⇀ 𝑢∗, 𝑛 → ∞ (2.47)

слабко збiгається в 𝐿𝑝 ((0,∞);ℝ𝑚);

4) поточково на [0, 𝜏∗) та рiвномiрно на кожному скiнченному пiдiнтервалi

[0, 𝜏∗)

𝑥𝑇𝑛,∞(𝑡) → 𝑥∗(𝑡), 𝑛 → ∞. (2.48)

Якщо задача (2.1), (2.42) має єдиний розв’язок, тодi збiжностi (2.46), (2.47)

справджуються для всiх 𝑇 → ∞.

2.3.2 Доведення основних результатiв

Наведемо доведення Теореми 2.5

З Теореми 2.1 випливає iснування, єдинiсть та неперервнiсть розв’язку задачi

Кошi (2.1) аж до межi областi. Легко бачити, що, в силу умов цiєї теореми,

виконуються умови Теореми 2.1. Зауважимо, що критерiй якостi (2.43) є окремим

випадком критерiю якостi (2.42). Тому доведення наведемо для випадку (2.42).
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Доведення. Оскiльки iдейно дане доведення спiвпадає iз доведенням Теореми 2.4,

тому зупинимось лише на вiдмiнних рисах. Множина𝑊 допустимих керувань не

є порожньою, оскiльки 0 ∈𝑊 , i 𝐽 [0] < ∞. Оскiльки функцiонал є невiд’ємним,

то iснує його скiнченний iнфiмум 𝑚 = 𝑖𝑛𝑓 𝐽 (𝑢) ≥ 0. Отже, iснує послiдовнiсть

допустимих керувань {𝑢𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥ 1} така, що 𝐽 (𝑢𝑛) →𝑚 при 𝑛 → ∞ монотонно.

Iншими словами,

𝐽 (𝑢𝑛) =
𝜏𝑛∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢𝑛 (𝑡))𝑑𝑡 →𝑚, 𝑛 → ∞,

де 𝑥𝑛 (𝑡) — розв’язки системи (2.1), що вiдповiдають керуванням 𝑢𝑛 (𝑡), а 𝜏𝑛 —

момент, коли розв’язок 𝑥𝑛 (𝑡) досягає межi 𝐷.

Далi зауважимо, що

𝑚 + 1 ≥
𝜏𝑛∫
0

𝐵(𝑡,𝑢𝑛 (𝑡))𝑑𝑡 ≥ 𝑎0

𝜏𝑛∫
0

|𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝𝑑𝑡 ≥ 𝑎0

∞∫
0

|𝑢𝑛 (𝑡) |𝑝𝑑𝑡,

виконується для достатньо великих 𝑛. Тодi послiдовнiсть 𝑢𝑛 (𝑡) є слабко компа-

ктною в 𝐿𝑝 (0,∞), а отже, мiстить слабко збiжну пiдпослiдовнiсть. Без втрати

загальностi вважатимемо, що 𝑢𝑛 (𝑡) є слабко збiжною, та 𝑢∗ її слабка границя.

Аналогiчно Теореми 2.4, 𝑢∗(𝑡) ∈ 𝑈 , майже при всiх 𝑡 .

Для розв’язкiв 𝑥𝑛 (𝑡) маємо iнтегральне представлення

𝑥𝑛 (𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

[𝑓1(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥𝑛 (𝑠))𝑢𝑛 (𝑠) +
𝑠∫

0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥𝑛 (𝑠))𝑢𝑛 (𝜎)𝑑𝜎]𝑑𝑠.

Використовуючи функцiї 𝑥𝑛, побудуємо функцiї 𝑦𝑛 (𝑡), визначенi на всiй

нескiнченнiй областi [0,∞) наступним чином:

𝑦𝑛 (𝑡) =

𝑥𝑛 (𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑛),

𝑥𝑛 (𝜏𝑛), 𝑡 ≥ 𝜏𝑛 .

Нехай вибрано довiльний момент часу𝑇 ∈ [0,∞) i зафiксовано його. Оскiльки

𝐷 є обмеженою, iснує 𝐶 > 0, таке що для 𝑡 ≥ 0 виконується нерiвнiсть:

|𝑦𝑛 (𝑡) | ≤ 𝐶. (2.49)
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Далi встановлюється, що сiм’я функцiй 𝑦𝑛 (𝑡) компактна на [0,𝑇 ]. Отже,

по пiдпослiдовностi 𝑦𝑛 → 𝑦∗ в 𝐶 ( [0,𝑇 ]). Тодi, аналогiчно до Теореми 2.4 iснує

пiдпослiдовнiсть функцiй 𝑦𝑛𝑛 (𝑡), яка збiгається поточково до деякої функцiї 𝑦∗(𝑡)

для будь-якого 𝑡 ∈ [0,∞).

Знову ж таки, для зручностi позначимо цю послiдовнiсть як {𝑦𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥ 1}, а

вiдповiдну послiдовнiсть керувань як {𝑢𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥ 1}.

Позначимо через 𝜏∗ момент першого досягнення 𝑦∗(𝑡) межi 𝜕𝐷, тобто

𝜏∗ =


𝑖𝑛𝑓 {𝑡 ≥ 0 : 𝑦∗(𝑡) ∈ 𝜕𝐷},

∞, якщо 𝑦∗(𝑡) ∈ 𝐷,∀𝑡 ≥ 0;

𝜏𝑛 =


𝑖𝑛𝑓 {𝑡 ≥ 0 : 𝑥𝑛 (𝑡) ∈ 𝜕𝐷},

∞, якщо 𝑥𝑛 (𝑡) ∈ 𝐷,∀𝑡 ≥ 0.

При цьому 𝜏∗ ≤ lim inf
𝑛→∞

𝜏𝑛.

Покладемо 𝑥∗(𝑡) = 𝑦∗(𝑡) для 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗] у випадку скiнченного 𝜏∗ i 𝑥∗(𝑡) = 𝑦∗(𝑡)

для 𝑡 ∈ [0,∞) у випадку 𝜏∗ =∞.

Далi доводиться, що 𝑥∗(𝑡) є розв’язком системи (2.1) для всiх 𝑡 до моменту

його виходу на межу областi вiдповiдним до керуванням 𝑢∗(𝑡), тобто

𝑥∗(𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

(
𝑓1(𝑠, 𝑥∗(𝑠)) + 𝑓2(𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝑠) +

𝑠∫
0

𝑓3(𝑠, 𝜎, 𝑥∗(𝑠))𝑢∗(𝜎) 𝑑𝜎
)
𝑑𝑠,

для будь-якого 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗].

Враховуючи, що до цього моменту 𝑥𝑛 (𝑡) збiгається з 𝑦𝑛 (𝑡), то послiдовностi

{𝑥𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥ 1} поточково збiгаються до 𝑥∗(𝑡) для будь-якого 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗].

Для завершення доведення покажемо, що керування 𝑢∗(𝑡) є оптимальним.

Для цього розглядаємо знову два випадки.

1) Нехай 𝜏∗ < 𝜏 . У цьому випадку або iснує пiдпослiдовнiсть {𝜏𝑛𝑘 } послiдов-

ностi {𝜏𝑛}, така що 𝜏𝑛𝑘 → 𝜏 при 𝑛𝑘 → ∞, або тiльки скiнченне число значень

𝜏𝑛 < ∞ (у випадку 𝜏 =∞).
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Тодi для достатньо великих 𝑛𝑘 знову 𝑦𝑛𝑘 (𝑡) = 𝑥𝑛𝑘 (𝑡) для 𝑡 ∈ [0, 𝜏∗] i 𝑥𝑛𝑘 (𝑡) ⇒

𝑥∗(𝑡) при 𝑛𝑘 → ∞ на [0, 𝜏∗], використовуючи Умову 2.6 та збiжнiсть 𝐴(𝑡, 𝑥𝑛𝑘 ) →

𝐴(𝑡, 𝑥), маємо
𝜏𝑛𝑘∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥𝑛𝑘 (𝑡))𝑑𝑡 +

𝜏𝑛𝑘∫
0

𝐵(𝑡,𝑢𝑛𝑘 (𝑡))𝑑𝑡 ≥
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥𝑛𝑘 (𝑡))𝑑𝑡 +
𝜏∗∫
0

𝐵(𝑡,𝑢𝑛𝑘 (𝑡))𝑑𝑡 .

(2.50)

Отже, використовуючи теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть, отримаємо

𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥𝑛𝑘 (𝑡))𝑑𝑡 →
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗)𝑑𝑡,

при цьому використана неперервнiсть 𝐴(𝑡, 𝑥) та обмеженiсть послiдовностi 𝑥𝑛𝑘 .

Оскiльки 𝐵(𝑡,𝑢) є опуклою функцiєю вiдносно 𝑢, то маємо

𝐵(𝑡, 𝜐 (𝑡)) ≥ 𝐵(𝑡,𝑢∗(𝑡)) + (𝜐 (𝑡) − 𝑢∗(𝑡))𝐵𝜐 (𝑡,𝑢∗(𝑡)) (2.51)

для будь-якого допустимого керування 𝜐 (𝑡) ∈ 𝑈 .

Тодi, з Умови 2.6, маємо
∞∫
0

���𝜕𝐵
𝜕𝑢

(𝑡,𝑢∗(𝑡))
���𝑞𝑑𝑡 ≤ 𝑎3

∞∫
0

|𝑢∗(𝑡) |𝑝 𝑑𝑡 < ∞.

Пiдставляючи 𝜐 (𝑡) = 𝑢𝑛𝑘 (𝑡) у (2.51) та використовуючи слабку збiжнiсть

𝑢𝑛𝑘 (𝑡) до 𝑢∗(𝑡), отримаємо нерiвнiсть для другого доданку у (2.50)

lim inf
𝑛𝑘→∞

𝜏∗∫
0

𝐵(𝑡,𝑢𝑛𝑘 (𝑡))𝑑𝑡 ≥
𝜏∗∫
0

𝐵(𝑡,𝑢∗(𝑡))𝑑𝑡 . (2.52)

Отже, з (2.50), (2.51) та (2.52) отримаємо

𝑚 = lim
𝑛𝑘→∞

( 𝜏𝑛𝑘∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥𝑛𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡 +

𝜏𝑛𝑘∫
0

𝐵(𝑡,𝑢𝑛𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡
)

≥
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) 𝑑𝑡 + lim inf
𝑛𝑘→∞

𝜏∗∫
0

𝐵(𝑡,𝑢𝑛𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡
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≥
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) 𝑑𝑡 +
𝜏∗∫
0

𝐵(𝑡,𝑢∗(𝑡)) 𝑑𝑡 .

Отже, у цьому випадку керування 𝑢∗(𝑡) є оптимальним.

2) Нехай 𝜏∗ = 𝜏 .

Вiзьмемо будь-яке 𝑡1 < 𝜏∗ i розглянемо iнтервал [0, 𝑡1]. На цьому iнтервалi

маємо 𝑥𝑛𝑘 (𝑡) ⇒ 𝑥∗(𝑡) при 𝑛𝑘 → ∞. Згiдно з теоремою про характеристику

нижньої границi, множина {𝑛 ∈ ℕ|𝜏𝑛 < 𝑡1} є скiнченною, i може iснувати

нескiнченна кiлькiсть точок 𝜏𝑛 в iнтервалi (𝑡1, 𝜏).

Розглянемо цю послiдовнiсть. Тодi, аналогiчно до попереднього випадку,

отримаємо

𝑚 = lim
𝑛𝑘→∞

( 𝜏𝑛𝑘∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥𝑛𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡 +

𝜏𝑛𝑘∫
0

𝐵(𝑡,𝑢𝑛𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡
)
≥

≥
𝑡1∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) 𝑑𝑡 + lim inf
𝑛𝑘→∞

𝑡∗1∫
0

𝐵(𝑡,𝑢𝑛𝑘 (𝑡)) 𝑑𝑡 .

Переходячи до границi при 𝑡1 → 𝜏∗, отримаємо, що 𝐼 [𝑢∗] =𝑚. Отже, 𝑢∗(𝑡) є

оптимальним керуванням.

Теорему доведено.

□

Перейдемо до доведення Теореми 2.6

Доведення. Розглянемо довiльний фiксований момент часу 𝑇 > 0. У цьому

випадку 𝑉𝑇 (𝑥0) є функцiєю Беллмана для задачi (2.1),(2.42) на [0,𝑇 ]. Слiд зазна-

чити, що множина допустимих керувань, визначених на пiвосi [0,∞), фактично

вкладається у множину допустимих керувань на скiнченному промiжку [0,𝑇 ].

У випадку, коли керування 𝑢 (𝑡) є допустимим на [0,𝑇 ], але не належить до

класу допустимих на пiвосi [0,∞), побудуємо його допустиме розширення за
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наступним чином:

𝑢𝑇,∞(𝑡) =

𝑢 (𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]

0, 𝑡 > 𝑇 .
(2.53)

Позначимо через 𝑊𝑇 об’єднання множини допустимих керувань на пiвосi

[0,∞) та сукупностi функцiй, отриманих шляхом продовження (2.53). Побудова-

на таким чином множина допустимих керувань збiгається на [0,∞) з множиною

𝑊 , а на [0,𝑇 ] — з множиною всiх допустимих керувань для задачi типу (2.1),

(2.42) на скiнченному горизонтi. Справдi, кожне допустиме на [0,𝑇 ] керування

породжує допустимий на пiвосi процес згiдно з правилом (2.53). З iншого боку

𝐿𝑝 (0,∞) ⊂ 𝐿𝑝 (0,𝑇 ).

Нехай 𝜏∗
𝑇

— момент, коли 𝑥∗,𝑇 досягає межi областi 𝐷. У випадку, коли 𝜏∗
𝑇
< 𝑇 ,

керування 𝑢∗
𝑇,∞(𝑡) є оптимальним для задачi (2.1),(2.42) на [0,∞). Тодi 𝑉 =𝑉𝑇 .

Розглянемо випадок 𝜏∗
𝑇

= 𝑇 . Позначимо 𝑥 (𝑡) = 𝑥 (𝑡,𝑢∗
𝑇,∞(𝑡)) — розв’язок

задачi Кошi (2.1), що вiдповiдає керуванню 𝑢∗
𝑇,∞(𝑡). Оскiльки для 𝑡 ∈ [0,𝑇 ],

𝑢∗
𝑇,∞(𝑡) = 𝑢∗𝑇 (𝑡), то в силу єдиностi розв’язку задачi Кошi (2.1) 𝑥 (𝑡) = 𝑥∗,𝑇 (𝑡) для

𝑡 ∈ [0,𝑇 ]. Iз визначення функцiї Беллмана та Умови 2.6 маємо

𝑉 ≤ 𝐽 (𝑢∗𝑇,∞(𝑡)) =
𝑇∫
0

(𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗,𝑇 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢∗𝑇 ))𝑑𝑡 +
𝜏𝑇∫
𝑇

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥 (𝑡))𝑑𝑡

=𝑉𝑇 +
𝜏𝑇∫
𝑇

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥 (𝑡))𝑑𝑡 .

(2.54)

Тут 𝜏𝑇 — момент, коли 𝑥 досягає межi областi 𝐷. Другий доданок у (2.54) прямує

до нуля при 𝑇 → ∞ внаслiдок обмеженостi областi 𝐷 та теореми Лебега про

мажоровану збiжнiсть. Зауважимо, що 𝑥 (𝑡) = 𝑥 (𝜏𝑇 ), 𝑡 > 𝜏𝑇 .

Нагадаємо, що 𝜏∗ — момент, коли оптимальна траєкторiя 𝑥∗ для задачi (2.1),

(2.42) на [0,∞) досягає межi 𝐷. Зауважимо, що якщо 𝜏∗ ≤ 𝑇 , то пара (𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))

є оптимальною для задачi на [0,𝑇 ], i, у цьому випадку, 𝑉 =𝑉𝑇 знову.
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Нехай 𝜏∗ > 𝑇 . Тодi

𝑉 = 𝐽 [𝑢∗] =
𝑇∫
0

(𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢∗(𝑡)))𝑑𝑡 +
𝜏∗∫
𝑇

(𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢∗(𝑡)))𝑑𝑡

≥ 𝑉𝑇 +
𝜏∗∫
𝑇

(𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢∗(𝑡)))𝑑𝑡 .

Зазначимо, що при 𝑡 ∈ [𝑇, 𝜏∗], |𝑥 (𝑡) | ≤ 𝐶, для деякого 𝐶 > 0, а тому

𝜏∗∫
𝑇

(𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢∗(𝑡)))𝑑𝑡 ≤
∞∫
𝑇

(𝑒−𝛾𝑡𝐾𝐴(1 +𝐶𝛼))𝑑𝑡 +
∞∫
𝑇

𝑎1 |𝑢∗(𝑡) |𝑝𝑑𝑡 =

∞∫
𝑇

(𝑒−𝛾𝑡𝐾𝐴(1 +𝐶𝛼))𝑑𝑡 +
∞∫
𝑇

𝑎1 |𝑢∗(𝑡) |𝑝𝑑𝑡 → 0,

(2.55)

Тодi, з одного боку, iз (2.54) маємо

𝑉 −𝑉𝑇 ≤
𝜏𝑇∫
𝑇

(𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥))𝑑𝑡,

а з iншого боку, ми отримали

𝑉 −𝑉𝑇 ≥
𝜏∗∫
𝑇

(𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗) + 𝐵(𝑡,𝑢∗))𝑑𝑡 .

Отже, враховуючи (2.55), маємо виконання твердження (2.45).

Далi, для зручностi, без втрати загальностi, припустимо, що 𝑇 = 𝑛 ∈ ℕ —

натуральне число. Нехай 𝑢∗𝑛 — оптимальне керування на [0, 𝑛], 𝑢∗𝑛,∞(𝑡) — допу-

стиме керування для задачi (2.1), (2.42) на [0,∞), яке визначається формулою

(2.44).

Знову ж таки, якщо для деякого 𝑛 виконується 𝜏∗𝑛 < 𝑛, то отримаємо, що

𝑢∗𝑛,∞(𝑡) є оптимальним для задачi на нескiнченному iнтервалi. Тут 𝜏∗𝑛 — момент,

коли 𝑥𝑛,∞ досягає межi областi 𝐷.



83

Нехай тепер 𝜏∗𝑛 = 𝑛 для всiх 𝑛. Оскiльки 𝑉𝑛 = 𝐽 [𝑢∗𝑛] → 𝑉 , iснує константа 𝐻

така, що 𝑉𝑛 ≤ 𝐻 . Однак, iз Умови 2.6 та (2.44) маємо:

𝐻 ≥ 𝑉𝑛 = 𝐽 [𝑢∗𝑛] =
𝑛∫

0

(
𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗,𝑛 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢∗𝑛 (𝑡))

)
𝑑𝑡

≥ 𝑎0

𝑛∫
0

|𝑢∗𝑛 (𝑡) |𝑝 𝑑𝑡 = 𝑎0

∞∫
0

|𝑢∗𝑛,∞(𝑡) |𝑝 𝑑𝑡 .

Отже, послiдовнiсть допустимих керувань {𝑢∗𝑛,∞} має слабко збiжну пiдпо-

слiдовнiсть, яку, без втрати загальностi, позначимо знову як {𝑢∗𝑛,∞}. Тодi

𝑢∗𝑛,∞(𝑡) ⇀ 𝑢∗, 𝑛 → ∞ (2.56)

слабко збiгається у 𝐿𝑝 (0,∞).

Використовуючи лему Мазура [91, 120], отримаємо, що майже для кожного

𝑡 виконується 𝑢∗(𝑡) ∈ 𝑈 . Позначимо 𝑥𝑛,∞(𝑡) — розв’язок задачi Кошi (2.1), що

вiдповiдає керуванню 𝑢∗𝑛,∞(𝑡). Нехай 𝜏𝑛 — момент, коли 𝑥𝑛,∞(𝑡) досягає межi

областi 𝐷. Очевидно, що 𝜏𝑛 > 𝑛. Тодi маємо:

𝐽 [𝑢∗𝑛,∞] =
𝑛∫

0

(
𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗,𝑛 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢∗𝑛 (𝑡))

)
𝑑𝑡 +

𝜏𝑛∫
𝑛

(
𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥𝑛,∞(𝑡))

+ 𝐵(𝑡,𝑢∗𝑛,∞(𝑡))
)
𝑑𝑡 =𝑉𝑛 +

𝜏𝑛∫
𝑛

(
𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥𝑛,∞(𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢∗𝑛,∞(𝑡))

)
𝑑𝑡 .

Однак, 𝐵(𝑡,𝑢∗𝑛,∞(𝑡)) = 0 для 𝑡 ≥ 𝑛 через конструкцiю 𝑢∗𝑛,∞ та Умову 2.4. Тодi

𝐽 [𝑢∗𝑛,∞] =𝑉𝑛 +
𝜏𝑛∫
𝑛

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥𝑛,∞)𝑑𝑡, (2.57)

𝜏𝑛∫
𝑛

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥𝑛,∞(𝑡)) 𝑑𝑡 ≤
𝜏𝑛∫
𝑛

𝑒−𝛾𝑡𝐾𝐴(1 + |𝑥𝑛,∞(𝑡) |𝛼) 𝑑𝑡 .

Враховуючи обмеженiсть множини 𝐷, для вiдповiдних розв’язкiв при 𝑡 ∈

[0, 𝜏𝑛] , аналогiчного до викладеного вище, виконується |𝑥𝑛,∞(𝑡) | ≤ 𝐶.
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Отже,

𝜏𝑛∫
𝑛

𝑒−𝛾𝑡𝐾𝐴(1 +𝐶𝛼)𝑑𝑡 ≤
∞∫
𝑛

𝑒−𝛾𝑡𝐾𝐴(1 +𝐶𝛼)𝑑𝑡 → 0, 𝑛 → ∞. (2.58)

З (2.57) та (2.58) випливає, що

𝐽 [𝑢∗𝑛,∞] → 𝑉 , 𝑛 → ∞.

Отже, послiдовнiсть {𝑢∗𝑛,∞} є мiнiмiзуючою для задачi (2.1), (2.42), що до-

водить твердження (2.46). Нехай 𝑥∗(𝑡) буде розв’язком початкової задачi (2.1),

що вiдповiдає керуванню 𝑢∗(𝑡) з (2.56). Такий розв’язок iснує та єдиний, що є

наслiдок Теореми 2.2. Твердження (2.47) цiєї теореми є очевидними. Доведення

твердження (2.48) проводиться подiбно до вiдповiдного факту з Теореми 2.5.

Якщо задача (2.1), (2.42) має єдиний розв’язок, то збiжностi (2.46) та (2.47)

виконуються для всiх 𝑇 → ∞. Останнє очевидно випливає з того факту, що з

будь-якої пiдпослiдовностi {𝑢∗𝑛𝑘 ,∞} послiдовностi {𝑢∗𝑛,∞} з (2.56) можна видiлити

слабку збiжнiсть до оптимального керування 𝑢∗(𝑡), i таке керування єдине.

Теорема доведена. □

Наслiдок 2.1. За умовами Теореми 2.6 для функцiоналу (2.42) всi твердження

Теореми 2.6 виконуються, а слабка збiжнiсть (2.47) оптимальних керувань

замiнюється сильною збiжнiстю у 𝐿2((0,∞);ℝ𝑚).

Доведення. Розглянемо задачу оптимального керування (2.1), (2.42). Очевидно,

що доведення потребує встановлення сильної збiжностi 𝑢∗𝜏𝑛,∞ до 𝑢∗. Аналогiчно

до Теореми 2.5, маємо

𝑉 = lim
𝑛→∞

( 𝜏𝑛∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥𝑛,∞(𝑡)) 𝑑𝑡 +
𝜏𝑛∫
0

|𝑢∗𝑛,∞(𝑡) |2 𝑑𝑡
)

=

𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) 𝑑𝑡 + lim
𝑛→∞

𝜏𝑛∫
0

|𝑢∗𝑛,∞(𝑡) |2 𝑑𝑡 .

(2.59)
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Тому остання границя у (2.59) iснує i спiвпадає з нижньою межею. Однак iз

побудови 𝑢∗𝑛,∞ випливає, що

𝜏𝑛∫
0

|𝑢∗𝑛,∞(𝑡) |2𝑑𝑡 =
∞∫
0

|𝑢∗𝑛,∞(𝑡) |2𝑑𝑡 .

Тодi з (2.59) маємо

𝑉 =

𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) 𝑑𝑡 + lim inf
𝑛→∞

∞∫
0

|𝑢∗𝑛,∞(𝑡) |2 𝑑𝑡 ≥
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) 𝑑𝑡

+
∞∫
0

|𝑢∗(𝑡) |2 𝑑𝑡 ≥
𝜏∗∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) 𝑑𝑡 +
𝜏∗∫
0

|𝑢∗(𝑡) |2 𝑑𝑡 =𝑉 .

Отже,

lim
𝑛→∞

∞∫
0

|𝑢∗𝑛,∞(𝑡) |2𝑑𝑡 =
∞∫
0

|𝑢∗(𝑡) |2𝑑𝑡 .

З урахуванням (2.56) випливає, що 𝑢∗𝑛,∞ сильно збiгається до 𝑢∗ в 𝐿2((0,∞)),

що i доводить цю наслiдок. □
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2.4 Висновки до Роздiлу 2

У даному роздiлi розглянуто задачу оптимального керування процесами, що

описуються системами iнтегро-диференцiальних рiвнянь. Основну увагу придi-

лено встановленню умов iснування оптимального керування в дослiджуванiй

системi. Задача розглядалась до моменту виходу розв’язку на межу областi, при

цьому цей момент виходу залежить вiд керування. У роздiлi сформульовано та

доведено такi результати:

• отримано достатнi умови iснування оптимальних керувань у термiнах

правих частин та функцiї з критерiя якостi на скiнченному iнтервалi;

• доведено iснування розв’язку задачi Кошi для iнтегро-диференцiальних рiв-

нянь, адже для задач оптимального керування наявнiсть у правiй частинi

керування 𝑢 (𝑡), робить вимогу неперервностi правої частини неприродною;

• доведена теорема, що встановлює достатнi умови iснування оптимальних

керувань для систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь на пiвосi;

• встановлено взаємозв’язок мiж розв’язками задачi на скiнченному та не-

скiнченному iнтервалi, включаючи слабку збiжнiсть оптимальних керувань

на скiнченному iнтервалi до вiдповiдних керувань на нескiнченному i то-

чкову збiжнiсть оптимальних траєкторiй.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [98] (переклад англ. - [57]),

[42, 43,45,46,48,94,95].



Роздiл 3

МЕТОД УСЕРЕДНЕННЯ В ЗАДАЧАХ

ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ

СИСТЕМАМИ

IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

У даному роздiлi розглядається застосування методу усереднення до за-

дач оптимального керування для систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь зi

швидкоосцилюючими коефiцiєнтами та малим параметром. Встановлено зв’язок

мiж оптимальною трiйкою розв’язкiв вихiдної нелiнiйної за керуванням задачi

та вiдповiдної усередненої задачi як на скiнченному iнтервалi, так i на пiвосi.

Аналогiчну вiдповiднiсть отримано й для задачi, лiнiйної вiдносно керування.

3.1 Схема усереднення на скiнченному iнтервалi

Дане дослiдження базується на застосуваннi схеми усереднення для iнтегро-

диференцiальних рiвнянь iз керуванням. Встановленi оцiнки близькостi точних

та усереднених траєкторiй, що є рiвномiрними за класом допустимих керувань,

це гарантує коректнiсть замiни вихiдної задачi оптимального керування її усере-

дненим аналогом. Важливою перевагою такого пiдходу є можливiсть переходу

до системи звичайних диференцiальних рiвнянь, аналiз якої є значно простiшим.
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3.1.1 Нелiнiйний випадок

Розглядається нелiнiйна задача керування системою iнтегро-диференцiальних

рiвнянь зi швидкоосцилюючими параметрами:
¤𝑥𝜀 = 𝑋

(
𝑡
𝜀
, 𝑥𝜀 (𝑡),

𝑡∫
0
𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥𝜀 (𝑠)) 𝑑𝑠,𝑢 (𝑡)

)
,

𝑥𝜀 (0) = 𝑥0,

(3.1)

з критерiєм якостi

𝐽𝜀 [𝑢] =
𝑇∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥𝜀 (𝑡), 𝑢 (𝑡))𝑑𝑡 + Φ(𝑥𝜀 (𝑇 )) → inf, (3.2)

на вiдрiзку [0,𝑇 ], де 𝜀 > 0 — малий параметр, 𝑇 > 0 — задана стала, 𝑥 — вектор

стану в ℝ𝑑 , 𝑢 (𝑡) — 𝑚-вимiрний вектор керування, причому 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑊 ⊂ ℝ𝑚,

𝑑,𝑚 = 1, 2, 3, . . ., Φ(𝑥) — задана функцiя.

Функцiя 𝑥𝜀 (𝑡,𝑢) позначає розв’язок задачi Кошi (3.1), (3.2), що вiдповiдає

керуванню 𝑢 (𝑡). Для спрощення позначень далi ми опускаємо явну залежнiсть

вiд 𝑢 та 𝜀 i позначаємо цей розв’язок як 𝑥 (𝑡).

Припустимо, що iснує функцiя 𝑋0(𝑥,𝑢), така що для всiх 𝑥 ∈ ℝ𝑑 i 𝑢 ∈ 𝑊

iснує наступна рiвномiрна за 𝑥 ∈ ℝ𝑑, 𝑢 ∈𝑊 границя:

lim
𝜀→0

𝑡∫
0

[
𝑋

(𝜏
𝜀
, 𝑥, 𝜑1(𝜏, 𝑥), 𝑢

)
− 𝑋0(𝑥,𝑢)

]
𝑑𝜏 = 0, (3.3)

де

𝜑1(𝑡, 𝑥) =
𝑡∫

0

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑑𝑠, 𝑡, 𝑠 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ ℝ𝑑 .

Задачi оптимального керування (3.1), (3.2) зi швидкоосцилюючими коефiцi-

єнтами вiдповiдає простiша усереднена задача оптимального керування
¤𝜉 = 𝑋0(𝜉,𝑢 (𝑡)),

𝜉 (0) = 𝑥0,

(3.4)
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з критерiєм якостi

𝐽0[𝑢] =
𝑇∫
0

𝐿(𝑡, 𝜉 (𝑡), 𝑢 (𝑡))𝑑𝑡 + Φ(𝜉 (𝑇 )) → inf . (3.5)

Для задачi (3.1), (3.2) будемо вважати, що виконуються наступнi умови.

Умова 3.1. Допустимими керуваннями є 𝑚-вимiрнi вектор-функцiї 𝑢 (·), такi що

𝑢 (·) ∈ 𝑈 , де 𝑈 — компакт у 𝐿2(0,𝑇 ).

Умова 3.2. Функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) визначена й неперервна по всiх своїх змiнних у

областi 𝑄0 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ ℝ𝑑, 𝑦 ∈ ℝ𝑛, 𝑢 ∈𝑊 } та задовольняє:

3.2.1. умову лiнiйного росту по 𝑥,𝑦 в 𝑄0, тобто iснує стала 𝑀 > 0 така, що

|𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) | ≤ 𝑀 (1 + |𝑥 | + |𝑦 |)

для будь-якого (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) ∈ 𝑄0;

3.2.2. умову Лiпшиця зi сталою 𝜆 в 𝑄0, а саме для всiх (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢), (𝑡, 𝑥1, 𝑦1, 𝑢1) ∈

𝑄0 маємо |𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) − 𝑋 (𝑡, 𝑥1, 𝑦1, 𝑢1) | ≤ 𝜆( |𝑥 − 𝑥1 | + |𝑦 − 𝑦1 | + |𝑢 − 𝑢1 |).

Умова 3.3. Функцiя 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) визначена та неперервна в областi 𝑄1 = {𝑡 ∈

[0,𝑇 ], 𝑠 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ ℝ𝑑}, набуває значень у ℝ𝑛 та задовольняє умову лiнiйного

росту та умову Лiпшиця по 𝑥 , тобто iснує 𝐿𝜑 > 0 таке що

|𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) | ≤ 𝐿𝜑 (1 + |𝑥 |) та |𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) − 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥1) | ≤ 𝐿𝜑 |𝑥 − 𝑥1 |.

Умова 3.4. Iснує границя (3.3) рiвномiрно по 𝑥 ∈ ℝ𝑑 та 𝑢 ∈𝑊 .

Умова 3.5. Функцiя 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) визначена в 𝑄2 = {𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ ℝ𝑑, 𝑢 ∈𝑊 }, i

3.5.1. 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) рiвномiрно неперервна по 𝑥 ∈ ℝ𝑑 вiдносно 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] та 𝑢 ∈𝑊 ;

3.5.2. 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) задовольняє умову Лiпшиця по 𝑢 в 𝑄2 з постiйною 𝜆 > 0;

3.5.3. Функцiя Φ : ℝ𝑑 → ℝ є неперервною по 𝑥 .

Сформулюємо та доведемо лему, що узагальнює метод усереднення на випа-

док залежностi правих частин iнтегро-диференцiальних рiвнянь вiд функцiо-

нальних параметрiв.
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Лема 3.1. Нехай виконуються Умови 3.1 - 3.4. Тодi для будь-якого 𝜂 > 0

iснує таке 𝜀0 = 𝜀0(𝜂), що для 0 < 𝜀 ≤ 𝜀0 розв’язки задачi Кошi (3.1) та (3.4)

задовольняють оцiнку

|𝑥 (𝑡,𝑢) − 𝜉 (𝑡,𝑢) | ≤ 𝜂 (3.6)

для всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] i всiх допустимих керувань 𝑢 (𝑡).

Зауваження 3.1. У цiй лемi важливо те, що оцiнка (3.6) є рiвномiрною для всiх

допустимих керувань 𝑢.

Доведення. Виберемо довiльне фiксоване 𝜂 > 0. Для довiльного 𝜀 > 0 та довiль-

ного допустимого керування 𝑢 (𝑡) оцiнюємо рiзницю мiж 𝑥 (𝑡) та 𝜉 (𝑡). Оскiльки

𝑈 є компактною множиною в 𝐿2(0,𝑇 ), для заданого 𝜂 iснує скiнченна 𝜂𝑒−𝜆

4𝜆 -сiтка

𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑁 (𝑡), де 𝑁 = 𝑁 (𝜂). Таким чином, для обраного керування 𝑢 (𝑡) iснує

представник 𝑢 𝑗 (𝑡) iз сiтки, такий що

∥𝑢 (·) − 𝑢 𝑗 (·)∥𝐿2 ≤ 𝜂

4𝜆
𝑒−𝜆 . (3.7)

Знову ж таки, оскiльки 𝑈 є компактною в 𝐿2(0,𝑇 ), iснує 𝐾 > 0 таке, що для

всiх допустимих керувань 𝑢 (𝑡) виконується нерiвнiсть

𝑇∫
0

|𝑢 (𝑡) |𝑑𝑡 ≤ 𝐾. (3.8)

Згiдно Умови 3.2.1 та Умови 3.3,

|𝑥 (𝑡) | ≤ |𝑥0 | +𝑀𝑇 +𝑀
𝑇∫
0

( |𝑥 (𝑠) | + 𝐿𝜑
𝑠∫

0

(
1 + |𝑥 (𝜏) |

)
𝑑𝜏 )𝑑𝑠.

Звiдси, використовуючи аналог нерiвностi Гронуолла-Беллмана, отримаємо

|𝑥 (𝑡) | ≤ 𝐶, (3.9)

де 𝐶 =𝐶 (𝑇 ). Аналогiчно отримаємо оцiнку |𝜉 (𝑡) | ≤ 𝐶.
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Отже, з Умов 3.2 та 3.3 випливає, що

|𝑥 (𝑡) − 𝜉 (𝑡) | ≤
�����
𝑡∫

0

(
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝑥 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥 (𝜏)) 𝑑𝜏,𝑢 (𝑠)
)
− 𝑋0

(
𝜉 (𝑠), 𝑢 (𝑠)

) )
𝑑𝑠

�����
≤

�����
𝑡∫

0

(
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝑥 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥 (𝜏)) 𝑑𝜏,𝑢 𝑗 (𝑠)
)
− 𝑋0

(
𝜉 (𝑠), 𝑢 𝑗 (𝑠)

) )
𝑑𝑠

�����
+ 2𝜆

( 𝑇∫
0

|𝑢 (𝑠) − 𝑢 𝑗 (𝑠) |2 𝑑𝑠
) 1

2
.

Тодi отримаємо

|𝑥 (𝑡) − 𝜉 (𝑡) | ≤ 𝐼1 +
𝜂

2
𝑒−𝜆𝑇 . (3.10)

Оцiнимо тепер 𝐼1 з використанням Умов 3.2–3.4. Зауважимо, що з цих умов

випливає виконання умови Лiпшиця для функцiї 𝑋0. Маємо:

𝐼1 ≤
𝑡∫

0

������𝑋 (𝑠
𝜀
, 𝑥 (𝑠),

𝑠∫
0

(𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢 𝑗 (𝑠)
)
− 𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢 𝑗 (𝑠)
)������𝑑𝑠

+

������
𝑡∫

0

(
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢 𝑗 (𝑠)
)
− 𝑋0(𝜉 (𝑠), 𝑢 𝑗 (𝑠)

))
𝑑𝑠

������
≤

𝑡∫
0

(𝜆 |𝑥 (𝑠) − 𝜉 (𝑠) | +
𝑠∫

0

|𝑥 (𝑡) − 𝜉 (𝑡) |𝐿𝜑𝑑𝜏)𝑑𝑠 (3.11)

+

������
𝑡∫

0

(
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢 𝑗 (𝑠)
)
− 𝑋0(𝜉 (𝑠), 𝑢 𝑗 (𝑠))

)
𝑑𝑠

������ .
Оскiльки кожна функцiя в 𝐿2(0,𝑇 ) може бути апроксимована в нормi 𝐿2

неперервною функцiєю, а кожна неперервна функцiя на замкненому iнтервалi

може бути апроксимована кусково-сталою функцiєю, то виберемо для 𝑢 𝑗 (𝑡) непе-

рервну функцiю 𝑢𝑐 (𝑡) та кусково-сталою функцiю 𝑢𝑝 (𝑡) так, щоб виконувалися

наступнi нерiвностi для 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]

∥𝑢 𝑗 − 𝑢𝑐 ∥𝐿2 <
𝜂

16𝜆
𝑒−𝜆𝑇 , (3.12)
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∥𝑢𝑐 (𝑡) − 𝑢𝑝 (𝑡)∥𝐿2 <
𝜂

16𝜆
𝑒−𝜆𝑇 . (3.13)

Використовуючи (3.12) та (3.13), оцiнюємо останнiй iнтеграл у (3.11), який

позначимо 𝐼11:

𝐼11 =

������
𝑡∫

0

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢 𝑗 (𝑠)
)
− 𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢𝑐 (𝑠)
)]
𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢𝑐 (𝑠)
)
− 𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢𝑝 (𝑠))
)]
𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢𝑝 (𝑠)
)
𝑑𝑠 +

𝑡∫
0

(
𝑋0(𝜉 (𝑠), 𝑢𝑐 (𝑠)) − 𝑋0(𝜉 (𝑠), 𝑢 𝑗 (𝑠))

)
𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

(
𝑋0(𝜉 (𝑠), 𝑢𝑝 (𝑠)) − 𝑋0(𝜉 (𝑠), 𝑢𝑐 (𝑠))

)
𝑑𝑠 −

𝑡∫
0

𝑋0(𝜉 (𝑠), 𝑢𝑝 (𝑠))𝑑𝑠

������
≤ 𝜆 ©­«

𝑇∫
0

|𝑢 𝑗 (𝑠) − 𝑢𝑐 (𝑠) |2𝑑𝑠
ª®¬

1/2

+ 𝜆 ©­«
𝑇∫
0

|𝑢𝑐 (𝑠) − 𝑢𝑝 (𝑠) |2𝑑𝑠
ª®¬

1/2

+

������
𝑡∫

0

(
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢𝑝 (𝑠)
)
− 𝑋0(𝜉 (𝑠), 𝑢𝑝 (𝑠))

)
𝑑𝑠

������
+ 𝜆 ©­«

𝑇∫
0

|𝑢𝑐 (𝑠) − 𝑢 𝑗 (𝑠) |2𝑑𝑠
ª®¬

1/2

+ 𝜆 ©­«
𝑇∫
0

|𝑢𝑝 (𝑠) − 𝑢𝑐 (𝑠) |2𝑑𝑠
ª®¬

1/2

≤

������
𝑡∫

0

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢𝑝 (𝑠)
)
− 𝑋0(𝜉 (𝑠), 𝑢𝑝 (𝑠))

]
𝑑𝑠

������ + 𝜂4𝑒−𝜆𝑇 ≤ 𝐼12 +
𝜂

4
𝑒−𝜆𝑇 .

Отримаємо оцiнку 𝐼12

𝐼12 ≤

������
𝑡∫

0

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢𝑝 (𝑠)
)
− 𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝑠))𝑑𝜏,𝑢𝑝 (𝑠)
)]
𝑑𝑠

������
+

������
𝑡∫

0

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝑠))𝑑𝜏,𝑢𝑝 (𝑠)
)
− 𝑋0(𝜉 (𝑠), 𝑢𝑝 (𝑠))

]
𝑑𝑠

������ = 𝐼2 + 𝐼3.
Оцiнимо iнтеграл 𝐼2, розбивши [0,𝑇 ] точками {𝑡𝑘}𝑅0 (𝑡0 = 0, 𝑡𝑅 =𝑇 ) так, що всi

компоненти вектор-функцiї 𝑢𝑝 (𝑡) є сталими на кожному пiдiнтервалi [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1),
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тобто 𝑢𝑝 (𝑡) = 𝑢𝑝 (𝑡𝑘) для 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1). Тут натуральне число 𝑅 = 𝑅(𝜂) фiксоване

для даного вибору 𝜂.

Тепер виберемо натуральне 𝑛 i розiб’ємо iнтервал [0,𝑇 ] на 𝑛 рiвних частин

точками 𝑡𝑖 = 𝑖/𝑛 (𝑖 = 0, . . . , 𝑛). Припустимо, що 𝑛 достатньо велике, щоб кожен

пiдiнтервал [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1) мiстив точки 𝑡𝑖 . У результатi отримаємо 𝑛 iнтервалiв [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1).

Якщо для деяких 𝑘 i 𝑖 маємо 𝑡𝑖 < 𝑡𝑘 < 𝑡𝑖+1, iнтервал [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1) дiлиться на два

пiдiнтервали: [𝑡𝑖, 𝑡𝑘) та [𝑡𝑘, 𝑡𝑖+1). Таким чином, iнтервал [0,𝑇 ] розбитий не бiльш

нiж на 𝑛+𝑅 пiдiнтервалiв, кожен з довжиною, що не перевищує 1
𝑛
. Точки розбиття

знову позначаємо як 𝑡𝑖 , а загальну кiлькiсть iнтервалiв [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1) позначимо через

𝐾 = 𝐾 (𝜂). Очевидно, що 𝐾 ≤ 𝑛 + 𝑅, i 𝑢𝑝 (𝑡) = 𝑢𝑝 (𝑡𝑖) для 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1). Позначимо

𝜉𝑖 = 𝜉 (𝑡𝑖) та 𝑢𝑝 (𝑡𝑖) = 𝑢𝑝𝑖 . Тодi

𝐼2 ≤
𝐾−1∑︁
𝑖=0

��� 𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏,𝑢𝑝𝑖
)
− 𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉𝑖,

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉𝑖)𝑑𝜏,𝑢𝑝𝑖
)]
𝑑𝑠

���
+
𝐾−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

���𝑋 (𝑠
𝜀
, 𝜉𝑖,

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉𝑖)𝑑𝜏,𝑢𝑝𝑖
)
− 𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝑠))𝑑𝜏,𝑢𝑝𝑖
)���𝑑𝑠

≤
𝐾−1∑︁
𝑖=0

𝜆

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

|𝜉 (𝑠) − 𝜉𝑖 |𝑑𝑠 +
𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

𝑠∫
0

𝐿𝜑 |𝜉 (𝜏) − 𝜉𝑖 |𝑑𝜏𝑑𝑠

+
𝐾−1∑︁
𝑖=0

𝜆

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

|𝜉𝑖 − 𝜉 (𝑠) |𝑑𝑠 +
𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

𝑠∫
0

𝐿𝜑 |𝜉𝑖 − 𝜉 (𝑠) |𝑑𝜏𝑑𝑠

≤ 2
𝐾−1∑︁
𝑖=0

𝜆
𝑀𝑇 (1 +𝐶)

𝑛2

(
1 +

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

𝑑𝑠

𝑠∫
0

𝐿𝜑𝑑𝜏

)
≤ 𝜆𝑀𝑇 (1 +𝐶)𝑛 + 𝑅

𝑛2

(
1 + 𝐿𝜑

𝑇

𝑛

)
.

Тепер, для обраного 𝜂 > 0, iснує число 𝑛 = 𝑛(𝜂) таке, що для всiх 𝜀 > 0

виконується

𝐼2 ≤
𝜂

8
𝑒−𝜆𝑇 .

Тепер зафiксуємо вибране 𝑛 та оцiнимо iнтеграл 𝐼3. Для цього розiб’ємо його
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на iнтервалi [0,𝑇 ] у виглядi суми iнтегралiв��� 𝑡∫
0

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝑠))𝑑𝜏,𝑢𝑝 (𝑠)
)
− 𝑋0(𝜉 (𝑠), 𝑢𝑝 (𝑠))

]
𝑑𝑠

���
≤

��� 𝐾−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝑠))𝑑𝜏,𝑢𝑝𝑖
)
− 𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉𝑖,

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉𝑖)𝑑𝜏,𝑢𝑝𝑖
)]
𝑑𝑠

���
+

��� 𝐾−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

[
𝑋0(𝜉 (𝑠), 𝑢𝑝𝑖) − 𝑋0(𝜉𝑖, 𝑢𝑝𝑖)

]
𝑑𝑠

���
+

��� 𝐾−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉𝑖,

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉𝑖)𝑑𝜏,𝑢𝑝𝑖
)
− 𝑋0(𝜉𝑖, 𝑢𝑝𝑖)

]
𝑑𝑠

���
≤
𝐾−1∑︁
𝑖=0

[
𝜆

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

|𝜉 (𝑠) − 𝜉𝑖 |𝑑𝑠 +
𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

𝑠∫
0

𝐿𝜑 |𝜉 (𝑠) − 𝜉𝑖 |𝑑𝜏𝑑𝑠
]
+
𝐾−1∑︁
𝑖=0

𝜆

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

|𝜉 (𝑠) − 𝜉𝑖 |𝑑𝑠 + 𝐼4.

Оцiнимо тепер iнтеграл 𝐼4. Маємо

𝐼4 =
��� 𝐾−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉𝑖,

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉𝑖)𝑑𝜏,𝑢𝑝𝑖
)
− 𝑋0(𝜉𝑖, 𝑢𝑝𝑖)

]
𝑑𝑠

���.
У термiнах 𝜑1(𝑡, 𝑥) маємо:�����

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉𝑖, 𝜑1(𝑠, 𝜉𝑖), 𝑢𝑝𝑖

)
− 𝑋0(𝜉𝑖, 𝑢𝑝𝑖)

]
𝑑𝑠

����� =
�����
𝑡𝑖+1∫
0

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉𝑖, 𝜑1(𝑠, 𝜉𝑖), 𝑢𝑝𝑖

)
− 𝑋0(𝜉𝑖, 𝑢𝑝𝑖)

]
𝑑𝑠

−
𝑡𝑖∫

0

[
𝑋

(𝑠
𝜀
, 𝜉𝑖, 𝜑1(𝑠, 𝜉𝑖), 𝑢𝑝𝑖

)
− 𝑋0(𝜉𝑖, 𝑢𝑝𝑖)

]
𝑑𝑠

�����.
Згiдно з Умовою 3.3, кожен доданок у правiй частинi останньої рiвностi

прямує до нуля при 𝜀 → 0. Оскiльки 𝐾 є фiксованим, при досить малому 𝜀

можна забезпечити нерiвнiсть

𝐼4 ≤
𝜂

16
𝑒−𝜆𝑇 .

Отже,

𝐼3 ≤
𝜂

8
𝑒−𝜆𝑇 .
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Для 𝐼1 отримаємо таку оцiнку

𝐼1 ≤ 𝜆
©­«
𝑡∫

0

|𝑥 (𝑠) − 𝜉 (𝑠) | 𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝑠∫
0

𝐿𝜑 |𝑥 (𝜏) − 𝜉 (𝜏) |𝑑𝜏𝑑𝑠
ª®¬ + 𝜂4𝑒−𝜆𝑇 ≤ 𝜂

2
𝑒−𝜆𝑇 .

До кожного функцiї 𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), . . . , 𝑢𝑛 (𝑡) з побудованої сiтки застосовуємо

зазначенi вище мiркування. Через її скiнченнiсть число 𝜀0 можна вибрати єдиним

для кожної функцiї з сiтки.

Таким чином, з нерiвностей (3.7)–(3.10), (3.13) i останнiх двох оцiнок для

iнтегралiв 𝐼1 та 𝐼2 випливає, що нерiвнiсть (3.6) справджується рiвномiрно для

всiх допустимих керувань, що й доводить лему. □

З Умов 3.2, 3.3 та Теореми 2.1 випливає, що для кожного допустимого

керування 𝑢 (𝑡) iснує єдиний розв’язок 𝑥 (𝑡,𝑢) задачi Кошi на всьому вiдрiзку

[0,𝑇 ]. Отже, задачi (3.1) та (3.4) заданi для всiх допустимих керувань.

Наступна теорема встановлює зв’язок мiж оптимальним керуванням та

критерiєм якостi точної задачi (3.1), (3.2) i вiдповiдної їй усередненої (3.4), (3.5).

Позначимо

𝐽 ∗𝜀 = inf
𝑢 (·)∈𝑈

𝐽𝜀 [𝑢], 𝐽 ∗0 = inf
𝑢 (·)∈𝑈

𝐽0[𝑢] .

Теорема 3.1. Нехай виконуються Умови 3.1–3.5. Тодi задачi (3.1), (3.2) та (3.4),

(3.5) мають розв’язки (𝑥∗𝜀 (𝑡), 𝑢∗𝜀 (𝑡)) i (𝜉∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)), вiдповiдно, та виконуються

наступнi твердження:

(i) 𝐽 ∗𝜀 → 𝐽 ∗0 при 𝜀 → 0;

(ii) для будь-якого 𝜂 > 0 iснує 𝜀0 таке, що для 𝜀 < 𝜀0,

|𝐽 ∗𝜀 − 𝐽𝜀 [𝑢∗] | < 𝜂,

тобто оптимальне керування усередненої задачi є майже оптимальним

для точної задачi;

(iii) iснує послiдовнiсть 𝜀𝑛 → 0, 𝑛 → ∞, така що

𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) → 𝜉∗(𝑡) рiвномiрно на [0,𝑇 ], (3.14)
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та

𝑢∗𝜀𝑛 (·) → 𝑢∗(·) в 𝐿2(0,𝑇 ). (3.15)

Крiм того, якщо усереднена задача (3.4), (3.5) має єдиний розв’язок, тодi

збiжнiсть (3.14) i (3.15) справджується для всiх 𝜀 → 0.

Доведення Теореми 3.1. Для зручностi знову припустимо, що 𝑇 = 1. Спочатку

доведемо iснування оптимальних розв’язкiв. Для цього встановимо неперервнiсть

функцiоналу 𝐽𝜀 [𝑢] вiдносно 𝑢 для кожного 𝜀 > 0.

Нехай 𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡) — довiльнi допустимi керування для задачi (3.1), (3.2), а

𝑥 (𝑡,𝑢1), 𝑥 (𝑡,𝑢2) — вiдповiднi траєкторiї.

Використовуючи Умову 3.2 та нерiвнiсть Гронуолла, отримаємо

sup
𝑡∈[0,1]

|𝑥 (𝑡,𝑢1) − 𝑥 (𝑡,𝑢2) | ≤ 𝜆∥𝑢1 − 𝑢2∥𝐿2𝑒𝜆 . (3.16)

Отже,

|𝐽𝜀 [𝑢1] − 𝐽𝜀 [𝑢2] | ≤
1∫

0

(
|𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡,𝑢1), 𝑢1(𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡,𝑢2), 𝑢1(𝑡))

+ 𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡,𝑢2), 𝑢1(𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡,𝑢2), 𝑢2(𝑡) |
)
𝑑𝑡 + |Φ(𝑥 (1, 𝑢1)) − Φ(𝑥 (1, 𝑢2)) |

≤ 𝜆∥𝑢1 − 𝑢2∥𝐿2 +
1∫

0

���𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡,𝑢1), 𝑢1(𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡,𝑢2), 𝑢1(𝑡))
���𝑑𝑡

+ |Φ(𝑥 (1, 𝑢1)) − Φ(𝑥 (1, 𝑢2)) |.
(3.17)

Тепер, використовуючи оцiнку (3.9), яка є рiвномiрною для всiх допустимих

𝑢 (𝑡), робимо висновок, що 𝑥 (𝑡,𝑢) залишається в кулi 𝐵𝐶 радiуса 𝐶, з центром у

нулi, для всiх 𝑡 ∈ [0, 1].

Згiдно з Умовою 3.5.1 та теоремою Кантора, функцiя 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) є рiвномiрно

неперервною за 𝑥 ∈ 𝐵𝐶 , рiвномiрно за 𝑡 ∈ [0, 1] та 𝑢 ∈ 𝑊 . Аналогiчно, Φ є

рiвномiрно неперервною за 𝑥 ∈ 𝐵𝐶 . Отже, з (3.16) та (3.17) випливає, що 𝐽𝜀 [𝑢] є

неперервною у 𝐿2-нормi.
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Аналогiчнi мiркування встановлюють неперервнiсть функцiоналу 𝐽0[𝑢] вiд-

носно 𝑢.

Тепер, зважаючи на компактнiсть множини допустимих керувань, вста-

новлюємо iснування оптимальних розв’язкiв (𝑥∗𝜀 (𝑡), 𝑢∗𝜀 (𝑡)) та (𝜉∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) задач

(3.1),(3.2) та (3.4),(3.5) вiдповiдно. Це доводить iснування оптимальних розв’язкiв

як для точної, так i для усередненої задачi.

Далi доведемо твердження (𝑖), а саме, що 𝐽 ∗𝜀 → 𝐽 ∗0 при 𝜀 → 0. Виберемо

довiльне 𝜂 > 0 i зафiксуємо його. Тодi маємо

𝐽 ∗𝜀 ≤ 𝐽𝜀 [𝑢∗] = 𝐽 ∗0 + 𝐽𝜀 [𝑢∗] − 𝐽0[𝑢∗] . (3.18)

Однак,

|𝐽𝜀 [𝑢∗] − 𝐽0[𝑢∗] | ≤
1∫

0

|𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡,𝑢∗), 𝑢∗(𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝜉 (𝑡), 𝑢∗(𝑡)) |𝑑𝑡

+ |Φ(𝑥 (1, 𝑢∗)) − Φ(𝜉 (1)) |.

(3.19)

З Леми 3.1 маємо

max
𝑡∈[0,1]

|𝑥 (𝑡,𝑢∗) − 𝜉∗(𝑡) | → 0, 𝜀 → 0. (3.20)

Зважаючи на рiвномiрну неперервнiсть функцiї 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) за 𝑥 ∈ 𝐵𝐶 , рiвномiрно

за 𝑡 ∈ [0, 1] та 𝑢 ∈𝑊 , з (3.19), (3.20) та Умови 3.5 випливає, що iснує 𝜀0 > 0 таке,

що для 𝜀 < 𝜀0 маємо

|𝐽𝜀 [𝑢∗] − 𝐽0 | < 𝜂.

Отже, з (3.18) отримуємо

𝐽 ∗𝜀 < 𝐽 ∗0 + 𝜂. (3.21)

З iншого боку, для 𝜀 < 𝜀0 маємо

𝐽 ∗0 ≤ 𝐽0[𝑢∗𝜀 ] = 𝐽 ∗𝜀 + (𝐽0[𝑢∗𝜀 ] − 𝐽𝜀 [𝑢∗𝜀 ]).

Однак, аналогiчно до (3.21), маємо

|𝐽𝜀 [𝑢∗𝜀 ] − 𝐽0[𝑢∗𝜀 ] | < 𝜂.
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Внаслiдок цього,

𝐽 ∗0 < 𝐽 ∗𝜀 + 𝜂. (3.22)

З рiвностей (3.21) та (3.22) випливає, що 𝐽 ∗𝜀 → 𝐽 ∗0 при 𝜀 → 0, що доводить

твердження (𝑖) Теореми 3.1.

Твердження (𝑖𝑖) Теореми 3.1 безпосередньо випливає з того, що

|𝐽 ∗𝜀 − 𝐽𝜀 [𝑢∗] | ≤ |𝐽 ∗𝜀 − 𝐽 ∗0 | + |𝐽0[𝑢∗] − 𝐽𝜀 [𝑢∗] |.

Доведення твердження (𝑖𝑖𝑖). Оскiльки 𝑈 є компактною множиною в 𝐿2(0, 1),

можна видiлити пiдпослiдовнiсть 𝑢∗𝜀𝑛 , яка збiгається в 𝐿2(0, 1). Нехай

lim
𝜀𝑛→0

𝑢∗𝜀𝑛 = 𝑢0 в 𝐿2(0, 1). (3.23)

Розглянемо допомiжнi системи
¤𝑧𝜀𝑛 = 𝑋

(
𝑡
𝜀𝑛
, 𝑧𝜀𝑛 (𝑡),

𝑡∫
0
𝜑

(
𝑡, 𝑠, 𝑧𝜀𝑛 (𝑠)

)
𝑑𝑠,𝑢0(𝑡)

)
,

𝑧𝜀𝑛 (0) = 𝑥0,

та

¤𝜉 =𝑋0(𝜉,𝑢0(𝑡)), 𝜉 (0) = 𝑥0. (3.24)

З нерiвностi (3.16) маємо

sup
𝑡∈[0,1]

|𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) − 𝑧𝜀𝑛 (𝑡) | → 0, 𝜀𝑛 → 0 (3.25)

i, згiдно з Лемою 3.1,

sup
𝑡∈[0,1]

|𝑧𝜀𝑛 (𝑡) − 𝜉 (𝑡) | → 0, 𝜀𝑛 → 0.

Отже, з (3.24) та (3.25) випливає

sup
𝑡∈[0,1]

|𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) − 𝜉 (𝑡) | → 0, 𝜀𝑛 → 0. (3.26)
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Таким чином,

𝐽 ∗𝜀𝑛 = 𝐽𝜀𝑛 [𝑢
∗
𝜀𝑛
] =

1∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡), 𝑢
∗
𝜀𝑛
(𝑡)) 𝑑𝑡 + Φ(𝑥∗𝜀𝑛 (1)) =

1∫
0

𝐿(𝑡, 𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡), 𝑢0(𝑡))𝑑𝑡

+ Φ(𝑥∗𝜀𝑛 (1)) +
1∫

0

[
𝐿(𝑡, 𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡), 𝑢

∗
𝜀𝑛
(𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡), 𝑢0(𝑡))

]
𝑑𝑡 .

(3.27)

З Умови 3.5 та (3.23) випливає, що останнiй доданок у (3.27) прямує до нуля

при 𝜀𝑛 → 0.

Нехай 𝜀𝑛 → 0 у (3.27), i використаємо (3.26), тодi отримаємо

𝐽 ∗0 =

1∫
0

𝐿(𝑡, 𝜉 (𝑡), 𝑢0(𝑡))𝑑𝑡 + Φ(𝜉 (1)).

Отже, (𝜉 (𝑡), 𝑢0(𝑡)) є оптимальним розв’язком усередненої задачi (3.4), (3.5),

що доводить твердження (𝑖𝑖𝑖).

Якщо задача (3.4), (3.5) має єдиний розв’язок, тодi наведене мiркування

означає, що будь-яка збiжна послiдовнiсть (𝑢∗𝜀𝑛 (𝑡), 𝑥
∗
𝜀𝑛
(𝑡)) прямує до тiєї самої

границi. Це завершує доведення останнього твердження теореми. □

3.1.2 Лiнiйний випадок

Розглядається також задача керування зi швидкоосцилюючими параметрами,

що є лiнiйною за керуванням

¤𝑥𝜀 (𝑡) = 𝑓
(𝑡
𝜀
, 𝑥𝜀 (𝑡),

𝑡∫
0

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥𝜀 (𝑠))𝑑𝑠
)
+ 𝑓1(𝑥𝜀 (𝑡))𝑢 (𝑡), 𝑥 (0) = 𝑥0, (3.28)

з критерiєм якостi

𝐽𝜀 [𝑢] =
𝑇∫
0

[𝐴(𝑡, 𝑥𝜀 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡))] 𝑑𝑡 + Φ(𝑥𝜀 (𝑇 )) → inf, (3.29)

на вiдрiзку [0,𝑇 ], де 𝜀 > 0 — малий параметр, 𝑇 > 0 — задана стала, 𝑥 ∈ ℝ𝑑 —

вектор стану, а 𝑢 (𝑡) — 𝑚-вимiрний вектор керування.
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Якщо наступна границя iснує рiвномiрно за 𝑥 ∈ ℝ𝑑 :

lim
𝜀→0

𝑡∫
0

[
𝑓

(𝜏
𝜀
, 𝑥, 𝜑1(𝜏, 𝑥)

)
− 𝑓0(𝑥)

]
𝑑𝜏 = 0, (3.30)

де

𝜑1(𝑡, 𝑥) =
𝑡∫

0

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑑𝑠, 𝑡, 𝑠 ∈ [0,𝑇 ],

тодi задача оптимального керування (3.28), (3.29) зi швидкоосцилюючими кое-

фiцiєнтами ставиться у вiдповiднiсть усереднена задача на вiдрiзку [0,𝑇 ]:

¤𝜉 = 𝑓0(𝜉) + 𝑓1(𝜉)𝑢 (𝑡), 𝜉 (0, 𝑢 (0)) = 𝑥0, (3.31)

з вiдповiдним критерiєм якостi

𝐽0[𝑢] =
𝑇∫
0

[𝐴(𝑡, 𝜉 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡))] 𝑑𝑡 + Φ(𝜉 (𝑇 )) → inf . (3.32)

Основний результат полягає у доведеннi збiжностi мiнiмальних значень

функцiонала якостi, оптимальних керувань та траєкторiй точної задачi (3.28),

(3.29) до вiдповiдних мiнiмальних значень, оптимальних керувань i траєкторiй

усередненої задачi.

Припустимо, що для задачi (3.28), (3.29) виконуються наступнi умови.

Умова 3.6. Допустиме керування — це𝑚-вимiрна вектор-функцiя𝑢 (·) ∈ 𝐿𝑝 ((0,𝑇 );𝑉 ),

𝑝 > 1, яка набуває значень у замкненiй опуклiй множинi 𝑉 ⊂ ℝ𝑚;

Умова 3.7. Функцiя 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) визначена та неперервна за сукупнiстю змiнних в

областi 𝑄3 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ ℝ𝑑, 𝑦 ∈ ℝ𝑛}; матрична функцiя 𝑓1(𝑥) розмiрностi 𝑑 ×𝑚

визначена при 𝑥 ∈ ℝ𝑑 , i

3.7.1. 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) задовольняє умову лiнiйного росту з константою 𝑀 в областi

𝑄3, тобто |𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) | ≤ 𝑀 (1 + |𝑥 | + |𝑦 |) для всiх (𝑡, 𝑥,𝑦) ∈ 𝑄3;

3.7.2. 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) та 𝑓1(𝑥) задовольняють умову Лiпшиця по 𝑥 з константою

𝜆 > 0 в своїх областях визначення;
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Умова 3.8. Функцiя 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) визначена та неперервна в областi 𝑄4 = {𝑡 ∈

[0,𝑇 ], 𝑠 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ ℝ𝑑}, набуває значень у просторi ℝ𝑛 та задовольняє по

𝑥 умову лiнiйного росту та умову Лiпшиця; тобто, iснує 𝐿𝜑 > 0 таке, що

|𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) − 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥1) | ≤ 𝐿𝜑 |𝑥 − 𝑥1 | i |𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) | ≤ 𝐿𝜑 (1 + |𝑥 |);

Умова 3.9. Границя (3.30) iснує рiвномiрно за 𝑥 ∈ ℝ𝑑 ;

Умова 3.10. Скалярнi функцiї 𝐴(𝑡, 𝑥) та 𝐵(𝑡,𝑢) визначенi для 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ ℝ𝑑 ,

𝑢 ∈𝑊 та неперервнi за всiма змiнними, при цьому:

3.10.1. 𝐴(𝑡, 𝑥) ≥ 0, 𝐵(𝑡,𝑢) ≥ 𝑎 |𝑢 |𝑝 з деякою сталою 𝑎 > 0 для всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], а

функцiя 𝐵(𝑡,𝑢) опукла по 𝑢 ∈𝑊 ;

3.10.2. Функцiя Φ : ℝ𝑑 → ℝ невiд’ємна та неперервна за 𝑥 .

Для доведення основної теореми, аналогiчно до нелiнiйного випадку, встано-

вимо наступну лему.

Лема 3.2. Нехай виконуються Умови 3.6– 3.9. Якщо 𝑢𝜀
𝑤−→ 𝑢0 слабко в 𝐿𝑝 (0,𝑇 )

при 𝜀 → 0, то розв’язок 𝑥𝜀 (𝑡) задачi Кошi (3.28) при 𝑢 (𝑡) = 𝑢𝜀 (𝑡) збiгається

рiвномiрно на [0,𝑇 ] до розв’язку 𝜉 (𝑡) вiдповiдної задачi Кошi (3.31) з керуванням

𝑢 (𝑡) = 𝑢0(𝑡), тобто

𝑥𝜀 (𝑡) ⇒ 𝜉 (𝑡), 𝜀 → 0

рiвномiрно при 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Доведення. Перепишемо рiвняння (3.28) в iнтегральнiй формi:

𝑥𝜀 (𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

𝑓

(𝑠
𝜀
, 𝑥𝜀 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥𝜀 (𝜏)) 𝑑𝜏
)
𝑑𝑠 +

𝑡∫
0

𝑓1(𝑥𝜀 (𝑠))𝑢𝜀 (𝑠) 𝑑𝑠.

Не зменшуючи загальностi припустимо 𝑇 = 1. Маємо

|𝑥𝜀 (𝑡) | ≤ |𝑥0 | +
𝑡∫

0

𝑀 (1 + |𝑥𝜀 (𝑠) | +
𝑠∫

0

𝐿𝜑 (1 + |𝑥𝜀 (𝜏) |) 𝑑𝜏)𝑑𝑠
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+
𝑡∫

0

(
|𝑓1(𝑥𝜀 (𝑠)) − 𝑓1(0) | + |𝑓1(0) |

)
|𝑢𝜀 (𝑠) | 𝑑𝑠 (3.33)

≤ |𝑥0 | +
𝑡∫

0

(𝑀 + 𝐿𝜑 + |𝑓1(0) | |𝑢𝜀 (𝑠) |)𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

(𝑀 + 𝜆 |𝑢𝜀 (𝑠) |) |𝑥𝜀 (𝑠) |𝑑𝑠

+ 𝐿𝜑
𝑡∫

0

𝑠∫
0

|𝑥𝜀 (𝜏) |𝑑𝜏𝑑𝑠.

Застосовуючи узагальнену нерiвнiсть Гронуолла—Беллмана до (3.33), отри-

маємо

|𝑥𝜀 (𝑡) | ≤
(
|𝑥0 | +𝑀 + 𝐿𝜑 + |𝑓1(0) |

𝑡∫
0

|𝑢𝜀 (𝑠) | 𝑑𝑠
)
𝑒
𝑀+𝜆

𝑡∫
0
|𝑢𝜀 (𝑠) | 𝑑𝑠+𝐿𝜑

.

Позначимо 𝑀∗ =𝑀 + 𝐿𝜑 , тодi

|𝑥𝜀 (𝑡) | ≤
(
|𝑥0 | +𝑀∗ + |𝑓1(0) |∥𝑢𝜀 ∥𝐿𝑝

)
𝑒𝑀

∗+𝜆∥𝑢𝜀 ∥𝐿𝑝 . (3.34)

Iз слабкої збiжностi𝑢𝜀 випливає, що𝑢𝜀 є сильно обмеженим, тобто sup
𝜀>0

∥𝑢𝜀 ∥𝐿𝑝 <

∞. Це, разом з (3.34), означає iснування сталої 𝐶 > 0 такої, що

|𝑥𝜀 (𝑡) | ≤ 𝐶, (3.35)

для всiх 𝜀 > 0 i 𝑡 ∈ [0, 1].

Нехай 𝑡1 < 𝑡2, де 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 1], тодi маємо

|𝑥𝜀 (𝑡2) − 𝑥𝜀 (𝑡1) | ≤
𝑡2∫
𝑡1

𝑀 (1 +𝐶 + 𝐿𝜑
𝑠∫

0

(1 +𝐶)𝑑𝜏) 𝑑𝑠 +
𝑡2∫
𝑡1

(
|𝑓1(0) | + 𝜆𝐶

)
|𝑢𝜀 (𝑠) | 𝑑𝑠

≤ 𝑀 (1 +𝐶) (𝑡2 − 𝑡1) +𝑀𝐿𝜑 (1 +𝐶) (𝑡2 − 𝑡1)

+
(
|𝑓1(0) | + 𝜆𝐶

) ( 𝑡2∫
𝑡1

|𝑢𝜀 (𝑠) |𝑝 𝑑𝑠
)1/𝑝

(𝑡2 − 𝑡1)1/𝑞,

де 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1.

З останньої нерiвностi випливає, що сiм’я 𝑥𝜀𝑛 (𝑡) є рiвностепенево неперервна

на [0, 1], а враховуючи (3.35) вона також є компактною.
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Нехай 𝑥𝜀𝑛 (𝑡) — це пiдпослiдовнiсть, що рiвномiрно збiгається до деякої функцiї

𝜉 (𝑡) при 𝜀𝑛 → 0. Покажемо, що 𝜉 (𝑡) є розв’язком задачi Кошi з керуванням

𝑢 (𝑡) = 𝑢0(𝑡). Маємо

𝑥𝜀𝑛 (𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝑥𝜀𝑛 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥𝜀𝑛 (𝜏))𝑑𝜏
)
𝑑𝑠 +

𝑡∫
0

𝑓1(𝑥𝜀𝑛 (𝑠))𝑢𝜀𝑛 (𝑠)𝑑𝑠.

Розглянемо наступний вираз�����
𝑡∫

0

[
𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝑥𝜀𝑛 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥𝜀𝑛 (𝜏))𝑑𝜏
)
− 𝑓0(𝜉 (𝑠)) + 𝑓1(𝑥𝜀𝑛 (𝑠))𝑢𝜀𝑛 (𝑠) − 𝑓1(𝜉 (𝑠))𝑢0(𝑠)

]
𝑑𝑠

�����
≤

�����
𝑡∫

0

[
𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝑥𝜀𝑛 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥𝜀𝑛 (𝜏))𝑑𝜏
)
− 𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏
)]
𝑑𝑠

�����
+

�����
𝑡∫

0

[
𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏
)
− 𝑓0(𝜉 (𝑠))

]
𝑑𝑠

�����
+

�����
𝑡∫

0

[
𝑓1(𝑥𝜀𝑛 (𝑠))𝑢𝜀𝑛 (𝑠) − 𝑓1(𝜉 (𝑠))𝑢𝜀𝑛 (𝑠) + 𝑓1(𝜉 (𝑠))𝑢𝜀𝑛 (𝑠) − 𝑓1(𝜉 (𝑠))𝑢0(𝑠)

]
𝑑𝑠

�����
(3.36)

Згiдно з Умовами 3.7, 3.8, перший доданок у (3.36) задовольняє обмеження

𝜆

𝑡∫
0

(
|𝑥𝜀𝑛 (𝑠) − 𝜉 (𝑠) | +

𝑠∫
0

𝐿𝜑 |𝑥𝜀𝑛 (𝜏) − 𝜉 (𝜏) |𝑑𝜏
)
𝑑𝑠 ≤ sup

𝑡∈[0,1]
|𝑥𝜀𝑛 (𝑡) − 𝜉 (𝑡) |𝜆(1 + 𝐿𝜑) → 0,

при 𝜀𝑛 → 0. Для останнього доданка в (3.36) отримаємо оцiнку�����
𝑡∫

0

[ (
𝑓1(𝑥𝜀𝑛 (𝑠)) − 𝑓1(𝜉 (𝑠))

)
𝑢𝜀𝑛 (𝑠) + 𝑓1(𝜉 (𝑠))

(
𝑢𝜀𝑛 (𝑠) − 𝑢0(𝑠)

) ]
𝑑𝑠

�����
≤

�����
𝑡∫

0

(
𝑓1(𝑥𝜀𝑛 (𝑠)) − 𝑓1(𝜉 (𝑠))

)
𝑢𝜀𝑛 (𝑠)𝑑𝑠

����� +
�����
𝑡∫

0

𝑓1(𝜉 (𝑠))
(
𝑢𝜀𝑛 (𝑠) − 𝑢0(𝑠)

)
𝑑𝑠

�����.
(3.37)

З (3.35) та неперервностi функцiї 𝑓1, i в силу слабку збiжнiсть 𝑢𝜀𝑛 до 𝑢0 в

𝐿𝑝 (0, 1), отримаємо, що останнiй доданок у (3.37) прямує до нуля.

Тепер оцiнимо перший доданок у (3.37). З Умови 3.7.2 маємо��� 𝑡∫
0

(
𝑓1

(
𝑥𝜀𝑛 (𝑠)

)
− 𝑓1

(
𝜉 (𝑠)

) )
𝑢𝜀𝑛 (𝑠)𝑑𝑠

��� ≤ sup
𝑡∈[0,1]

��𝑥𝜀𝑛 (𝑠) − 𝜉 (𝑠)�� · ∥𝑢𝜀𝑛 ∥𝐿𝑝 . (3.38)
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З урахуванням того, що sup
𝑡∈[0,1]

��𝑥𝜀𝑛 (𝑠) − 𝜉 (𝑠)�� → 0 та рiвномiрної обмеженостi

∥𝑢𝜀𝑛 ∥𝐿𝑝 , з (3.38) випливає, що перший доданок у (3.37) також прямує до нуля.

Оцiнимо другий доданок у правiй частинi (3.36), який позначимо через 𝐼1.

Покажемо, що для будь-якого 𝜂 > 0 iснує 𝜀𝑛0 таке, що для 𝜀𝑛 < 𝜀𝑛0 виконується

𝐼1 =

�����
𝑡∫

0

[
𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏
)
− 𝑓0(𝜉 (𝑠))

]
𝑑𝑠

����� < 𝜂.
Для цього виберемо натуральне число 𝑘 i подiлимо вiдрiзок [0, 1] на 𝑘 рiвних

частин за допомогою точок 𝑡𝑖 = 𝑖
𝑘
(𝑖 = 0, . . . , 𝑘), тобто |𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖 | ≤

1
𝑘
. Позначи-

мо загальну кiлькiсть iнтервалiв [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1) через 𝜅 = 𝜅 (𝜂). Завдяки рiвномiрнiй

неперервностi функцiї 𝜉 (𝑡) на [0, 1], для 𝜂 > 0 можна вказати 𝑘 таке, що буде

виконуватись оцiнка:

|𝜉 (𝑡𝑖+1) − 𝜉 (𝑡𝑖) | <
𝜂

2𝜆(2 + 𝐿𝜑)
. (3.39)

Зафiксуємо таке 𝑘 i покладемо 𝜉 (𝑡𝑖) = 𝜉𝑖 . Маємо:

𝐼1 ≤
��� 𝜅−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

[
𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝜏))𝑑𝜏
)
− 𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉𝑖,

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉𝑖)𝑑𝜏
)

+ 𝑓
( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉𝑖,

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉𝑖)𝑑𝜏
)
− 𝑓0(𝜉𝑖) + 𝑓0(𝜉𝑖) − 𝑓0(𝜉 (𝑠))

]
𝑑𝑠

���
≤

𝜅−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

[���𝑓 ( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉 (𝑠))𝑑𝜏
)
− 𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉𝑖,

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉𝑖)𝑑𝜏
)���

+
���𝑓0(𝜉𝑖) − 𝑓0(𝜉 (𝑠))���]𝑑𝑠 + ��� 𝜅−1∑︁

𝑖=0

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

(
𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉𝑖,

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉𝑖)𝑑𝜏
)
− 𝑓0(𝜉𝑖)

)
𝑑𝑠

���
≤ 𝜆

𝜅−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

(
|𝜉 (𝑠) − 𝜉𝑖 | + 𝐿𝜑

𝑡∫
0

|𝜉 (𝜏) − 𝜉𝑖 |𝑑𝜏 + |𝜉𝑖 − 𝜉 (𝑠) |
)
𝑑𝑠

+
��� 𝜅−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

[
𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉𝑖,

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉𝑖)𝑑𝜏
)
− 𝑓0(𝜉𝑖)

]
𝑑𝑠

���.
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Iз (3.39) випливає, що

𝜆

𝜅−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

(
|𝜉 (𝑠) − 𝜉𝑖 | + 𝐿𝜑

𝑡∫
0

|𝜉 (𝜏) − 𝜉𝑖 |𝑑𝜏 + |𝜉𝑖 − 𝜉 (𝑠) |
)
𝑑𝑠 ≤ 𝜂

2
.

Позначимо через 𝐼11 наступний вираз:

𝐼11 =

����� 𝜅−1∑︁
𝑖=0

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

[
𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉𝑖,

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝜉𝑖)𝑑𝜏
)
− 𝑓0(𝜉𝑖)

]
𝑑𝑠

�����.
У термiнах 𝜑1(𝑡, 𝑥) маємо����� 𝜅−1∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖+1∫
𝑡𝑖

[
𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉𝑖, 𝜑1(𝑠, 𝜉𝑖)

)
− 𝑓0(𝜉𝑖)

]
𝑑𝑠

�����
=

����� 𝜅−1∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖+1∫
0

[(
𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉𝑖, 𝜑1(𝑠, 𝜉𝑖)

)
− 𝑓0(𝜉𝑖)

)
𝑑𝑠 −

𝑡𝑖∫
0

(
𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉𝑖, 𝜑1(𝑠, 𝜉𝑖)

)
− 𝑓0(𝜉𝑖)

)]
𝑑𝑠

�����.
Згiдно з (3.30), для кожного 𝑖 iснує 𝜀𝑛𝑖 таке, що для 𝜀𝑛 < 𝜀𝑛𝑖 виконуються

наступнi нерiвностi
𝑡𝑖∫

0

[
𝑓

( 𝑠
𝜀𝑛
, 𝜉𝑖, 𝜑1(𝑠, 𝜉𝑖)

)
− 𝑓0(𝜉𝑖)

]
𝑑𝑠 ≤ 𝜂

4𝑘
.

Оскiльки 𝑘 фiксоване, кiлькiсть таких iнтегралiв скiнченна. Нехай 𝜀𝜂 =

min{𝜀𝑛1, . . . , 𝜀𝑛𝑘 }. Тодi для 𝜀𝑛 < 𝜀𝜂 маємо

𝐼11 ≤
𝜂

2
.

Отже, 𝐼1 ≤ 𝜂.

Останнє означає, що 𝜉 (𝑡) є розв’язком задачi Кошi (3.28). Таким чином,

рiвномiрна збiжнiсть 𝑥𝜀𝑛 ⇒ 𝜉 (𝑡) при 𝜀𝑛 → 0 означає збiжнiсть до розв’язку

задачi Кошi (3.28). Оскiльки 𝜉 (𝑡) — єдиний розв’язок, уся послiдовнiсть 𝑥𝜀

збiгається до 𝜉 (𝑡), що завершує доведення цiєї леми. □

Основний результат даного пiдроздiлу це наступна теорема, що обгрунтовує

зв’язок мiж оптимальними трiйками точної та вiдповiдної їй усередненої задачi .
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Теорема 3.2. Нехай виконуються Умови 3.6–3.10. Тодi задачi (3.28),(3.29) та

(3.31),(3.32) мають розв’язки (𝑥∗𝜀 (𝑡), 𝑢∗𝜀 (𝑡)) та (𝜉∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)), вiдповiдно, i

(i) 𝐽 ∗𝜀 → 𝐽 ∗0 при 𝜀 → 0;

(ii) для будь-якого 𝜂 > 0 iснує 𝜀0 таке, що

|𝐽 ∗𝜀 − 𝐽𝜀 [𝑢∗] | < 𝜂

виконується при 𝜀 < 𝜀0;

(iii) iснує послiдовнiсть 𝜀𝑛 → 0, 𝑛 → ∞, така що

𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) ⇒ 𝜉∗(𝑡) рiвномiрно на [0,𝑇 ], (3.40)

та

𝑢∗𝜀𝑛 (·) ⇀ 𝑢∗(·) слабко в 𝐿𝑝 (0,𝑇 ). (3.41)

Крiм того, якщо усереднена задача (3.31), (3.32) має єдиний розв’язок, тодi

збiжнiсть (3.40) та (3.41) виконується для всiх 𝜀 → 0.

Доведення. Знову покладемо 𝑇 = 1 та розглядатимемо задачу на вiдрiзку [0, 1].

Iснування оптимального розв’язку (𝑥∗𝜀 (𝑡), 𝑢∗𝜀 (𝑡)) для кожного 𝜀 > 0 встановлю-

ється стандартним способом шляхом видiлення слабко збiжної мiнiмiзуючої

послiдовностi 𝑢 (𝑛)
𝜀 (𝑡), яка збiгається до 𝑢∗𝜀 (𝑡), з подальшим переходом до границi,

при цьому 𝑢∗𝜀 (𝑡) ∈𝑊 з урахуванням леми Мазура [91, 120].

Iснування оптимальної пари (𝜉∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) для задачi (3.31),(3.32) доводиться

аналогiчно. Таким чином,

𝐽 ∗𝜀 = 𝐽𝜀 [𝑢∗𝜀 ] =
1∫

0

[
𝐴(𝑡, 𝑥∗𝜀 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢∗𝜀 (𝑡))

]
𝑑𝑡 + Φ(𝑥∗𝜀 (1)).

Нехай 𝑢 — довiльний сталий вектор з 𝑊 . Очевидно, керування 𝑢 (𝑡) ≡ 𝑢 є

допустимим для задачi (3.28), (3.29). Тодi для кожного 𝜀 > 0 маємо

𝐽 ∗𝜀 = 𝐽𝜀 [𝑢∗𝜀 ] ≤ 𝐽𝜀 [𝑢] .
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Подiбно до оцiнювання (3.9), можна показати iснування сталої𝐶1, незалежної

вiд 𝜀, такої що

|𝑥𝜀 (𝑡,𝑢) | ≤ 𝐶1

для 𝑡 ∈ [0, 1]. Тодi, з неперервностi 𝐴, 𝐵 та Φ випливає, що iснує стала 𝐶2,

незалежна вiд 𝜀, така що 𝐽 ∗𝜀 ≤ 𝐶2. Отже,

𝐽 ∗𝜀 ≤ 𝐶2 (3.42)

для всiх додатних 𝜀. Iз Умови 3.10 та (3.42) отримуємо

1∫
0

|𝑢∗𝜀 (𝑡) |𝑝𝑑𝑡 ≤
𝐶2

𝑎
.

Таким чином, множина 𝑢∗𝜀 є слабко компактною у 𝐿𝑝 (0, 1). Нехай 𝑢∗𝜀𝑛 (𝑡) —

послiдовнiсть оптимальних керувань, яка слабко збiгається до 𝑢0(𝑡). З леми

Мазура [91, 120] випливає, що 𝑢0(𝑡) ∈𝑊 для 𝑡 ∈ [0, 1], тобто 𝑢0(𝑡) є допустимим

керуванням.

Нехай 𝜉 (𝑡) — розв’язок задачi Кошi (3.31) при 𝑢 (𝑡) = 𝑢0(𝑡). Згiдно з Лемою

3.2, розв’язок 𝑥𝜀𝑛 (𝑡,𝑢∗𝜀𝑛) задачi Кошi (3.28) рiвномiрно збiгається до 𝜉 (𝑡) при

𝜀𝑛 → 0 для 𝑡 ∈ [0, 1].

Для будь-якого 𝜂 > 0 маємо:

𝐽 ∗𝜀𝑛 ≤ 𝐽𝜀𝑛 [𝑢∗] = 𝐽0[𝑢∗] + 𝐽𝜀𝑛 [𝑢∗] − 𝐽0[𝑢∗] = 𝐽 ∗0 + 𝐽𝜀𝑛 [𝑢∗] − 𝐽0[𝑢∗] . (3.43)

Знову ж таки, згiдно з Лемою 3.2, розв’язок 𝑥𝜀𝑛 (𝑡,𝑢∗) задачi Кошi (3.28)

рiвномiрно збiгається до 𝜉∗(𝑡) при 𝜀𝑛 → 0 для 𝑡 ∈ [0, 1]. Отже,

|𝐽𝜀𝑛 [𝑢∗] − 𝐽0[𝑢∗] | ≤
1∫

0

|𝐴(𝑡, 𝑥𝜀𝑛 (𝑡,𝑢∗) −𝐴(𝑡, 𝜉∗(𝑡)) |𝑑𝑡

+ |Φ(𝑥𝜀𝑛 (1, 𝑢∗)) − Φ(𝜉 (1)) | → 0, 𝜀𝑛 → 0.

Таким чином, для будь-якого 𝜂 > 0 iснує 𝜀 таке, що при 𝜀𝑛 < 𝜀,

|𝐽𝜀𝑛 [𝑢∗] − 𝐽0[𝑢∗] | < 𝜂. (3.44)
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Враховуючи це та з (3.43) маємо

𝐽 ∗𝜀𝑛 ≤ 𝐽 ∗0 + 𝜂. (3.45)

З iншого боку, маємо

𝐽 ∗0 ≤ 𝐽0[𝑢∗𝜀𝑛] = 𝐽
∗
𝜀𝑛
+ 𝐽0[𝑢∗𝜀𝑛] − 𝐽𝜀𝑛 [𝑢

∗
𝜀𝑛
] . (3.46)

Розглянемо допомiжну систему

¤𝑧𝑛 = 𝑓0(𝑧𝑛) + 𝑓1(𝑧𝑛)𝑢∗𝜀𝑛 (3.47)

та систему

¤𝑦 = 𝑓0(𝑦) + 𝑓1(𝑦)𝑢0. (3.48)

Застосовуючи Лему 3.2 до систем (3.47) та (3.48), отримаємо

sup
𝑡∈[0,1]

|𝑧𝑛 (𝑡) − 𝑦 (𝑡) | → 0, 𝑛 → ∞.

Враховуючи наведенi вище мiркування та рiвномiрну збiжнiсть 𝑥∗𝜀𝑛 → 𝑦

маємо

sup
𝑡∈[0,1]

|𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) − 𝑧𝑛 (𝑡) | → 0, 𝑛 → ∞.

Отже,

|𝐽𝜀𝑛 [𝑢∗𝜀𝑛] − 𝐽0[𝑢
∗
𝜀𝑛
] | ≤

1∫
0

|𝐴(𝑡, 𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡)) −𝐴(𝑡, 𝑧𝑛 (𝑡)) | + |𝐴(𝑡, 𝑧𝑛 (𝑡)) −𝐴(𝑡, 𝑦 (𝑡)) |𝑑𝑡

+ |Φ(𝑥∗𝜀𝑛 (1)) − Φ(𝑦 (1)) | + |Φ(𝑥∗𝜀𝑛 (1)) − Φ(𝑦 (1)) | → 0, 𝑛 → ∞,

в силу рiвномiрної неперервностi 𝐴(𝑡, 𝑥) на компактi та очевидних оцiнок

sup
𝑡∈[0,1]

|𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) | ≤ 𝐶3, sup
𝑡∈[0,1]

|𝑧𝑛 (𝑡) | ≤ 𝐶3

для деякої сталої 𝐶3 > 0, незалежної вiд 𝑛.

Таким чином, для довiльного 𝜂 > 0 iснує 𝜀 таке, що

|𝐽𝜀𝑛 [𝑢∗𝜀𝑛] − 𝐽0[𝑢
∗
𝜀𝑛
] | < 𝜂.
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Отже, з (3.46), при 𝜀𝑛 < 𝜀1, маємо

𝐽 ∗0 ≤ 𝐽 ∗𝜀𝑛 + 𝜂, (3.49)

Тодi, якщо 𝜀𝑛 < min{𝜀, 𝜀1}, iз (3.45) та (3.49) одержуємо |𝐽 ∗0 − 𝐽 ∗𝜀𝑛 | < 𝜂, що

означає

𝐽 ∗𝜀𝑛 → 𝐽 ∗0 , 𝜀𝑛 → 0. (3.50)

Оскiльки з будь-якої послiдовностi керувань {𝑢∗𝜀 } можна вибрати збiжну

пiдпослiдовнiсть {𝑢∗𝜀𝑚}, для якої спiввiдношення (3.50) виконується аналогiчно

до вищенаведеного, отримаємо

𝐽 ∗𝜀 → 𝐽 ∗0 , 𝜀 → 0, (3.51)

що завершує доведення твердження (𝑖) теореми.

Тепер доведемо твердження (𝑖𝑖). Оскiльки 𝑥𝜀 (𝑡,𝑢∗) збiгається до 𝜉∗(𝑡) рiв-

номiрно за 𝑡 ∈ [0, 1], при 𝜀 → 0, подiбними мiркуваннями до виведення оцiнки

(3.44) отримуємо нерiвнiсть

|𝐽𝜀 [𝑢∗] − 𝐽0[𝑢∗] | < 𝜂, (3.52)

яка виконується для будь-якого 𝜂 > 0 при достатньо малих 𝜀. Тодi

|𝐽 ∗𝜀 − 𝐽𝜀 [𝑢∗] | ≤ |𝐽 ∗𝜀 − 𝐽 ∗0 | + |𝐽𝜀 [𝑢∗] − 𝐽0[𝑢∗] |.

Iз (3.51) та (3.52) випливає твердження (𝑖𝑖).

Тепер доведемо твердження (𝑖𝑖𝑖). Для цього покажемо, що (𝑦 (𝑡), 𝑢0(𝑡)) дiйсно

є оптимальним розв’язком задачi (3.28), (3.29). Маємо

𝐽 ∗𝜀𝑛 =

1∫
0

[
𝐴(𝑡, 𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢

∗
𝜀𝑛
(𝑡))

]
𝑑𝑡 + Φ(𝑥∗𝜀𝑛 (1)).

Переходячи до границi при 𝑛 → ∞ та враховуючи (3.51) i Умову 3.10,

отримуємо

𝐽 ∗0 =

1∫
0

𝐴(𝑡, 𝑦 (𝑡))𝑑𝑡 + lim inf
𝜀𝑛→0

1∫
0

𝐵(𝑡,𝑢∗𝜀𝑛 (𝑡))𝑑𝑡 + Φ(𝑦 (1))
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≥
1∫

0

[𝐴(𝑡, 𝑦 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢0(𝑡))] 𝑑𝑡 + Φ(𝑦 (1)).

Звiдси випливає, що пара (𝑦 (𝑡), 𝑢0(𝑡)) є оптимальною.

Останнє твердження Теореми доводиться аналогiчно до вiдповiдного твер-

дження Теореми 3.1. □

3.1.3 Приклади

Приклад 1 (слабонелiнiйний регулятор). Розглянемо наступну задачу

оптимального керування:

¤𝑥 (𝑡) = 𝑓
(𝑡
𝜀

)
𝑥 + 𝑓1

©­«𝑡𝜀 , 𝑥 (𝑡),
𝑡∫

0

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥 (𝑠))𝑑𝑠ª®¬ + 𝑓2(𝑡)𝑢 (𝑡),
𝑥 (0) = 𝑥0,

(3.53)

де 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ ℝ𝑑 , 𝑢 ∈ ℝ𝑚, з критерiєм якостi

𝐽𝜀 [𝑢] =
𝑇∫
0

[(𝐶 (𝑡)𝑥𝜀 (𝑡), 𝑥𝜀 (𝑡)) + (𝐹 (𝑡)𝑢 (𝑡), 𝑢 (𝑡))] 𝑑𝑡 + (𝐷𝑥𝜀 (𝑇 ), 𝑥 (𝑇 )) → inf, (3.54)

де 𝐶 (𝑡) та 𝐷 — симетричнi невiд’ємно визначенi матрицi розмiру 𝑑 × 𝑑, 𝐹 (𝑡)

— додатно визначена матриця розмiру 𝑚 ×𝑚, 𝑓 (𝑡) — матриця розмiру 𝑑 × 𝑑,

𝑓1(𝑡, 𝑥,𝑦) — 𝑑-вимiрна вектор-функцiя, визначена для 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑥 ∈ ℝ𝑑 , 𝑦 ∈ ℝ𝑛,

а 𝑓2(𝑡) — матриця розмiру 𝑛 ×𝑚.

Оскiльки доданки у функцiоналi (3.54) є квадратичними формами, дана

задача називається задачею оптимального керування для слабонелiнiйного

осцилятора. Класичний лiнiйний випадок розглянуто, наприклад, у [23].

Припустимо, що функцiї 𝑓1 i 𝜑 задовольняють Умови 3.7 та 3.8, а функцiї 𝑓

i 𝑓2 є неперервними.

Присутнiсть малого параметра, дає пiдстави назвати цю задачу задачею

оптимального керування для слабонелiнiйного осцилятора. Функцiї 𝑓1(𝑡, 𝑥) та 𝜑

вважаються вимiрними функцiями, якi задовольняють Умови 3.7 та 3.8 .
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Нехай 𝜑1(𝑡, 𝑥) =
∫ 𝑡

0 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑑𝑠. Припустимо, що iснують наступнi границi:

lim
𝜀→0

𝑡∫
0

[
𝑓

(𝜏
𝜀

)
−𝐴0

]
𝑑𝜏 = 0,

та

lim
𝜀→0

𝑡∫
0

𝑓1

(𝜏
𝜀
, 𝑥, 𝜑1(𝜏, 𝑥)

)
𝑑𝜏 = 0.

рiвномiрно по 𝑥 ∈ ℝ𝑑 .

Ми асоцiюємо задачу оптимального керування (3.53), (3.54) з вiдповiдною

усередненою задачею:

¤𝜉 =𝐴0𝜉 + 𝑓2(𝑡)𝑢,

𝐽0[𝑢] =
𝑇∫
0

[(𝐶 (𝑡)𝜉 (𝑡), 𝜉 (𝑡)) + (𝐹 (𝑡)𝑢 (𝑡), 𝑢 (𝑡))] 𝑑𝑡 + (𝐷𝜉 (𝑇 ), 𝜉 (𝑇 )) → inf .
(3.55)

Задача (3.55) є класичною лiнiйно-квадратичною задачею. Добре вiдомо, що

її розв’язання зводиться до матричного рiвняння Рiккатi. Зокрема, коли 𝑓2, 𝐶

та 𝐹 є сталими, це рiвняння є автономним, i в одномiрному випадку воно може

бути розв’язане точно. Отже, усереднена задача (3.55) є розв’язною. Доведена

теорема тодi стверджує, що оптимальне керування, знайдене для усередненої

задачi, є «майже» оптимальним для початкової задачi.

Наступний приклад є iлюстративним i демонструє збiжнiсть оптимальних

керувань та траєкторiй початкової задачi до вiдповiдних усередненої задачi.

Приклад 2. Розглянемо задачу оптимального керування

¤𝑥𝜀 = sin
(
𝑡
𝜀

) 𝑡∫
0
(𝑥𝜀 (𝑠) cos 𝑠)𝑑𝑠 + 𝑢,

𝑥𝜀 (0) = 1, 𝑡 ∈ [0, 1],

𝐽𝜀 [𝑢] =
1∫
0
(𝑥𝜀 (𝑡) − 𝑢 (𝑡))2 𝑑𝑡 → inf .

(3.56)
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Тут 𝜑1(𝑡, 𝑥) =
𝑡∫
0
𝑥 cos 𝑠𝑑𝑠 = 𝑥 sin 𝑡 . Тодi, згiдно з (3.30), маємо

lim
𝜀→0

𝑡∫
0

𝑥 sin
(𝑠
𝜀

)
sin 𝑠𝑑𝑠 =

1
2
𝑥

[
𝜀

1 − 𝜀 sin
((

1
𝜀
− 1

)
𝑡

)
− 𝜀

1 + 𝜀 sin
((

1
𝜀
+ 1

)
𝑡

)]
= 0

Отже, усереднена задача має вигляд:

¤𝜉 = 𝑢,

𝜉 (0) = 1,

𝐽 [𝑢] =
1∫
0
(𝜉 (𝑡) − 𝑢 (𝑡))2𝑑𝑡 → inf .

(3.57)

Оптимальне керування для задачi (3.57) очевидно має вигляд 𝑢∗(𝑡) = 𝜉∗(𝑡),

де 𝜉∗(𝑡) — це розв’язок задачi Кошi
𝑑𝜉∗

𝑑𝑡
= 𝜉∗,

𝜉∗(0) = 1.

Звiдси 𝑢∗(𝑡) = 𝑒𝑡 .

Для початкової задачi (3.56) також очевидно, що 𝑥∗𝜀 (𝑡) = 𝑢∗𝜀 (𝑡), де 𝑥∗𝜀 (𝑡) —

розв’язок задачi Кошi 
¤𝑥𝜀 = sin

(
𝑡
𝜀

) 𝑡∫
0
𝑥𝜀 (𝑠) cos 𝑠𝑑𝑠 + 𝑥𝜀,

𝑥𝜀 (0) = 1.
(3.58)

Графiки та чисельнi iлюстрацiї нижче демонструють збiжнiсть розв’язку

задачi (3.58) до функцiї 𝑒𝑡 при 𝜀 → 0.



113

Табл. 3.1. Чисельне порiвняння розв’язкiв початкової задачi (3.58) та усередненої
задачi (3.57): значення 𝑥𝜀 (𝑡), 𝑒𝑡 та |𝑥𝜀 (𝑡) − 𝑒𝑡 | у вибраних точках

𝜀 𝑡 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
𝑒𝑡 1.221403 1.491825 1.822119 2.225541 2.718282

𝜀 = 10−2 𝑥𝜀 (𝑡) 1.220604 1.495096 1.829428 2.226669 2.706371
𝜀 = 10−4 𝑥𝜀 (𝑡) 1.218997 1.485621 1.813555 2.217434 2.707980
𝜀 = 10−2 |𝑥𝜀 − 𝑒𝑡 | 7.985e-04 3.272e-03 7.309e-03 1.128e-03 1.191e-02
𝜀 = 10−4 |𝑥𝜀 − 𝑒𝑡 | 2.405e-03 6.203e-03 8.564e-03 8.107e-03 1.030e-02

3.2 Усереднення на пiвосi

3.2.1 Нелiнiйна задача оптимального керування для

iнтегро-диференцiальних рiвнянь зi швидкоосцилюючим

коефiцiєнтом на пiвосi

Розглянемо нелiнiйну задачу оптимального керування (3.1) на пiвосi з кри-

терiєм якостi

𝐽𝜀 [𝑢] =
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝑢 (𝑡))𝑑𝑡 → inf, (3.59)
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тут 𝜀 > 0 — малий параметр, 𝛾 > 0 — фiксована стала, що характеризує дисконт,

𝑥 — фазовий вектор з ℝ𝑑 , 𝑢 (𝑡) — 𝑚-вимiрний вектор керування, який приймає

значення у деякiй множинi𝑊 ⊂ ℝ𝑚, 𝑡 ≥ 0.

Позначимо

𝜑1(𝑡, 𝑥) =
𝑡∫

0

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑑𝑠.

Нехай iснує рiвномiрна за 𝑥 ∈ ℝ𝑑 i 𝑢 ∈ ℝ𝑚 границя

lim
𝜀→0

𝑡∫
0

[
𝑋

(𝜏
𝜀
, 𝑥, 𝜑1(𝜏, 𝑥), 𝑢

)
− 𝑋0(𝑥,𝑢)

]
𝑑𝜏 = 0, (3.60)

при 𝑡 ≥ 0.

Задачi оптимального керування на пiвосi (3.1), (3.59) зi швидкоосцилюючими

коефiцiєнтами поставимо у вiдповiднiсть бiльш просту (згладжену) усереднену

задачу керування (3.4) з критерiєм якостi

𝐽 [𝑢] =
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿(𝑡, 𝜉 (𝑡), 𝑢 (𝑡))𝑑𝑡 → inf . (3.61)

Для задачi (3.1), (3.59) та її усередненої задачi (3.4), (3.61) будемо вважати

виконаними наступнi умови.

Умова 3.11. Допустимими керуваннями є 𝑚-вимiрнi вектор-функцiї 𝑢 (𝑡), що

майже для всiх 𝑡 ≥ 0 приймають значення в деякому компактi 𝑊 ⊂ ℝ𝑚 i 𝑢 (·)

для кожного 𝑇 > 0 належить компактy 𝑈𝑇 в 𝐿𝑝 (0,𝑇 ) для деякого 𝑝 ≥ 1.

Умова 3.12. Функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) визначена й неперервна за сукупностi змiнних

в областi 𝑄0 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ ℝ𝑑, 𝑦 ∈ ℝ𝑛, 𝑢 ∈𝑊 ⊂ ℝ𝑚} та виконуються умови:

3.12.1. 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) обмежена в 𝑄0, тобто iснує константа 𝑀 > 0, така що

|𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) | ≤ 𝑀, для довiльних (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) ∈ 𝑄0.

3.12.2. 𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) задовольняє умову Лiпшиця у 𝑄0 вiдносно 𝑥 ∈ ℝ𝑑 та 𝑢 ∈ ℝ𝑚,

з константою 𝜆:

|𝑋 (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢) − 𝑋 (𝑡, 𝑥1, 𝑦1, 𝑢1) | ≤ 𝜆( |𝑥 − 𝑥1 | + |𝑦 − 𝑦1 | + |𝑢 − 𝑢1 |),
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для довiльних (𝑡, 𝑥,𝑦,𝑢), (𝑡, 𝑥1, 𝑦1, 𝑢1) ∈ 𝑄0.

Умова 3.13. Функцiя 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) визначена та неперервна в областi 𝑄1 = {𝑡 ≥ 0, 𝑠 ≥

0, 𝑥 ∈ ℝ𝑑} та задовольняє умови лiнiйного росту та Лiпшиця вiдносно 𝑥 , тобто

iснує 𝐿𝜑 , така що

|𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) − 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥1) | ≤ 𝐿𝜑 |𝑥 − 𝑥1 |,

|𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) | ≤ 𝐿𝜑 (1 + |𝑥 |).

Умова 3.14. Рiвномiрно за 𝑥 ∈ ℝ𝑑 i 𝑢 ∈𝑊 iснує границя (3.60).

Умова 3.15. Скалярна функцiя 𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) визначена i неперервна за сукупнiстю

змiнних в областi 𝑄2 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ ℝ𝑑, 𝑢 ∈ 𝑊 } i задовольняє в областi 𝑄2 за

змiнними 𝑥 та 𝑢 умову лiнiйного росту зi сталою 𝑀 , тобто

|𝐿(𝑡, 𝑥,𝑢) | ≤ 𝑀 (1 + |𝑥 | + |𝑢 |).

Спочатку зазначимо, що з Умов 3.11, 3.12 i Теореми 2.1 випливає, що для

кожного допустимого керування 𝑢 (𝑡) розв’язок 𝑥 (𝑡,𝑢) задачi Кошi (3.1) iснує,

єдиний на [0,∞) та є абсолютно неперервною функцiєю. При цьому для розв’язку

задачi (3.1) справедлива оцiнка

|𝑥 (𝑡) | ≤ |𝑥0 | +𝑀𝑡. (3.62)

А тому для критерiю якостi (3.59) з урахуванням (3.62) i Умови 3.15 отри-

муємо

|𝐽𝜀 [𝑢] | ≤
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝑀 (1 + |𝑥 (𝑡) | + |𝑢 (𝑡) |) 𝑑𝑡 ≤

≤
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝑀 (1 + |𝑥0 | +𝑀𝑡) 𝑑𝑡 +𝐶
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡 |𝑢 (𝑡) | 𝑑𝑡 < ∞.

для деякої сталої 𝐶 > 0. Таким чином, критерiй (3.59) має сенс для всiх

допустимих керувань.
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Iз Умови 3.14 випливає, що аналогiчнi висновки справедливi й для усередненої

задачi.

У подальшому нам знадобиться наступна лема, що гарантує збiжнiсть

розв’язкiв точної системи (3.1) до вiдповiдних розв’язкiв усередненої системи

(3.4). Нехай 𝑇 > 0 — фiксоване.

Лема 3.3. Нехай виконано Умови 3.12 – 3.14. Тодi якщо 𝑢𝜀 → 𝑢0, 𝜀 → 0 за

нормою простору 𝐿𝑝 (0,𝑇 ), то розв’язок задачi Кошi (3.1)

𝑥𝜀 (𝑡) ⇒ 𝜉0(𝑡), 𝜀 → 0,

на [0,𝑇 ], де 𝜉0(𝑡) — розв’язок задачi Кошi (3.4) при 𝑢 = 𝑢0.

Доведення. Окрiм систем (3.1) i (3.4) розглянемо допомiжну систему

¤𝑧𝜀 = 𝑋
©­«𝑡𝜀 , 𝑧𝜀 (𝑡),

𝑡∫
0

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑧𝜀 (𝑠)) 𝑑𝑠,𝑢0
ª®¬ 𝑧𝜀 (0, 𝑢0(0)) = 𝑥0. (3.63)

Тодi

|𝑧𝜀 (𝑡) − 𝑥𝜀 (𝑡) | ≤
�����
𝑡∫

0

[
𝑋

(
𝑠

𝜀
, 𝑧𝜀 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑧𝜀 (𝜏)) 𝑑𝜏,𝑢0(𝑠)
)
−

− 𝑋
(
𝑠

𝜀
, 𝑥𝜀 (𝑠),

𝑠∫
0

𝜑 (𝑠, 𝜏, 𝑥𝜀 (𝜏)) 𝑑𝜏,𝑢𝜀 (𝑠)
)]
𝑑𝑠

����� ≤
≤ 𝜆

𝑡∫
0

©­«|𝑧𝜀 (𝑠) − 𝑥𝜀 (𝑠) | + 𝐿𝜑
𝑠∫

0

|𝑧𝜀 (𝜏) − 𝑥𝜀 (𝜏) | 𝑑𝜏ª®¬𝑑𝑠 + 𝜆
𝑇∫
0

|𝑢𝜀 (𝑠) − 𝑢0(𝑠) | 𝑑𝑠 =

= 𝜆

𝑡∫
0

|𝑧𝜀 (𝑠) − 𝑥𝜀 (𝑠) | 𝑑𝑠 + 𝜆𝐿𝜑
𝑡∫

0

𝑠∫
0

|𝑧𝜀 (𝜏) − 𝑥𝜀 (𝜏) | 𝑑𝜏𝑑𝑠 + 𝜆
𝑇∫
0

|𝑢𝜀 (𝑠) − 𝑢0(𝑠) | 𝑑𝑠.

З узагальненої леми Гронуолла–Беллмана маємо

|𝑧𝜀 (𝑡) − 𝑥𝜀 (𝑡) | ≤ 𝜆𝑇
1
𝑞 ∥𝑢𝜀 − 𝑢0∥𝐿𝑝𝑒𝜆𝑇 (1+𝐿𝜑𝑇 ) .

Далi iз Леми 3.1 випливає збiжнiсть 𝑧𝜀 (𝑡) до 𝜉0(𝑡) при 𝜀 → 0 на [0,𝑇 ]

рiвномiрно по 𝑢𝜀 .
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Зауважимо, що замiна класу 𝐿2(0,𝑇 ) на клас 𝐿𝑝 (0,𝑇 ) не призводить до

змiн у доведеннi, оскiльки довiльну функцiю з 𝐿𝑝 (0,𝑇 ), 𝑝 ≥ 1 можна щiльно

апроксимувати кусково-сталими функцiями. Це i доводить теорему. □

Зауваження 1. Iз даної теореми та єдиностi розв’язку задачi Кошi випливає,

що якщо 𝑢𝜀 → 𝑢0(𝑡), 𝜀 → 0 за нормою 𝐿𝑝 (0,𝑇 ) для кожного 𝑇 > 0, то 𝑥𝜀 (𝑡)

збiгається до 𝜉0(𝑡) рiвномiрно на кожному вiдрiзку [0,𝑇 ], а тому 𝑥𝜀 (𝑡) → 𝜉0(𝑡),

𝜀 → 0 для будь-якого 𝑡 ≥ 0. Отже, в цьому випадку маємо поточкову збiжнiсть

розв’язкiв вихiдної задачi до вiдповiдних розв’язкiв усередненої.

Наступна теорема встановлює зв’язок мiж оптимальними керуваннями, опти-

мальними траєкторiями та критерiями якостi точної (3.1), (3.59) та усередненої

(3.4), (3.61) задач.

Позначимо 𝐽 ∗𝜀 = inf
𝑢
𝐽𝜀 [𝑢], 𝐽 ∗0 = inf

𝑢
𝐽0[𝑢], де iнфiмум береться по всiх допусти-

мих керуваннях.

Теорема 3.3. Нехай виконано Умови 3.11 – 3.15 та iснує 𝜀0 > 0, що при всiх 𝜀 ∈

(0, 𝜀0) задачi (3.1), (3.59) та (3.4), (3.61) мають розв’язки (𝑥∗𝜀 (𝑡), 𝑢∗𝜀 (𝑡)), (𝜉∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))

вiдповiдно. Тодi виконуються такi варiацiйнi спiввiдношення:

1) 𝐽 ∗𝜀 → 𝐽 ∗0 при 𝜀 → 0;

2) для кожного 𝜂 > 0 iснує 𝜀0 таке, що при 0 < 𝜀 < 𝜀0:

|𝐽 ∗𝜀 − 𝐽𝜀 [𝑢∗] | < 𝜂,

тобто оптимальне керування усередненої задачi є майже оптимальним

для точної;

3) iснує послiдовнiсть 𝜀𝑛 → 0, 𝑛 → ∞ така, що

𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) → 𝜉∗(𝑡), (3.64)

рiвномiрно на кожному вiдрiзку [0,𝑇 ], 𝑇 > 0, а

𝑢∗𝜀𝑛 (𝑡) → 𝑢∗(𝑡), (3.65)
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майже скрiзь на [0,∞), i 𝑢∗𝜀𝑛 (·) збiгається до 𝑢∗(·) за нормою 𝐿𝑝 (0,𝑇 ) для

кожного 𝑇 > 0.

Якщо при цьому усереднена задача (3.4), (3.61) має єдиний розв’язок, то

збiжностi у (3.64), (3.65) мають мiсце при всiх 𝜀 > 0.

Доведення. Нехай {𝜀𝑛}∞1 — довiльна послiдовнiсть така, що 𝜀𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞.

За припущеннями теореми iснує 𝑛0 ∈ ℕ таке, що для 𝑛 ≥ 𝑛0 задача (3.1), (3.59)

має розв’язок (𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡), 𝑢
∗
𝜀𝑛
(𝑡)).

З Умови 3.11 випливає, що на [0, 1] iснує пiдпослiдовнiсть 𝑢∗𝜀𝑛1
(·) послiдовностi

𝑢∗𝜀𝑛 (·), яка збiгається в 𝐿𝑝 (0, 1). Нехай 𝑢1(·) — її 𝐿𝑝-границя. Тодi iснує пiдпослi-

довнiсть 𝑢∗𝜀𝑛1
(𝑡) (яку знову позначимо як 𝑢∗𝜀𝑛1

(𝑡)), що збiгається поточково до

𝑢1(𝑡) всюди на [0, 1], за винятком множини 𝐴1 мiри Лебега нуль.

Аналогiчними мiркуваннями з послiдовностi 𝑢∗𝜀𝑛1
(·) можна видiлити на [0, 2]

пiдпослiдовнiсть 𝑢∗𝜀𝑛2
(·), яка збiгається в 𝐿𝑝 (0, 2). Нехай 𝑢2(·) — її 𝐿𝑝-границя.

Тодi iснує пiдпослiдовнiсть 𝑢∗𝜀𝑛2
(𝑡) (знову позначена як 𝑢∗𝜀𝑛2

(𝑡)), яка збiгається

поточково до 𝑢2(𝑡) всюди на [0, 2], за винятком множини 𝐴2 мiри Лебега нуль.

Очевидно, що 𝑢1(𝑡) = 𝑢2(𝑡) на множинi [0, 1] \ (𝐴1 ∪𝐴2).

Продовжуючи цю процедуру на [0, 𝑘], 𝑘 ∈ ℕ, можна побудувати пiдпослiдов-

нiсть 𝑢∗𝜀𝑛𝑘 (·) послiдовностi 𝑢∗𝜀𝑛𝑘−1
(·), яка збiгається до деякої функцiї 𝑢𝑘 (·) ∈ 𝑈𝑇𝑘 в

нормi 𝐿𝑝 (0, 𝑘).

З неї також можна видiлити пiдпослiдовнiсть, позначену як 𝑢∗𝜀𝑛𝑘 , яка збiгає-

ться поточково на [0, 𝑘], за винятком множини 𝐴𝑘 ⊂ [0, 𝑘] мiри нуль. Очевидно,

що 𝑢𝑘 (𝑡) = 𝑢𝑘−1(𝑡) на множинi [0, 𝑘 − 1] \
(⋃𝑘

𝑖=1𝐴𝑖

)
.

Позначимо 𝐵 =
⋃∞
𝑖=1𝐴𝑖 . Очевидно, що множина 𝐵 має мiру Лебега нуль.

Побудуємо функцiю 𝑢0(𝑡) так, щоб 𝑢0(𝑡) = 𝑢𝑘 (𝑡) для 𝑡 ∈ [0, 𝑘]. За побудовою

вона має такi властивостi:

a) 𝑢0(𝑡) визначена на [0,∞) \ 𝐵, тобто майже всюди;

b) 𝑢0(𝑡) ∈𝑊 для всiх 𝑡 ∈ [0,∞) \ 𝐵;

c) 𝑢0(·) ∈ 𝑈𝑇 для будь-якого 𝑇 > 0.
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Отже, 𝑢0(𝑡) є допустимим керуванням для задачi (3.1), (3.59).

За допомогою дiагонального методу Кантора можна побудувати пiдпослiдов-

нiсть 𝑢∗𝜀𝑛𝑛 (·) початкової послiдовностi 𝑢∗𝜀𝑛 (·), яка має такi властивостi:

a) 𝑢∗𝜀𝑛𝑛 (·) збiгається в нормi 𝐿𝑝 (0,𝑇 ) для будь-якого 𝑇 > 0 до 𝑢0(·) при 𝑛 → ∞;

b) 𝑢∗𝜀𝑛𝑛 збiгається до 𝑢0(𝑡) для всiх 𝑡 ∈ [0,∞) \ 𝐵.

Позначимо далi 𝑢∗𝜀𝑛𝑛 (·) як 𝑢∗𝜀𝑚 .

Тодi 𝑥∗𝜀𝑚 (𝑡) є оптимальною траєкторiєю задачi (3.1), (3.59). Нехай 𝜉0(𝑡) по-

значає розв’язок усередненої задачi (3.4), що вiдповiдає керуванню 𝑢0(𝑡).

З Леми 3.3 випливає, що 𝑥∗𝜀𝑚 (𝑡) збiгається рiвномiрно на кожному iнтервалi

[0,𝑇 ] та поточково на [0,∞) до 𝜉0(𝑡) при 𝑚 → ∞.

Оскiльки 𝑢∗𝜀𝑚 (𝑡) є оптимальним керуванням, а 𝑥∗𝜀𝑚 (𝑡) — оптимальними трає-

кторiями для задачi (3.1), (3.59), отримуємо

𝐽 ∗𝜀𝑚 ≤ 𝐽 ∗𝜀𝑚 (𝑢
∗) = 𝐽 ∗0 + 𝐽𝜀𝑚 (𝑢∗) − 𝐽0(𝑢∗). (3.66)

Але��𝐽𝜀𝑚 (𝑢∗) − 𝐽0(𝑢∗)�� ≤ ∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡
��𝐿(𝑡, 𝑥𝜀𝑚 (𝑡), 𝑢∗(𝑡)) − 𝐿(𝑡, 𝜉∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))��𝑑𝑡, (3.67)

тут 𝑥𝜀𝑛𝑛 (𝑡) = 𝑥𝜀𝑚 (𝑡,𝑢∗). Застосовуючи Зауваження 1 до Леми 3.3 отримуємо

поточкову збiжнiсть 𝑥𝜀𝑚 (𝑡) до 𝜉∗(𝑡) для кожного 𝑡 > 0 при 𝜀𝑚 → 0.

Використовуючи умову лiнiйного росту для 𝐿, (3.62) та Умову 3.11 для

пiдiнтегрального виразу у (3.67), знаходимо iнтегральну мажоранту

𝑒−𝛾𝑡𝑀 (1 + |𝑥0 | +𝑀𝑡 +𝐶) ,

де 𝐶 — стала, визначає обмеженiсть компактної множини𝑊 за Умовою 3.11.

З неперервностi функцiї 𝐿 та теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть, у

(3.67) можливий граничний перехiд. Тодi маємо

𝐽𝜀𝑚 (𝑢∗) → 𝐽0(𝑢∗), 𝜀𝑚 → 0. (3.68)
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З iншого боку, так як 𝑢∗𝜀𝑚 є допустимим керуванням для усередненої задачi,

маємо

𝐽 ∗0 ≤ 𝐽0
(
𝑢∗𝜀𝑚

)
= 𝐽 ∗𝜀𝑚 + 𝐽0(𝑢∗𝜀𝑚) − 𝐽𝜀𝑚 (𝑢

∗
𝜀𝑚
). (3.69)

Але ��𝐽0(𝑢∗𝜀𝑚) − 𝐽𝜀𝑚 (𝑢∗𝜀𝑚)�� ≤ ��𝐽0(𝑢∗𝜀𝑚) − 𝐽0(𝑢0)
��

+
��𝐽𝜀𝑚 (𝑢∗𝜀𝑚) − 𝐽𝜀𝑚 (𝑢0)

�� + ��𝐽𝜀𝑚 (𝑢0) − 𝐽0(𝑢0)
��.

Оскiльки��𝐽0(𝑢∗𝜀𝑚) − 𝐽0(𝑢0)
�� = ∞∫

0

𝑒−𝛾𝑡
��𝐿 (𝑡, 𝜉𝜀𝑚 (𝑡), 𝑢∗𝜀𝑚 (𝑡)) − 𝐿 (𝑡, 𝜉0(𝑡), 𝑢0(𝑡)

) ��𝑑𝑡,
де 𝜉𝜀𝑚 (𝑡) — розв’язок задачi Кошi

¤𝜉𝜀𝑚 = 𝑋0(𝜉𝜀𝑚, 𝑢∗𝜀𝑚), 𝜉𝜀𝑚 (0, 𝑢𝜀𝑚 (0)) = 𝑥0,

аналогiчно до (3.68), отримуємо

𝐽0
(
𝑢∗𝜀𝑚

)
→ 𝐽0(𝑢0), 𝜀𝑚 → 0.

Покажемо, що

𝐽𝜀𝑚
(
𝑢∗𝜀𝑚

)
− 𝐽𝜀𝑚 (𝑢0) → 0, 𝜀𝑚 → 0. (3.70)

Дiйсно,

��𝐽𝜀𝑚 (
𝑢∗𝜀𝑚

)
− 𝐽𝜀𝑚 (𝑢0)

�� ≤ ∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡
��𝐿 (𝑡, 𝑥∗𝜀𝑚 (𝑡), 𝑢∗𝜀𝑚 (𝑡)) − 𝐿 (𝑡, 𝑧𝜀𝑚 (𝑡), 𝑢0(𝑡)

) ��𝑑𝑡,
де 𝑧𝜀𝑚 — розв’язок задачi Кошi (3.63) при 𝜀 = 𝜀𝑚 та 𝑢 = 𝑢0.

Беручи до уваги збiжнiсть майже всюди 𝑢∗𝜀𝑚 до 𝑢0(𝑡) при 𝜀𝑚 → 0 i повторюючи

мiркування, аналогiчнi до (3.68), отримуємо (3.70). Також очевидно, що

𝐽𝜀𝑚 (𝑢0) − 𝐽0(𝑢0) → 0, 𝜀𝑚 → 0. (3.71)

З (3.66) та (3.69) отримуємо що

𝐽 ∗𝜀𝑚 → 𝐽 ∗0 , 𝜀𝑚 → 0. (3.72)
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Таким чином, з будь-якої послiдовностi {𝐽 ∗𝜀𝑛} можна видiлити пiдпослiдов-

нiсть, що збiгається до 𝐽 ∗0 . Цим доведено перше твердження теореми.

Залишається перевiрити, що 𝑢0 є оптимальним керуванням для усередненої

задачi, а 𝜉0(𝑡) — вiдповiдною оптимальною траєкторiєю.

Аналогiчно попереднiм мiркуванням, за теоремою Лебега про мажоровану

збiжнiсть, маємо

𝐽 ∗𝜀𝑚 =

∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿
(
𝑡, 𝑥∗𝜀𝑚 (𝑡), 𝑢

∗
𝜀𝑚
(𝑡)

)
𝑑𝑡 −→

∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝐿
(
𝑡, 𝜉0(𝑡), 𝑢0(𝑡)

)
𝑑𝑡, 𝜀𝑚 → 0,

i з (3.72) випливає, що пара
(
𝑢0(𝑡), 𝜉0(𝑡)

)
є оптимальною, що завершує доведення

пункту 3) теореми.

Для доведення пункту 2) зазначимо, що��𝐽 ∗𝜀 − 𝐽𝜀 (𝑢0)
�� ≤ ��𝐽 ∗𝜀 − 𝐽 ∗0 �� + ��𝐽0(𝑢0) − 𝐽𝜀 (𝑢0)

��.
Очевидно, що

𝐽0(𝑢0) − 𝐽𝜀 (𝑢0) → 0, 𝜀 → 0.

Разом iз першим твердженням теореми це доводить твердження 2).

Якщо усереднена задача (3.1), (3.59) має єдиний розв’язок, тодi з наведеного

випливає, що з будь-якої послiдовностi (𝑥∗𝜀𝑚, 𝑢
∗
𝜀𝑚
) можна видiлити збiжну пiдпо-

слiдовнiсть, i всi такi пiдпослiдовностi збiгаються до однiєї i тiєї ж границi. Це

доводить останнє твердження теореми. Теорема доведена.

□

В подальшому апроксимiзуємо розв’язки задачi оптимального керування

(3.1) з критерiєм якостi вигляду

𝐼𝜀 [𝑢] =
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡 (𝐴(𝑡, 𝑥 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡))) 𝑑𝑡 → inf, (3.73)

на пiвосi розв’язками усереднених задач керування на вiдрiзку [0,𝑇 ], при 𝑇 → ∞.

Тут 𝐴 i 𝐵 задовольняють наступнi умови:
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Умова 3.16. Скалярнi функцiї 𝐴(𝑡, 𝑥), 𝐵(𝑡,𝑢) i 𝜕𝐵
𝜕𝑢
(𝑡,𝑢) визначенi при 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈

ℝ𝑑, 𝑢 ∈𝑊, i неперервнi за сукупнiстю змiнних, причому:

3.16.1. 𝐴(𝑡, 𝑥) ≥ 0 i задовольняє за 𝑥 ∈ ℝ𝑑 умову лiнiйного росту зi сталою 𝑀 ,

тобто |𝐴(𝑡, 𝑥) | ≤ 𝑀 (1 + |𝑥 |), для кожного 𝑡 ≥ 0 i 𝑥 ∈ ℝ𝑑 ;

3.16.2. 𝑎1 |𝑢 |2 ≥ 𝐵(𝑡,𝑢) ≥ 𝑎 |𝑢 |2 для деяких сталих 𝑎 > 0, 𝑎1 > 0 та для кожного

𝑡 ≥ 0, 𝐵(𝑡,𝑢) опукла за 𝑢 ∈𝑊 та iснує 𝑎2 > 0 така, що����𝜕𝐵𝜕𝑢 (𝑡,𝑢)���� ≤ 𝑎2 |𝑢 |.

Нехай (𝑥∗𝜀 (𝑡), 𝑢∗𝜀 (𝑡)) розв‘язок задачi (3.1), (3.59) на пiвосi. Зафiксуємо 𝑇 > 0

i розглянемо усереднену задачу (3.4) iз критерiєм якостi

𝐼0𝑇 [𝑢] =
𝑇∫
0

𝑒−𝛾𝑡 (𝐴(𝑡, 𝜉 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡))) 𝑑𝑡 → inf, (3.74)

на вiдрiзку [0,𝑇 ]. Тодi з Теореми 3.1 випливає, що дана задача має розв’язок

(𝜉∗
𝑇
, 𝑢∗
𝑇
) на [0,𝑇 ].

Для задачi (3.4) визначимо допустиме керування на [0,∞), наступним чином

𝑢𝑇,∞(𝑡) =

𝑢∗
𝑇
(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]

0, 𝑡 > 𝑇,

а через 𝜉𝑇,∞ позначимо вiдповiдну даному керуванню допустиму траєкторiю.

Позначимо 𝐼 ∗𝜀 = inf
𝑢
𝐼𝜀 [𝑢], 𝐼 ∗0𝑇 = inf

𝑢
𝐼0𝑇 [𝑢], де iнфiмум береться по всiх допустимих

керувань.

Теорема 3.4. Нехай виконуються Умови 3.11–3.14 та 3.16. Тодi

1)

|𝐼 ∗𝜀 − 𝐼 ∗0𝑇 | → 0 при 𝜀 → 0, 𝑇 → ∞;

2) iснують послiдовностi 𝑇𝑛 → ∞, 𝜀𝑛 → 0, такi що для будь-якого 𝑡 > 0

виконується ��𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) − 𝜉𝑇𝑛,∞(𝑡)�� → 0, 𝑇𝑛 → ∞, 𝜀𝑛 → 0; (3.75)
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Якщо при цьому усереднена задача (3.4), (3.74) має єдиний розв’язок, то

збiжнiсть у (3.75) має мiсце при всiх 𝑇 → ∞ та 𝜀 → 0.

Доведення. Покажемо, що ∀𝜂 > 0 iснують 𝑇0 та 𝜀0 > 0, такi що ∀𝑇 > 𝑇0, ∀𝜀 < 𝜀0 :��𝐼 ∗0𝑇 − 𝐼 ∗𝜀
�� < 𝜂.

Дiйсно, маємо
��𝐼 ∗0𝑇 − 𝐼 ∗𝜀

�� ≤ ��𝐼 ∗0𝑇 − 𝐼 ∗0
�� + ��𝐼 ∗0 − 𝐼 ∗𝜀

�� .
Перший доданок не залежить вiд 𝜀 та прямує до 0 при 𝑇 → ∞ за Теоремою

2.6. Збiжнiсть другого доданка до нуля, при 𝜀 → 0 випливає з пункту 1) Теореми

3.3.

2) Доведення даного пункту випливає з наступної нерiвностi��𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) − 𝜉𝑇𝑛,∞(𝑡)�� ≤ ��𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) − 𝜉∗(𝑡)�� + ��𝜉∗(𝑡) − 𝜉𝑇𝑛,∞(𝑡)�� .
Збiжнiсть першого доданку до нуля при 𝜀𝑛 → 0, для кожного фiксованого

𝑡 > 0 випливає з Теореми 3.3. Збiжнiсть
��𝜉∗(𝑡) − 𝜉𝑇𝑛,∞(𝑡)�� → 0 при 𝑇𝑛 → ∞,

випливає з пункту (iv) Теореми 2.6. □



124

3.2.2 Лiнiйний випадок

Розглянемо лiнiйну за керуванням задачу оптимального керування (3.28) на

пiвосi з критерiєм якостi

𝐽𝜀 [𝑢] =
∞∫
0

[
𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝑥 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡))

]
𝑑𝑡 → inf, (3.76)

тут 𝜀 > 0 — малий параметр, 𝛾 > 0 — фiксована стала, що характеризує дисконт,

𝑥 — фазовий вектор з ℝ𝑑 , 𝑢 (𝑡) — 𝑚-вимiрний вектор керування, який приймає

значення у деякiй множинi𝑊 ⊂ ℝ𝑚.

Для даної задачi також застосовано метод усереднення, аналогiчно до нелi-

нiйного випадку. Позначимо

𝜑1(𝑡, 𝑥) =
𝑡∫

0

𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑑𝑠.

Нехай iснує рiвномiрно за 𝑥 ∈ ℝ𝑑 границя, для кожного 𝑡 ≥ 0,

lim
𝜀→0

𝑡∫
0

[
𝑓

(𝜏
𝜀
, 𝑥, 𝜑1(𝜏, 𝑥)

)
− 𝑓0(𝑥)

]
𝑑𝜏 = 0. (3.77)

Тодi задачi оптимального керування (3.28), (3.76) зi швидкоосцилюючими

коефiцiєнтами на пiвосi ставиться у вiдповiднiсть бiльш проста усереднена задача

керування (3.31) з критерiєм якостi

𝐽0[𝑢] =
∞∫
0

[
𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝜉 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡))

]
𝑑𝑡 → inf . (3.78)

Для задачi (3.28), (3.76) та її усередненої задачi (3.31), (3.78) вважатимемо

виконаними такi умови.

Умова 3.17. Допустимими керуваннями будемо вважати𝑚-вимiрнi вектор-функцiй

𝑢 (·) ∈ 𝐿2(0,∞), що приймають значення у замкнутiй, опуклiй множинi𝑊 ⊂ ℝ𝑚,

вважаємо також, що 0 ∈𝑊 .
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Умова 3.18. Функцiя 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) визначена й неперервна за сукупнiстю змiнних в

областi 𝑄3 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ ℝ𝑑, 𝑦 ∈ ℝ𝑛}, а 𝑛 ×𝑚-вимiрна матриця 𝑓1(𝑥) визначена

для 𝑥 ∈ ℝ𝑑 i виконанi умови:

1) 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) i 𝑓1(𝑥) обмеженi в областях визначення сталою 𝑀 > 0;

2) 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) i 𝑓1(𝑥) задовольняють в областях визначення умову Лiпшиця за

змiнною 𝑥 зi сталою Лiпшиця 𝜆 > 0.

Умова 3.19. Функцiя 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) визначена й неперервна в областi 𝑄4 = {𝑡 ≥ 0, 𝑠 ≥

0, 𝑥 ∈ ℝ𝑑} та задовольняє умови лiнiйного росту та Лiпшиця вiдносно 𝑥 , тобто

iснує 𝐿𝜑 така, що

|𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) − 𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥1) | ≤ 𝐿𝜑 |𝑥 − 𝑥1 |,

|𝜑 (𝑡, 𝑠, 𝑥) | ≤ 𝐿𝜑 (1 + |𝑥 |).

Умова 3.20. Рiвномiрно за 𝑥 ∈ ℝ𝑑 iснує границя (3.77).

Зазначимо, що в силу Умов 3.18, 3.19 i Теореми 2.1 випливає, що для кожного

допустимого керування 𝑢 (𝑡) розв’язок 𝑥 (𝑡,𝑢) задачi Кошi (3.28) iснує та єдиний

на [0,∞) та є абсолютно неперервною функцiєю.

При цьому для розв’язку задачi (3.28), аналогiчно до нелiнiйного випадку,

маємо оцiнку для кожного 𝑡 > 0

|𝑥 (𝑡) | ≤ |𝑥0 | +𝑀𝑡 +𝑀𝑡
1
2 ∥𝑢∥𝐿2 [0,∞) .

Тому для критерiю якостi (3.76), врахувавши (3.78) та Умову 3.16.2 маємо

|𝐽𝜀 [𝑢] | ≤
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝑀 (1 + |𝑥 (𝑡) |)𝑑𝑡 +
∞∫
0

𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡))𝑑𝑡

≤
∞∫
0

𝑒−𝛾𝑡𝑀 (1 + |𝑥0 | +𝑀𝑡 +𝑀𝑡
1
2 ∥𝑢∥𝐿2)𝑑𝑡 + 𝑎1∥𝑢∥2

𝐿2
< ∞.

Таким чином, критерiй якостi (3.76) має сенс для всiх допустимих керувань.

З Умови 3.16 випливає, що аналогiчнi висновки справедливi i для усереднених

задач.
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Для задач (3.28), (3.31) можна довести теорему про збiжнiсть розв’язкiв

точної системи (3.28) до вiдповiдних розв’язкiв усередненої системи (3.31) на

пiвосi, аналогiчну до Теореми 3.2.

Наступна теорема описує зв’язок мiж оптимальними керуваннями, опти-

мальними траєкторiями i критерiями якостi точної (3.28), (3.76) та усередненої

задачi (3.29), (3.78).

Позначимо 𝐽 ∗𝜀 = inf
𝑢
𝐽𝜀 [𝑢], 𝐽 ∗0 = inf

𝑢
𝐽0[𝑢], де iнфiмум береться по всiх допусти-

мих керуваннях. Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.5. Нехай виконано Умови 3.16, 3.18–3.20. Тодi задачi (3.28), (3.76)

та (3.31), (3.78) мають вiдповiдно розв’язки (𝑥∗𝜀 (𝑡), 𝑢∗𝜀 (𝑡)) i (𝜉∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)). При

цьому справедливi такi варiацiйнi спiввiдношення:

1) 𝐽 ∗𝜀 → 𝐽 ∗0 , 𝜀 → 0;

2) для кожного 𝜂 > 0 iснує 𝜀0 = 𝜀0(𝜂) таке, що при 0 < 𝜀 < 𝜀0 маємо

|𝐽 ∗𝜀 − 𝐽𝜀 [𝑢∗] | < 𝜂;

3) iснує послiдовнiсть 𝜀𝑛 → 0, 𝑛 → ∞ така, що

𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) → 𝜉∗(𝑡), (3.79)

рiвномiрно на кожному вiдрiзку [0,𝑇 ] для довiльного 𝑇 > 0, а

𝑢∗𝜀𝑛 ⇀ 𝑢∗, (3.80)

слабко в 𝐿2(0,∞).

Якщо при цьому усереднена задача (3.28), (3.76) має єдиний розв’язок, то

збiжностi (3.79) i (3.80) мають мiсце при всiх 𝜀 → 0.

Доведення. Доведення даної теореми проводиться цiлком аналогiчно до доведе-

ння Теореми 2.3 [32], тому ми його опускаємо. □
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Надалi розв’язки вихiдної задачi (3.28), (3.76) на пiвосi розв’язками усере-

днених задач керування на вiдрiзку [0,𝑇 ], при 𝑇 → ∞.

Аналогiчно до нелiнiйного випадку, нехай (𝑥∗𝜀 (𝑡), 𝑢∗𝜀 (𝑡)) розв’язок задачi (3.28),

(3.76) на пiвосi. Зафiксуємо 𝑇 > 0 i розглянемо задачу (3.31) з критерiєм якостi

𝐼0𝑇 [𝑢] =
𝑇∫
0

(
𝑒−𝛾𝑡𝐴(𝑡, 𝜉 (𝑡)) + 𝐵(𝑡,𝑢 (𝑡))

)
𝑑𝑡 → inf, (3.81)

на вiдрiзку [0,𝑇 ]. Тодi з Теореми 3.2 випливає, що дана задача має розв’язок

(𝜉∗
𝑇
, 𝑢∗
𝑇
) на [0,𝑇 ].

Для задачi (3.31) визначимо допустиме керування на [0,∞), наступним чином

𝑢𝑇,∞(𝑡) =

𝑢∗
𝑇
(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]

0, 𝑡 > 𝑇,

через 𝜉𝑇,∞ позначимо допустиму траєкторiю. Нехай 𝐼 ∗𝜀 = inf
𝑢
𝐼𝜀 [𝑢], 𝐼 ∗0𝑇 = inf

𝑢
𝐼0𝑇 [𝑢],

де iнфiмум береться по всiх допустимих керувань.

Теорема 3.6. Нехай виконуються Умови 3.16, 3.18–3.20. Тодi

1)

|𝐼 ∗𝜀 − 𝐼 ∗0𝑇 | → 0 при 𝜀 → 0, 𝑇 → ∞;

2) iснують послiдовностi 𝑇𝑛 → ∞, 𝜀𝑛 → 0, такi що для будь-якого 𝑡 > 0

виконується ��𝑥∗𝜀𝑛 (𝑡) − 𝜉𝑇𝑛,∞(𝑡)�� → 0, 𝑇𝑛 → ∞, 𝜀𝑛 → 0; (3.82)

3)

𝑢∗𝜀𝑛 − 𝑢𝑇𝑛,∞ ⇀ 0 при 𝜀𝑛 → 0, 𝑇𝑛 → ∞, (3.83)

слабко в 𝐿𝑝 (0,∞).

Якщо при цьому усереднена задача (3.31), (3.81) має єдиний розв’язок, то

збiжностi у (3.82), (3.83) мають мiсце при всiх 𝑇 → ∞.
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Доведення. Доведення перших двох тверджень аналогiчне до доведення твер-

джень 1), 2) iз Теореми 3.4.

Доведемо твердження 3), а саме покажемо, що для кожного 𝜂 > 0, iснують

такi 𝜀0 > 0 та 𝑇0, що для кожного 𝜀𝑛 < 𝜀0, 𝑇𝑛 > 𝑇0 виконується нерiвнiсть�����
∞∫
0

𝑢∗𝜀𝑛𝜑 (𝑡)𝑑𝑡 −
∞∫
0

𝑢𝑇𝑛,∞𝜑 (𝑡)𝑑𝑡
����� < 𝜂,

для довiльної 𝜑 ∈ 𝐿2(0,∞).

Нехай 𝑢∗ — оптимальне керування усередненої задачi на пiвосi. Маємо�����
∞∫
0

𝑢∗𝜀𝑛𝜑 (𝑡)𝑑𝑡 −
∞∫
0

𝑢𝑇𝑛,∞𝜑 (𝑡)𝑑𝑡
�����

≤
�����
∞∫
0

𝑢∗𝜀𝑛𝜑 (𝑡)𝑑𝑡 −
∞∫
0

𝑢∗𝜑 (𝑡)𝑑𝑡 +
∞∫
0

𝑢∗𝜑 (𝑡)𝑑𝑡 −
∞∫
0

𝑢𝑇𝑛,∞𝜑 (𝑡)𝑑𝑡
�����

≤
�����
∞∫
0

(𝑢∗𝜀𝑛 − 𝑢
∗)𝜑 (𝑡)𝑑𝑡 +

∞∫
0

(𝑢∗ − 𝑢𝑇𝑛,∞)𝜑 (𝑡)𝑑𝑡
�����.

Слабка збiжнiсть першого доданку до 0 при 𝜀𝑛 → 0 випливає з Теореми

3.5. Слабка збiжнiсть другого доданку до 0 з останньої нерiвностi випливає з

Теореми 2.6 при 𝑇𝑛 → ∞. При цьому зазначимо, що даний доданок не залежиь

вiд 𝜀𝑛. □
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3.3 Висновки до Роздiлу 3

У роздiлi дослiджено застосування методу усереднення до задач оптималь-

ного керування для iнтегро-диференцiальних систем типу Вольтерри на скiн-

ченному та нескiнченному iнтервалах. Отримано такi результати:

• доведено леми про збiжнiсть розв’язкiв задачi Кошi для вихiдної системи

до вiдповiдних розв’язкiв усередненої системи у нелiнiйному та лiнiйному

за керуванням випадках;

• дослiджено збiжнiсть оптимальних траєкторiй та керувань вихiдної задачi

до вiдповiдних розв’язкiв усередненої задачi, причому ця збiжнiсть є

рiвномiрною щодо множини допустимих керувань;

• встановлено зв’язок мiж задачею на пiвосi та вiдповiдною усередненою

задачею на скiнченному iнтервалi.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [41,44,47,82,96,97].



Висновки

У дисертацiйнiй роботi проведено дослiдження задач оптимального керуван-

ня iнтегро-диференцiальними системами, зокрема системами типу Вольтерри,

на скiнченних та нескiнченних iнтервалах.

Отримано наступнi основнi результати:

• для таких систем одержано достатнi умови iснування оптимальних керу-

вань у термiнах правих частин рiвнянь та функцiю критерiю якостi на

скiнченному iнтервалi;

• доведено iснування розв’язку задачi Кошi для iнтегро-диференцiальних

рiвнянь за умов, аналогiчних теоремi Каратеодорi;

• встановлено достатнi умови iснування оптимальних керувань для систем

iнтегро-диференцiальних рiвнянь на пiвосi;

• обґрунтовано зв’язок мiж дослiджуваними задачами керування на скiн-

ченному та нескiнченному iнтервалах, включаючи слабку збiжнiсть опти-

мальних керувань на скiнченному iнтервалi до вiдповiдних керувань на

нескiнченному i точкову збiжнiсть оптимальних траєкторiй;

• доведено збiжнiсть розв’язкiв задачi Кошi для вихiдної та усередненої

систем у нелiнiйному та лiнiйному за керуванням випадках;

• обгрунтовано застосування методу усереднення для нелiнiйної задачi опти-

мального керування системою iнтегро-диференцiальних рiвнянь зi швидко-

осцилюючими параметрами на скiнченному iнтервалi та пiвосi; доведено,

що оптимальне керування усередненої задачi є асимптотичнио оптималь-

ним для точної;

• дослiджено зв’язок мiж точною задачею оптимального керування на пiвосi

та вiдповiдною усередненою задачею на скiнченному iнтервалi.
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Vol. 116. P. 268–308. DOI: 10.1016/j.matpur.2017.10.007

72. Sabermahani S., Ordokhani Y., Rabiei L., Razzaghi M. Solution of optimal

control problems governed by Volterra integral and fractional integro-differential

equations. Journal of Vibration and Control. 2023. Vol. 29, No. 16. P. 3796–3808.

DOI: 10.1177/10775463221105923

73. Samoilenko A. M., Boichuk O. A., Krivosheya S. A. Boundary value problems

for systems of integro-differential equations with degenerate kernel. Ukrainian

Mathematical Journal. 1996. Vol. 48, No. 11. P. 1785–1789.

74. Samoilenko A. M., Stanzhitskii A. N. On the averaging of differential equations

on an infinite interval. Differential Equations. 2006. Vol. 42, No. 4. P. 505–511.

DOI: 10.1134/S0012266106040070

75. Samoilenko A. M., Stanzhytskyi A. N., Mahmudov N. I. The averaging method

and two-sided bounded solutions of stochastic Itô systems. Differential Equations.
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