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Abstract. An approach for the ambipolar diffusion equation boun-
dary value problem solving, which is posed in a two-dimensional
domain with oscillating boundaries, is proposed. The construction
of the solution of the model problem is based on the correspondi-
ng problem for a certain internal canonical majorant domain and
the methodology for constructing the so-called corrective correcti-
ons based on the use of the perturbation theory elements. A feature
of this problem is that it is not the problem equation or boundary
conditions that are perturbed, but the region. And this leads to the
construction of a fundamentally new solution structure.
Keywords: boundary value problem, perturbation theory, oscillat-
ing boundaries, correcting functions.

Анотацiя. Запропоновано пiдхiд до розв’язання крайової задачi
для рiвняння амбiполярної дифузiї, яка ставиться у двовимiрнiй
областi iз осцилюючимиими межам. В основi конструкцiї розв’яз-
ку вiдповiдної модельної задачi є задача для певної внутрiшньої
канонiчної мажорантної областi i методологiя побудови так зва-
них коригуючих поправок, що грунтується на використаннi еле-
ментiв теорiї збурень. Особливiстю даної задачi є те, що збурює-
ться не рiвняння задачi чи граничнi умови, а область. I це при-
водить до побудови принципово нової структури розв’язку.
Ключовi слова: крайова задача, теорiя збурень, осцилюючi ме-
жi, коригуючi функцiї.
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Вступ
Оцiнку характеристик напiвпровiдникових структур проводять на основi

розв’язання вiдповiдних крайових задач (зокрема, для рiвняння амбiполяр-
ної дифузiї [1]), постановка яких, як правило, здiйснюється у канонiчних
областях.

Однак вiдомо, що поверхнi роздiлу областей напiвпровiдникових стру-
ктур з рiзними типами провiдностi (з рiзними властивостями) через особли-
востi протiкання процесiв легування кристалiв домiшками мають складну
геометрiю.

Для розв’язання задач математичної фiзики, що ставляться в областях
з криволiнiйними межами, можна скористатись, наприклад, одним iз на-
ступних основних методiв: декомпозицiї дослiджуваної областi (зокрема,
методом Шварца [2]), конформних i квазiконформних вiдображень [3, 4],
мажорантних областей [5], усереднення [6]. Вибiр конкретного методу пiд
час розв’язання практичних задач i його ефективнiсть визначається у пер-
шу чергу геометрiєю дослiджуваної областi. Зауважимо, що iснують такi
варiанти геометрiї областi, для яких застосування вiдомих методiв розв’я-
зання крайових задач, що ставляться на цих областях, супроводжується
значними технiчними труднощами. Приклад: дiлянка межi областi задає-
ться деякою осцилюючою функцiєю (рис. 1), при цьому амплiтуда осциля-
цiй не виходить за межi деякого тонкого (у порiвняннi з розмiрами дослi-
джуваної областi) шарi товщиною δ.

Рис. 1

Метою роботи є розробка методу розв’язання задач математичної фiзики
в областях з криволiнiйними дiлянками межi, що задаються осцилюючими
неперiодичними функцiями, на основi застосування елементiв теорiї збу-
рень.

1. Суть пропонованого пiдходу
В постановцi крайової задачi можна природним чином сформувати ма-

лий параметр ε, якщо рiзниця мiж максимальним i мiнiмальним значен-
нями осцилюючої функцiї, яка описує поведiнку межi деякої дослiджува-
ної областi значно менша характерного розмiру цiєї областi. Геометричний
змiст малого параметра — це вiдношення товщини примежового шару δ, в
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який входить криволiнiйна дiлянка дослiджуваної областi до її характер-
ного розмiру (w, Рис. 1).

Нехай деяка крайова задача ставиться в областi G = {(x, y) : 0 < x <
h, 0 < y < g(x)} (Рис. 1), частина межi якої характеризується суттєвою
немонотоннiстю i задається достатньо гладкою функцiєю g(x). Проведемо
декомпозицiю областi G так, щоб одна iз видiлених частин (G0) набула
канонiчного вигляду, a iнша (Gε) мiстила дiлянку криволiнiйної межi. Ма-
ємо G = G0UGεUL, де G0 = {(x, y) : 0 < x < h, 0 < y < w}, Gε =
(x, y) : 0 < x < h,w < y < g(x), L — лiнiя роздiлу пiдобластей. Вiдмiтимо,
що G0 є аналогом мажорантної областi [5]. В результатi переходу до нор-
мованих координат — x̃ = x

w , ỹ = y
w — отримуємо: G̃= G̃0 ∪ G̃ε ∪ L̃, де G̃0 ={

(x̃, ỹ) : 0 < x̃ < h
w , 0 < ỹ < 1

}
, G̃ε =

{
(x̃, ỹ) : 0 < x̃ < h

w , 1 < ỹ < g(x̃)
w

}
. Вво-

димо у розгляд малий параметр задачi ε (ε << 1) наступним чином: g(x̃)w =

1 + g(x̃)−w
w = 1 + ε g(x̃)−w

〈g(x̃)−w〉 = 1 + εg̃ (x̃), де 〈g (x̃)− w〉 = w
h

h/w∫
0

(g (x̃)− w) dx̃

– усереднене значення функцiї g (x̃)-w на вiдрiзку [0, h/w] (зауважимо, що
g (x̃) − w ≥ 0 для ∀x̃ ∈

[
0, hw

]
). У подальшому розглядi для зручностi

символ “∼” опускається.
При ε = 0 область розв’язання задачi є канонiчною i вiдповiдна крайова

задача на данiй областi стає виродженою. Очевидно, що при ε 6= 0 основ-
ний вклад у розв’язок крайової задачi в областi з криволiнiйними межами
забезпечує розв’язок виродженої задачi. Вплив криволiнiйної межi областi
пропонуємо враховувати по-перше додаванням до розв’язку виродженої за-
дачi коригуючої складової (її пропонуємо визначати термiном “коригуючi
функцiї”), яка визначається сумою ряду за степенями малого параметра
задачi деяких функцiй, якi повиннi задовольнити умови задачi в околi то-
чок криволiнiйної межi; по-друге перенесенням граничної умови з криво-
лiнiйної дiлянки областi G на L шляхом розкладу шуканої на лiнiї роздiлу
L у ряд Тейлора. Далi шляхом виконання стандартної у теорiї збурення
процедури прирiвнювання доданкiв з однаковими степенями ε формуємо
рекурентна послiдовнiсть крайових задач для визначення складових кори-
гуючої функцiї.

2. Застосування методу коригуючих функцiй для розв’язання
крайової задачi для рiвняння амбiполярної дифузiї

Крайову задачу для рiвняння амбiполярної дифузiї (1) розглядають для
визначення розподiлу концентрацiї плазми n(x, y) в активнiй областi (обла-
стi G) p-i-n (плазмових) дiодiв. Постановка задачi має наступний вигляд:

∆n− l2n = 0, (1)

γ̃nn|AD = M1, n|BC = M2,
∂n

∂x

∣∣∣∣
AB,CD

= 0.

Виходячи iз змiсту методу коригуючих функцiй отримаємо розв’язок в
областi G = G0, який буде уточнений коригуючими функцiями.
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Пропонуємо шукати розв’язок задачi (1) за аналогiєю iз [7, 8] у виглядi
суми розв’язку виродженої задачi (ε = 0) i ряду по степенях ε:

n (x, y) = N0 (x, y) +N
(
x, η, ε

)
=

= N0 (x, y) +

m∑
i=0

(ε)iN i

(
x, η, ε

)
+RN(m) (x, y, ε) , (2)

де N i

(
x, η, ε

)
— коригуючi функцiї, η = 1−y√

ε
— коригуючий розтяг, доданок

RN(m) (x, y, ε) — залишковий член.
Пiдстановка (2) в (1) та вiдповiднi граничнi умови i групування доданкiв

з однаковими степенями ε дозволяє провести розчеплення вихiдної задачi,
зокрема:

∆(N0 (x, y) +
∑
i

(ε)iN i

(
x, η
)
)− l2(N0 (x, y) +

∑
i

(ε)iN i

(
x, η
)
) = 0, (3)

N0 (x, 1 + εg (x)) +
∑
i

(ε)iN i (x, (−εg (x))) = M2, (4)

N0 (x, 0) +
∑
i

(ε)iN i

(
x,

(
1√
ε

))
= M1,

∂

∂x
N0 (x, y)

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂

∂x
N0 (x, y)

∣∣∣∣
x= h

w

= 0.

Звiдки, матимемо:
∂2

∂x2
N0 (x, y) +

∂2

∂y2
N0 (x, y)− l2N0 (x, y) = 0, (5)

∂2

∂η2
N0

(
x, η
)

= 0, (6)

∂2

∂η2
N i

(
x, η
)

+
∂2

∂x2
N i−1

(
x, η
)
− l2N i−1

(
x, η
)

= 0, i = 1,∞.

За умови εg (x) << 1 функцiї N0 (x, 1 + εg (x)), N i (x, (−
√
εg (x))) в гра-

ничних умовах (4) розкладаємо у ряд Тейлора в околах точок лiнiї роздiлу
L (y = 1, η = 0):

N0 (x, 1) +
∂N0 (x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=1

εg (x) +
∂2N0 (x, y)

2∂y2

∣∣∣∣
y=1

(εg (x))2 + ...+

+
∑
i

(ε)i

N i (x, 0)−
∂N i

(
x, η
)

∂η

∣∣∣∣∣
η=0

√
εg (x) + ...

 = M2. (7)

Групуючи доданки з однаковими степенями ε отримуємо граничнi умови,
якi доповнюють рiвняння (5):

N0 (x, 0) = M1, N0 (x, 1) +N0 (x, 0) = M2,

∂

∂x
N0 (x, y)

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂

∂x
N0 (x, y)

∣∣∣∣
x= h

w

= 0. (8)
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За змiстом задача (5), (8) є виродженою, тому доцiльно в умовах (8)
покласти N0 (x, 0) = 0.

Задачi для пошуку i-х складових коригуючої функцiї має наступний ви-
гляд:

∂2

∂η2
N0

(
x, η
)

= 0, N0

(
x,

1√
ε

)
= 0, N0 (x, 0) = 0; (9)

∂2

∂η2
N i

(
x, η
)

= l2N i−1
(
x, η
)
− ∂2

∂x2
N i−1

(
x, η
)
, (10)

N i

(
x,

1√
ε

)
= 0, N i (x, 0) =

i−1∑
j=0

(−1)i−j−1

(i− j)!
∂i−jN j

(
x, η
)

∂ηi−j

∣∣∣∣∣
η=0

(
g (x)√
ε

)i−j
−

− ∂
iN0 (x, y)

∂yi

∣∣∣∣
y=1

gi (x) , i = 1,∞.

Задача (9) має тривiальний розв’язок: N0

(
x, η
)

= 0 (0 ≤ x ≤ h/w,
0 ≤ η ≤ ∞). Розв’язок рiвняння (5) з крайовими умовами (8) подається
у наступному виглядi:

N (x, y) =

∞∑
k=0

(
C1ke

sky + C2ke
−sky

)
cosαkx,

де s2k = α2
k + l2, αk = πkw

h , k = 0,∞, невiдомi сталi C1k, C2k знаходяться iз
системи рiвнянь:

∞∑
k=0

(C1k + C2k) cosαkx = M1,

∞∑
k=0

(
C1ke

sk + C2ke
−sk
)

cosαkx = M2.

На основi послiдовного розв’язання задач (9), (5), (8) та (10) отримуємо
рекурентну послiдовнiсть задач для уточнення коригуючих функцiй. На-
приклад, перший та другий члени розкладу коригуючої функцiї (отриманi
в результатi розв’язання задачi (10)) мають наступний вигляд:

N1

(
x, η
)

=
(
η
√
ε− 1

)
F1 (x) ,

F1 (x) =
∞∑
k=0

sk
(
C1e

sk − C2e
−sk
)

cosαkx · g (x);

N2

(
x, η
)

=

(
η3
√
ε

6
−
η2

2
+

(
1

3ε
− F̃2 (x)

)
η
√
ε+ F̃2 (x)

)
F2 (x) ,

F2 (x) =
∞∑
k=0

sk
(
C1e

sk − C2e
−sk
) (
s2k cosαkx · g (x) + 2αk sinαkx · g′ (x)−

− cosαkx · g′′ (x)
)
,
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F̃2 (x) = g2 (x)

∞∑
k=0

[
sk (C1e

sk − C2e
−sk)− s2k

2 (C1e
sk + C2e

−sk)
]

cosαkx

F2 (x)
.

Таким чином, розв’язок задачi (1) отримуємо iз заданою точнiстю по-
рядку O(εm) у виглядi (2) як збурення розв’язку вiдповiдної виродженої
задачi.

Висновки

Аналiз лiтературних джерел показує, що вiдомi методи розв’язання кра-
йових задач в областях з криволiнiйними межами у деяких випадках по-
требують залучення значних обчислювальних ресурсiв. Така ситуацiя, на-
приклад, може виникнути при розв’язаннi вiдповiдних задач в областях з
сильно осцилюючими межами.

Для вирiшення такого типу задач запропоновано метод коригуючих фун-
кцiй. Особливiстю даного пiдходу є те, що збурюється не рiвняння чи кра-
йовi умови задачi, а область, що приводить до принципово нової констру-
кцiї розв’язку, в основу якого покладено розв’язок задачi для певної вну-
трiшньої канонiчної мажоруючої областi (розв’язок виродженої задачi) i
методологiя побудови так званих коригуючих поправок. Компоненти ко-
ригуючої функцiї знаходяться в результатi отриманої рекурентної послi-
довностi вiдповiдних крайових задач.

Застосування запропонованого пiдходу проiлюстровано на прикладi розв’-
язання крайової задачi для рiвняння амбiполярної дифузiї у двовимiрнiй
областi iз криволiнiйними межами, що є характерною для технiки пристро-
їв напiвпровiдникової електронiки.

У перспективi вважаємо доцiльним застосування запропонованої мето-
дики для розв’язання вiдповiдних сингулярно збурених модельних задач
напiвпровiдникової електронiки.
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