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Abstract. The article considers variational inequalities with ope-
rators acting in a Hilbert space. For these problems, variants of the
Operator Extrapolation method have been proposed and studied.
A sub-linear efficiency estimate for the gap function is proved. The
strong convergence of the Operator Extrapolation method for variati-
onal inequalities with uniformly monotone operators is proved. The
linear rate of convergence of the Operator Extrapolation method
for variational inequalities with operators satisfying the generali-
zed strong monotonicity condition is proved. An adaptive version
of the algorithm is proposed. Regularized variants of the algorithm
are proposed and theorems on their strong convergence are proved.
Keywords: variational inequality, Hilbert space, Operator Extra-
polation method, convergence, linear rate.

Анотацiя. У статтi розглядаються варiацiйнi нерiвностi з опера-
торами, що дiють в гiльбертовому просторi. Для цих задач запро-
поновано та обгрунтовано варiанти алгоритму операторної екс-
траполяцiї. Доведено сублiнiйну оцiнку ефективностi для функцiї
зазору. Доведено cильну збiжнiсть алгоритму екстраполяцiї з ми-
нулого для варiацiйних нерiвностей з рiвномiрно монотонними
операторами. Доведено лiнiйну швидкiсть збiжностi алгоритму
операторної екстраполяцiї для варiацiйних нерiвностей з операто-
рами, що задовольняють умову типу узагальненої сильної моно-
тонностi. Розглянуто адаптивний варiант алгоритму. Розглянуто
регуляризованi варiанти алгоритму та доведено теореми про їх
сильну збiжнiсть.
Ключовi слова: варiацiйна нерiвнiсть, гiльбертовий простiр,
метод операторної екстраполяцiї, збiжнiсть, лiнiйна швидкiсть.
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Вступ

Оглядову статтю, що продовжує роботу [1], присвячено результатам до-
слiдження нових iтерацiйних алгоритмiв для розв’язання варiацiйних не-
рiвностей в гiльбертових просторах. Данi алгоритми є модификацiями вi-
домого «forward-reflected-backward algorithm», що запропонований в [2]. За
об’ємом необхiдних для здiйснення iтерацiйного кроку обчислень алгори-
тми мають перевагу над екстаградiєнтним методом Корпелевич та методом
екстраполяцiї з минулого. Схеми даного типу ще вiдомi пiд назвою «opti-
mistic gradient descent-ascent» [3–5].

Статтю побудовано таким чином. В роздiлi 1 розглянуто варiацiйнi не-
рiвностi в гiльбертовому просторi, наведено основнi припущення та не-
обхiдний мiнiмум вiдомостей, що вiдiграють важливу роль у доведеннях
основних результатiв. В роздiлi 2 розглянуто алгоритм операторної екс-
траполяцiї та прокоментовано лiтературу, що присвячено дослiдженню йо-
го збiжностi. В роздiлi 3 доведено слабку збiжнiсть алгоритму оператор-
ної екстраполяцiї та отримано сублiнiйну оцiнку ефективностi для функцiї
зазору. Сильну збiжнiсть алгоритму операторної екстраполяцiї для варi-
ацiйних нерiвностей з рiвномiрно монотонними операторами доведено в
роздiлi 4. Лiнiйну швидкiсть збiжностi алгоритму операторної екстраполя-
цiї для варiацiйних нерiвностей з операторами, що задовольняють умову
типу узагальненої сильної монотонностi, доведено в роздiлi 5. В роздiлi 6
розглянуто адаптивний варiант алгоритму. В роздiлi 7 розглянуто регуля-
ризований варiант алгоритму та його сильну збiжнiсть. Для регуляризацiї
використано схему Гальперна.

Для пiдготовки статтi використано результати робiт [6–18].

1. Постановка задачi та допомiжнi вiдомостi

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та
породженою нормою ∥·∥. Сильну та слабку збiжнiсть в H послiдовностi
(xn) до x позначимо → та ⇀, вiдповiдно.

Нехай C — непорожня опукла i замкнена пiдмножина простору H та
A : H → H – деякий оператор.

Варiацiйною нерiвнiстю називаємо таку задачу:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (1)

Множину розв’язкiв варiацiйної неравностi (1) позначимо через S.
Дослiдження алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвностей та близь-

ких задач є напрямом прикладної математики, що активно розвивається.
Задача (1) — зручна форма запису рiзних задач, що виникають в математи-
чнiй фiзицi та дослiдженнi операцiй [19–23]. Зокрема, у виглядi варiацiйної
нерiвностi можуть бути сформульованi задачi розв’язання рiвнянь, зна-
ходження екстремуму функцiоналiв, знаходження точок рiвноваги тощо.
Наведемо три типовi постановки.
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1) Нехай f — диференцiйовна опукла функцiя, C — опукла замкнена
множина. Критерiй оптимальностi першого порядку для задачi

f → min
C

має вигляд

x ∈ C та (∇f(x), y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

2) Нехай F : X×Y → R — диференцiйовна опукло-угнута функцiя, X,
Y — опуклi замкненi множини. Точка (x∗, y∗) ∈ X × Y називається
сiдловою точкою функцiї F , якщо

F (x∗, y) ≤ F (x∗, y∗) ≤ F (x, y∗) ∀x ∈ X ∀y ∈ Y. (2)

Задача пошуку сiдлової точки (2) рiвносильна варiацiйнiй нерiвно-
стi:((

∇xF (x∗, y∗)
−∇yF (x∗, y∗)

)
,

(
x− x∗

y − y∗

))
≥ 0 ∀(x, y) ∈ X × Y.

3) Нехай X, Y — опуклi замкненi множини, f : X × Y → R (g :
X × Y → R) — диференцiйовна по x (по y) при фiксованому y
(при фiксованому x) функцiя. Точка (x∗, y∗) ∈ X × Y називається
рiвновагою Неша, якщо

f(x∗, y∗) ≤ f(x, y∗) ∀x ∈ X, g(x∗, y∗) ≤ g(x∗, y) ∀y ∈ Y. (3)

Якщо функцiя f(·, y) опукла на X для всiх y ∈ Y , а функцiя g(x, ·)
опукла на Y для всiх x ∈ X, то задача пошуку рiвноваги Неша (3)
рiвносильна варiацiйнiй нерiвностi:((

∇xf(x
∗, y∗)

∇yg(x
∗, y∗)

)
,

(
x− x∗

y − y∗

))
≥ 0 ∀(x, y) ∈ X × Y.

Нагадаємо основнi означення [24–26].

Означення 1. Оператор A : H → H називаємо псевдомонотонним на
множинi C ⊆ H, якщо для x, y ∈ C

(Ax, y − x) ≥ 0 ⇒ (Ay, x− y) ≤ 0.

Означення 2. Оператор A : H → H називаємо монотонним, якщо

(Ax−Ay, x− y) ≥ 0 ∀x, y ∈ H.

Означення 3. Оператор A : H → H називаємо обернено сильно монотон-
ним (ко-коерцитивним) на множинi C ⊆ H, якщо iснує така стала α > 0,
що

(Ax−Ay, x− y) ≥ α∥Ax−Ay∥2 ∀x, y ∈ C.

У цьому випадку кажуть, що оператор A — α-обернено сильно монотонним
(α-ко-коерцитивним).

Означення 4. Оператор A : H → H називаємо рiвномiрно монотонним на
множинi C ⊆ H, якщо iснує така зростаюча функцiя ϕ : [0,+∞) → [0,+∞),
ϕ(0) = 0 та ϕ(t) > 0 для t > 0, що

(Ax−Ay, x− y) ≥ ϕ (∥x− y∥) ∀x, y ∈ C.
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Означення 5. Оператор A : H → H називаємо сильно монотонним на
множинi C ⊆ H, якщо iснує така стала µ > 0, що

(Ax−Ay, x− y) ≥ µ∥x− y∥2 ∀x, y ∈ C.

У цьому випадку кажуть, що оператор A — µ-сильно монотонний.

Cкрiзь у роботi будемо вважати, що оператор A : H → H — лiпшицевий
на множинi C (з константою L > 0), тобто

∥Ax−Ay∥ ≤ L ∥x− y∥ ∀x, y ∈ C,

та S ̸= ∅.
Для замкненої опуклої множини C та лiпшицевого сильно монотонного

оператора A множина S не порожня та складається з одного елемента [25].
Нагадаємо декiлька вiдомих та потрiбних нам фактiв.
Нехай PC — оператор метричного проектування на замкнену опуклу пiд-

множину C ⊆ H, тобто PCx — єдиний елемент C, що володiє властивiстю

∥PCx− x∥ = min
z∈C

∥z − x∥ .

Елемент PCx можна охарактеризувати таким чином [25,26]:

y = PCx ⇔ y ∈ C та (y − x, z − y) ≥ 0 ∀z ∈ C,

y = PCx ⇔ y ∈ C та ∥y − z∥2 ≤ ∥x− z∥2 − ∥y − x∥2 ∀z ∈ C.

Оператор метричного проектування PC є нерозтягуючий, тобто

∥PCx− PCy∥ ≤ ∥x− y∥ ∀x, y ∈ H,

точнiше, обернено сильно монотонним (1-ко-коерцитивним)

∥PCx− PCy∥ ≤ (PCx− PCy, x− y) ∀x, y ∈ H.

Варiацiйну нерiвнiсть (1) можна сформулювати як задачу пошуку неру-
хомої точки [25,26]:

x = PC (x− λAx) , (4)
де λ > 0.

Формулювання (4) корисне, оскiльки веде до iтерацiйної схеми

xn+1 = PC (xn − λAxn) , (5)

яка сильно збiжна для лiпшицевих сильно монотонних операторiв та слабко
збiжна для обернено сильно монотонних (ко-коерцитивних) операторiв [25,
26]. Але для лiпшицевих монотонних операторiв схема (5) в загальному
випадку не збiгається.

Зауваження 1. Варiацiйна нерiвнiсть (1) записується у формi оператор-
ного включення [25]:

знайти x ∈ H : 0 ∈ Ax+NCx,

де NCx — нормальний конус множини C в точцi x:

NCx =

{
{z ∈ H : (z, y − x) ≤ 0 ∀y ∈ C} , якщо x ∈ C,

∅, iнакше.
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Розглянемо дуальну варiацiйну нерiвнiсть:

знайти x ∈ C : (Ay, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (6)

Множину розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (6) позначимо Sd. Вiдомо, що
множина Sd опукла та замкнена [26]. Нерiвнiсть (6) називають слабким
або дуальним формулюванням варiацiйної нерiвностi (1) (або нерiвнiстю
типу Мiнтi), а розв’язки нерiвностi (6) — слабкими розв’язками варiацiйної
нерiвностi (1). Для монотонних (псевдомонотонних) операторiв A завжди
маємо

S ⊆ Sd.

А коли оператор A монотонний та неперервний маємо (лема Мiнтi, [26])

Sd = S.

Однiєю з основних теоретичних задач є оцiнка числа iтерацiй алгоритму,
що необхiдне для отримання наближеного розв’язку заданої якостi. Якiсть
наближеного розв’язку x ∈ C варiацiйної нерiвностi (1) у монотонному
випадку будемо оцiнювати за допомогою невiд’ємної функцiї зазору [27,28]

gap (x) = sup
y∈C

(Ay, x− y) . (7)

Очевидно, що для коректностi означення функцiї зазору (7) необхiдна обме-
женiсть допустимої множини C.

Лема 1 (Yu. Nesterov, [28]). Нехай оператор A : C → H — монотонний.
Якщо x ∈ C — розв’язок (1), то

gap (x) = 0.

Навпаки, якщо для x ∈ C маємо

gap (x) = 0,

то x — розв’язок (1).

Нагадаємо вiдомi леми про числовi нерiвностi.

Лема 2. Нехай невiд’ємнi послiдовностi (αn), (βn), такi, що

αn+1 ≤ αn − βn, n ≥ 1.

Тодi iснує границя limn→∞ αn ∈ R та
∑∞

n=1 βn < +∞.

Лема 3. Нехай послiдовнiсть невiд’ємних чисел (ξn) задовольняє рекурен-
тнiй нерiвностi

ξn+1 ≤ (1− αn) ξn + αnβn + γn, n ≥ 1,

де послiдовностi (αn) та (βn) мають властивостi:
1) αn ∈ (0, 1),

∑∞
n=1 αn = +∞;

3) lim supn→∞ βn ≤ 0;
4) γn ∈ [0,+∞),

∑∞
n=1 γn < +∞.

Тодi lim
n→∞

ξn = 0.
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Лема 4 (P.-E. Mainge, [29]). Нехай числова послiдовнiсть (αn) має пiдпо-
слiдовнiсть (αnk

) з властивiстю αnk
< ank+1 для всiх k ≥ 1. Тодi iснує

така неспадна послiдовнiсть (mk) натуральних чисел, що

mk → +∞

та
αmk

≤ αmk+1, αk ≤ αmk+1

для всiх k ≥ n1.

При доведеннi слабкої збiжностi послiдовностей елементiв гiльбертового
простору будемо використовувати вiдому лему Опяла.

Лема 5 (Z. Opial, [30]). Нехай послiдовнiсть (xn) елементiв гiльбертового
простору H слабко збiгається до точки x ∈ H. Тодi для всiх y ∈ H \ {x}
маємо

lim inf
n→∞

∥xn − x∥ < lim inf
n→∞

∥xn − y∥.

2. Алгоритм операторної екстраполяцiї

Для розв’язання варiацiйної нерiвностi (1) розглянемо iтерацiйний
Алгоритм 1.

Обираємо x0 = x1 ∈ C, λn, µn > 0. Покладаємо n = 1.
1: Обчислити

mn = µn (Axn −Axn−1) ,

xn+1 = PC (xn − λnAxn −mn) .

2: Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше покласти n := n + 1
та перейти до 1.

Правило зупинки в алгоритмi обґрунтовується так: при виконаннi

xn+1 = xn = xn−1

маємо
xn = PC (xn − λnAxn) ,

звiдки xn ∈ S.

Зауваження 2. Даний алгоритм при µn = λn−1 запропонований в [2]
пiд назвою «forward-reflected-backward algorithm». За об’ємом необхiдних
для здiйснення iтерацiйного кроку обчислень вiн має перевагу над екс-
таградiєнтним методом Корпелевич та методом екстраполяцiї з минуло-
го. Схеми даного типу ще вiдомi пiд назвою «optimistic gradient descent-
ascent» [3–5]. Дослiдженню та розробцi модифiкацiй цього методу присвя-
чено роботи [6–13, 31]. Модифiкацiї з брегманiвською вiдстанню дослiдже-
но в [6–8], варiанти для задач в просторах Банаха запропонованi в [9–12].
Регуляризований метод дослiджено в [13–15]. У статтi уточнюються деякi
результати вказаних робiт.
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Зауваження 3. Якщо C = H, то алгоритм 1 з µn = λn = λ можна запи-
сати так:

xn+1 = xn − 2λAxn + λAxn−1 або
{

xn = zn − λAxn−1,
zn+1 = zn − λAxn.

Тобто, у цiй ситуацiї алгоритм 1 спiвпадає з агоритмом екстраполяцiї з
минулого.

3. Слабка збiжнiсть та сублiнiйна оцiнка ефективностi

Припустимо додатково, що оператор A є псевдомонотонним.

Лема 6. Для породженої алгоритмом 1 з µn = λn−1 послiдовностi (xn)
виконується нерiвнiсть

∥xn+1 − z∥2 + 2λn (Axn −Axn+1, xn+1 − z) + λnL∥xn+1 − xn∥2 ≤
≤ ∥xn − z∥2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) + λn−1L∥xn − xn−1∥2−

− (1− λn−1L− λnL) ∥xn+1 − xn∥2, (8)

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. Маємо

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn+1 − xn∥2+
+ 2 (λnAxn + λn−1 (Axn −Axn−1) , z − xn+1) . (9)

З псевдомонотонностi оператора A випливає

(λnAxn + λn−1 (Axn −Axn−1) , z − xn+1) = λn (Axn −Axn+1, z − xn+1)+

+ λn−1 (Axn −Axn−1, z − xn+1) + λn (Axn+1, z − xn+1)︸ ︷︷ ︸
≤0

≤

≤ λn (Axn −Axn+1, z − xn+1) + λn−1 (Axn −Axn−1, z − xn)+

+ λn−1 (Axn −Axn−1, xn − xn+1) . (10)

Застосуємо (10) для оцiнки правої частини (9) та отримаємо

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn+1 − xn∥2+
+ 2λn (Axn −Axn+1, z − xn+1) + 2λn−1 (Axn −Axn−1, z − xn)+

+ 2λn−1 (Axn −Axn−1, xn − xn+1) . (11)

Оцiнимо зверху вираз 2λn−1 (Axn −Axn−1, xn − xn+1) в (11). Маємо

2λn−1 (Axn −Axn−1, xn − xn+1) ≤ 2λn−1 ∥Axn −Axn−1∥ ∥xn − xn+1∥ ≤
≤ 2λn−1L ∥xn − xn−1∥ ∥xn+1 − xn∥ ≤

≤ λn−1L ∥xn − xn−1∥2 + λn−1L ∥xn − xn+1∥2 .

11
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Отримаємо

∥xn+1 − z∥2 + 2λn (Axn −Axn+1, xn+1 − z) + λnL∥xn+1 − xn∥2 ≤
≤ ∥xn − z∥2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) + λn−1L∥xn − xn−1∥2−

− (1− λn−1L− λnL) ∥xn+1 − xn∥2,

що i треба було довести. �

Зауваження 4. Для монотонних операторiв нерiвнiсть леми 6 отримана
в [2, 10].

Перейдемо до доведення слабкої збiжностi алгоритму 1 з µn = λn−1.
Припустимо, що

0 < inf
n

λn ≤ sup
n

λn < 1
2L .

В якостi функцiї Ляпунова оберемо

Vn = ∥z − xn∥2 + 2λn−1(Axn−1 −Axn, xn − z) + λn−1L∥xn − xn−1∥2,

де z ∈ S.
Нехай z′ ∈ S. Беремо таке δ > 0, що 1− λn−1L− λnL ≥ δ для всiх n ∈ N.

З нерiвностi (8) випливає

Vn+1 ≤ Vn − δ∥xn+1 − xn∥2,

де Vn = ∥z′ − xn∥2 + 2λn−1(Axn−1 −Axn, xn − z′) + λn−1L∥xn − xn−1∥2.
Покажемо, що Ln ≥ 0 для всiх n ∈ N. Маємо

Vn = ∥z′ − xn∥2 + 2λn−1(Axn−1 −Axn, xn − z′) + λn−1L∥xn − xn−1∥2 ≥

≥
∥∥xn − z′

∥∥2 − 2λn−1 ∥Axn−1 −Axn∥
∥∥xn − z′

∥∥+ λn−1L ∥xn−1 − xn∥2 ≥

≥
∥∥xn − z′

∥∥2 − 2λn−1L ∥xn − xn−1∥
∥∥xn − z′

∥∥+ λn−1L ∥xn−1 − xn∥2 ≥

≥ (1− λn−1L)
∥∥xn − z′

∥∥2 ≥ 0.

З леми 2 випливає iснування границi

lim
n→∞

(
∥z′ − xn∥2 + 2λn−1(Axn−1 −Axn, xn − z′) + λn−1L∥xn − xn−1∥2

)
та

∞∑
n=1

∥xn+1 − xn∥2 < +∞.

Звiдки отримуємо обмеженiсть послiдовностi (xn) та

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0.

Оскiльки

lim
n→∞

(
2λn−1(Axn−1 −Axn, xn − z′) + λn−1L∥xn − xn−1∥2

)
= 0,

то послiдовностi
(
∥z′ − xn∥2

)
збiгаються для всiх z′ ∈ S.

12
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Покажемо, що всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать
множинi S. Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk

), що слабко збiгається до де-
якої точки z ∈ E. Ясно, що z ∈ C. Покажемо, що z ∈ S. Маємо

(xn+1 − xn + λnAxn + λn−1 (Axn −Axn−1) , y − xn+1) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Припустимо, що оператор A монотонний. Виводимо оцiнку

(Ay, y − xn) + (Axn, xn − xn+1) ≥ (Axn, y − xn+1) ≥

≥ 1

λn
(xn − xn+1, y − xn+1)−

λn−1

λn
(Axn −Axn−1, y − xn+1) ∀y ∈ C.

З
lim
n→∞

∥xn − xn−1∥ = 0

та лiпшицевостi оператора A випливає

lim
n→∞

∥Axn −Axn−1∥ = 0.

Таким чином,
lim inf
n→∞

(Ay, y − xn) ≥ 0 ∀y ∈ C.

З iншого боку

(Ay, y − z) = lim
k→∞

(Ay, y − xnk
) ≥ lim inf

n→∞
(Ay, y − xn) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Отже, z ∈ S.
Покажемо, що послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до z. Мiркуємо вiд

супротивного. Нехай iснує пiдпослiдовнiсть (xmk
) така, що xmk

⇀ z′ та
z ̸= z′. Ясно, що z′ ∈ S. Маємо

2
(
xn, z − z′

)
= ∥z′ − xn∥2 − ∥z − xn∥2 + ∥z∥2 −

∥∥z′∥∥2 .
Звiдки випливає iснування границi

lim
n→∞

(
xn, z − z′

)
.

Отримаємо(
z, z − z′

)
= lim

k→∞

(
xnk

, z − z′
)
= lim

k→∞

(
xmk

, z − z′
)
=
(
z′, z − z′

)
,

тобто,
∥z − z′∥ = 0.

Звiдки випливає z = z′, що i необхiдно було довести.
Таким чином, має мiсце

Теорема 1. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, A : H → H — монотонний та L-лiпшицевий на
множинi C оператор та S ̸= ∅. Припустимо, що

0 < inf
n

λn ≤ sup
n

λn < 1
2L .

Тодi породжена алгоритмом 1 з µn = λn−1 послiдовнiсть (xn) слабко збi-
гається до розв’язку варiацiйної нерiвностi (1).

13
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У випадку обмеженостi допустимої множини C доведемо, що алгоритму
1 з

µn = λn =
1

2L

необхiдно зробити O
(
LD2

ε

)
iтерацiй для отримання точки x ∈ C з

gap (x) ≤ ε,

де ε > 0, D = supa,b∈C ∥a− b∥ < +∞.
Нехай µn = λn−1. Для послiдовностi (xn) має мiсце нерiвнiсть

− 2 (λnAxn +mn, y − xn+1) ≤
≤ ∥y − xn∥2 − ∥xn+1 − xn∥2 − ∥y − xn+1∥2 ∀y ∈ C. (12)

Перепишемо (12) таким чином

∥y − xn∥2 − ∥y − xn+1∥2 ≥
≥ 2λn (Axn+1, xn+1 − y)− 2λn (Axn+1 −Axn, xn+1 − y)+

+ 2λn−1 (Axn −Axn−1, xn − y) + 2λn−1 (Axn −Axn−1, xn+1 − xn)+

+ ∥xn+1 − xn∥2. (13)

Сумуючи (13) по n вiд 1 до N , отримуємо

∥y − x1∥2 − ∥y − xN+1∥2 ≥

≥ 2

N∑
n=1

λn (Axn+1, xn+1 − y)− 2λN (AxN+1 −AxN , xN+1 − y)+

+

N∑
n=1

(
2λn−1 (Axn −Axn−1, xn+1 − xn) + ∥xn+1 − xn∥2

)
. (14)

Лiпшицевiсть оператора A та умова λn ∈
(
0, 1

2L

]
дають

N∑
n=1

(
2λn−1 (Axn −Axn−1, xn+1 − xn) + ∥xn+1 − xn∥2

)
≥

≥
N∑

n=1

(
−2λn−1L ∥xn − xn−1∥ ∥xn+1 − xn∥+ ∥xn+1 − xn∥2

)
=

=

N∑
n=1

(
−2λn−1L ∥xn − xn−1∥ ∥xn+1 − xn∥+

1

2
∥xn+1 − xn∥2+

+
1

2
∥xn − xn−1∥2

)
+

+
1

2
∥xN+1 − xN∥2 ≥ 1

2
∥xN+1 − xN∥2 .
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Використовуючи останню оцiнку в (14), отримуємо

∥y − x1∥2 − ∥y − xN+1∥2 ≥ 2

N∑
n=1

λn (Axn+1, xn+1 − y)−

− 2λN (AxN+1 −AxN , xN+1 − y) +
1

2
∥xN+1 − xN∥2 ≥

≥ 2

N∑
n=1

λn (Axn+1, xn+1 − y)− 2λNL ∥xN+1 − xN∥ ∥xN+1 − y∥+

+
1

2
∥xN+1 − xN∥2 ≥ 2

N∑
n=1

λn (Axn+1, xn+1 − y)− λNL ∥xN+1 − y∥2 .

Приходимо до нерiвностi

2
N∑

n=1

λn (Axn+1, xn+1 − y)− λNL ∥xN+1 − y∥2+

+ ∥y − xN+1∥2 ≤ ∥y − x1∥2 ∀y ∈ C. (15)

Використовуючи монотоннiсть оператора A, отримуємо

N∑
n=1

λn (Axn+1, xn+1 − y) ≥
N∑

n=1

λn (Ay, xn+1 − y) =

=

(
N∑

n=1

λn

)
(Ay, zN+1 − y) , (16)

де zN+1 =
∑N

n=1 λnxn+1∑N
n=1 λn

. Враховуючи (16) в (15), приходимо до нерiвностi

2

(
N∑

n=1

λn

)
(Ay, zN+1 − y) + (1− λNL) ∥xN+1 − y∥2 ≤ ∥y − x1∥2 ∀y ∈ C,

звiдки випливає

gap (zN+1) = sup
y∈C

(Ay, zN+1 − y) ≤
supy∈C ∥y − x1∥2

2
∑N

n=1 λn

.

Таким чином, має мiсце

Теорема 2. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена обмежена множина, A : H → H — монотонний та
L-лiпшицевий на множинi C оператор. Нехай (xn) — послiдовнiсть, що
породжена алгоритмом 1 з λn = µn = 1

2L , тобто,

xn+1 = PC

(
xn − 1

2L (2Axn −Axn−1)
)
.

Тодi має мiсце оцiнка

gap (zN+1) ≤
L supy∈C ∥x1 − y∥2

N
, zN+1 =

∑N
n=1 xn+1

N
.
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4. Сильна збiжнiсть
Припустимо, що оператор A : H → H є рiвномiрно монотонним на обме-

жених пiдмножинах множини C ⊆ H. Тодi варiацiйна нерiвнiсть (1) має
єдиний розв’язок z̄ ∈ C.

Покажемо, що породжена алгоритмом 1 з µn = λn−1 послiдовнiсть (xn)
сильно збiгається до z̄.

Оскiльки множина
{xn} ∪ {z̄} ⊆ C

обмежена, то якщо iснує така зростаюча функцiя ϕ : [0,+∞) → [0,+∞),
ϕ(0) = 0 та ϕ(t) > 0 для t > 0, що

(Axn+1, z̄ − xn+1) ≤ −ϕ (∥z̄ − xn+1∥) .
Замiсть нерiвностi леми 6 запишемо її уточнену версiю

2λnϕ (∥z̄ − xn+1∥)+
+ ∥xn+1 − z̄∥2 + 2λn (Axn −Axn+1, xn+1 − z̄) + λnL∥xn+1 − xn∥2 ≤
≤ ∥xn − z̄∥2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z̄) + λn−1L∥xn − xn−1∥2−

− (1− λn−1L− λnL) ∥xn+1 − xn∥2. (17)

Перепишемо (17) у виглядi

2λnϕ (∥z̄ − xn+1∥) ≤
≤
(
∥xn − z̄∥2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z̄) + λn−1L∥xn − xn−1∥2

)
−

−
(
∥xn+1 − z̄∥2 + 2λn (Axn −Axn+1, xn+1 − z̄) + λnL∥xn+1 − xn∥2

)
−

− (1− λn−1L− λnL) ∥xn+1 − xn∥2. (18)

Нерiвнiсть (18) та припущення

0 < inf
n

λn ≤ sup
n

λn < 1
2L

дають
∞∑
n=1

λnϕ (∥z̄ − xn+1∥) < +∞ та lim
n→∞

ϕ (∥z̄ − xn+1∥) = 0.

Отже,
∥z̄ − xn+1∥ → 0 та ∥z̄ − xn+1∥ → 0.

Таким чином, має мiсце

Теорема 3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, A : H → H — рiвномiрно монотонний на обме-
жених пiдмножинах множини C ⊆ H та L-лiпшицевий на множинi C
оператор, z̄ ∈ C — єдиний розв’язок варiацiйної нерiвностi (1). Припусти-
мо, що

0 < inf
n

λn ≤ sup
n

λn < 1
2L .

Тодi породжена алгоритмом 1 з µn = λn−1 послiдовнiсть (xn) сильно збi-
гається до точки z̄.
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5. Лiнiйна швидкiсть збiжностi

Припустимо, що iснує єдиний розв’язок z ∈ C варiацiйної нерiвностi (1),
а оператор A задовольняє умову

(Ax, x− z) ≥ µ∥x− z∥2 ∀x ∈ C (19)

для деякого µ > 0.
Розглянемо варiант алгоритму 1 з лiнiйною швидкiстю збiжностi для

варiацiної нерiвностi (1), де лiпшицевий оператор A задовольняє (19).
Алгоритм 2.

Для x1 = x0 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ C за допомогою
iтерацiйної схеми

xn+1 = PC

(
xn − 1

2LAxn − 1
2(L+µ) (Axn −Axn−1)

)
.

Покажемо, що

∥xn+1 − z∥2 = O

((
1− µ

L+ µ

)n)
.

Розглянемо схему

xn+1 = PC (xn − αAxn − β (Axn −Axn−1)) ,

де x1 = x0 ∈ C, α > 0, β > 0.
Нехай z — розв’язок варiацiйної нерiвностi (1). Маємо

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn+1 − xn∥2+
+ 2 (αAxn + β (Axn −Axn−1) , z − xn+1) . (20)

З умови (19) випливає

(αAxn + β (Axn −Axn−1) , z − xn+1) = α (Axn −Axn+1, z − xn+1)+

+ β (Axn −Axn−1, z − xn+1) + α (Axn+1, z − xn+1) ≤
≤ α (Axn −Axn+1, z − xn+1) + β (Axn −Axn−1, z − xn)+

+ β (Axn −Axn−1, xn − xn+1)− αµ∥xn+1 − z∥2. (21)

Застосуємо (21) для оцiнки правої частини (20) та отримаємо

(1 + 2αµ) ∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn+1 − xn∥2+
+ 2α (Axn −Axn+1, z − xn+1) + 2β (Axn −Axn−1, z − xn)+

+ 2β (Axn −Axn−1, xn − xn+1) . (22)

Оцiнимо зверху вираз 2β (Axn −Axn−1, xn − xn+1) в (22). Маємо

2β (Axn −Axn−1, xn − xn+1) ≤ 2β ∥Axn −Axn−1∥ ∥xn − xn+1∥ ≤
≤ 2βL ∥xn − xn−1∥ ∥xn+1 − xn∥ ≤

≤ βL ∥xn − xn−1∥2 + βL ∥xn − xn+1∥2 .
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Отримаємо

(1 + 2αµ) ∥xn+1 − z∥2 + 2α (Axn −Axn+1, xn+1 − z) + αL∥xn+1 − xn∥2 ≤
≤ ∥xn − z∥2 + 2β (Axn−1 −Axn, xn − z) + βL∥xn − xn−1∥2−

− (1− αL− βL) ∥xn+1 − xn∥2.

Покладемо α = 1
2L :(

1 +
µ

L

)
∥xn+1 − z∥2 + 1

L
(Axn −Axn+1, xn+1 − z) +

1

2
∥xn+1 − xn∥2 =

=
(
1 +

µ

L

)(
∥xn+1 − z∥2 + 1

L
(
1 + µ

L

) (Axn −Axn+1, xn+1 − z)+

+
1

2
(
1 + µ

L

)∥xn+1 − xn∥2
)

≤

≤ ∥xn − z∥2 + 2β (Axn−1 −Axn, xn − z) + βL∥xn − xn−1∥2−

−
(
1

2
− βL

)
∥xn+1 − xn∥2.

Покладемо β = 1
2L(1+ µ

L)
. Тодi для

Wn = ∥xn − z∥2 + 1

L
(
1 + µ

L

) (Axn−1 −Axn, xn − z) +
1

2
(
1 + µ

L

)∥xn − xn−1∥2

маємо (
1 +

µ

L

)
Wn+1 ≤ Wn −

(
1

2
− 1

2
(
1 + µ

L

)) ∥xn+1 − xn∥2 ≤ Wn.

Звiдси

Wn+1 ≤
(
1 +

µ

L

)−1
Wn ≤ ... ≤

(
1 +

µ

L

)−n
∥x1 − z∥2. (23)

Окiльки

Wn = ∥xn − z∥2+

+
1

L
(
1 + µ

L

) (Axn−1 −Axn, xn − z) +
1

2
(
1 + µ

L

)∥xn − xn−1∥2 ≥

≥ ∥xn − z∥2−

− 1

L
(
1 + µ

L

) ∥Axn−1 −Axn∥ ∥xn − z∥+ 1

2
(
1 + µ

L

) ∥xn−1 − xn∥2 ≥

≥ ∥xn − z∥2−

− 1(
1 + µ

L

) ∥xn − xn−1∥ ∥xn − z∥+ 1

2
(
1 + µ

L

) ∥xn−1 − xn∥2 ≥

≥

(
1− 1

2
(
1 + µ

L

)) ∥xn − z∥2 ≥ 1

2
∥xn − z∥2 ,
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то з (23) випливає

∥xn+1 − z∥2 ≤
(
1− µ

L+ µ

)n

2∥x1 − z∥2.

Таким чином, має мiсце

Теорема 4 (Семенов–Харьков, [16–18]). Нехай H — гiльбертовий про-
стiр, C ⊆ H — непорожня опукла замкнена множина, A : H → H —
L-лiпшицевий на множинi C оператор, iснує єдиний розв’язок z ∈ C ва-
рiацiйної нерiвностi (1) та виконується умова (19). Тодi для породженої
алгоритмом 2 послiдовностi (xn) виконується оцiнка

∥xn+1 − z∥2 ≤
(
1− µ

L+ µ

)n

2∥x1 − z∥2, n ≥ 1.

Зауваження 5. З теореми 4 випливає оцiнкa

∥xn+1 − z∥2 = O
(
e−

µ
2L

n
)
, n ≥ 1.

Зауваження 6. Для задачi пошуку нуля µ-сильно монотонного та L-
лiпшицевого оператора A (випадок нерiвностi (1) без обмежень, C = H)
в роботi [4] для алгоритму

xn+1 = xn − 1
4LAxn − 1

4L (Axn −Axn−1)

отримана оцiнка

∥xn+1 − z∥2 = O

((
1− µ

4L

)n L2

µ2

)
, n ≥ 1.

6. Адаптивний алгоритм операторної екстраполяцiї
Розглянемо алгоритм операторної екстраполяцiї з адаптивним вибором

параметрiв λn [7].
Алгоритм 3. Адаптивний алгоритм.

Обираємо x0 = x1 ∈ C, τ ∈
(
0, 12
)

та число λ1 = λ0 > 0. Покладаємо n = 1.
1: Обчислити

mn = λn−1 (Axn −Axn−1) ,

xn+1 = PC (xn − λnAxn −mn) .

2: Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше перейти до 3.
3: Обчислити

λn+1 =

{
min

{
λn, τ

∥xn+1−xn∥
∥Axn+1−Axn∥

}
, якщо Axn+1 ̸= Axn,

λn, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти до 1.

Зауваження 7. Послiдовнiсть (λn), що задається на третьому етапi iте-
рацiйного кроку в алгоритмi 3, незростаюча та обмежена знизу числом
min

{
λ1,

τ
L

}
. Отже, iснує границя lim

n→∞
λn > 0.
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В якостi функцiї Ляпунова оберемо

Wn = ∥z − xn∥2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) + τ
λn−1

λn
∥xn − xn−1∥2,

де z ∈ S.
Має мiсце

Лема 7 (Семенов–Сiрик–Харьков, [7]). Для послiдовностi (xn), що поро-
джена алгоритмом 3, виконується нерiвнiсть

Wn+1 ≤ Wn −
(
1− τ

λn−1

λn
− τ

λn

λn+1

)
∥xn+1 − xn∥2.

Доведення. Нехай z ∈ S. Як i в доведеннi леми 6 приходимо до нерiвностi

∥z − xn+1∥2 ≤ ∥z − xn∥2 − ∥xn+1 − xn∥2+
+ 2λn (Axn −Axn+1, z − xn+1) + 2λn−1 (Axn −Axn−1, z − xn)+

+ 2λn−1 (Axn −Axn−1, xn − xn+1) . (24)

Використовуючи правило обчислення λn+1, оцiнимо зверху доданок

2λn−1 (Axn −Axn−1, xn − xn+1)

в нерiвностi (24). Маємо

2λn−1 (Axn −Axn−1, xn − xn+1) ≤ 2λn−1 ∥Axn −Axn−1∥ ∥xn − xn+1∥ ≤

≤ 2τ
λn−1

λn
∥xn − xn−1∥ ∥xn+1 − xn∥ ≤

≤ τ
λn−1

λn
∥xn − x−1∥2 + τ

λn−1

λn
∥xn − xn+1∥2 .

Приходимо до нерiвностi

∥z − xn+1∥2 + 2λn (Axn −Axn+1, xn+1 − z) + τ
λn

λn+1
∥xn+1 − xn∥2 ≤

≤ ∥z − xn∥2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) + τ
λn−1

λn
∥xn − xn−1∥2−

−
(
1− τ

λn−1

λn
− τ

λn

λn+1

)
∥xn+1 − xn∥2,

що i потрiбно було довести. �

Сформулюємо основний результат про збiжнiсть алгоритму 3.

Теорема 5 (Семенов–Сiрик–Харьков, [7]). Нехай C — непорожня опукла
та замкнена пiдмножина гiльбертового простору H, A : H → H — мо-
нотонний та лiпшицевий оператор, S ̸= ∅. Тодi послiдовнiсть (xn), що
породжена алгоритмом 3, слабко збiгається до деякої точки z ∈ S.

Доведення. Нехай z′ ∈ S. Для функцiї Ляпунова

Wn = ∥z′ − xn∥2 + 2λn−1

(
Axn−1 −Axn, xn − z′

)
+ τ

λn−1

λn
∥xn − xn−1∥2,
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має мiсце нерiвнiсть леми 7

Wn+1 ≤ Wn −
(
1− τ

λn−1

λn
− τ

λn

λn+1

)
∥xn+1 − xn∥2.

Оскiльки iснує границя lim
n→∞

λn > 0, то

1− τµ
λn−1

λn
− τ

λn

λn+1
→ 1− 2τµ ∈ (0, 1) при n → ∞.

Покажемо, що Wn ≥ 0 для всiх достатньо великих n ∈ N. Маємо

Wn =
∥∥xn − z′

∥∥2 + 2λn−1

(
Axn−1 −Axn, xn − z′

)
+ τ

λn−1

λn
∥xn−1 − xn∥2 ≥

≥
∥∥xn − z′

∥∥2 − 2λn−1 ∥Axn−1 −Axn∥
∥∥xn − z′

∥∥+ τ
λn−1

λn
∥xn−1 − xn∥2 ≥

≥
∥∥xn − z′

∥∥2 − 2τ
λn−1

λn
∥xn − xn−1∥

∥∥xn − z′
∥∥+ τ

λn−1

λn
∥xn−1 − xn∥2 ≥

≥
(
1− τ

λn−1

λn

)∥∥xn − z′
∥∥2 .

Оскiльки iснує таке n0 ∈ N, що 1 − τ λn−1

λn
> 0 для всiх n ≥ n0, то Wn ≥ 0

починаючи з n0.
Тепер з леми 2 можемо зробити висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
∥z′ − xn∥2 + 2λn−1

(
Axn−1 −Axn, xn − z′

)
+ τ

λn−1

λn
∥xn − xn−1∥2

)
та

∞∑
n=1

(
1− τ

λn−1

λn
− τ

λn

λn+1

)
∥xn+1 − xn∥2 < +∞.

Звiдки отримуємо обмеженiсть послiдовностi (xn) та

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0.

Оскiльки

lim
n→∞

(
2λn−1

(
Axn−1 −Axn, xn − z′

)
+ τ

λn−1

λn
∥xn − xn−1∥2

)
= 0,

то збiгаються послiдовностi (∥z′ − xn∥) для всiх z′ ∈ S.
Далi, мiркуваннями з доведення теореми 1, прийдемо до потрiбного ре-

зультату. �
Зауваження 8. Для операторного рiвняння

знайти x ∈ H : Ax = 0

алгоритм 3 дає такий iтерацiйний процес
xn+1 = xn − λnAxn − λn−1 (Axn −Axn−1) ,

λn+1 =

{
min

{
λn, τ

∥xn+1−xn∥
∥Axn+1−Axn∥

}
, якщо Axn+1 ̸= Axn,

λn, iнакше.
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7. Регуляризований алгоритм операторної екстраполяцiї

Спираючись на вiдомий метод Гальперна апроксимацiї нерухомих точок
нерозтягуючих операторiв [26,32] у роботi [13] побудовано такий регуляри-
зований варiант алгоритму 1.

Алгоритм 4. Регуляризований алгоритм.

Задаємо елементи y ∈ H, x0 = x1 ∈ C, послiдовнiсть додатнiх чисел (λn)
та таку послiдовнiсть (αn), що

αn ∈ (0, 1) , lim
n→∞

αn = 0,

∞∑
n=1

αn = +∞.

Iтерацiї: Генеруємо послiдовнiсть (xn) за допомогою схеми

xn+1 = PC (αny + (1− αn)xn − λnAxn−
− (1− αn)λn−1 (Axn −Axn−1)) .

Вiдносно додатнiх параметрiв λn припустимо виконання такої умови:

0 < inf
n

λn ≤ sup
n

λn < 1
2L . (25)

Доведемо, що послiдовнiсть (xn), що породжена алгоритмом 4, сильно
збiгається до проєкцiї точки y на множину S.

Зауваження 9. Для пошуку нормального розв’язку операторного рiвня-
ння Ax = 0 можна використати схему

xn+1 = (1− αn)xn − λnAxn − (1− αn)λn−1 (Axn −Axn−1) .

Лема 8 (Семенов–Харьков, [13]). Для послiдовностi (xn), що породжена
алгоритмом 4, виконується нерiвнiсть

∥xn+1 − z∥2 + 2λn (Axn −Axn+1, xn+1 − z) +
1

2
∥xn+1 − xn∥2 ≤

≤ (1− αn)

(
∥xn − z∥2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) +

1

2
∥xn − xn−1∥2

)
+

+ αn ∥y − z∥2 − αn ∥y − xn+1∥2−

−
(
1

2
− αn − (1− αn)λn−1L

)
∥xn+1 − xn∥2−

− (1− αn)

(
1

2
− λn−1L

)
∥xn − xn−1∥2 , (26)

де z ∈ S.
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Лема 9 (Семенов–Харьков, [13]). Для послiдовностi (xn), що породжена
алгоритмом 4, виконується нерiвнiсть

∥xn+1 − z∥2 + 2λn (Axn −Axn+1, xn+1 − z) +
1

2
∥xn+1 − xn∥2 ≤

≤ (1− αn)

(
∥xn − z∥2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) +

1

2
∥xn − xn−1∥2

)
+

+ 2αn (y − z, xn+1 − z)−
(
1

2
− αn − (1− αn)λn−1L

)
∥xn+1 − xn∥2−

− (1− αn)

(
1

2
− λn−1L

)
∥xn − xn−1∥2 , (27)

де z ∈ S.

Лема 10 (Семенов–Харьков, [13]). Нехай виконана умова (25). Тодi поро-
джена алгоритмом 4 послiдовнiсть (xn) є обмеженою.

Доведення. Оскiльки

0 < inf
n

λn ≤ sup
n

λn < 1
2L , lim

n→∞
αn = 0,

то iснує такий номер n0 ≥ 1, що
1

2
− αn − (1− αn)λn−1L =

1

2
− λn−1L− αn (1− λn−1L) > 0 (28)

та

(1− αn)

(
1

2
− λn−1L

)
> 0. (29)

З (26) та (28), (29) випливає, що для n ≥ n0 виконується нерiвнiсть

ξn+1 ≤ (1− αn) ξn + αn ∥y − z∥2 , (30)

де

ξn = ∥xn − z∥2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) +
1

2
∥xn − xn−1∥2 , z ∈ S.

Оцiнимо знизу ξn. Маємо

ξn = ∥xn − z∥2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) +
1

2
∥xn − xn−1∥2 ≥

≥ ∥xn − z∥2 − 2λn−1 ∥Axn−1 −Axn∥ ∥xn − z∥+ 1

2
∥xn−1 − xn∥2 ≥

≥ ∥xn − z∥2 − 2λn−1L ∥xn−1 − xn∥ ∥xn − z∥+ 1

2
∥xn−1 − xn∥2 ≥

≥ (1− λn−1L) ∥xn − z∥2 +
(
1

2
− λn−1L

)
∥xn − xn−1∥2 ≥ 0. (31)

З нерiвностей (30) та (31) випливає обмеженiсть послiдовностей (ξn) та
(xn), що i потрiбно було довести. �

Сформулюємо основний результат.
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Теорема 6. Нехай C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина гiль-
бертового простору H, A : H → H — монотонний та лiпшицевий на
множинi C оператор, S ̸= ∅, y ∈ H, виконується умова (25). Тодi послi-
довнiсть (xn), що породжена алгоритмом 4, сильно збiгається до точки
z = PSy.

Доведення. Нехай z = PSy. З леми 10 випливає iснування такого числа
M ≥ 0, що

|(y − z, xn+1 − z)| ≤ M

для всiх n ≥ 1. Тодi з леми 9 випливає нерiвнiсть

ξn+1 − ξn + αnξn +

(
1

2
− αn − (1− αn)λn−1L

)
∥xn+1 − xn∥2+

+ (1− αn)

(
1

2
− λn−1L

)
∥xn − xn−1∥2 ≤ 2αnM, (32)

де

ξn = ∥xn − z∥2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) +
1

2
∥xn − xn−1∥2 .

Розглянемо числову послiдовнiсть (ξn). Можливi два варiанти:
a) iснує номер n̄ ≥ 1 такий, що ξn+1 ≤ ξn для всiх n ≥ n̄;
b) iснує зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk) така, що ξnk+1 > ξnk

для всiх k ≥ 1.
Спочатку розглянемо варiант a). В цьому випадку iснує lim

n→∞
ξn. Оскiльки

ξn+1−ξn → 0, αn → 0 та виконуються нерiвностi (32), то при n → ∞ маємо

∥xn+1 − xn∥ → 0. (33)

Покажемо, що всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать
множинi S. Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk

), що слабко збiгається до де-
якої точки w ∈ H. Ясно, що w ∈ C. Покажемо, що w ∈ S. Маємо

(xnk+1 − αnk
y − (1− αnk

)xnk
+ λnk

Axnk
+

+(1− αnk
)λnk−1 (Axnk

−Axnk−1) , y − xnk+1) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Звiдки, використовуючи монотоннiсть оператора A, виводимо оцiнку

(Ay, y − xnk
) + (Axnk

, xnk
− xnk+1) ≥ (Axnk

, y − xnk+1) ≥

≥ 1

λnk

(αnk
(y − xnk

) + xnk
− xnk+1, y − xnk+1)−

− (1− αnk
)
λnk−1

λnk

(Axnk
−Axnk−1, y − xnk+1) ∀y ∈ C.

З lim
n→∞

αn = 0, обмеженостi послiдовностi (xn), (33) та лiпшицевостi опе-
ратора A випливає

lim inf
k→∞

(Ay, y − xnk
) ≥ 0 ∀y ∈ C.
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З iншого боку

(Ay, y − w) = lim
k→∞

(Ay, y − xnk
) = lim inf

k→∞
(Ay, y − xnk

) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Отже, w ∈ S.
Доведемо, що

lim sup
n→∞

(y − z, xn+1 − z) ≤ 0. (34)

Розглянемо таку пiдпослiдовнiсть (xnk
), що

lim
k→∞

(y − z, xnk
− z) = lim sup

n→∞
(y − z, xn+1 − z) .

Можна вважати, що xnk
⇀ w ∈ S. Тодi отримуємо

lim
k→∞

(y − z, xnk
− z) = (y − z, w − z) = (y − PSy, w − PSy) ≤ 0,

чим доводимо (34).
Тепер з (34), нерiвностi

ξn+1 ≤ (1− αn) ξn + 2αn (y − z, xn+1 − z) ,

що виконується для достатньо великих n, та леми 3 робимо висновок, що

ξn = ∥xn − z∥2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) +
1

2
∥xn − xn−1∥2 → 0.

З (31) отримуємо
lim
n→∞

∥xn − z∥ = 0.

Розглянемо варiант b). В цьому випадку iснує неспадна послiдовнiсть
номерiв (mk) з властивостями (лема 4):

i) mk → +∞;
ii) ξmk+1 ≥ ξmk

для всiх k ≥ n1;
iii) ξmk+1 ≥ ξk для всiх k ≥ n1.

З нерiвностi леми 9, (31) та ii) випливає(
1

2
− αmk

− (1− αmk
)λmk−1L

)
∥xmk+1 − xmk

∥2+

+ (1− αmk
)

(
1

2
− λmk−1L

)
∥xmk

− xmk−1∥2 ≤ 2αmk
M.

Звiдки
lim
k→∞

∥xmk+1 − xmk
∥ = lim

k→∞
∥xmk

− xmk−1∥ = 0.

Мiркуваннями, що подiбнi вищевикладеним, доводимо, що слабкi частковi
границi послiдовностi (xmk

) належать множинi S. З тотожностi

(y − z, xmk+1 − z) = (y − z, xmk
− z) + (y − z, xmk+1 − xmk

)

отримуємо

lim sup
k→∞

(y − z, xmk+1 − z) = lim sup
k→∞

(y − z, xmk
− z) .

Як i ранiше отримуємо нерiвнiсть

lim sup
k→∞

(y − z, xmk+1 − z) ≤ 0.
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Далi маємо

ξmk+1 ≤ (1− αmk
) ξmk

+ 2αmk
(y − z, xmk+1 − z) ≤

≤ (1− αmk
) ξmk+1 + 2αmk

(y − z, xmk+1 − z) .

Звiдки, ураховуючи умову iii), отримуємо

ξk ≤ ξmk+1 ≤ 2 (y − z, xmk+1 − z) .

Таким чином,

lim sup
k→∞

ξk ≤ 2 lim sup
k→∞

(y − z, xmk+1 − z) ≤ 0.

Отже, limn→∞ ξn = 0 та, в свою чергу,

lim
n→∞

∥xn − z∥ = 0,

що i потрiбно було довести. �
Зауваження 10. Важливим питанням є дослiдження асимптотичної по-
ведiнки алгоритму 4 у ситуацiї C = H:

xn+1 = αny + (1− αn)xn − λnAxn − (1− αn)λn−1 (Axn −Axn−1) .

А саме, питання про поведiнку норми ∥Axn∥. На нашу думку повинна ви-
конуватись оцiнка

∥Axn∥ = O

(
1

n

)
.

Зауважимо, що в роботi [33] для екстраградiєнтного методу отримана оцiн-
ка

∥Axn∥ = O

(
1√
n

)
,

а в роботi [34] отримана оцiнка

∥Axn∥ = O

(
1

n

)
для екстраградiєнтного методу з регуляризацiєю Гальперна{

yn = xn + 1
n+2 (x0 − xn)− 1

8LAxn,

xn+1 = xn + 1
n+2 (x0 − xn)− 1

8LAyn.

Зауваження 11. Параметри λn алгоритму 4 задавалась виходячи з умови
(25). Тобто, явно використовувалась iнформацiя про константи лiпшицево-
стi оператора A. Схема з статей [9, 10] дозволяє побудувати модифiкацiю
алгоритму 4 з адаптивним вибором величини λn, що не вимагає знання
лiпшицевих констант операторiв та процедур типу лiнiйного пошуку.

Зауваження 12. Вiдштовхуючись вiд результатiв робiт [9–11] можна отри-
мати аналог алгоритму 4 з узагальненою проєкцiю Альбера для розв’-
язання варiацiйних нерiвностей в рiвномiрно опуклих та рiвномiрно глад-
ких банахових просторах.
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Заключнi зауваження

У статтi розглянуто новi iтерацiйнi алгоритми для розв’язання варiацiй-
них нерiвностей в гiльбертових просторах. Данi алгоритми є модифика-
цiями вiдомого «forward-reflected-backward algorithm», що запропонований
в [2].

А саме, доведено слабку збiжнiсть алгоритму операторної екстраполя-
цiї та отримано сублiнiйну оцiнку ефективностi для функцiї зазору. Дове-
дено сильну збiжнiсть алгоритму операторної екстраполяцiї для варiацiй-
них нерiвностей з рiвномiрно монотонними операторами. Доведено лiнiйну
швидкiсть збiжностi алгоритму операторної екстраполяцiї для варiацiйних
нерiвностей з операторами, що задовольняють умову типу узагальненої
сильної монотонностi. Розглянуто адаптивний та регуляризований варiан-
ти алгоритму.

Для пiдготовки статтi використано результати робiт [6–18].
Робота виконана за фiнансової пiдритмки МОН України (проєкт «Обчи-

слювальнi алгоритми i оптимiзацiя для штучного iнтелекту, медицини та
оборони», 0122U002026) та НАН України (проєкт «Новi субградiєнтнi та
екстраградiєнтнi методи для негладких задач регресiї», 0124U002162).
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