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вах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математич-

них наук за спецiальнiстю 01.01.05 – Теорiя ймовiрностей i математична ста-

тистика. – Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Мi-

нiстерство освiти i науки України, Київ, 2017.

У дисертацiйнiй роботi дослiджено задачi оптимального в середньоква-

дратичному сенсi оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень

стацiонарних послiдовностей та процесiв за спостереженнями з пропусками.

Задачi оцiнювання невiдомих значень випадкових послiдовностей та про-

цесiв є актуальними i важливими в теорiї випадкових процесiв, оскiльки отри-

манi результати можна застосувати при розв’язаннi проблем, що постають в

рiзних галузях наук, зокрема, економiцi, радiофiзицi, метеорологiї, океаногра-

фiї, статистичнiй оптицi тощо. Чимало дослiджуваних явищ можна описати

за допомогою моделей стацiонарних випадкових процесiв чи послiдовностей.

Проте, на практицi, переважно неможливо отримати спостереження процесу

у всi моменти часу. Таким чином, виникають проблеми оцiнювання впливу

пропущених значень на прогнозування майбутнiх значень процесу чи вiднов-

лення невiдомих значень процесу.

У роботi розглянуто задачi iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiльтрацiї лi-

нiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень стацiонарних послiдовностей за

спостереженнями з пропусками. Задачi середньоквадратично оптимального

лiнiйного оцiнювання сформульовано та розв’язано для стацiонарної послi-

довностi з стацiонарно зв’язаним шумом у випадку спостережень з пропу-

сками. У випадку спектральної визначеностi, тобто коли вiдомий вигляд спе-

ктральних щiльностей, застосовано метод ортогональних проекцiй, що був

запропонований А. М. Колмогоровим, та знайдено формули для обчислення

середньоквадартичних похибок та спектральних характеристик оцiнок лiнiй-



3

них функцiоналiв у задачах iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiльтрацiї. У ви-

падку, коли дослiджувана стацiонарна послiдовнiсть некорельована з стацiо-

нарною послiдовнiстю, що описує шум, та у випадку, коли спостереження не

забрудененi шумом, наведено формули для знаходження спектральних хара-

ктеристик та середньоквадратичних похибок оцiнок лiнiйних функцiоналiв.

Отриману теорiю застосовано до розв’язання задач прогнозування майбутнiх

значень, вiдновлення невiдомих значень та вiдокремлення даних вiд спостере-

жень з шумом для таких моделей стацiонарних послiдовностей: послiдовностi

авторегресiї, послiдовностi рухомого середнього та змiшана модель авторегре-

сiї та рухомого середнього.

У випадку спектральної невизначеностi, коли повна iнформацiя щодо ви-

гляду спектральних щiльностей стацiонарних послiдовностей неможлива, але

вказано клас їх допустимих значень, наведено означення найменш сприя-

тливих спектральних щiльностей та мiнiмаксних характеристик оцiнок фун-

кцiоналiв, з яких випливає метод розв’язання поставлених задач. Суть цього

методу, що має назву мiнiмаксного (робастного), полягає у вiдшуканнi та-

кої оцiнки, яка б мiнiзувала величину середньоквадратичної похибки одразу

для всiх щiльностей з заданого класу допустимих щiльностей. У випадку

некорельованих стацiонарних послiдовностей для деяких класiв допустимих

щiльностей розглянуто мiнiмакснi задачi iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiль-

трацiї стацiонарних послiдовностей з пропусками та наведено спiввiдношення

та формули, якi визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi та

мiнiмакснi характеристики.

Дослiджено задачi оцiнювання функцiоналiв вiд невiдомих значень ста-

цiонарних процесiв за спостереженнями з пропусками. Задачi iнтерполяцiї,

екстраполяцiї та фiльтрацiї дослiджуються для некорельованих мiж собою

процесiв у випадку спектральної визначеностi, коли вiдома спектральна стру-

ктура процесiв, та у випадку спектральної невизначеностi, коли задано лише

класи допустимих спектральних щiльностей. В першому випадку отримано

формули для обчислення середньоквадратичних похибок та спектральних ха-
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рактеристик оцiнок функцiоналiв. Для розв’язання задач оцiнювання у дру-

гому випадку застосовано мiнiмаксний (робастний) пiдхiд. Для деяких класiв

допустимих спектральних щiльностей знайдено спiввiдношення, що визнача-

ють найменш сприятливi щiльностi та мiнiмакснi характеристики оцiнок.

Ключовi слова: стацiонарна стохастична послiдовнiсть, стацiонарний сто-

хастичний процес, оптимальна оцiнка, спектральна характеристика, середньо-

квадратична похибка, мiнiмаксна (робастна) оцiнка, найменш сприятлива

спектральна щiльнiсть, мiнiмаксна спектральна характеристика.

ABSTRACT

Sidei M. I. Estimates of functionals from stationary processes with

missing observations. – Manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sci-

ences degree on the speciality 01.01.05 – Probability theory and mathematical

statistics.– Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ministry of Education

and Science of Ukraine, Kyiv, 2017.

The work is devoted to the investigation of problems of the mean-square opti-

mal linear estimation of functionals of unknown values of stationary sequences

and processes with missing values.

The development of the theory of estimating the unknown values of stationary

processes is an important problem in the theory of random processes, since the

obtained results can be used to solve the problems that arise in various branches of

science, in particular, economics, radiophysics, meteorology, oceanography, stati-

stical optics, etc. The objects that are investigated in these branches of science can

be represented in the form of the stationary stochastic processes or sequences. In

practice it is impossible to get observations at all points of time. So the problems

of estimation of the influence of missing values on the prediction of the future

values of the process or data retrieval arise.

The problems of interpolation, extrapolation and filtering of the linear functi-

onals which depend on the unknown values of stationary sequences and processes

with missing values are considered in two cases: in the case of spectral certai-



5

nty, when spectral densities of the observed sequences and processes are exactly

known, and in the case of spectral uncertainty, when full information on densities

is unavailable but the sets of admissible spectral densities are given.

In the case of discrete time we consider sequences which are stationary correlated

with the noise. When the spectral structure of the observed stationary sequences

is exactly known we use the orthogonal projection method of estimation which

was proposed by A. N. Kolmogorov and we obtain formulas that determine the

spectral characteristics and values of mean-square errors of estimates of the linear

functionals. As corollaries we get the analogous formulas for the case when the

stationary sequence is uncorrelated with the noise and the case when sequence is

observed without noise.

In the case of continuous time we consider processes which are uncorrelated

with the noise and processes which are observed without noise. For both cases

formulas for calculating spectral characteristics and values of mean-square errors

of the optimal estimates of the linear functionals are obtained. These results can

be used in the theory of random processes and optimization theory, but in most

cases in practice the information on spectral densities (spectral structure) is not

complete and this method is not effective. If it is possible to describe sets of admi-

ssible values of densities, one can use the minimax-robust method of estimating.

This method is to find the estimate that minimizes the maximum value of the

mean-square error for all densities from the certain class of admissible densiti-

es. For given classes of admissible spectral densities formulas and relations that

determine the least favorable spectral densities and the minimax characteristics

of optimal estimates of the linear functionals are found.

The main results obtained in the work are the following:

— formulas for calculating spectral characteristics and values of mean-square

errors of the optimal estimates of the linear functionals which depend

on unknown values of the stochastic stationary sequences with missing

values are obtained under condition of spectral certainty, when the spectral

structure of the sequence is exactly known;
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— problems of minimax interpolation, extrapolation and filtering of the functi-

onals of unknown values of the stochastic stationary sequences with missi-

ng values are solved under the condition of spectral uncertainty, formulas

and relations that determine the least favorable spectral densities and the

minimax characteristics of optimal estimates of the linear functionals are

proposed;

— formulas which allow to calculate spectral characteristics and values of

the mean-square errors of the optimal estimates of the linear functionals

which depend on unknown values of the stochastic stationary processes

with missing values are obtained under the condition of spectral certainty;

— problems of minimax interpolation, extrapolation and filtering of functi-

onals of the stationary processes with missing values are stated and solved

in the case of spectral uncertainty, formulas and relations for finding the

least favorable spectral densities and the minimax characteristics of opti-

mal estimates of functionals are derived.

Results can be used in the theory of stochastic processes and applied to solvi-

ng problems in the theory of time series, econometrics, in signal processing and

predicting. The work contains examples of the application of obtained theory. In

particular, we solve the problem of prediction of the future values and interpolati-

on for the autoregressive sequences and show the influence of one missing value

on the mean-square error of the linear estimate of the functional in the case of

discrete time.

Keywords: stationary sequence with missing observations, stationary process

with missing observations, optimal estimate, spectral characteristic, mean-square

error, minimax (robust) estimate, least favorable spectral density, minimax spectral

characteristic.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. В епоху iнформацiйного суспiльства однiєю з ва-

жливих задач є обробка зiбраних даних та прогнозування майбутнiх значень

на їх основi. Такi задачi виникають у рiзних галузях науки, зокрема теорiї

автоматичного регулювання, статистичнiй оптицi i радiофiзицi, метеорологiї,

астрономiї, океанографiї, статистичнiй гiдромеханiцi тощо. Чимало явищ, що

дослiджуються, можна описати за допомогою моделей стацiонарних проце-

сiв та послiдовностей. Тому й виникають питання про оцiнювання невiдомих

значень стацiонарних випадкових процесiв.

Постановка задач екстраполяцiї, iнтерполяцiї та фiльтрацiї i методiв їх

розв’язання належить А. М. Колмогорову. Задача екстраполяцiї стацiонар-

них процесiв дослiджується у роботах А. М. Яглома, Н. Вiнера, М. Г. Крейна,

О. Ханнера, К. Карунена. Грунтовний виклад теорiї стацiонарних процесiв

можна знайти в книгах Ю. Розанова, П. Броквела та Р. Девiса. Серед ро-

бiт, в яких дослiджуються задачi оцiнювання невiдомих значень процесiв,

можна видiлити роботи, якi присвяченi оцiнкам значень стацiонарних проце-

сiв за спостереженнями з пропусками. Задачi оцiнювання невiдомих значень

стацiонарних процесiв за спостереженнями з пропусками дослiджувались у

роботах М. Поурахмадi, А.Г. Мiямi, Ю.Касахара, П. Бондона, М. Пелагаттi.

Запропонований А. М. Колмогоровим метод розв’язання задач оцiнюва-

ння невiдомих значень стацiонарних процесiв базується на припущеннi, що

вiдомi точнi значення спектральних щiльностей процесiв чи послiдовностей.

В умовах спектральної невизначеностi, коли задано лише множини допусти-

мих значень спектральних щiльностей, доцiльно шукати оцiнку, яка б мiнi-

мiзувала величину середньоквадратичної похибки одразу для всiх можливих

щiльностей iз заданого класу. Такий пiдхiд має назву мiнiмаксного i вперше

запропоновано У. Гренандером у 1957 роцi для задачi екстраполяцiї стацiо-
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нарного процесу. У 1985 роцi опублiковано статтю С. А. Кассама та Г. В. Пу-

ра, яка мiстить огляд робастних методiв обробки сигналiв для деяких моделей

спектральної невизначеностi. Задачi мiнiмаксної екстраполяцiї, iнтерполяцiї

та фiльтрацiї функцiоналiв вiд невiдомих значень стацiонарних процесiв та

послiдовностей дослiджено у роботах М. П. Моклячука. Задачi оптимально-

го оцiнювання для векторних стацiонарних послiдовностей та процесiв дослi-

джено М. П. Моклячуком та його учнем О. Ю. Масюткою. Для перiодичного

корельованих стацiонарних процесiв вiдповiднi задачi розв’язано М. П. Мо-

клячуком та його ученицею I. I. Голiченко. Результати дослiджень задач оцi-

нювання функцiоналiв вiд процесiв та послiдовностей з стацiонарними при-

ростами викладено в працях М. П. Моклячука та його учня М. М. Луза.

У дисертацiйнiй роботi дослiджуються задачi середньоквадратично опти-

мального оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень стацiо-

нарних послiдовностей та процесiв за спостереженнями з пропусками. Зада-

чi дослiджено в умовах спектральної визначеностi, коли вiдомi спектральнi

щiльностi процесiв та послiдовностей, та в умовах спектральної невизначено-

стi, коли точнi значення спектральних щiльностей невiдомi, а задано лише

класи допустимих значень спектральних щiльностей.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ро-

бота виконана у рамках державної бюджетної науково-дослiдної теми

№11БФ038-02 “Еволюцiйнi системи: дослiдження аналiтичних перетворень,

випадкових флуктуацiй та статистичних закономiрностей” (номер державної

реєстрацiї 0111U006561) i №16БФ038-02 «Дослiдження та статистичний ана-

лiз асимптотичної поведiнки складних стохастичних неоднорiдних динамi-

чних систем» (номер державної реєстрацiї 0116U002530) кафедри теорiї ймо-

вiрностей, статистики та актуарної математики механiко-математичного фа-

культету Київського Нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, що

входить до комплексного тематичного плану науково-дослiдних робiт “Суча-

снi математичнi проблеми природознавства, економiки та фiнансiв”.
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Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є розв’язання задач

середньоквадратично оптимального оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд

невiдомих значень стацiонарних послiдовностей та процесiв за спостереже-

ннями з пропусками. Вивчаються задачi екстраполяцiї, iнтерполяцiї та фiль-

трацiї стацiонарних послiдовностей та процесiв за спостереженнями з про-

пусками. Завданням дослiдження є виведення формул для обчислення сере-

дньоквадратичних похибок та спектральних характеристик оптимальних оцi-

нок функцiоналiв за умов спектральної визначеностi, коли вiдома спектраль-

на структура процесiв i послiдовностей, та встановлення спiввiдношень для

знаходження найменш сприятливих спектральних щiльностей та мiнiмаксних

спектральних характеристик оптимальних оцiнок функцiоналiв в умовах спе-

ктральної невизначеностi, коли задано лише класи допустимих значень спе-

ктральних щiльностей.

Об’єктом дослiдження є стацiонарнi послiдовностi та процеси з пропу-

сками спостережень.

Предметом дослiдження є задачi оптимального в середньоквадрати-

чному сенсi оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень стацiо-

нарних послiдовностей та процесiв за спостереженнями з пропусками.

Методи дослiдження. У роботi використано основнi положення спе-

ктральної теорiї стацiонарних послiдовностей та процесiв для знаходження

оптимальних оцiнок лiнiйних функцiоналiв. Формули для обчислення спе-

ктральних характеристик та середньоквадратичних похибок оптимальних оцi-

нок в умовах спектральної визначеностi знаходяться за допомогою методу ор-

тогональних проекцiй в гiльбертових просторах запропонованого А.М. Кол-

могоровим. В умовах спектральної невизначеностi для розв’язання екстре-

мальних задач застосовуються методи опуклої оптимiзацiї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати, отриманi

в дисертацiї, є новими. Основнi з них наступнi:

— розв’язано задачi оптимального в середньоквадратичному сенсi оцi-
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нювання лiнiйних функцiоналiв вiд стацiонарних послiдовностей та

процесiв за спостереженнями з пропусками (задачi екстраполяцiї, iн-

терполяцiї та фiльтрацiї);

— виведено формули для обчислення спектральних характеристик та се-

редньоквадратичних похибок оптимальних оцiнок лiнiйних функцiо-

налiв у випадку спектральної визначеностi, коли задано явний вигляд

спектральних щiльностей стацiонарних послiдовностей та процесiв;

— встановлено спiввiдношення та формули для визначення найменш спри-

ятливих спектральних щiльностей та мiнiмаксних спектральних хара-

ктеристик оптимальних оцiнок лiнiйних функцiоналiв у випадку спе-

ктральної невизначеностi для заданих класiв допустимих спектраль-

них щiльностей, застосовуючи мiнiмаксний пiдхiд.

Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi в роботi

результати мають теоретичне значення при вивченнi теорiї випадкових про-

цесiв, а саме теорiї стацiонарних послiдовностей та процесiв, та практичне

застосування у задачах теорiї часових рядiв, теорiї передачi iнформацiї, фi-

нансової математики. Результати дослiдження можуть бути використанi при

розв’язаннi задач оцiнювання невiдомих значень стацiонарних процесiв i по-

слiдовностей, що спостерiгаються з пропусками за їх спостереженнями з шу-

мом чи без.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи

отриманi здобувачем самостiйно. За результатами дисертацiї опублiкувано

п’ять наукових робiт у фахових виданнях та одна стаття в електронному ви-

даннi. Всi роботи опублiкованi у спiвавторствi з науковим керiвником, профе-

сором Моклячуком М. П. В роботах спiвавтору належать постановка задач,

загальне керiвництво роботою та обговорення результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйного дослi-

дження доповiдалися та обговорювалися на наукових конференцiях та нау-

кових семiнарах, а саме:



16

1. International Conference “Stochastic Processes in Abstract Spaces” (Kyiv,

2015)

2. Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiр-

ностей та математичного аналiзу” (Iвано-Франкiвськ, 2016);

3. XIV мiжнародна науково-практична конференцiя студентiв, аспiран-

тiв та молодих науковцiв “Шевченкiвська весна” (Київ, 2016)

4. ХVII мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка М. Кравчука

(Київ, 2016);

5. Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiр-

ностей та математичного аналiзу” (Iвано-Франкiвськ, 2017);

6. Засiдання наукового семiнару кафедри теорiї ймовiрностей, статисти-

ки та актуарної математики механiко-математичного факультету Ки-

ївського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка пiд ке-

рiвництвом проф. Ю. С. Мiшури та проф. Ю. В. Козаченка (м. Київ,

2017);

7. Засiдання наукового семiнару кафедри системного аналiзу та теорiї

прийняття рiшень факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Ки-

ївського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка пiд керiв-

ництвом проф. Наконечного О. Г. (м. Київ, 2017);

8. Засiдання наукового семiнару кафедри теоретичної та прикладної ста-

тистики механiко-математичного факультету Львiвського нацiональ-

ного унiверситету iменi Iвана Франка пiд керiвництвом проф. Єлей-

ка Я. I. (м. Львiв, 2017);

Публiкацiї. За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 11 на-

укових публiкацiй. З них

— 6 статей [19], [77]–[81] у фахових виданнях, серед яких 3 статтi [19],

[79], [80] у наукових фахових виданнях України, одна стаття [19] з

яких надрукована у журналi, англомовна версiя якого включена до

наукометричної бази Scopus, 2 статтi [77], [78] у iноземному журналi,
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що включений до наукометричної бази Scopus та 1 стаття в електрон-

ному журналi [81];

— 5 тез доповiдей на наукових конференцiях [20] - [22], [29], [82].

Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається з анотацiї, всту-

пу, 3 роздiлiв, якi мiстять пiдроздiли, висновкiв, списку використаних дже-

рел, який мiстить 101 найменувань та додатку. Повний обсяг роботи – 184

сторiнок, в тому числi 160 сторiнок основного тексту.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, вказано зв’язок роботи з нау-

ковими програмами, планами, темами, встановлено мету i завдання, об’єкт,

предмет та методи дослiдження, наведено наукову новизну та практичне зна-

чення отриманих результатiв, особистий внесок здобувача та короткий змiст

роботи.

Перший роздiл мiстить огляд лiтератури, пов’язаної з темою дисертацiї,

та стислий опис праць, де дослiджувались проблеми схожi з розглянутими в

дисертацiйнiй роботi.

У першому пiдроздiлi другого роздiлу наведено означення та основнi

твердження спектральної теорiї стацiонарних послiдовностей.

У другому пiдроздiлi другого роздiлу дослiджено задачу iнтерполяцiї,

тобто середньоквадратично оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала

Asξ =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)ξ(j),

вiд невiдомих значень стацiонарної послiдовностi ξ(j) за даними спостере-

жень послiдовностi в точках j ∈ Z\S, де Ml =
l∑

k=0

(Nk + Kk), N0 = K0 = 0,

S =
s−1⋃
l=0

{Ml,Ml+1, . . . ,Ml + Nl+1}. Оптимальна лiнiйна оцiнка Âsξ функцiо-

нала Asξ має вигляд

Âsξ =

π∫
−π

h(eiλ)Z(dλ),

де h(eiλ) – спектральна характеристика оцiнки. У випадку спектральної ви-
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значеностi, коли спектральна щiльнiсть стацiонарної послiдовностi вiдома,

знайдено формули для обчислення середньоквадратичної похибки та спе-

ктральної характеристики лiнiйної оцiнки функцiонала Asξ.

Теорема 0.1. Нехай ξ(j) – стацiонарна стохастична послiдовнiсть з

спектральною щiльнiстю f(λ) такою, що
π∫
−π
f−1(λ)dλ < ∞. Середньоква-

дратичну похибку ∆(h, f) та спектральну характеристику h(eiλ) опти-

мальної лiнiйної оцiнки Âsξ функцiонала Asξ за даними спостережень по-

слiдовностi ξ(j) при j ∈ Z\S, де S =
s−1⋃
l=0

{Ml, . . . ,Ml + Nl+1} можна обчи-

слити за формулами

h(eiλ) =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)eijλ −

 s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

(
B−1
s ~as

)
j
eijλ

 ∞∑
m=−∞

rme
imλ, (1)

∆(h; f) =< B−1
s ~as, ~as >,

де ~as – вектор побудований з коефiцiєнтiв, що визначають функцiонал Asξ,

~as = (~a1,~a2, . . . , ~as), ~ak = (a(Mk−1), . . . , a(Mk−1 + Nk)), k = 1, . . . , s, Bs –

матриця розмiрностi q × q, q = N1 +N2 + . . .+Ns + s,

Bs =


B11 B12 . . . B1s

B21 B22 . . . B2s

... ... . . . ...

Bs1 Bs2 . . . Bss

 ,

де Bmn – матрицi розмiрностi (Nm + 1)× (Nn + 1), якi утворенi коефiцiєн-

тами Фур’є функцiї f−1(λ)

Bmn(k, j) =
1

2π

π∫
−π

f−1(λ)e−i(k−j)λdλ = rk−j, m, n = 1, . . . , s,

k = Mm−1, . . . , Mm−1 +Nm, j = Mn−1, . . . , Mn−1 +Nn.

Вказаними результатами можна користуватись лише у випадку, коли вi-

домо точний вигляд спектральної щiльностi. У випадку, коли задано лише

клас допустимих спектральних щiльностей застосовується мiнiмаксний ме-

тод оцiнювання функцiоналiв.



19

Означення 0.1. Для заданого класу спектральних щiльностей D спе-

ктральна щiльнiсть f0(λ) ∈ D називається найменш сприятливою в D для

оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо

∆ (f0) = ∆ (h (f0) ; f0) = max
f∈D

∆ (h (f) ; f) .

Означення 0.2. Для заданого класу спектральних щiльностей D спе-

ктральна характеристика h0(eiλ) оптимальної оцiнки функцiонала Asξ нази-

вається мiнiмаксною (робастною), якщо

h0(eiλ) ∈ HD =
⋂
f∈D

Ls2(f), min
h∈HD

max
f∈D

∆ (h; f) = sup
f∈D

∆
(
h0; f

)
.

Лема 0.1. Спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ D найменш сприятлива в

класi D для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо кое-

фiцiєнти Фур’є функцiї f−1
0 (λ) задають матрицю B0

s , що визначає розв’язок

екстремальної задачi

max
f∈D

< B−1
s ~as, ~as >=< (B0

s)
−1~as, ~as > .

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0) обчислюється за фор-

мулою (1) за умови, що h(f0) ∈ HD.

У пiдроздiлах 2.2.3, 2.2.4 та 2.2.5 розглянуто задачi мiнiмаксного оцiнюва-

ння функцiонала Asξ, коли спектральна щiльнiсть f(λ) належить до одного

з класiв допустимих спектральних щiльностей

D−0 =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

f−1(λ)dλ > P

 ,

DW =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

f−1(λ) cos(wλ)dλ = rw , w = 0, 1, . . . ,W

 ,

Du
v =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣0 6 v(λ) 6 f(λ) 6 u(λ),
1

2π

π∫
−π

f−1(λ)dλ = P

 .

У третьому пiдроздiлi другого роздiлу дослiджено задачу iнтерполя-

цiї, тобто оптимального в середньоквадратичному сенсi оцiнювання лiнiйного

функцiонала
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Asξ =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)ξ(j),

вiд невiдомих значень стацiонарної стохастичної послiдовностi ξ(j) за даними

спостережень послiдовностi ξ(j)+η(j) в точках j ∈ Z\S, де η(j) – стацiонарно

зв’язана з ξ(j) стацiонарна послiдовнiсть, Ml =
l∑

k=0

(Nk + Kk), N0 = K0 = 0,

S =
s−1⋃
l=0

{Ml, . . . , Ml + Nl+1}. Оптимальна лiнiйна оцiнка функцiонала Asξ

має вигляд

Âsξ =

π∫
−π

h(eiλ)Zξ+η(dλ).

Теорема 0.2. Нехай ξ(j), η(j) – стацiонарнi стохастичнi послiдовностi

з матрицею спектральних щiльностей F (λ) =

 f(λ) fξη(λ)

fηξ(λ) g(λ)

 такою,

що виконується умова мiнiмальностi
π∫

−π

1

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ <∞. (2)

Спектральну характеристику h(eiλ) та величину середньоквадратичної по-

хибки ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Asξ вiд невiдомих

значень послiдовностi ξ(j) за даними спостережень послiдовностi ξ(j) +

η(j), j ∈ Z\S можна обчислити за формулами

h(eiλ) =
As(e

iλ)(f(λ) + fξη(λ))

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
−

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

(B−1
s Rs~as)ke

ikλ

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
,

(3)

∆(h;F ) = 〈Rs ~as,B
−1
s Rs ~as〉+ 〈Qs ~as, ~as〉,

де Bs,Rs,Qs – матрицi з елементами, що задаються наступними форму-

лами, j, k ∈ S,

Bs
j,k =

1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
1

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ,
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Rs
j,k =

1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ) + fξη(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ,

Qs
j,k =

1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ)g(λ)− fξη(λ)fηξ(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ.

Наслiдок 0.1. Нехай ξ(j), η(j) – некорельованi стацiонарнi стохасти-

чнi послiдовностi, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких

виконується умова мiнiмальностi
π∫

−π

1

f(λ) + g(λ)
dλ <∞. (4)

Спектральну характеристику h(eiλ) та величину середньоквадратичної по-

хибки ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Asξ вiд невiдомих

значень послiдовностi ξ(j) за даними спостережень послiдовностi ξ(j) +

η(j), j ∈ Z\S, можна обчислити за формулами

h(eiλ) = As(e
iλ)

f(λ)

f(λ) + g(λ)
−

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

(B−1
s Rs~as)ke

ikλ

f(λ) + g(λ)
,

(5)

∆(h; f, g) = 〈Rs~as,B
−1
s Rs~as〉+ 〈Qs~as, ~as〉,

де матрицi Rs, Bs, Qs визначаються наступними елементами вiдповiдно,

k, j ∈ S,

Rs
j,k =

1

2π

π∫
−π

e−i(j−k)λ f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλ,

Bs
j,k =

1

2π

π∫
−π

e−i(j−k)λ 1

f(λ) + g(λ)
dλ,

Qs
j,k =

1

2π

π∫
−π

e−i(j−k)λ f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
dλ.

У пунктi 2.3.2 розглянуто мiнiмаксний пiдхiд до задачi iнтерполяцiї ста-

цiонарної послiдовностi з шумом, що спостерiгається з пропусками.
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Лема 0.2. Спектральнi щiльностi f 0(λ), f 0
ξη(λ), f 0

ηξ(λ), g0(λ), що задо-

вольняють умову мiнiмальностi (2), формують матрицю спектральних

щiльностей F 0(λ) ∈ D, яка є найменш сприятливою в класi D для лiнiйної

оптимальної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо коефiцiєнти Фур’є фун-

кцiй
1

f 0(λ) + f 0
ξη(λ) + f 0

ηξ(λ) + g0(λ)
,

f 0(λ) + f 0
ξη(λ)

f 0(λ) + f 0
ξη(λ) + f 0

ηξ(λ) + g0(λ)
,

f 0(λ)g0(λ)− f 0
ξη(λ)f 0

ηξ(λ)

f 0(λ) + f 0
ξη(λ) + f 0

ηξ(λ) + g0(λ)

задають матрицi B0
s,R

0
s,Q

0
s, якi визначають розв’язок екстремальної за-

дачi

max
F∈D
〈Rs~a,B

−1
s Rs~a〉+ 〈Qs ~as, ~as〉 = 〈R0

s ~as, (B
0
s)
−1R0

s ~as〉+ 〈Q0
s ~as, ~as〉.

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(F 0) може бути обчислена

за формулою (3), якщо h(F 0) ∈ HD.

Лема 0.3. Нехай стацiонарнi послiдовностi ξ(j) та η(j) некорельованi.

Спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ), що задовольняють умову мiнiмально-

стi (4), найменш сприятливi в класi D = Df×Dg для оптимальної лiнiйної

iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо коефiцiєнти Фур’є функцiй

(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)g0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1

задають матрицi B0
s,R

0
s,Q

0
s, якi визначають розв’язок екстремальної за-

дачi

max
(f,g)∈Df×Dg

〈Rs~as,B
−1
s Rs~as〉+ 〈Qs~as, ~as〉 = 〈R0

s~as, (B
0
s)
−1R0

s~as〉+ 〈Q0
s~as, ~as〉.

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) обчислюється за

формулою (5) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

У пунктах 2.3.3, 2.3.4 та 2.3.5 розв’язано задачi мiнiмаксного оцiнювання

функцiонала Asξ у випадку, коли спектральнi щiльностi f(λ) та g(λ) на-

лежать класам допустимих спектральних щiльностей D0
f × D0

g, Du
v × Dε та
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D2
ε1
×D1

ε2
, де

D0
f =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

f(λ)dλ 6 P1

 , D0
g =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

g(λ)dλ 6 P2

 ,

Du
v =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣v(λ) 6 f(λ) 6 u(λ),
1

2π

π∫
−π

f(λ)dλ 6 P1

 ,

Dε =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣g(λ) = (1− ε)g1(λ) + εw(λ),
1

2π

π∫
−π

g(λ)dλ 6 P2

 ,

D2
ε1

=

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

|f(λ)− f1(λ)|2 dλ 6 ε1

 ,

D1
ε2

=

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

|g(λ)− g1(λ)| dλ 6 ε2

 .

У четвертому пунктi другого роздiлу дослiджено задачу екстраполя-

цiї, тобто оптимального в середньоквадратичному сенсi лiнiйного оцiнювання

функцiонала
Aξ =

∞∑
j=0

a(j)ξ(j),

вiд невiдомих значень стацiонарної стохастичної послiдовностi ξ(j) за даними

спостережень послiдовностi ξ(j)+η(j) в точках j ∈ Z−\S = {. . . ,−2,−1}\S,
де η(j) – стацiонарно зв’язана з ξ(j) стацiонарна послiдовнiсть, S =

s⋃
l=1

{−Ml−

Nl,−Ml −Nl + 1, . . . ,−Ml}, Ml =
l∑

k=0

(Nk + Kk), N0 = 0, K0 = 0. Позначимо

T = S ∪ {0, 1, . . .}.

Теорема 0.3. Нехай ξ(j) i η(j) – стацiонарнi стохастичнi послiдовно-

стi з матрицею спектральних щiльностей F (λ) такою, що виконана умова

мiнiмальностi (2). Припустимо, що коефiцiєнти {a(j), j = 0, 1, . . .}, якi ви-
значають функцiонал Aξ, задовольняють умови

∞∑
k=0

|a(k)| <∞,
∞∑
k=0

(k + 1) |a(k)|2 <∞.
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Спектральну характеристику h(eiλ) та величину середньоквадратичної по-

хибки ∆(h; f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Aξ вiд невiдомих

значень послiдовностi ξ(j) за даними спостережень послiдовностi ξ(j) +

η(j), j ∈ Z−\S, можна обчислити за формулами

h(eiλ) = A(eiλ)
f(λ) + fξη(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
−

∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
,

∆(h;F ) = 〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉,

де вектор ~a = (~as,~as−1, . . . ,~a1,~a) складається з компонент

~ak = (a(−Mk −Nk), a(−Mk −Nk + 1), . . . , a(−Mk)), k = 1, 2, . . . , s,

та вектора ~a = (a(0), a(1) . . .) побудованого з коефiцiєнтiв, якi визначають

функцiонал Aξ. B, R, Q – лiнiйнi оператори у просторi `2, що визначаю-

ться матрицями з елементами k, j ∈ T ,

bk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
1

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ,

rk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ) + fξη(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ,

qk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ)g(λ)− fξη(λ)fηξ(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ.

Зауважимо, що якщо потрiбно знайти лише прогноз стацiонарної послi-

довностi за даними спостережень з пропусками, то вектор ~a має вигляд ~a =

(0, 0, . . . , 0,~a), де першi |S| =
s∑

k=1

(Nk + 1) елементiв рiвнi нулю, а останнiй

елемент ~a = (a(0), a(1) . . .) побудований з коефiцiєнтiв, якi визначають фун-

кцiонал Aξ.

У пунктах 2.4.3, 2.4.4 та 2.4.5 для множин допустимих спектральних щiль-

ностейDW×D0,Du
v×Dε таD1

ε1
×Dε2 знайдено спiввiдношення, якi визначають

найменш сприятливi спектральнi щiльностi.
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У п’ятому пiдроздiлi другого роздiлу дослiджено задачу фiльтрацiї,

тобто оптимального в середньоквадратичному сенсi лiнiйного оцiнювання фун-

кцiонала

Aξ =
∑
j∈ZS

a(j)ξ(−j),

вiд невiдомих значень стацiонарної стохастичної послiдовностi ξ(j) за даними

спостережень послiдовностi ξ(j)+η(j) в точках j ∈ Z−\S, де η(j) – стацiонар-

но зв’язана з ξ(j) стацiонарна послiдовнiсть, S =
s⋃
l=1

{−(Ml + Nl), . . . ,−Ml},

ZS = {1, 2, . . .}\S+, S+ =
s⋃
l=1

{Ml, . . . ,Ml +Nl}, M0 = 0, N0 = 0.

Теорема 0.4. Нехай ξ(j), η(j) – корельованi мiж собою стацiонарнi сто-

хастичнi послiдовностi з матрицею спектральних щiльностей F (λ) та-

кою, що виконується умова мiнiмальностi (2). Припускаємо, що коефiцiєн-

ти {a(j), j ∈ ZS}, якi визначають функцiонал Aξ, задовольняють наступнi

умови ∑
k∈ZS

|a(k)| <∞,
∑
k∈ZS

(k + 1) |a(k)|2 <∞.

Спектральну характеристику h(eiλ) та величину середньоквадратичної по-

хибки ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Aξ вiд невiдомих

значень послiдовностi ξ(j) за даними спостережень послiдовностi ξ(j) +

η(j), j ∈ Z−\S можна обчислити за формулами

h(eiλ) = A(eiλ)
f(λ) + fξη(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
−

∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
,

∆(h;F ) = 〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉,

де вектор ~a має вигляд ~a = (~00,~a1,~01,~a2,~02, . . .~ai,~0i, . . . ,~as,~0s,~as+1), де ~00

складається з |S|+1 нулiв, |S| =
s∑

k=1

(Nk+1) – кiлькiсть пропускiв, вектори

~0i, i = 1, 2, . . . , s, складаються з Ni + 1 нулiв, iншi вектори побудованi з

коефiцiєнтiв, що визначають функцiонал Aξ, i мають вигляд

~a1 = (a(1), . . . , a(M1 − 1)),



26

~ai = (a(Mi−1 +Ni−1 + 1), . . . , a(Mi − 1)), i = 2, . . . , s,

~as+1 = (a(Ms +Ns + 1), a(Ms +Ns + 2), . . .).

B, R, Q – лiнiйнi оператори у просторi `2, що визначаються матрицями

з елементами, k, j ∈ T ,

bk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
1

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ,

rk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k+j)λ f(λ) + fξη(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ,

qk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ)g(λ)− fξη(λ)fηξ(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ.

У пiдроздiлах 2.5.3, 2.5.4 та 2.4.5 розв’язано задачi мiнiмаксного (роба-

стного) оцiнювання лiнiйного функцiонала Aξ у тому випадку, коли спе-

ктральнi щiльностi f(λ) та g(λ) належать класам допустимих щiльностей

Dε1 ×Dε2, D1
ε ×Du

v , D2
ε ×Du

v .

У першому пiдроздiлi третього роздiлу наведено означення стацiонар-

ного процесу та основнi твердження спектральної теорiї стацiонарних проце-

сiв.

У другому пiдроздiлi третього роздiлу дослiджено задачу iнтерполяцiї,

тобто оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала

Asξ =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

a(t)ξ(t)dt,

вiд невiдомих значень стацiонарного процесу ξ(t) за даними спостережень

процесу ξ(t) + η(t) при t ∈ R\S, S =
s⋃
l=1

[−Ml −Nl, . . . ,−Ml], Ml =
l∑

k=0

(Nk +

Kk), N0 = 0,K0 = 0. Оптимальна лiнiйна оцiнка функцiонала Asξ має вигляд

Âsξ =

∞∫
−∞

h(eiλ)(Zξ(dλ) + Zη(dλ)).
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Теорема 0.5. Нехай ξ(t), η(t) – некорельованi стацiонарнi стохастичнi

процеси, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких виконує-

ться умова мiнiмальностi

∞∫
−∞

|γ(λ)|2

f(λ) + g(λ)
dλ <∞, γ(λ) =

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

α(t)eitλdt, (6)

де γ(λ) – деяка ненульова функцiя експоненцiального типу. Спектральну ха-

рактеристику h(eiλ) та величину середньоквадратичної похибки ∆(h; f, g)

оцiнки функцiонала Asξ можна обчислити за формулами

h(eiλ) = As(e
iλ)

f(λ)

f(λ) + g(λ)
− Cs(e

iλ)

f(λ) + g(λ)
,

Cs(e
iλ) =

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

(B−1
s Rsa)(t)eitλdt, t ∈ S,

(7)

∆(h; f, g) = 〈Rs~a,B
−1
s Rs~a〉+ 〈Qs~a, ~a〉,

де Bs, Rs, Qs – лiнiйнi оператори в просторi L2(S), що задаються рiвно-

стями

(Bsx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) 1

f(λ) + g(λ)
dλdu,

(Rsx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu,

(Qsx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu,

x(t) ∈ L2(S), t ∈ S.

У пунктi 3.2.2 розглянуто мiнiмаксний (робастний) метод оцiнювання фун-

кцiоналiв у випадку спектральної невизначеностi за умови, що задано клас

допустимих спектральних щiльностей.
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Лема 0.4. Спектральнi щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg, що задоволь-

няють умову мiнiмальностi (6), найменш сприятливi в класi D = Df ×Dg

для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо коефiцiєнти

Фур’є функцiй (f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)g0(λ)(f0(λ) +

g0(λ))−1 задають оператори B0
s,R

0
s,Q

0
s, якi визначають розв’язок екстре-

мальної задачi

max
(f,g)∈Df×Dg

〈Rs~a,B
−1
s Rs~a〉+ 〈Qs~a, ~a〉 = 〈R0

s~a, (B
0
s)
−1R0

s~a〉+ 〈Q0
s~a, ~a〉.

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) обчислюється за

формулою (7) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

У пунктах 3.2.3 та 3.2.4 розв’язано задачi мiнiмаксного оцiнювання фун-

кцiоналiв Asξ у випадку, коли спектральнi щiльностi f(λ) та g(λ) належать

класу допустимих спектральних щiльностей D0 ×Dε та Dε1 ×D2
ε2
, де

D0 =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

f(λ)dλ 6 P1

 ,

Dε =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣g(λ) = (1− ε)g1(λ) + εw(λ),
1

2π

∞∫
−∞

g(λ)dλ 6 P2

 ,

Dε1 =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣f(λ) = (1− ε1)f1(λ) + ε1w(λ),
1

2π

∞∫
−∞

f(λ)dλ 6 P1

 ,

D2
ε2

=

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)|2 dλ 6 ε2

 .

У третьому пiдроздiлi третього роздiлу розв’язано задачу екстраполя-

цiї, тобто задачу оптимального в середньоквадратичному сенсi лiнiйного оцi-

нювання функцiонала

Aξ =

∞∫
0

a(t)ξ(t)dt,

вiд невiдомих значень стацiонарного процесу ξ(t) за даними спостережень

процесу ξ(t) + η(t) при t ∈ R−\S, S =
s⋃
l=1

[−Ml−Nl, . . . ,−Ml], Ml =
l∑

k=0

(Nk +

Kk), N0 = 0, K0 = 0. Процес η(t) – некорельований з ξ(t).
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Теорема 0.6. Нехай ξ(t), η(t) – некорельованi стацiонарнi стохастичнi

процеси, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких виконує-

ться умова мiнiмальностi (6), де

γ(λ) =

∞∫
0

α(t)eitλdt.

Припустимо, що функцiя a(t), яка визначає функцiонал Aξ задовольняє

умови ∞∫
0

|a(t)| dt <∞,
∞∫

0

t |a(t)|2 dt <∞.

Спектральну характеристику h(eiλ) та величину середньоквадратичної по-

хибки ∆(h; f, g) оцiнки функцiонала Aξ можна обчислити за формулами

h(eiλ) = A(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
− C(eiλ)

f(λ) + g(λ)
,

C(eiλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

(B−1Ra)(t)eitλdt+

∞∫
0

(B−1Ra)(t)eitλdt,

∆(h; f, g) = 〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉,

де функцiя a(t) має вигляд a(t) = 0, t ∈ S, a(t) = a(t), t > 0, а B, R, Q –

лiнiйнi оператори в просторi L2(T ), що задаються рiвностями

(Bx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t)

f(λ) + g(λ)
dλdu

+
1

2π

∞∫
0

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t)

f(λ) + g(λ)
dλdu,

(8)

(Rx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t)f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu

+
1

2π

∞∫
0

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t)f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu,
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(Qx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t)f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu

+
1

2π

∞∫
0

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t)f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu,

(9)

x(t) ∈ L2(T ), t ∈ T.

У пунктах 3.3.3 та 3.3.4 розв’язано задачi мiнiмаксного оцiнювання фун-

кцiонала Aξ у випадку, коли спектральнi щiльностi f(λ) та g(λ) належать

класам допустимих спектральних щiльностей D0 ×D1
ε та Du

v ×D0, де

D1
ε =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)| dλ 6 ε

 ,

Du
v =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣v(λ) 6 f(λ) 6 u(λ),
1

2π

π∫
−π

f(λ)dλ 6 P1

 .

У четвертому пiдроздiлi третього роздiлу розв’язано задачу фiльтрацiї,

а саме задачу оптимального в середньоквадратичному сенсi лiнiйного оцiню-

вання функцiонала

Aξ =

∫
Rs

a(t)ξ(−t)dt,

вiд невiдомих значень стацiонарного процесу ξ(t) за даними спостережень

процесу ξ(t)+η(t) при t ∈ R−\S, S =
s⋃
l=1

[−Ml−Nl, . . . ,−Ml], R
s = [0,∞)\S+,

S+ =
s⋃
l=1

[Ml, . . . , Ml +Nl], Ml =
l∑

k=0

(Nk +Kk), N0 = 0, K0 = 0.

Теорема 0.7. Нехай ξ(t), η(t) – некорельованi стацiонарнi стохастичнi

процеси, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких виконує-

ться умова мiнiмальностi (6), де

γ(λ) =

∫
Rs

α(t)eitλdt.

Нехай функцiя a(t), яка визначає функцiонал Aξ задовольняє умови∫
Rs

|a(t)| dt <∞,
∫
Rs

t |a(t)|2 dt <∞. (10)
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Спектральну характеристику h(eiλ) та величину середньоквадратичної по-

хибки ∆(h; f, g) оцiнки функцiонала Aξ за даними спостережень процесу

ξ(t) + η(t) при t ∈ R−\S можна обчислити за формулами

h(eiλ) = A(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
− C(eiλ)

f(λ) + g(λ)
,

C(eiλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

(B−1Ra)(t)eitλdt+

∞∫
0

(B−1Ra)(t)eitλdt,

∆(h; f, g) = 〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉,

де a(t) функцiя виду a(t) = 0, t ∈ S, a(t) = a(t), t ∈ Rs a(t) = 0, t ∈ S+.

B, Q, R – лiнiйнi оператори в просторi L2(T ), що визначаються формула-

ми (8), (9) та рiвнiстю

(Rx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

e−iλ(u+t)f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu+

1

2π

∞∫
0

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u+t)f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu, x(t) ∈ L2(T ), t ∈ T.

У пунктах 2.3.3 та 2.3.4 розв’язано задачi мiнiмаксного оцiнювання фун-

кцiонала Aξ у випадку, коли спектральнi щiльностi некорельованих стацiо-

нарних процесiв належать до класiв допустимих щiльностей D1
ε1
× D2

ε2
та

Dε1 ×D1
ε2
.

Подяка. Автор дисертацiї висловлює щиру подяку своєму нау-

ковому керiвнику, доктору фiзико-математичних наук, професору

Моклячуку Михайлу Павловичу за постановку розглянутих у ди-

сертацiї задач, постiйну увагу та пiдтримку в роботi.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

У зв’язку з швидким розвитком iнформацiйних технологiй задачi оцiню-

вання невiдомих значень стохастичних процесiв набувають все бiльшої акту-

альностi. Проблеми кодування та вiдновлення iнформацiї, очищення сигналу

вiд рiзного роду шумiв, прогнозування майбутнiх значень процесiв виникають

у рiзних сферах прикладних науки. Зокрема цi задачi постають при розв’я-

заннi проблем теорiї автоматичного керування, метеорологiї, астрономiї, ста-

тистичної фiзики, гiдромеханiки, при аналiзi даних в економiцi, медицинi,

бiологiї. Тому розвиток теорiї оцiнювання є одним з важливих завдань теорiї

стохастичних процесiв.

Для правильної роботи iз спостереженнями процесу необхiдно визначити

теоретичну модель, яка може його описати, та проаналiзувати наявну iнфор-

мацiю про його структуру. Метод оцiнювання обирають в залежностi вiд вiдо-

мих даних про характеристики процесу (кореляцiйна функцiя, спектральна

щiльнiсть чи розклад). На практицi часто дослiднику недоступна повна iн-

формацiя про процес, вiн може лише оцiнити певнi його характеристики та

визначити множини їх можливих значень.

Процеси, що не змiнюють своїх ймовiрнiсних характеристик з часом, отри-

мали назву стацiонарних. Для таких процесiв добре розвинута теорiя оцiню-

вання невiдомих значень у припущеннi, що вiдома повна iнформацiя про їх

спектральнi характеристики. Класичними вважаються результати, що отри-

манi А. М. Колмогоровим. У роботi [5] розглядаються стацiонарнi та ста-

цiонарно пов’язанi послiдовностi. Основнi властивостi виведенi на основi ре-

зультатiв Х. Крамера [37] та Х. Волда [98]. Стацiонарна послiдовнiсть роз-

глядається як функцiя x(t) дискретного аргументу t ∈ Z iз значеннями у

гiльбертовому просторi i описується як результат дiї унiтарного оператора



33

U(x) = x(t + 1) на цьому ж гiльбертовому просторi. Використовуючи тео-

рiю унiтарних операторiв А.М. Колмогоров отримав спектральне представ-

лення коварiацiйної функцiї та самої стацiонарної послiдовностi, характери-

зацiю стацiонарних пiдпорядкованих послiдовностей, розклад стацiонарних

послiдовностей на ортогональнi доданки, зображення у виглядi рухомого се-

реднього. Завдяки результатам Х. Вольда автор наводить розклад Вольда

для стацiонарної послiдовностi, вводить поняття та критерiй регулярностi,

поняття мiнiмальної послiдовностi та наводить умову мiнiмальностi для спе-

ктральної щiльностi. В роботi [6] описанi результати застосовуються до задач

екстраполяцiї та iнтерполяцiї центрованої квадратично iнтегровної стацiонар-

ної послiдовностi x(t), t ∈ Z. Задача екстраполяцiї полягає у вiдшуканнi при

заданих n > 0 та m > 0 таких дiйсних коефiцiєнтiв ak, при яких лiнiйна

комбiнацiя
L = a1x(t− 1) + a2x(t− 2) + . . .+ an(t− n)

випадкових величин {x(t − 1), x(t − 2), . . . , x(t − n)} задає найбiльш точне

наближення до випадкової величини x(t + m). За мiру точностi наближе-

ння автор обирає математичне сподiвання квадрату вiдхилення отриманого

значення вiд невiдомого σ2
E(m,n) = E|x(t+m)−L|2 i знаходить розв’язок за-

дачi σ2
E(m) = limn→∞ σ

2
E(m,n). Оцiнка пропущеного значення x(t) шукається

у виглядi лiнiйної комбiнацiї

Q = a1x(t+1)+a2x(t+2)+. . .+an(t+n)+a−1x(t−1)+a−2x(t−2)+. . .+a−n(t−n).

Для цiєї задачi величина σ2
I(n) = E|x(t)−Q|2 розглядається як мiра точностi

та знаходиться границя σ2
I = limn→∞ σ

2
I(n). Кожна з задач розглядається в

припущеннi, що щiльностi задовольняють умову мiнiмальностi.

Явний вигляд оцiнок невiдомих значень у задачах iнтерполяцiї, екстрапо-

ляцiї та фiльтрацiї отримано А. М. Ягломом [27], [100], [101] та Н. Вiнером [95]

для випадку процесiв з рацiональними щiльностями. Свiй внесок в розвиток

задач прогнозування та iнтерполяцiї стацiонарних процесiв зробили Т. Наказi

[83], Х. Салех [90], Х. Волд [99].
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Одночасно з розвитком теорiї одновимiрних стацiонарних процесiв, вiдбу-

вався розвиток i векторних стацiонарних процесiв. Задачу екстраполяцiї для

векторного стацiонарного процесу розв’язано в роботi В.М. Засухiна [4]. Ав-

тор вперше сформулював критерiй регулярностi стацiонарного процесу ма-

ксимального рангу. В роботах Ю.А. Розанова [24], [25] вивчаються задачi

екстраполяцiї, iнтерполяцiї та фiльтрацiї для векторних стацiонарних проце-

сiв та показано приклади застосування отриманих результатiв. Результати

дослiдження задач прогнозу векторних стацiонарних процесiв викладенi в

роботi Н. Вiнера та П. Масанi [96], [97]. В монографiї Е. Хеннана [49] мо-

жна знайти детальний опис аналiзу часових рядiв, зокрема прогнозування

багатовимiрних стацiонарних процесiв. А. М. Яглом [28] вивчав задачi лiнiй-

ного оцiнювання векторних процесiв з матрицею спектральних щiльностей

складеної з рацiональних функцiй.

На практицi при аналiзi експерементальних даних часто вiдбуваються си-

туацiї, коли за якихось причин є пропуски в спостережуваних даних. Такi

випадки дослiджувались у роботах С. Р. Брубакера та Т. Вiлсона, Е. Дам-

слета, Б. Абрахама, А.П. Мiрабель i Л.I. Пiтербарга, П. Бондона, Р. Ченга,

М. Поурахмадi, М. Пелагаттi.

У роботi С. Р. Брубакера та Т. Вiлсона [34] розглядається задача iнтерпо-

ляцiї часових рядiв та її застосування в оцiнюваннi впливу вихiдних днiв на

використання електроенергiї. Автори розглядають дискретний випадок, коли

пропущено лише одне або декiлька послiдовних значень, а до та пiсля розри-

ву послiдовнiсть спостережнь неперервна, та застосовують метод найменших

квадратiв, який дає змогу отримати систему лiнiйних рiвнянь для вiдшука-

ння невiдомих значень. Iнший пiдхiд до розв’язання задачi iнтерполяцiї за-

пропоновано у роботi Е. Дамслета [38]. Автор поєднує методи прогнозування

вперед i прогнозування назад у метод промiжного прогнозу з мiнiмальною

величиною похибки прогнозу. У роботi Б. Абрахама [30] розглядається зада-

ча iнтерполяцiї часових рядiв, коли пропуски розташованi послiдовно, а всi

спостереження до i пiсля вiдомi. Оцiнку невiдомих значень автор шукає у
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виглядi середнього арифметичного прогнозу вперед i прогнозу назад. Метод

прогнозування вперед i назад також використовується до задачi iнтерполяцiї

у роботi А.П. Мiрабеля i Л.I. Пiтербарга [9], оцiнку невiдомих значень автори

представляють як лiнiйну комбiнацiю скiнченної кiлькостi вiдомих спостере-

жень.

У роботi М. Поурахмадi [88] автор запропонував розв’язок задачi iнтер-

поляцiї пропускiв стацiонарного часового ряду за допомогою розбиття її на

задачi прогнозу i регресiї. Це дозволяє використати багатокроковий прогноз

для оцiнки невiдомих значень i застосувати iснуючi пакети комп’ютерних

програм для часових рядiв. Методи прогнозування та iнтерполяцiї часових

рядiв з пропусками розробленi Р. Ченгом та М. Поурахмадi [36], якi ефективнi

у випадку декiлькох довiльних пропускiв.

У статтi Р. Ченга, А.Г. Мiамi та М. Поурахмадi [35] наведено формули

для обчислення вiдстаннi inf
f

2π∫
0

|1− f |pwdλ, коли f пробiгає тригонометричнi

полiноми з частотами в множинах S1 = {. . . ,−3,−2,−1} ∪ {1, 2, 3, . . . , n},
S2 = {. . . ,−3,−2,−1}\{−n}, S3 = {. . . ,−3,−2,−1} ∪ {n}.

У роботi М. Поурахмадi, А. Iнойє та Ю. Касахара [87] для невiдємної iнте-

гровної фунцiї w на одиничному колi T виведено спiввiдношення для вiдстан-

нi inf
f

∫
T

|1 − f |2wdµ, коли f пробiгає тригонометричнi полiноми з частотами

в S1 = {. . . ,−3,−2,−1}\{−n} ∪ {m}, m > 0, n > 2.

Задача прогнозування стацiонарного процесу за спостереженнями з про-

пусками дослiджується у роботi П. Бондона [32]. Для випадку, коли пропуски

не розташованi послiдовно, за допомогою розкладу Вольда автором наведено

точний вигляд похибки прогнозу та представлення самого прогнозу у виглядi

послiдовностi авторегресiї. Крiм того, автор охарактеризував процеси прогно-

зування яких не залежить вiд пропускiв. У роботi П. Бондона [31] дослiджено

вплив пропущених значень на лiнiйний прогноз стацiонарних часових рядiв

та отримано асимптотичну поведiнку похибки прогнозу для процесiв з коро-

ткотривалою да довготривалою памяттю.
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Випадок векторних стацiонарних процесiв з пропусками дослiджений у

статтi Ю. Касахара, М. Поурахмадi та А. Iнойє [55]. Запропонований автора-

ми пiдхiд для розв’язання складних задач прогнозування базується на вла-

стивостях дуальностi та бiортогональностi випадкових векторiв. Цей пiдхiд

залежить вiд явного представлення похибки прогнозу в термiнах даних, а не

самого прогнозу як в традицiйних методах.

У роботi С. Вiрасiнгi [94] дослiджується задача вiдновлення пропущених

значень стацiонарного часового ряду на прикладi вивчення впливу двоокису

сiрки на здоров’я людини. Оптимальний спосiб отримано шляхом включення

помилок прогнозу у метод промiжного прогнозування. Книга М. Пелагат-

тi [84] присвячена моделям часових рядiв з пропусками. В роботi наведено

стратегiї вибору моделi в залежностi вiд потреби дослiдника та розглянуто

їх прикладне застосування.

Розглянутi вище роботи використовували явний вигляд спектральних щiль-

ностей. Але на практицi частiше постають задачi оцiнювання за спостереже-

ннями процесу з шумом, тобто точний вигляд щiльностi невiдомий. У тако-

му випадку можна спробувати знайти оцiнку невiдомих щiльностей i до неї

застосувати результати класичної теорiї оцiнювання. Проте в роботi [92] К.

С. Вастола та Г.В. Пур на прикладах деяких класiв спектральних щiльно-

стей показали, що такий спосiб може призвести до значного збiльшення ве-

личини середньоквадратичної похибки. Автори показали, що фiльтр Вiнера є

бiльш чутливим до змiн моделi, нiж робастний фiльтр Вiнера, який найменш

чутливий до найгiршого випадку спектральної невизначеностi. Це означає,

що за умов спектральної невизначеностi доцiльно шукати оцiнку, яка була б

оптимальною одночасно для всiх щiльностей iз заданого класу допустимих

спектральних щiльностей. Цей метод називається мiнiмаксним (робастним).

Оцiнки знайденi за допомогою цього методу мiнiмiзують максимальне значе-

ння величини середньоквадратичної похибки. Звiдси й сама назва методу.

Описаний метод вперше запропонував У. Гренандер у роботi [48], в якiй

автор розглядав задачу екстраполяцiї стацiонарного процесу. Задача сфор-
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мульована як гра двох гравцiв X та P , де перший гравець обирає процес

{x(t), t ∈ Z}, а другий за спостереженнями процесу x(t) при t 6 0 будує

прогноз px лiнiйного функцiоналу Ax =
1∫

0

a(t)x(t)dt. Невизначенiсть задана

з ймовiрнiсними характеристиками Ex(t) = 0, Ex2(t) = 1. Гравець X прагне

максимiзувати значення виграшу E(Ax − px)2, а гравець P – мiнiмiзувати

його. Автор показав, що задача

max
x

min
p
E(Ax− px)2 = min

p
max
x

E(Ax− px)2 = ν

має сiдлову точку. Цiна гри та значення px визначаються заданою функцiєю

a(t), t ∈ (0, 1). Аналогiчнi задачi розглянуто в роботах М. П. Моклячука [10],

[70].

В умовах спектральної невизначеностi у розподiлах, коли присутнi ε-забруд-

нення нормального розподiлу, П. Д. Хубер [51] побудував M -оцiночну фун-

кцiю та з її допомогою розв’язав сформульовану задачу. У роботi [52] П.Д. Ху-

бер навiв умови, за яких цензурований тест вiдношення вiрогiдностей є роба-

стним, тобто нечутливим до малих вiдхилень вiд теоретичної моделi. Показав

як з його допомогою визначити чи є спектральнi щiльностi найменш спри-

ятливими. Пiзнiше його результати розвинули Г. Пур та С. А. Кассам [58].

Л. Брейман [33] розглянув процедуру мiнiмаксної фiльтрацiї сигналу стацiо-

нарної послiдовностi вiд шуму, коли спектральний розподiл сигналу нале-

жить опуклiй множинi.

Задачi мiнiмаксного оцiнювання комплекснозначної стацiонарної послi-

довностi для випадку моделi ε-забруднення дослiджено у роботах Ю. Хосоя

[50] та М. Танiгушi [91]. Узагальнити результати для задачi мiнiмаксної iн-

терполяцiї вдалось С. А. Кассаму [56], [57] використавши метод М. Танiгушi

до “смугової” моделi часових рядiв, яка включає в себе моделi Ю. Хосоя та

М. Танiгушi. За допомогою перевiрки статистичних гiпотез автор отримав

вигляд найменш сприятливих спектральних щiльностей.

У роботах Ю. Франке [44], [45] автору вдалось довести iснування розв’яз-

кiв задач мiнiмаксної екстрполяцiї на один крок вперед та iнтерполяцiї одного
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пропущеного значення. За допомогою теорiї опуклої оптимiзацiї автор вивiв

спiввiдношення для визначення найменш сприятливих спектральних щiльно-

стей для конкретних опуклих множин.

Задачу мiнiмаксної фiльтрацiї розглянуто в роботах Г. Пура [85], Ю. Фран-

ке та Г. Пура [46]. Авторами запропоновано формули для визначення най-

менш сприятливих спектральних щiльностей. У роботi [86] Г. Пур розгля-

дає застосування побудованого робастного узгодженого фiльтра до обробки

сигналу iз невизначеними нелiнiйними забрудненнями каналу. C. Верду та

Г. В. Пур [93] використовували теорiю iгр до задачi рабастного оцiнювання.

У роботах Голубєва Г. В. та М. С. Пiнскера [2], [3] розглядаються задачi мi-

нiмаксної iнтерполяцiї, фiльтрацiї та iнтерполяцiї послiдовностi для випадку

сигналiв з обмеженою середньою енергiєю. Стаття С.А. Кассама та Г.В. Пу-

ра [58] мiстить огляд робастних методiв обробки сигналiв розроблених до

1985 року. Можна вiдмiтити також книгу О.М. Куркiна, Ю.Б. Коробочкiна,

С.Д. Шаталова [8], в якiй викладенi результати мiнiмаксної обробки iнфор-

мацiї.

Формулювання та дослiдження задач екстраполяцiї, iнтерполяцiї та фiль-

трацiї лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень стацiонарних послiдовно-

стей та процесiв належать М. П. Моклячуку [10]-[14], [70]-[72]. Оцiнювання

проводиться в умовах спектральної визначеностi та спектральної невизначе-

ностi за спостереженнями з шумом та без нього. Для розглянутих задач побу-

довано класичнi та мiнiмакснi оцiнки функцiоналiв. Аналогiчнi задачi опти-

мального оцiнювання для векторних стацiонарних послiдовностей та процесiв

були вивченi М. П. Моклячуком та його учнем О. Ю. Масюткою [15], [16], [73],

[74]. Для перiодично корельованих процесiв та послiдовностей результати до-

слiдження аналогiчних задач викладено в роботах М.П. Моклячука та його

ученицi I.I. Голiченко [39]-[43], [76]. Процеси з стацiонарними приростами та

задачi оцiнювання функцiоналiв вiд невiдомих значень таких процесiв i по-

слiдовностей розглянутi в роботах М.П. Моклячука та його учня М. М. Луза

[18], [60]-[69], [75].
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РОЗДIЛ 2

ОЦIНКИ ФУНКЦIОНАЛIВ ВIД СТАЦIОНАРНИХ

ПОСЛIДОВНОСТЕЙ ЗА СПОСТЕРЕЖЕННЯМИ З

ПРОПУСКАМИ

У цьому роздiлi розв’язано задачi оптимального в середньоквадратичному

сенсi лiнiйного оцiнювання функцiоналiв вiд невiдомих значень стацiонарних

послiдовностей за спостереженнями з пропусками. Задачi дослiджено для

двох випадкiв, коли спектральнi щiльностi послiдовностей вiдомi (випадок

спектральної визначеностi) та коли вигляд щiльностей невiдомий, але задано

класи їх допустимих значень (випадок спектральної невизначеностi).

У випадку спектральної визначеностi у задачах iнтерполяцiї, екстраполя-

цiї та фiльтрацiї стацiонарних послiдовностей за спостереженнями з пропу-

сками знайдено формули для обчислення середньоквадратичних похибок та

спектральних характеристик оптимальних лiнiйних оцiнок функцiоналiв. За

умов спектральної невизначеностi встановлено спiввiдношення, якi визнача-

ють найменш сприятливi спектральнi щiльностi у заданих класах допустимих

щiльностей та вiдповiднi мiнiмакснi спектральнi характеристики оцiнок.

Отриманi результати дослiдження задач оцiнювання стацiонарних послi-

довностей з пропусками опублiковано в роботах [19], [77], [78].

2.1. Стацiонарнi послiдовностi. Спектральний розклад

В даному пiдроздiлi наведено основнi означення та твердження теорiї ста-

цiонарних послiдовностей, що викладено у роботах [26], [47], [54].

Означення 2.1. Послiдовнiсть комплексних випадкових величин ξ(j), j ∈
Z iз скiнченним другим моментом E |ξ(j)|2 < ∞, j ∈ Z, називається стацiо-

нарною (в широкому розумiннi), якщо для всiх j ∈ Z
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Eξ(j) = Eξ(0) = 0, E(ξ(j + k)ξ(j)) = E(ξ(k)ξ(0)) = R(k), k ∈ Z.

Будемо далi вважати, що m = 0.

Теорема 2.1. (Герглотц) Нехай R(k) – коварiацiйна функцiя стацiонар-

ної послiдовностi з нульовим середнiм. Тодi на ([−π, π),B([−π, π))) знайде-

ться така скiнченна мiра F = F (B), B ∈ B([−π, π)), що для будь-якого

k ∈ Z

R(k) =
1

2π

π∫
−π

eiλkF (dλ). (2.1)

Таке представлення коварiацiйної функцiї називається спектральним. Скiн-

ченну мiру F = F (B) називають спектральною мiрою, а функцiю F (λ) =

F ([−π, λ)) – спектральною функцiєю стацiонарної послiдовностi з коварiа-

цiйною функцiєю R(k). Якщо коварiацiйна фунцiя абсолютно неперервна, то

спектральна функцiя F (λ) має щiльнiсть f(λ), яка визначається формулою

f(λ) = 1
2π

∞∑
k=−∞

e−λkR(k). У такому випадку коварiацiйну функцiю можна

записати у виглядi

R(k) =

π∫
−π

eiλkf(λ)dλ. (2.2)

Теорема 2.2. [26] Iснує така ортогональна стохастична мiра Z = Z(∆),

∆ ∈ B([−π, π)), що для будь-якого j ∈ Z, стацiонарна послiдовнiсть допу-

скає розклад (спектральний)

ξ(j) =

π∫
−π

eiλjZ(dλ), (2.3)

При цьому E |Z(∆)|2 = F (∆).

Нехай H(ξ) замкнутий лiнiйний пiдпростiр гiльбертового простору H =

L2(Ω,F , P ), який породжений комплекснозначними випадковими величина-

ми {ξ(k) : k ∈ Z}, що мають нульове математичне сподiвання, Eξ = 0,

скiнченний другий момент E|ξ|2 < ∞, та скалярний добуток (ξ, η) = Eξη, a

L2(f) – гiльбертiв простiр комплекснозначних функцiй на [−π, π], iнтегров-

них в квадратi за мiрою, що має щiльнiсть f(λ).
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Теорема 2.3. [26] Нехай ξ – стацiонарна послiдовнiсть, i нехай η ∈
H(ξ). Тодi знайдеться така функцiя ϕ ∈ L2(f), що

η =

π∫
−π

ϕ(λ)Z(dλ).

Далi також будемо розглядати стацiонарно зв’язанi мiж собою стацiонарнi

послiдовностi {ξ(j), j ∈ Z} та {η(j), j ∈ Z} з коварiацiйними функцiями, що

допускають спектральний розклад

Rξ(k) = Eξ(j + k)ξ(j) =
1

2π

π∫
−π

eikλf(λ)dλ,

Rξη(k) = Eξ(j + k)η(j) =
1

2π

π∫
−π

eikλfξη(λ)dλ,

Rηξ(k) = Eη(j + k)ξ(j) =
1

2π

π∫
−π

eikλfηξ(λ)dλ,

Rη(k) = Eη(j + k)η(j) =
1

2π

π∫
−π

eikλg(λ)dλ,

(2.4)

Ортогональнi спектральнi мiри таких стацiонарних послiдовностей задо-

вольняють наступнi спiввiдношення

EZξ(∆1)Zξ(∆2) =
1

2π

∫
∆1∩∆2

f(λ)dλ,

EZξ(∆1)Zη(∆2) =
1

2π

∫
∆1∩∆2

fξη(λ)dλ,

EZη(∆1)Zξ(∆2) =
1

2π

∫
∆1∩∆2

fηξ(λ)dλ,

EZη(∆1)Zη(∆2) =
1

2π

∫
∆1∩∆2

g(λ)dλ.

(2.5)
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2.2. Задача iнтерполяцiї стацiонарної послiдовностi з

пропусками

У цьому пiдроздiлi дослiджується задача оптимального в середньоквадра-

тичному сенсi лiнiйного оцiнювання функцiонала

Asξ =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)ξ(j),

вiд невiдомих значень стацiонарної послiдовностi ξ(j) за даними спостере-

жень послiдовностi в точках j ∈ Z\S, де Ml =
l∑

k=0

(Nk + Kk), N0 = K0 = 0,

S =
s−1⋃
l=0

{Ml,Ml+1, . . . ,Ml + Nl+1}. Розглядаються випадки спектральної ви-

значеностi, коли спектральна щiльнiсть стацiонарної послiдовностi вiдома,

та спектральної невизначеностi, коли задано лише множину допустимих спе-

ктральних щiльностей.

2.2.1. Класичний метод iнтерполяцiї. Нехай {ξ(j), j ∈ Z} – ста-

цiонарна (у широкому розумiннi) стохастична послiдовнiсть. Будемо розгля-

дати ξ(j) як елементи гiльбертового простору H = L2(Ω,F , P ). Коварi-

ацiйна функцiя стацiонарної послiдовностi визначається рiвнiстю R(k) =

(ξ(j + k), ξ(j)) = Eξ(j + k)ξ(j) i допускає спектральний розклад (2.1) з

спектральною мiрою F (λ). Розглядатимемо стацiонарнi стохастичнi послi-

довностi з абсолютно неперервними спектральними мiрами i коварiацiйними

функцiями вигляду R(k) = 1
2π

π∫
−π
eikλf(λ)dλ, де f(λ) спектральна щiльнiсть

послiдовностi ξ(j), яка задоволяє умову мiнiмальностi
π∫

−π

f−1(λ)dλ <∞. (2.6)

Така умова необхiдна i достатня для того, щоб була неможлива безпомилкова

iнтерполяцiя невiдомих значень послiдовностi [25].

Стацiонарна стохастична послiдовнiсть ξ(j) допускає спектральний роз-

клад (2.3) iз спектральною мiрою Z(dλ) такою, що виконується перша рiв-

нiсть з спiввiдношень (2.5).
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Розглянемо задачу середньоквадратичного оптимального оцiнювання лi-

нiйного функцiонала

Asξ =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)ξ(j)

вiд невiдомих значень стацiонарної послiдовностi {ξ(j), j ∈ Z} за даними

спостережень послiдовностi в точках j ∈ Z\S, де Ml =
l∑

k=0

(Nk + Kk), N0 =

K0 = 0, а S =
s−1⋃
l=0

{Ml,Ml+1, . . . ,Ml +Nl+1} – множина пропускiв.

Iз спектрального представлення (2.3) стохастичної послiдовностi ξ(j) ви-

пливає, що функцiонал As(ξ) можна представити у виглядi

Asξ =

π∫
−π

As(e
iλ)Z(dλ), As(e

iλ) =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)eijλ. (2.7)

Позначимо через Hs(ξ) замкнутий лiнiйний пiдпростiр простору H =

L2(Ω,F , P ), породжений величинами {ξ(k) : k ∈ Z\S}. Через Ls2(f) позначи-

мо пiдпростiр в L2(f), породжений функцiями {eijλ, j ∈ Z\S}. Середньоква-
дратична оптимальна лiнiйна оцiнка Âsξ функцiонала Asξ за спостереження-

ми послiдовностi ξ(j) в точках j ∈ Z\S належить простору Hs(ξ), i її можна

представити у виглядi

Âsξ =

π∫
−π

h(eiλ)Z(dλ), (2.8)

де h(eiλ) ∈ Ls2(f) – спектральна характеристика оцiнки Âsξ.

Середньоквадратична похибка ∆(h; f) оцiнки Âsξ обчислюється за фор-

мулою

∆(h; f) = E
∣∣∣Asξ − Âsξ

∣∣∣2 =
1

2π

π∫
−π

∣∣As(e
iλ)− h(eiλ)

∣∣2 f(λ)dλ.

Класичний метод запропонований А. М. Колмогоровим [59] дозволяє зна-

йти спектральну характеристику h(eiλ) та середньоквадратичну похибку

∆(h; f) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Asξ в тому випадку, коли

вiдома спектральна щiльнiсть f(λ) та виконується умова мiнiмальностi (2.6).

Спектральну характеристику оцiнки знаходять з наступних умов:
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1)h(eiλ) ∈ Ls2(f),

2)As(e
iλ)− h(eiλ)⊥Ls2(f).

З 2-ї умови випливає, що для всiх η ∈ Hs(ξ) повинна виконуватись рiв-

нiсть (
Asξ − Âsξ, η

)
= E(Asξ − Âsξ)η = 0.

Остання рiвнiсть еквiвалентна рiвнянням

E(Asξ − Âsξ)ξk = 0, k ∈ Z\S.

З (2.7), (2.8) i означення скалярного добутку в Hs(ξ) отримуємо наступне
спiввiдношення

E

 π∫
−π

(
As(e

iλ)− h(eiλ)
)
Z(dλ)

 π∫
−π

e−ikλZ(dλ)

 =

1

2π

π∫
−π

(
As(e

iλ)− h(eiλ)
)
f(λ)e−ikλdλ = 0, k ∈ Z\S.

Iз цього спiввiдношення випливає, що коефiцiєнти Фур’є функцiї (As(e
iλ) −

h(eiλ))f(λ) дорiвнюють нулю при k ∈ Z\S, а сама функцiя має вигляд

(As(e
iλ)− h(eiλ))f(λ) = Cs(e

iλ), Cs(e
iλ) =

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

c(j)eijλ,

де c(j), j ∈ S – невiдомi коефiцiєнти, якi потрiбно визначити.

Iз останнього спiввiдношення знаходимо, що спектральна характеристика

h(eiλ) оптимальної лiнiйної оцiнки Âs має вигляд

h(eiλ) = As(e
iλ)− Cs(eiλ)f−1(λ). (2.9)

Для того, щоб знайти рiвняння для вiдшукання невiдомих коефiцiєнтiв

c(j), j ∈ S, використаємо розклад функцiї f−1(λ) в ряд Фур’є

f−1(λ) =
∞∑

m=−∞
rme

imλ, (2.10)

де rm – коефiцiєнти Фур’є функцiї f−1(λ).
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Пiдставляючи (2.10) у (2.9) отримуємо наступну формулу для обчислення

спектральної характеристики оцiнки Âsξ

h(eiλ) =

 s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)eijλ

−
 s−1∑

l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

c(j)eijλ

( ∞∑
m=−∞

rme
imλ

)
.

(2.11)

З 1-ї умови випливає, що коефiцiєнти Фур’є функцiї h(eiλ) дорiвнюють нулю

при j ∈ S, тобто
π∫
−π
h(eiλ)e−ijλdλ = 0, j ∈ S.

Скориставшись останнiми вiдношеннями i рiвнiстю (2.11) отримаємо на-

ступну систему рiвнянь для вiдшукання невiдомих коефiцiєнтiв c(j), j ∈ S,

a(Mk−1)−
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

c(j)rMk−1−j = 0;

a(Mk−1 + 1)−
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

c(j)rMk−1+1−j = 0;

. . .

a(Mk−1 +Nk)−
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

c(j)rMk−1+Nk−j = 0, k = 1, . . . , s.

(2.12)

Нехай ~as = (~a1,~a2, . . . , ~as), ~ak = (a(Mk−1), . . . , a(Mk−1 + Nk)), k = 1, . . . , s,

q = N1 +N2 + . . .+Ns + s. Позначимо через Bs – матрицю розмiрностi q× q

Bs =


B11 B12 . . . B1s

B21 B22 . . . B2s

... ... . . . ...

Bs1 Bs2 . . . Bss

 ,

де Bmn – матрицi розмiрностi (Nm+1)× (Nn+1), якi утворенi коефiцiєнтами

Фур’є функцiї f−1(λ)

Bmn(k, j) =
1

2π

π∫
−π

f−1(λ)e−i(k−j)λdλ = rk−j, m, n = 1, . . . , s,

k = Mm−1, . . . , Mm−1 +Nm, j = Mn−1, . . . , Mn−1 +Nn.
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Тодi систему рiвнянь (2.12) можна записати у виглядi

~as = Bs~cs, (2.13)

де ~cs = (~c1,~c2, . . . , ~cs), ~ck = (c(Mk−1), . . . , c(Mk−1 + Nk)), k = 1, . . . , s, – ве-

ктор побудований з шуканих коефiцiєнтiв c(j), j ∈ S. Оскiльки матриця Bs

оборотня [87], то ~cs = B−1
s ~as, а невiдомi коефiцiєнти c(j), j ∈ S, обчислюю-

ться за формулою
c(j) =

(
B−1
s ~as

)
j
,

де
(
B−1
s ~as

)
j
– j-ий елемент вектора B−1

s ~as. Таким чином, спектральна хара-

ктеристика оцiнки Âsξ обчислюється за формулою

h(eiλ) =

 s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)eijλ

−
 s−1∑

l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

(
B−1
s ~as

)
j
eijλ

( ∞∑
m=−∞

rme
imλ

)
,

(2.14)

а середньоквадратична похибка оцiнки функцiонала обчислюється за форму-

лою

∆(h; f) =
1

2π

π∫
−π

∣∣Cs(eiλ)∣∣2 f−1(λ)dλ =

1

2π

π∫
−π

(
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

c(k)eikλ

) s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

c(j)e−ijλ

( ∞∑
m=−∞

rme
imλ

)
dλ

=< cs, csBs >=< B−1
s ~as, ~as >,

(2.15)

де < ·, · > – скалярний добуток в просторi Cq.

Сформулюємо отриманий результат у виглядi теореми.

Теорема 2.4. Нехай ξ(j) – стацiонарна стохастична послiдовнiсть,

що має спектральну щiльнiсть f(λ), яка задовольняє умову мiнiмально-

стi (2.6). Середньоквадратичну похибку ∆(h, f) та спектральну характе-

ристику h(eiλ) оптимальної лiнiйної оцiнки Âsξ функцiонала Asξ за даними

спостережень послiдовностi ξ(j) при j ∈ Z\S, де S =
s−1⋃
l=0

{Ml, . . . ,Ml+Nl+1}

можна обчислити за формулами (2.14), (2.15).
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Приклад 2.1. Дослiдимо задачу лiнiйного оцiнювання функцiоналаA2ξ =

a(0)ξ(0) + a(1)ξ(1) + a(5)ξ(5) вiд невiдомих значень послiдовностi ξ(j) за да-

ними спостережень послiдовностi в точках j ∈ Z\S, де S = {0, 1} ∪ {5}. У
цьому випадку спектральна характеристика лiнiйної оцiнки Â2ξ обчислює-

ться за формулою

h(eiλ) = (a(0) + a(1)eiλ + a(5)e5iλ)− (c(0) + c(1)eiλ + c(5)e5iλ) · f−1(λ), (2.16)

де f(λ) – вiдома спектральна щiльнiсть послiдовностi ξ(j), функцiя f−1(λ)

розкладається у ряд Фур’є f−1(λ) =
∞∑

m=−∞
rme

iλm, а коефiцiєнти c(0), c(1), c(5)

визначаються з рiвнянь

a(0) = c(0)r0 + c(1)r−1 + c(5)r−5,

a(1) = c(0)r1 + c(1)r0 + c(5)r−4,

a(5) = c(0)r5 + c(1)r4 + c(5)r0.

Матриця B2 має вигляд

B2 =

 B11 B12

B21 B22

 ,

B11 =

 r0 r−1

r1 r0

 , B12 =

 r−5

r−4

 , B21 =
(
r5 r4

)
, B22 =

(
r0

)
.

Нехай ~a2 = (~a1,~a2), де ~a1 = (a(0), a(1)), ~a2 = (a(5)), ~c2 = (~c1,~c2), де

~c1 = (c(0), c(1)), ~c2 = (c(5)). Рiвняння (2.13) в цьому випадку має вигляд

~a2 = B2~c2, звiдки ~c2 = B−1
2 ~a2.

Позначимо D = det(B2) = r3
0 − r0r−4r4 − r1r−1r0 + r1r−5r4 + r5r−1r−4 −

r5r−5r0. Тодi невiдомi коефiцiєнти в формулi (2.16) обчислюються за форму-

лами

c(0) =
[
(r2

0 − r−4r4)a(0)− (r−1r0 − r−5r4)a(1) + (r−1r4 − r−5r0)a(5)
]
·D−1,

c(1) =
[
(−r1r0 + r−4r5)a(0) + (r2

0 − r5r−5)a(1)− (r0r−4 − r−5r1)a(5)
]
·D−1,

c(5) =
[
(r1r4 − r0r5)a(0)− (r0r4 − r5r−1)a(1) + (r2

0 − r−1r1)a(5)
]
·D−1.
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Похибка оцiнки обчислюється за формулою

∆(f) =< B−1
2 ~a2, ~a2 >= D−1

[
(a(0))2r2

0 − (a(0))2r−4r4 − a(0)a(1)r−1r0

+a(0)a(1)r−5r4 + a(0)a(5)r−1r−4 − a(0)a(5)r−5r0 − a(0)a(1)r0r1 + a(0)a(1)r−4r5

+(a(1))2r2
0 − (a(1))2r5r−5 − a(1)a(5)r0r−4 + a(1)a(5)r−5r1 + a(0)a(5)r1r4

−a(0)a(5)r0r5 − a(1)a(5)r0r4 + a(1)a(5)r−1r5 + (a(5))2r2
0 − (a(5))2r1r−1

]
.

Розглянемо дану задачу для спектральної щiльностi

f(λ) =
1

|1− αe−iλ|2
, |α| < 1.

Тодi f−1(λ) =
∣∣1− αe−iλ∣∣2 =

(
1 + |α|2 − ᾱeiλ − αe−iλ

)
. Таким чином, в фор-

мулах для обчислення спектральної характеристики та похибки оцiнки фун-

кцiонала A2ξ коефiцiєнти r4 = r5 = r−4 = r−5 = 0, r0 =
(

1 + |α|2
)
, r1 =

−ᾱ, r−1 = −α. Спектральна характеристика оцiнки обчислюється за форму-

лою

h(eiλ) =
(
a(0) + a(1)eiλ + a(5)e5iλ

)
−
(
c(0) + c(1)eiλ + c(5)e5iλ

)
×(

1 + |α|2 − ᾱeiλ − αe−iλ
)
,

а коефiцiєнти c(0), c(1), c(5) обчислюються за формулами

c(0) =
[
(1 + |α|2)2a(0) + (α(1 + |α|2))a(1)

]
·D−1,

c(1) =
[
(ᾱ(1 + |α|2))a(0) + (1 + |α|2)2a(1)

]
·D−1,

c(5) =
[
((1 + |α|2)2 − |α|2)a(5)

]
·D−1,

де D =
(

1 + |α|2
)(

1 + |α|2 + |α|4
)
.

Пiдставивши значення c(0), c(1), c(5) в формулу для обчислення спектраль-

ної характеристики оцiнки, отримаємо

h(eiλ) =

[(
a(0)α

(
1 + |α|2

)2

+ a(1)α2
(

1 + |α|2
))

e−iλ+

+

(
a(0) (ᾱ)2

(
1 + |α|2

)
+ a(1)ᾱ

(
1 + |α|2

)2
)
e2iλ+

+a(5)α
(

1 + |α|2 + |α|4
)
e4iλ + a(5)ᾱ

(
1 + |α|2 + |α|4

)
e6iλ
]
×((

1 + |α|2
)(

1 + |α|2 + |α|4
))−1

.
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Похибка оцiнки має вигляд

∆(f) = D−1
[
(a(0))2(1 + |α|2)2 + a(0)a(1)α(1 + |α|2) + a(0)a(1)(1 + |α|2)ᾱ

+(a(1))2(1 + |α|2)2 + (a(5))2(1 + |α|2)2 − (a(5))2 |α|2
]
.

a) Покладемо a(0) = 1, a(1) = 0, a(5) = 1. Отримаємо наступний вигляд

спектральної щiльностi

h(eiλ) = (1 + e5iλ)− (c(0) + c(1)eiλ + c(5)e5iλ)
(

1 + |α|2 − ᾱeiλ − αe−iλ
)
,

а коефiцiєнти c(0), c(1), c(5) обчислюються за формулами

c(0) =
(

1 + |α|2
)
/
(

1 + |α|2 + |α|4
)
, c(1) = ᾱ/

(
1 + |α|2 + |α|4

)
,

c(5) = 1/
(

1 + |α|2
)
. Отже, спектральна характеристика оцiнки має вигляд

h(eiλ) =

[
α
(

1 + |α|2
)2

e−iλ + (ᾱ)2
(

1 + |α|2
)
e2iλ+

+α
(

1 + |α|2 + |α|4
)
e4iλ + ᾱ

(
1 + |α|2 + |α|4

)
e6iλ
]
×((

1 + |α|2
)(

1 + |α|2 + |α|4
))−1

.

Похибка оцiнки має такий вигляд

∆1 = ∆(f) =
(

2(1 + |α|2)2 − |α|2
)
/
(

1 + |α|2
)(

1 + |α|2 + |α|4
)
.

б) Покладемо тепер a(0) = 1, a(1) = 0, a(5) = 0. Отримаємо такий вигляд

спектральної щiльностi

h(eiλ) = 1 + (c(0) + c(1)eiλ)
(

1 + |α|2 − ᾱeiλ − αe−iλ
)
,

де коефiцiєнти c(0), c(1) обчислюються за формулами

c(0) =
(

1 + |α|2
)
/
(

1 + |α|2 + |α|4
)
, c(1) = ᾱ/

(
1 + |α|2 + |α|4

)
.

Коефiцiєнт c(5) = 0. Спектральна характеристика оцiнки має вигляд

h(eiλ) =

(
α
(

1 + |α|2
)2

e−iλ + (ᾱ)2
(

1 + |α|2
)
e2iλ

)(
1 + |α|2 + |α|4

)−1

.

Похибка оцiнки обчислюється за формулою

∆2 = ∆(f) =
(

1 + |α|2
)
/
(

1 + |α|2 + |α|4
)
.

Можна легко перевiрити, що ∆1 > ∆2.
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Приклад 2.2. Розглянемо задачу оцiнювання функцiонала

A3ξ = a(−n)ξ(−n) + a(0)ξ(0) + a(m)ξ(m) вiд невiдомих значень стацiонарної

послiдовностi ξ(j) за даними спостережень послiдовностi в точках j ∈ Z\S,
де S = {−n}∪{0}∪{m} .Функцiя f−1(λ) розкладається в ряд Фур’є f−1(λ) =
∞∑

m=−∞
rme

iλm. Cпектральна характеристика лiнiйної оцiнки Â3ξ має вигляд

h(eiλ) = (a(−n)e−niλ+a(0)+a(m)emiλ)−(c(−n)e−niλ+c(0)+c(m)emiλ)·f−1(λ),

де коефiцiєнти c(−n), c(0), c(m) визначаються з рiвнянь

a(−n) = c(−n)r0 + c(0)r−n + c(m)r−n−m,

a(0) = c(−n)rn + c(0)r0 + c(m)r−m,

a(m) = c(−n)rn+m + c(0)rm + c(m)r0.

Матриця B3, побудована з коефiцiєнтiв Фур’є функцiї f−1(λ), має вигляд

B3 =


B11 B12 B13

B21 B22 B23

B31 B32 B33

 ,

B11 =
(
r0

)
, B12 =

(
r−n

)
, B13 =

(
r−n−m

)
,

B21 =
(
rn

)
, B22 =

(
r0

)
, B23 =

(
r−m

)
,

B31 =
(
rn+m

)
, B32 =

(
rm

)
, B33 =

(
r0

)
.

Нехай ~a3 = (~a1,~a2,~a3), де ~a1 = (a(−n)), ~a2 = (a(0)), ~a3 = (a(m)), ~c3 =

(~c1,~c2,~c3), де ~c1 = (c(−n)), ~c2 = (c(0)), ~c3 = (c(m)). Рiвняння (2.13) в цьому

випадку має вигляд ~a3 = B3~c3, звiдки ~c3 = B−1
3 ~a3. Позначимо

D = det(B3) = r3
0−r0r−mrm−rnr−nr0+rnr−n−mrm+rn+mr−nr−m−rn+mr−n−mr0.

Тодi шуканi коефiцiєнти обчислюються за формулами

c(−n) =[(r2
0 − r−mrm)a(−n)− (r−nr0 − r−n−mrm)a(0)+

(r−nrm − r−n−mr0)a(m)] ·D−1,
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c(0) =[(−rnr0 + r−mrn+m)a(−n) + (r2
0 − rn+mr−n−m)a(0)−

(r0r−m − r−n−mrn)a(m)] ·D−1,

c(m) =[(rnrm − r0rn+m)a(−n)− (r0rm − rn+mr−n)a(0)+

(r2
0 − r−nrn)a(m)] ·D−1.

Похибка оцiнки обчислюється за формулою

∆(f) =< B−1
3 ~a3, ~a3 >= D−1

[
(a(−n))2r2

0 − (a(−n))2r−mrm − a(−n)a(0)r−nr0

+a(−n)a(0)r−n−mrm + a(−n)a(m)r−nr−m − a(−n)a(m)r−n−mr0−

a(−n)a(0)r0rn + a(−n)a(0)r−mrn+m + (a(0))2r2
0 − (a(0))2rn+mr−n−m−

a(0)a(m)r0r−m + a(0)a(m)r−n−mrn + a(−n)a(m)rnrm − a(−n)a(m)r0rn+m−

a(0)a(m)r0rm + a(0)a(m)r−nrn+m + (a(m))2r2
0 − (a(m))2rnr−n

]
.

Знайдемо спектральну характеристику та величину середньоквадрати-

чної похибки оцiнки функцiонала

A3(ξ) = ξ(−n) + ξ(0) + ξ(m)

для спектральної щiльностi

f(λ) =
1

|1− αe−iλ|2
, |α| < 1.

З прикладу 1 маємо f−1(λ) =
(

1 + |α|2 − ᾱeiλ − αe−iλ
)
. Всi коефiцiєнти

Фур’є функцiї f−1(λ), крiм r0, r1, r−1, рiвнi 0.

Розглянемо наступнi 4 випадки: 1)n 6= 1, m 6= 1; 2)n 6= 1, m = 1; 3)n =

1, m 6= 1; 4)n = 1, m = 1.

Спектральна характеристика та похибка оцiнки Â3ξ функцiонала A3ξ у

цих випадках обчислюються за наступними формулами.

У першому випадку

h(eiλ) =
(
αe(−n−1)iλ + ᾱe(−n+1)iλ + αe−iλ + ᾱeiλ + αe(m−1)iλ + ᾱe(m+1)iλ

)
(1 + |α|2)−2,

∆(f) =3/(1 + |α|2).
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У другому випадку

h(eiλ) =
[
(α + α |α|2 + α2)(1 + |α|2)e−iλ + (ᾱ2 + ᾱ + ᾱ |α|2)(1 + |α|2)e2iλ+

ᾱ(1 + |α|2 + |α|4)e(−n+1)iλ + α(1 + |α|2 + |α|4)e(−n−1)iλ
]
×(

(1 + |α|2)(1 + |α|2 + |α|4)
)−1

,

∆(f) =
(

3 + 2 |α|2 + (1 + |α|2)(α + ᾱ)
)(

(1 + |α|2)(1 + |α|2 + |α|4)
)−1

.

У третьому випадку

h(eiλ) =
[
(ᾱ2 + ᾱ(1 + |α|2))(1 + |α|2)eiλ + (α2 + α(1 + |α|2))(1 + |α|2)e−2iλ+

ᾱ(1 + |α|2 + |α|4)e(m+1)iλ + α(1 + |α|2 + |α|4)e(m−1)iλ
]
×(

(1 + |α|2)(1 + |α|2 + |α|4)
)−1

,

∆(f) =
(

3 + 2 |α|2 + (1 + |α|2)(α + ᾱ)
)(

(1 + |α|2)(1 + |α|2 + |α|4)
)−1

.

У четвертому випадку

h(eiλ) =
[
(ᾱ2 + ᾱ(1 + |α|2) + 1 + |α|2 + |α|4)ᾱe2iλ+

(1 + |α|2 + |α|4 + α(1 + |α|2) + |α|2)αe−2iλ
]
×(

1 + |α|2 + |α|4 + |α|6
)−1

,

∆(f) =
(

3 + 2 |α|2 + (1 + |α|2)(α + ᾱ) + α2 + ᾱ2
)
·(

(1 + |α|2)(1 + |α|2 + |α|4)
)−1

.

2.2.2. Мiнiмаксний (робастний) метод iнтерполяцiї. Класичний

метод iнтерполяцiї застосовується у випадку, коли точно вiдома спектральна

щiльнiсть f(λ) послiдовностi. У бiльшостi випадкiв на практицi повна iнфор-

мацiя про спектральну щiльнiсть неможлива. Однак, якщо вiдомо, що щiль-

нiсть f(λ) належить певному класу спектральних щiльностей D, то доцiльно

до задач оцiнювання застосовувати мiнiмаксний пiдхiд. При такому пiдходi

замiсть вiдшукання оцiнки, яка була б оптимальною для деякої спектральної

щiльностi, шукають оцiнку, яка мiнiмiзує величину похибки одразу для всiх

спектральних щiльностей з даного класу D.
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Означення 2.2. Для заданого класу спектральних щiльностей D спе-

ктральна щiльнiсть f0(λ) ∈ D називається найменш сприятливою в D для

оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо

∆ (f0) = ∆ (h (f0) ; f0) = max
f∈D

∆ (h (f) ; f) .

Означення 2.3. Для заданого класу спектральних щiльностей D спе-

ктральна характеристика h0(eiλ) оптимальної оцiнки функцiонала Asξ нази-

вається мiнiмаксною (робастною), якщо

h0(eiλ) ∈ HD =
⋂
f∈D

Ls2(f), min
h∈HD

max
f∈D

∆ (h; f) = sup
f∈D

∆
(
h0; f

)
.

Лема 2.1. Спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ D найменш сприятлива в

класi D для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо кое-

фiцiєнти Фур’є функцiї f−1
0 (λ) задають матрицю B0

s , що визначає розв’язок

екстремальної задачi

max
f∈D

< B−1
s ~as, ~as >=< (B0

s)
−1~as, ~as > . (2.17)

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0) обчислюється за фор-

мулою (2.14) за умови, що h(f0) ∈ HD.

Найменш сприятлива спектральна щiльнiсть f0(λ) та мiнiмаксна спектраль-

на характеристика h0 утворюють сiдлову точку функцiї ∆ (h; f) на множинi

HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

∆ (h; f0) > ∆
(
h0; f0

)
> ∆

(
h0; f

)
∀f ∈ D, ∀h ∈ HD

виконуються, якшо h0 = h(f0) та h(f0) ∈ HD, де f0 – розв’язок задачi на

умовний екстремум

∆̃(f) = −∆
(
h0; f

)
= − 1

2π

π∫
−π

∣∣C0
s (eiλ)

∣∣2
f 2

0 (λ)
f(λ)dλ→ inf, f(λ) ∈ D, (2.18)

C0
s (eiλ) =

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

(
(B0

s)
−1~as

)
j
eijλ.
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Задача на умовний екстремум (2.18) еквiвалентна задачi на безумовний

екстремум [23]:

∆D(f) = ∆̃(f) + δ(f |D)→ inf,

де δ(f |D) – iндикаторна функцiя множини D. Розв’язок f0 цiєї задачi ха-

рактеризується умовою: 0 ∈ ∂∆D(f0), де ∂∆D(f0)– субдиференцiал опукло-

го функцiонала ∆D(f). Ця умова дозволяє знайти найменш сприятливi спе-

ктральнi щiльностi для конкретних класiв D.

Зауважимо, що вигляд функцiонала ∆(h0; f) зручний для застосування

методу невизначених множникiв Лагранжа до визначення розв’язку задачi

(2.18). Використовуючи метод множникiв Лагранжа i вигляд субдиференцi-

ала iндикаторної функцiї ми можемо описати вiдношення, якi визначають

найменш сприятливi спектральнi щiльностi в деяких класах спектральних

щiльностей.

2.2.3. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D =

D−0 . Розглянемо задачу мiнiмаксного оцiнювання функцiонала Asξ вiд невi-

домих значень стацiонарної послiдовностi ξ(j), що має спектральну щiльнiсть

з класу

D−0 =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

f−1(λ)dλ > P


за умови, що послiдовнiсть a(k), k ∈ S, яка визначає функцiонал Asξ строго

позитивна. Щоб знайти розв’язок задачi (2.18) використаємо метод невизна-

чених множникiв Лагранжа. Отримаємо наступне рiвняння

1

2π

π∫
−π

[∣∣C0
s (eiλ)

∣∣2
f 2

0 (λ)
− p2

0

1

f 2
0 (λ)

]
ρ(f(λ))dλ = 0,

де p2
0 – невiдома константа (множник Лагранжа), ρ(f(λ)) – прирiст функцiї

f(λ). Звiдси знаходимо, що коефiцiєнти Фур’є функцiї f−1
0 задовольняють

рiвняння ∣∣∣∣∣
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

c(k)eikλ

∣∣∣∣∣
2

= p2
0, (2.19)
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де c(k), k ∈ S – координати вектора ~cs, що задовольняє рiвняння B0
s~cs = ~as,

а матриця B0
s складається з матриць B0

mn(k, j), кожна з яких утворенена з

коефiцiєнтiв Фур’є функцiї f−1
0 (λ)

B0
mn(k, j) =

1

2π

π∫
−π

f−1
0 (λ)e−i(k−j)λdλ = r0

k−j, m, n = 1, . . . , s.

k = Mm−1, . . . , Mm−1 +Nm, j = Mn−1, . . . , Mn−1 +Nn.

Рiвняння (2.19) та рiвняння B0
scs = as задовольняють коефiцiєнти Фур’є

rk = r−k, k ∈ S, якi можна знайти з рiвняння Bs~p
0
s = ~as, де ~p0

s = (p0, 0, . . . , 0).

Останню рiвнiсть можна подати у виглядi системи рiвнянь
rkp0 = a(k), k ∈ S.

З першого рiвняння системи (при k = 0) знаходимо невiдому величину

p0 = a(0)(r0)
−1. Внаслiдок екстремальної умови (2.17) i обмеження на спе-

ктральнi щiльностi в класi D−0 коефiцiєнт Фур’є r0 = 1
2π

π∫
−π
f−1

0 (λ)dλ = P .

Таким чином, rk = Pa(k)a−1(0). Побудуємо наступну послiдовнiсть коефiцi-

єнтiв

rk = r−k =

 Pa(k)a−1(0) якщо k ∈ S;
0 якщо k ∈ {0, . . . ,Ms−1 +Ns} \S.

Фукцiю f−1(λ) можна записати у виглядi f−1
0 (λ) =

Ms−1+Ns∑
k=−(Ms−1+Ns)

rke
ikλ.

В силу того, що послiдовнiсть a(k), k ∈ S строго позитивна, то послi-

довнiсть rk, k = 0, 1, . . . ,Ms−1 + Ns, теж строго позитивна, i функцiя f−1
0 (λ)

додатня, тому її можна зобразити у виглядi [7]

f−1
0 (λ) =

∣∣∣∣∣
Ms−1+Ns∑
k=0

γke
−ikλ

∣∣∣∣∣
2

, λ ∈ [−π, π] ,

де γk = 0, k ∈ {0, . . . ,Ms−1 +Ns} \S. Отже, f0(λ) – спектральна щiльнiсть

стохастичної послiдовностi авторегресiї порядкуMs−1 +Ns, що задається рiв-

нянням
Ms−1+Ns∑
k=0

γkξ(n− k) =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

γkξ(n− k) = εn, (2.20)



56

де εn – бiлий шум.

Мiнiмаксна спектральна характеристика h(f0) оптимальної оцiнки фун-

кцiонала Asξ обчислюється за формулою (2.9), де

CN(eiλ) =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

c(k)eikλ = p0 = P−1a(0),

h(f0) =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

a(k)eikλ − P−1a(0)

Ms−1+Ns∑
k=−(Ms−1+Ns)

rke
ikλ

=

N1∑
k=1

a(k)e−ikλ +
s−1∑
l=1

Ml+Nl+1∑
k=Ml

a(k)e−ikλ.

(2.21)

Таким чином показано, що справедлива наступна теорема.

Теорема 2.5. Найменш сприятливою спектральною щiльнiстю в класi

D−0 для оптимально лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, що задається

строго позитивною послiдовнiстю a(k), k ∈ S є щiльнiсть стохастичної

послiдовностi авторегресiї (2.20) порядку Ms−1 +Ns з коефiцiєнтами Фур’є

rk = r−k = Pa(k)a−1(0), k ∈ S. Мiнiмаксна спектральна характеристика

h(f0) обчислюється за формулою (2.21).

Приклад 2.3. Знайдемо мiнiмаксну оцiнку функцiонала A2ξ = 2ξ(0) +

ξ(2) вiд випадкової стацiонарної послiдовностi {ξ(j) : j ∈ Z} за спостережен-

нями у моменти часу Z\ {0, 2} . Запишемо систему для вiдшукання коефiцi-

єнтiв Фур’є найменш сприятливої спектральної щiльностi в класi D−0 :

r0p0 = 2;

r2p0 = 1.

Звiдси r0 = P, r2 = r−2 = 1
2P. Найменш сприятливою щiльнiстю буде щiль-

нiсть f0 = 1/
∣∣x+ ye2iλ

∣∣ , де x = ±
√

P
2 , y = ±

√
P
2 . Мiнiмаксна спектральна

характеристика обчислюється за формулою h(f0) = −
√

P
2 e
−2iλ.

2.2.4. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D =

DW . Розглянемо задачу для множини спектральних щiльностей з момен-
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тними обмеженнями функцiї f−1(λ). Нехай

DW =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

f−1(λ) cos(wλ)dλ = rw , w = 0, 1, . . . ,W

 ,

де rw, w = 0, 1, . . . ,W – строго позитивна послiдовнiсть. В класi DW iснує

нескiнченна кiлькiсть функцiй [7] i функцiя

f−1(λ) =
W∑

w=−W

r|w|e
iwλ > 0, λ ∈ [−π, π] .

Для того, щоб вiдшукати розв’язок задачi оптимiзацiї (2.18) для класу

DW , застосуємо метод невизначених множникiв Лагранжа. Отримаємо на-

ступне рiвняння∣∣∣∣∣
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

c(k)eikλ

∣∣∣∣∣
2

=
W∑
w=0

αw cos(wλ) =

∣∣∣∣∣
W∑
w=0

p(w)eiwλ

∣∣∣∣∣
2

, (2.22)

де αw, w = 0, 1, . . . ,W– невизначенi множники Лагранжа, а c(k), k = 0, . . . ,W–

розв’язки рiвняння B0
s~cs = ~as.

Розглянемо два випадки: W > Ms−1 + Ns та W < Ms−1 + Ns. Нехай

W >Ms−1 +Ns. Тодi заданi коефiцiєнти Фур’є rw визначають матрицю B0
s i

екстремальна задача (2.17) вироджена. Покладемо p(Ms−1 +Ns + 1) = . . . =

p(W ) = 0 i p(t) = 0, t /∈ S, а коефiцiєнти p(j), j ∈ S вектора ps знайдемо з

рiвняння B0
sps = as. Таким чином буде виконуватись спiввiдношення (2.22).

Тому найменш сприятливою буде кожна щiльнiсть f(λ) ∈ DW i, як наслiдок,

щiльнiсть

f0(λ) = 1/
W∑

w=−W

r|w|e
iwλ = 1/

∣∣∣∣∣
W∑
k=0

γke
ikλ

∣∣∣∣∣ (2.23)

стохастичної послiдовностi авторегресiї.

Нехай W < Ms−1 + Ns. Тодi матрицю Bs визначають вiдомi rw, w ∈
S ∩ {0, . . . ,W} та невiдомi rw, w ∈ S\ {0, . . . ,W} коефiцiєнти Фур’є функцiї

f−1(λ). Невiдомi p(k), k ∈ S ∩ {0, . . . ,W} та rw, w ∈ S\ {0, . . . ,W} знаходи-
мо з рiвняння Bsp

0
s = as, де p0

s = (p(0), . . . , p(W1), 0, . . . , 0) , де W1 визнаємо з



58

вiдношення {0, . . . ,W1} = {0, . . . ,W}∩S. Розпишемо останнє рiвняння через

систему наступних рiвнянь

r0p0 + r1p1 + . . .+ r−W1
pW1

= a(0);

r1p0 + r0p0 + . . .+ r−W1+1pW1
= a(1);

. . .

rW1
p0 + rW1−1p0 + . . .+ r0pW1

= a(W1);

. . .

rMs−1+Ns
p0 + r1p1 + . . .+ r0pW1

= a(Ms−1 +Ns).

З перших W1 рiвнянь знайдемо невiдомi компоненти p(k) вектора p0
s, а з

iнших рiвнянь вiдшукаємо невiдомi коефiцiєнти Фур’є rw, w ∈ S\ {0, . . . ,W}.
Якщо послiдовнiсть rw, w ∈ S, що утворилась iз строго позитивної послi-

довностi rw, w ∈ S ∩ {0, . . . ,W} та обчислених rw, w ∈ S\ {0, . . . ,W} теж

строго позитивна, то найменш сприятлива спектральна щiльнiсть f0(λ) ви-

значається коефiцiєнтами Фур’є rw, w ∈ S функцiї f−1
0 (λ)

f0(λ) = 1/

Ms−1+Ns∑
k=0

(rke
ikλ + r−ke

−ikλ) = 1/

∣∣∣∣∣
Ms−1+Ns∑
k=0

γke
ikλ

∣∣∣∣∣
2

. (2.24)

Отже, справедлива наступна теорема.

Теорема 2.6. Найменш сприятливою щiльнiстю в класi DW для опти-

мальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ при W >Ms−1 +Ns є щiль-

нiсть (2.23) стохастичної послiдовностi авторегресiї порядку W, що ви-

значається коефiцiєнтами rw, w = 0, 1, . . . ,W. Якщо W < Ms−1 + Ns i

розв’язки rw, w ∈ S\ {0, . . . ,W} рiвняння Bsp
0
s = as разом з коефiцiєнта-

ми rw, w ∈ S ∩ {0, . . . ,W} утворюють строго позитивну послiдовнiсть,

то найменш сприятливою щiльнiстю в DW є щiльнiсть (2.24) стохасти-

чної послiдовностi авторегресiї порядкуMs−1 +Ns. Мiнiмаксна спектральна

характеристика обчислюється за формулою (2.14).
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2.2.5. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D =

Du
v . Розглянемо множину спектральних щiльностей

Du
v =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣0 6 v(λ) 6 f(λ) 6 u(λ),
1

2π

π∫
−π

f−1(λ)dλ = P

 ,

де v(λ), u(λ) – заданi обмеженi спектральнi щiльностi, а послiдовнiсть a(j), j ∈
S, яка визначає функцiонал Asξ строго позитивна. Для вiдшукання розв’яз-

ку оптимiзацiйної задачi (2.18) використаємо умову 0 ∈ ∂∆D(f0). З умови

0 ∈ ∂∆D(f0) для D = Du
v знаходимо, що коефiцiєнти Фур’є функцiї f−1

0

задовольняють рiвняння B0
s~cs = ~as та рiвняння∣∣∣∣∣

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

((
B0
s

)−1
as

)
k
eikλ

∣∣∣∣∣
2

= ψ1(λ) + ψ2(λ) + p−2
0 ,

де ψ1(λ) > 0 та ψ1(λ) = 0 при f0(λ) > v(λ); ψ2(λ) 6 0 та ψ2(λ) = 0 при

f0(λ) 6 u(λ). Тому при v(λ) 6 f0(λ) 6 u(λ) функцiя f−1
0 (λ) має вигляд

f−1
0 (λ) =

Ms−1+Ns∑
k=0

(rke
ikλ + r−ke

−ikλ) =

∣∣∣∣∣
Ms−1+Ns∑
k=0

γke
ikλ

∣∣∣∣∣
2

,

де rk = r−k = Pa(k)a−1(0). Найменш сприятливою в класi Dv
u буде щiльнiсть

стохастичної послiдовностi авторегресiї порядкуMs−1+Ns, якщо виконується

нерiвнiсть

v−1(λ) >
Ms−1+Ns∑
k=0

(rke
ikλ + r−ke

−ikλ) =

∣∣∣∣∣
Ms−1+Ns∑
k=0

γke
ikλ

∣∣∣∣∣
2

> u−1(λ), λ ∈ [−π, π] .

(2.25)

В загальному випадку найменш сприятлива щiльнiсть має вигляд

f0(λ) = max

v(λ),min

u(λ),

∣∣∣∣∣p0

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

((
B0
s

)−1
as

)
k
eikλ

∣∣∣∣∣
−2

 .

(2.26)

Теорема 2.7. Якщо послiдовнiсть a(j), j ∈ S, строго позитивна i коефi-

цiєнти rk = r−k = Pa(k)a−1(0), k ∈ S задовiльняють нерiвнiсть (2.25), то
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найменш сприятливою в класi Du
v для оптимальної лiнiйної оцiнки функцiо-

нала Asξ є щiльнiсть послiдовностi авторегресiї (2.20) порядку Ms−1 +Ns.

Мiнiмаксна спектральна характеристика h(f0) обчислюється за формулою

(2.21). Якщо нерiвнiсть (2.25) не виконується, то найменш сприятлива

в Du
v спектральна щiльнiсть визначається спiввiдношенням (2.26) та екс-

тремальною умовою (2.17). Мiнiмаксна спектральна характеристика обчи-

слюється за формулою (2.14).

2.3. Задача iнтерполяцiї стацiонарної послiдовностi, що

спостерiгається з шумом

У цьому пiдроздiлi дослiджується задача оптимального в середньоквадра-

тичному сенсi лiнiйного оцiнювання функцiонала

Asξ =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)ξ(j),

вiд невiдомих значень стацiонарної стохастичної послiдовностi ξ(j) за даними

спостережень послiдовностi ξ(j)+η(j) в точках j ∈ Z\S, де η(j) – стацiонарно

зв’язана з ξ(j) стацiонарна послiдовнiсть, Ml =
l∑

k=0

(Nk + Kk), N0 = K0 = 0,

S =
s−1⋃
l=0

{Ml, . . . , Ml +Nl+1}.

2.3.1. Класичний метод iнтерполяцiї. Нехай ξ(j) та η(j) – стацiо-

нарнi послiдовностi з нульовими математичними сподiваннями Eξ(j) = 0,

Eη(j) = 0. Коварiацiйнi функцiї стацiонарних послiдовностей ξ(j) та η(j) до-

пускають спектральний розклад (2.4) з такими спектральними щiльностями

f(λ), fξη(λ), fηξ(λ) та g(λ), що виконується умова мiнiмальностi
π∫

−π

1

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ <∞. (2.27)

Ця умова необхiдна i достатня для того, щоб безпомилкова iнтерполяцiя не-

вiдомих значень послiдовностей була неможливою [25].
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Послiдовностi ξ(j) та η(j) допускають спектральний розклад (2.3) iз ор-

тогональними випадковими мiрами Zξ(dλ) та Zη(λ), що пiдпорядкованi спе-

ктральним мiрам F (dλ) та G(dλ) послiдовностей ξ(j) та η(j) такими, що

виконуються спiввiдношення (2.5).

Розглянемо задачу середньоквадратично оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала
Asξ =

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)ξ(j),

вiд невiдомих значень стацiонарної послiдовностi ξ(j) за вiдомими спосте-

реженнями послiдовностi ξ(j) + η(j) в моменти часу j ∈ Z\S, де Ml =
l∑

k=0

(Nk +Kk), N0 = K0 = 0, S =
s−1⋃
l=0

{Ml,Ml + 1, . . . , Ml +Nl+1}.

Функцiонал Asξ можна записати у такому виглядi

Asξ =

π∫
−π

As(e
iλ)Zξ(dλ), As(e

iλ) =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)eijλ.

Позначимо через Âsξ оптимальну лiнiйну оцiнку функцiонала Asξ за вi-

домими спостереженнями послiдовностi ξ(j)+η(j). Cередньоквадратична по-

хибка оцiнки Âsξ обчислюється за формулою ∆(f, g) = E
∣∣∣Asξ − Âsξ

∣∣∣2. Для

вiдшукання оцiнки Âsξ використаємо метод ортогональних проекцiй у гiль-

бертовому просторi А. М. Колмогорова.

Позначимо черезHs(ξ+η) замкнутий лiнiйний пiдпростiр, породжений ве-

личинами {ξ(j) + η(j) : j ∈ Z\S} у гiльбертовому просторi H = L2(Ω,F , P ).

Через L2(f+g) позначимо гiльбертовий простiр комплекснозначних функцiй

на [−π, π], iнтегровних в квадратi за мiрою, що має щiльнiсть f(λ)+fξη(λ)+

fηξ(λ) + g(λ). Розглянемо пiдпростiр Ls2(f + g) простору L2(f + g), що поро-

джений функцiями {eijλ, j ∈ Z\S}.
Лiнiйну оцiнку Âsξ функцiонала Asξ шукатимемо у виглядi

Âsξ =

π∫
−π

h(eiλ)Zξ+η(dλ),

де h(eiλ) ∈ Ls2(f + g) – спектральна характеристика оцiнки.
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Середньоквадратична похибка ∆(h; f) оцiнки Âsξ обчислюється за фор-

мулою

∆(h;F ) = E
∣∣∣Asξ − Âsξ

∣∣∣2 =
1

2π

π∫
−π

∣∣As(e
iλ)− h(eiλ)

∣∣2 f(λ)dλ

+
1

2π

π∫
−π

∣∣h(eiλ)
∣∣2 g(λ)dλ− 1

2π

π∫
−π

(
As(e

iλ)− h(eiλ)
)
h(eiλ)fξη(λ)dλ

− 1

2π

π∫
−π

(As(eiλ)− h(eiλ))h(eiλ)fηξ(λ)dλ (2.28)

=
1

2π

π∫
−π

(
As(e

iλ)− h(eiλ),−h(eiλ)
)
F (λ)

(
As(eiλ)− h(eiλ),−h(eiλ)

)>
dλ,

де F (λ) =

 f(λ) fξη(λ)

fηξ(λ) g(λ)

 – матриця спектральних щiльностей.

За методом ортогональних проекцiй у гiльбертовому просторi А. М. Кол-

могорова оптимальною оцiнкою функцiонала Asξ буде проекцiя елемента Asξ

на пiдпростiр Hs(ξ + η). Така проекцiя визначається з наступних умов:

1)Âsξ ∈ Hs(ξ + η),

2)Asξ − Âsξ⊥Hs(ξ + η).

З умови 2) випливає, що спектральна характеристика h(λ) для всiх j ∈
Z\S задовольняє спiввiдношення

E
[(
Asξ − Âsξ

)(
ξ(j) + η(j)

)]
=

=
1

2π

π∫
−π

(
As(e

iλ)− h(eiλ)
)
e−ijλf(λ)dλ− 1

2π

π∫
−π

h(eiλ)e−ijλfηξ(λ)dλ+

+
1

2π

π∫
−π

(
As(e

iλ)− h(eiλ)
)
e−ijλfξη(λ)dλ− 1

2π

π∫
−π

h(eiλ)e−ijλg(λ)dλ = 0.

Останнє спiввiдношення можна записати у такому виглядi, j ∈ Z\S
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π∫
−π

[
As(e

iλ)(f(λ) + fξη(λ))− h(eiλ)(f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ))
]
e−ijλdλ

= 0.

Звiдси можемо зробити висновок, що коефiцiєнти Фур’є функцiї[
As(e

iλ)(f(λ) + fξη(λ))− h(eiλ)(f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ))
]
дорiвнюють ну-

лю при j ∈ Z\S, а сама функцiя має вигляд

As(e
iλ)(f(λ) + fξη(λ))− h(eiλ)(f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)) = Cs(e

iλ),

Cs(e
iλ) =

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

c(k)eikλ,

де c(k), k ∈ S – невiдомi коефiцiєнти, якi потрiбно знайти.

З останнього спiввiдношення отримаємо наступний вигляд спектральної

характеристики оцiнки Âsξ

h(eiλ) = As(e
iλ)
f(λ) + fξη(λ)

fζ(λ)
− Cs(eiλ)

1

fζ(λ)
,

де fζ(λ) = f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ).

З 1-ї умови, Âsξ ∈ Hs(ξ+η), що визначає оптимальну оцiнку функцiонала

Asξ, випливає, що
1

2π

π∫
−π

h(eiλ)e−ijλdλ = 0, j ∈ S,

тобто

1

2π

π∫
−π

(
As(e

iλ)
f(λ) + fξη(λ)

fζ(λ)
− Cs(eiλ)

1

fζ(λ)

)
e−ijλdλ = 0, j ∈ S.

Скористаємося останньою рiвнiстю, щоб знайти невiдомi коефiцiєнти c(k),

k ∈ S. Розкриємо дужки i отримаємо таке спiввiдношення

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

a(k)
1

2π

π∫
−π

ei(k−j)λ(f(λ) + fξη(λ))

fζ(λ)
dλ−

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

c(k)
1

2π

π∫
−π

ei(k−j)λ

fζ(λ)
dλ = 0, j ∈ S.

(2.29)
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Введемо наступнi позначення

Rs
j,k =

1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ) + fξη(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ;

Bs
j,k =

1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
1

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ;

Qs
j,k =

1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ)g(λ)− fξη(λ)fηξ(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ.

(2.30)

Скориставшись введеними позначеннями можемо записати спiввiдношен-

ня (2.29) у виглядi системи рiвнянь
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

Rs
j,ka(k) =

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

Bs
j,kc(k), j ∈ S.

Вказанi рiвняння можна подати у наступному виглядi

Rs~as = Bs~cs,

де ~as – вектор, що побудований з коефiцiєнтiв, якi визначають функцiонал

Asξ, ~cs – вектор, що складаєтьcя з невiдомих коефiцiєнтiв c(k), k ∈ S, Bs,Rs

– матрицi розмiрностi q×q, q = N1 +N2 + . . .+Ns+s, з елементами Bs(j, k) =

Bs
j,k, Rs(j, k) = Rs

j,k, j, k ∈ S, виду

Bs =


B11 B12 . . . B1s

B21 B22 . . . B2s

... ... . . . ...

Bs1 Bs2 . . . Bss

 , (2.31)

де Bmn – матрицi розмiрностi (Nm + 1)× (Nn + 1)

Bmn(k, j) = Bs
j,k, m, n = 1, . . . , s,

k = Mm−1, . . . , Mm−1 +Nm, j = Mn−1, . . . , Mn−1 +Nn.

Таким чином, невiдомi коефiцiєнти c(k), k ∈ S обчислюються за форму-

лою

c(k) = (B−1
s Rs~as)k,
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де (B−1
s Rs~as)k – k-ий елемент вектора B−1

s Rs~as. Отже, спектральна характе-

ристика h(eiλ) оцiнки Âsξ обчислюється за наступною формулою

h(eiλ) =
As(e

iλ) (f(λ) + fξη(λ))

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
−

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

(B−1
s Rs~as)ke

ikλ

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
.

(2.32)

Середньоквадратична похибка оцiнки Âsξ обчислюється за формулою

∆(h;F ) = ∆(h; f, g, fξη, fηξ) = E
∣∣∣Asξ − Âsξ

∣∣∣2 =

=
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣As(e
iλ)
fηξ(λ) + g(λ)

fζ(λ)
+ Cs(e

iλ)
1

fζ(λ)

∣∣∣∣2 f(λ)dλ

+
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣As(e
iλ)
f(λ) + fξη(λ)

fζ(λ)
− Cs(eiλ)

1

fζ(λ)

∣∣∣∣2 g(λ)dλ

− 1

2π

π∫
−π

(
As(e

iλ)
fηξ(λ) + g(λ)

fζ(λ)
+ Cs(e

iλ)
1

fζ(λ)

)

×
(
As(eiλ)

f(λ) + fηξ(λ)

fζ(λ)
− Cs(eiλ)

1

fζ(λ)

)
fξη(λ)dλ

− 1

2π

π∫
−π

(
As(eiλ)

fξη(λ) + g(λ)

fζ(λ)
+ Cs(eiλ)

1

fζ(λ)

)
(2.33)

×
(
As(e

iλ)
f(λ) + fξη(λ)

fζ(λ)
− Cs(eiλ)

1

fζ(λ)

)
fηξ(λ)dλ

=
1

2π

π∫
−π

∣∣As(e
iλ)
∣∣2 f(λ)g(λ)− fξη(λ)fηξ(λ)

fζ(λ)
dλ+

1

2π

π∫
−π

∣∣Cs(eiλ)∣∣2 1

fζ(λ)
dλ

=
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

a(j)eijλ

∣∣∣∣∣
2

f(λ)g(λ)− fξη(λ)fηξ(λ)

fζ(λ)
dλ+

+
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

(B−1
s Rs ~as)ke

ikλ

∣∣∣∣∣
2

1

fζ(λ)
dλ.
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Використовуючи позначення (2.30) можна записати середньоквадратичну по-

хибку оцiнки у виглядi

∆(h;F ) = 〈Rs ~as,B
−1
s Rs ~as〉+ 〈Qs ~as, ~as〉, (2.34)

де 〈·, ·〉 – скалярний добуток в просторi Cq, а Qs – матриця розмiрностi

q × q з елементами Qs(j, k) = Qs
j,k, j, k ∈ S, виду (2.31).

Таким чином, можемо стверджувати, що справедлива наступна теорема.

Теорема 2.8. Нехай ξ(j), η(j) – стацiонарнi стохастичнi послiдовностi

з матрицею спектральних щiльностей F (λ) =

 f(λ) fξη(λ)

fηξ(λ) g(λ)

 такою,

що виконується умова мiнiмальностi (2.27). Спектральну характеристику

h(eiλ) та величину середньоквадратичної похибки ∆(f, g) оптимальної лi-

нiйної оцiнки функцiонала Asξ вiд невiдомих значень послiдовностi ξ(j) за

даними спостережень послiдовностi ξ(j)+η(j), j ∈ Z\S можна обчислити

за формулами (2.32), (2.34).

Розглянемо випадок, коли спостережуванi послiдовностi некорельованi.

Це означає, що спектральнi щiльностi fξη = fηξ = 0. У такому випадку мо-

жемо сформулювати наслiдок.

Наслiдок 2.1. Нехай ξ(j) та η(j) – некорельованi стацiонарнi стоха-

стичнi послiдовностi, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для

яких виконується умова мiнiмальностi
π∫

−π

1

f(λ) + g(λ)
dλ <∞. (2.35)

Спектральну характеристику h(eiλ) та величину середньоквадратичної по-

хибки ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Asξ вiд невiдомих

значень послiдовностi ξ(j) за даними спостережень послiдовностi ξ(j) +

η(j), j ∈ Z\S можна обчислити за формулами (2.36), (2.37)

h(eiλ) = As(e
iλ)

f(λ)

f(λ) + g(λ)
−

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

(B−1
s Rs~as)ke

ikλ

f(λ) + g(λ)
,

(2.36)



67

∆(h; f, g) = E
∣∣∣Asξ − Âsξ

∣∣∣2 =

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣As(e
iλ)g(λ) +

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

(B−1
s Rs~as)ke

ikλ

∣∣∣∣∣
2

(f(λ) + g(λ))2
f(λ)dλ

+
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣As(e
iλ)f(λ)−

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
k=Ml

(B−1
s Rs~as)ke

ikλ

∣∣∣∣∣
2

(f(λ) + g(λ))2
g(λ)dλ

= 〈Rs~as,B
−1
s Rs~as〉+ 〈Qs~as, ~as〉,

(2.37)

де матрицi Rs, Bs, Qs визначаються наступними елементами вiдповiдно

Rs
j,k =

1

2π

π∫
−π

e−i(j−k)λ f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλ,

Bs
j,k =

1

2π

π∫
−π

e−i(j−k)λ 1

f(λ) + g(λ)
dλ,

Qs
j,k =

1

2π

π∫
−π

e−i(j−k)λ f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
dλ.

Звiдси можемо отримати наслiдок для випадку спостережень без шуму.

Наслiдок 2.2. Нехай ξ(j) – стацiонарна послiдовнiсть, яка має спе-

ктральну щiльнiсть f(λ) таку, що функцiя f−1(λ) iнтегровна. Спектраль-

ну характеристику h(eiλ) та середньоквадратичну похибку ∆(f) оптималь-

ної лiнiйної оцiнки функцiонала Asξ вiд невiдомих значень послiдовностi

ξ(j) за даними спостережень ξ(j), j ∈ Z\S, де S =
s−1⋃
l=0

{Ml, . . . , ,Ml+Nl+1},

можна обчислити за формулами

h(eiλ) = As(e
iλ)− Cs(eiλ)f−1(λ), (2.38)

∆(h; f) =
1

2π

π∫
−π

∣∣Cs(eiλ)∣∣2 f−1(λ)dλ =< B−1
s ~as, ~as >, (2.39)
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Cs(e
iλ) =

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

(
B−1
s ~as

)
j
eijλ,

Bs – матриця розмiрностi q× q виду (2.31) елементи якої є коефiцiєнтами

Фур’є функцiї f−1(λ),

Bs(k, j) =
1

2π

π∫
−π

f−1(λ)e−i(k−j)λdλ, k, j ∈ S.

Приклад 2.4. Розглянемо двi некорельованi послiдовностi ξ(j) та η(j) iз

спектральними щiльностями

f(λ) =
∣∣1− ae−iλ∣∣2 , |a| < 1,

g(λ) =
∣∣1− be−iλ∣∣2 , |b| < 1,

вiдповiдно.

Знайдемо оптимальну в середньоквадратичному сенсi лiнiйну оцiнку фун-

кцiонала A2ξ = ξ(0) + ξ(3) вiд невiдомих значень ξ(0), ξ(3) за спостережен-

нями послiдовностi ξ(j) + η(j) в моменти часу j ∈ Z\{0, 3}. Спектральна
щiльнiсть послiдовностi ξ(j) + η(j) має вигляд

f(λ) + g(λ) =
∣∣1− ae−iλ∣∣2 +

∣∣1− be−iλ∣∣2 =
∣∣x− ye−iλ∣∣2 ,

x =
1

2

(
±
√

(1 + a)2 + (1 + b)2 ±
√

(1− a)2 + (1− b)2
)
, y =

a+ b

x
.

Оскiльки |a| < 1, |b| < 1, то
∣∣y
x

∣∣ < 1. Використаємо розклад функцiї 1
1−t

в степеневий ряд, щоб факторизувати функцiї (f(λ) + g(λ))−1, f(λ)(f(λ) +

g(λ))−1 та f(λ)g(λ)(f(λ) + g(λ))−1

1

f(λ) + g(λ)
=

1

|x− ye−iλ|2
=

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

yk

xk+1
e−ikλ

∣∣∣∣∣
2

,

f(λ)

f(λ) + g(λ)
=

∣∣1− ae−iλ∣∣2
|x− ye−iλ|2

=

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

yk

xk+1
e−ikλ −

∞∑
k=0

ayk

xk+1
e−i(k+1)λ

∣∣∣∣∣
2

=

=

∣∣∣∣∣1x +
∞∑
k=0

(
yk+1

xk+2
− ayk

xk+1

)
e−i(k+1)λ

∣∣∣∣∣
2

,
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f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
=

∣∣1− ae−iλ∣∣2 · ∣∣1− be−iλ∣∣2
|x− ye−iλ|2

=

∣∣1− (a+ b)e−iλ + abe−i2λ
∣∣2

|x− ye−iλ|2
=

=

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

yk

xk+1
e−ikλ −

∞∑
k=0

(a+ b)yk

xk+1
e−i(k+1)λ +

∞∑
k=0

abyk

xk+1
e−i(k+2)λ

∣∣∣∣∣
2

=

=

∣∣∣∣∣1x +
y − ax− bx

x2
e−iλ +

∞∑
k=0

(
yk+2

xk+3
− (a+ b)yk+1

xk+2
+
abyk

xk+1

)
e−i(k+2)λ

∣∣∣∣∣
2

.

Використаємо формулу (2.36) для знаходження спектральної характери-

стики h(eiλ) оцiнки Â2ξ. У даному випадку вона матиме вигляд

h(eiλ) = (1 + ei3λ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
− (B−1

2 R2~a2)0 + (B−1
2 R2~a2)3 · ei3λ

f(λ) + g(λ)
,

матрицi B2, R2, Q2 мають вигляд

B2 =

 b0 b−3

b3 b0

 , R2 =

 r0 r−3

r3 r0

 , Q2 =

 q0 q−3

q3 q0

 ,

де bj, rj, qj, j ∈ {−3, 0, 3} коефiцiєнти Фур’є функцiй 1
f(λ)+g(λ) ,

f(λ)
f(λ)+g(λ) та

f(λ)g(λ)
f(λ)+g(λ) вiдповiдно. Вектор, який визначає функцiонал A2ξ, має вигляд a2 =

(a(0), a(3)) = (1, 1). Тодi невiдомi коефiцiєнти в формулi (2.36) обчислюються

за наступними формулами

(B−1
2 R2~a2)0 =

b0r0 − b−3r3 + b0r−3 − b−3r0

b2
0 − b−3b3

,

(B−1
2 R2~a2)3 =

−b3r0 + b0r3 − b3r−3 + b0r0

b2
0 − b−3b3

,

b0 =
∞∑
k=0

∣∣∣∣ ykxk+1

∣∣∣∣2 , b3 = b−3 =
∞∑
k=0

(
yk

xk+1

)(
yk+3

xk+4

)
,

r0 =
1

|x|2
+
∞∑
k=0

∣∣∣∣yk+1

xk+2
− ayk

xk+1

∣∣∣∣2 ,
r3 = r−3 =

1

x

(
y3

x4
− ay2

x3

)
+
∞∑
k=0

(
yk+1

xk+2
− ayk

xk+1

)(
yk+4

xk+5
− ayk+3

xk+4

)
.
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Середньоквадратична похибка оцiнки Â2ξ обчислюється за формулою (2.37)

∆(h; f) = E
∣∣∣A2ξ − Â2ξ

∣∣∣2 = 〈R2~a2,B
−1
2 R2~a2〉+ 〈Q2~a2, ~a2〉 =

=
1

b2
0 − b−3b3

(
2b0r

2
0 − b−3r0r3 + 2b0r0r−3 − b−3r

2
0 − b−3r−3r3 + b0r

2
−3

−b−3r0r−3 − b3r0r3 + b0r
2
3 − b3r3r−3 + 2b0r0r3 − b3r

2
0 − b3r0r−3

)
+ 2q0 + q3 + q−3,

q0 =

∣∣∣∣1x
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣y − ax− bxx2

∣∣∣∣2 +
∞∑
k=0

∣∣∣∣yk+2

xk+3
− (a+ b)yk+1

xk+2
+
abyk

xk+1

∣∣∣∣2 ,

q3 = q−3 =
1

x

(
y3

x4
− (a+ b)y2

x3
+
aby

x2

)
+
y − ax− bx

x2

(
y4

x5
− (a+ b)y3

x4
+
aby2

x3

)
+

+
∞∑
k=0

(
yk+2

xk+3
− (a+ b)yk+1

xk+2
+
abyk

xk+1

)(
yk+5

xk+6
− (a+ b)yk+4

xk+5
+
abyk+3

xk+4

)
.

2.3.2. Мiнiмаксний (робастний) метод iнтерполяцiї. Метод прое-

кцiй у гiльбертових просторах, що описаний у попередньому роздiлi застосо-

вується до задач оцiнювання у тому випадку, коли точно вiдомi спектраль-

нi щiльностi f(λ), fξη(λ), fηξ(λ), g(λ) якi формують матрицю спектральних

щiльностей F (λ). На практицi, однак, повної iнформацiї про спектральнi

щiльностi отримати неможливо. Проте у тому випадку, коли вiдома множи-

на допустимих матриць спектральних щiльностей D = {F (λ)}, ми можемо

застосувати мiнiмаксний пiдхiд до задач оцiнювання. При такому пiдходi шу-

кають оцiнку, яка мiнiмiзує величину похибки одразу для всiх матриць спе-

ктральних щiльностей з даного класу D.

Означення 2.4. Для заданого класу матриць спектральних щiльностей

D = {F (λ)} матриця спектральних щiльностей F 0(λ) ∈ D називається най-

менш сприятливою в класi D для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiо-

нала Aξ, якщо виконується наступне спiввiдношення

∆
(
F 0
)

= ∆
(
h
(
F 0
)

;F 0
)

= max
F∈D

∆ (h (F ) ;F ) .
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Означення 2.5. Для заданого класу матриць спектральних щiльностей

D = {F (λ)} спектральна характеристика h0(eiλ) оптимальної лiнiйної оцiнки

функцiонала Aξ називається мiнiмаксною (робастною), якщо наступнi умови

виконанi

h0(eiλ) ∈ HD =
⋂
F∈D

Ls2(f + g), min
h∈HD

max
F∈D

∆ (h;F ) = max
F∈D

∆
(
h0;F

)
.

З введених означень i формул отримуємо наступне твердження.

Лема 2.2. Спектральнi щiльностi f 0(λ), f 0
ξη(λ), f 0

ηξ(λ), g0(λ), що задо-

вольняють умову мiнiмальностi (2.27), формують найменш сприятливу

матрицю спектральних щiльностей F 0(λ) ∈ D в класi D для лiнiйної опти-

мальної iнтерполяцiї функцiонала Aξ, якщо коефiцiєнти Фур’є (2.30) фун-

кцiй

1

f 0(λ) + f 0
ξη(λ) + f 0

ηξ(λ) + g0(λ)
,

f 0(λ) + f 0
ξη(λ)

f 0(λ) + f 0
ξη(λ) + f 0

ηξ(λ) + g0(λ)
,

f 0(λ)g0(λ)− f 0
ξη(λ)f 0

ηξ(λ)

f 0(λ) + f 0
ξη(λ) + f 0

ηξ(λ) + g0(λ)

визначають матрицi B0
s,R

0
s,Q

0
s, якi визначають розв’язок екстремальної

задачi

max
F∈D
〈Rs ~as,B

−1
s Rs ~as〉+ 〈Qs ~as, ~as〉 = 〈R0

s ~as, (B
0
s)
−1R0

s ~as〉+ 〈Q0
s ~as, ~as〉. (2.40)

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(F 0) може бути обчислена

за формулою (2.32), якщо h(F 0) ∈ HD.

Для некорельованих послiдовностей введемо наступнi означення та лему.

Означення 2.6. Для заданої множини спектральних щiльностей D =

Df ×Dg спектральнi щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg називаються найменш

сприятливими в D для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ,

якщо

∆ (f0, g0) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) = max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h (f, g) ; f, g) .
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Означення 2.7. Для заданої множини спектральних щiльностей D =

Df×Dg спектральна характеристика h0(eiλ) оптимальної оцiнки функцiонала

Asξ називається мiнiмаксною (робастною), якщо

h0(eiλ) ∈ HD =
⋂

(f,g)∈D

Ls2(f + g), min
h∈HD

max
(f,g)∈D

∆ (h; f, g) = sup
(f,g)∈D

∆
(
h0; f, g

)
.

Лема 2.3. Спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ), що задовольняють умо-

ву мiнiмальностi (2.35), найменш сприятливi в класi D = Df × Dg для

оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо коефiцiєнти Фур’є

функцiй

(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)g0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1

задають матрицi B0
s,R

0
s,Q

0
s, якi визначають розв’язок екстремальної за-

дачi

max
(f,g)∈D

〈Rs~as,B
−1
s Rs~as〉+ 〈Qs~as, ~as〉 = 〈R0

s~as, (B
0
s)
−1R0

s~as〉+ 〈Q0
s~as, ~as〉. (2.41)

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) обчислюється за

формулою (2.36) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

Сформульована лема є наслiдком означень найменш сприятливих спе-

ктральних щiльностей i мiнiмаксної спектральної характеристики та отри-

маних у попередньому роздiлi результатiв. Для випадку спостережень без

шуму отримано лему.

Лема 2.4. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ Df така, що функцiя

f−1
0 (λ) iнтегровна. Спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ Df є найменш сприя-

тливою в класi Df для оптимальної iнтерполяцiї функцiонала Asξ за дани-

ми спостережень послiдовностi ξ(j) в точках j ∈ Z−\S, якщо коефiцiєнти

Фур’є функцiї f−1
0 (λ) задають матрицю B0, яка визначає розв’язок задачi

max
f∈Df

〈B−1 ~as, ~as〉 = 〈(B0)−1 ~as, ~as〉. (2.42)

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0) обчислюється за фор-

мулою (2.38) за умови, що h(f0) ∈ HDf
.
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Найменш сприятливi спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) та мiнiмаксна спе-

ктральна характеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову точку функцiї

∆ (h; f, g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

∆ (h; f0, g0) > ∆
(
h0; f0, g0

)
> ∆

(
h0; f, g

)
∀h ∈ HD, ∀f ∈ Df , ∀g ∈ Dg,

виконуються, якщо h0 = h(f0, g0) та h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) – розв’язок

задачi на умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (2.43)

∆ (h(f0, g0); f, g) =
1

2π

π∫
−π

∣∣As(e
iλ)g(λ) + C0

s (eiλ)
∣∣2

(f(λ) + g(λ))2
f(λ)dλ

+
1

2π

π∫
−π

∣∣As(e
iλ)f(λ)− C0

s (eiλ)
∣∣2

(f(λ) + g(λ))2
g(λ)dλ,

C0
s (eiλ) =

s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

((B0
s)
−1R0

s~as)je
ijλ.

Задача на умовний екстремум (2.43) еквiвалентна задачi на безумовний

екстремум [23]

∆D(f, g) = −∆(h(f0, g0); f, g) + δ((f, g) |Df ×Dg )→ inf, (2.44)

де δ((f, g) |Df ×Dg ) – iндикаторна функцiя множиниD = Df×Dg. Розв’язок

задачi (2.44) визначається умовою 0 ∈ ∂∆D(f0, g0). Ця умова є необхiдною i

достатньою умовою того, що пара (f 0, g0) належить до множини мiнiмумiв

опуклого функцiонала ∆(h(f 0, g0); f, g). Зауважимо, що ∂∆D(f0, g0) – субди-

ференцiал опуклого функцiонала ∆D(f, g) в точцi (f0, g0), тобто множина усiх

лiнiйних обмежених функцiоналiв Λ в L1×L1, що задовольняються нерiвнiсть

[89]

∆D(f, g)−∆D(f 0, g0) > Λ((f, g)− (f0, g0)), ∀(f, g) ∈ Df ×Dg.

Вигляд (форма) фунцiоналу ∆(h(f0, g0); f, g) дозволяє знаходити похiднi

та диференцiали фунцiоналу у просторi L1 × L1. Тому складнiсть оптимi-

зацiйних задач (2.44) визначається складнiстю обчислення субдиференцiалiв

iндикаторних функцiй δ((f, g)|Df ×Dg) множин Df ×Dg.
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Лема 2.5. Нехай (f0, g0) – розв’язок екстремальної задачi (2.44). Спе-

ктральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятливими в класi

D = Df × Dg, а спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) мiнiмаксною

для оптимального оцiнювання функцiонала Asξ, якщо h(f0, g0) ∈ HD.

2.3.3. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D0
f ×

D0
g. Розглянемо задачу мiнiмаксного оцiнювання функцiонала Asξ вiд не-

вiдомих значень послiдовностi ξ(j) за спостереженнями послiдовностi ξ(j) +

η(j) в моменти часу j ∈ Z\S, за умови, що стацiонарнi послiдовностi ξ(j) та

η(j) – некорельованi, а спектральнi щiльностi f(λ) та g(λ) належать множинi

допустимих спектральних щiльностей D = D0
f ×D0

g, де

D0
f =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

f(λ)dλ 6 P1

 , D0
g =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

g(λ)dλ 6 P2

 .

Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D0
f , g0(λ) ∈ D0

g i функцiї, що визначенi за формулами

hf(f0, g0) =

∣∣As(e
iλ)g0(λ) + C0

s (eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
, (2.45)

hg(f0, g0) =

∣∣As(e
iλ)f0(λ)− C0

s (eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
, (2.46)

обмеженi. У цьому випадку

∆(h(f0, g0); f, g) =
1

2π

π∫
−π

hf(f0, g0)f(λ)dλ+
1

2π

π∫
−π

hg(f0, g0)g(λ)dλ

буде неперервним лiнiйним функцiоналом у просторi L1×L1 i ми можемо за-

стосувати метод невизначених множникiв Лагранжа, щоб розв’язати задачу

на умовний екстремум (2.44) [23]. Отримаємо такi спiввiдношення для визна-

чення найменш сприятливих спектральних щiльностей f 0 ∈ D0
f , g

0 ∈ D0
g.

− 1

2π

π∫
−π

hf(f0, g0)ρ(f(λ))dλ− 1

2π

π∫
−π

hg(f0, g0)ρ(g(λ))dλ

+ α1
1

2π

π∫
−π

ρ(f(λ))dλ+ α2
1

2π

π∫
−π

ρ(g(λ))dλ = 0,
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де ρ(f(λ)) та ρ(g(λ)) – варiацiї функцiй f(λ) та g(λ), константи α1 > 0 та

α2 > 0. Звiдси знаходимо, що найменш сприятливi щiльностi f0(λ) ∈ D0
f ,

g0(λ) ∈ D0
g задовольняють рiвняння∣∣As(e

iλ)g0(λ) + C0
s (eiλ)

∣∣ = α1(f0(λ) + g0(λ)), (2.47)∣∣As(e
iλ)f0(λ)− C0

s (eiλ)
∣∣ = α2(f0(λ) + g0(λ)). (2.48)

Зауважимо, що α1 6= 0, якщо 1
2π

π∫
−π
f0(λ)dλ = P1, i α2 6= 0, якщо 1

2π

π∫
−π
g0(λ)dλ =

P2. Отже, справедлива наступна теорема.

Теорема 2.9. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D0
f , g0(λ) ∈ D0

g задовольняють

умову мiнiмальностi (2.35) i функцiї hf(f0, g0), hg(f0, g0), якi обчислюються

за формулами (2.45), (2.46), обмеженi. Функцiї f0(λ), g0(λ), якi є розв’язком

системи рiвнянь (2.47), (2.48) будуть найменш сприятливими щiльностя-

ми в класi D = D0
f × D0

g, якщо вони визначають розв’язок екстремальної

задачi (2.41). Функцiя, що обчислена за формулою (2.36), є мiнiмаксною спе-

ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Asξ.

Теорема 2.10. Нехай спектральна щiльнiсть f(λ) вiдома, а спектраль-

на щiльнiсть g0(λ) ∈ D0
g. Нехай функцiї f(λ) та g0(λ) такi, що функцiя

(f(λ) + g0(λ))−1 iнтегровна, а функцiя hg(f, g0), що визначена за формулою

(2.46), обмежена. Спектральна щiльнiсть g0(λ) буде найменш сприятли-

вою в класi D0
g для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ,

якщо вона має вигляд

g0(λ) = max
{

0, α−1
2

∣∣As(e
iλ)f0(λ)− C0

s (eiλ)
∣∣− f(λ)

}
i пара (f(λ), g0(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.41). Функцiя,

обчислена за формулою (2.36), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Asξ.

Теорема 2.11. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ D0
f , функцiя f

−1
0 (λ)

iнтегровна, а функцiя h(f0), що визначена за формулою (2.38), обмеже-

на. Тодi для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ за дани-

ми спостережень послiдовностi ξ(j) у моменти j ∈ Z\S, найменш спри-
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ятливою щiльнiстю в класi D0
f буде спектральна щiльнiсть f0(λ), якщо

f0(λ) = α1

∣∣C0
s (eiλ)

∣∣ i f0(λ) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.42).

Функцiя h0 = h(f0), обчислена за формулою (2.38), буде мiнiмаксною спе-

ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Asξ.

2.3.4. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi Du
v ×

Dε. Розглянемо задачу мiнiмаксного оцiнювання функцiонала Asξ за дани-

ми спостережень некорельованих послiдовностей ξ(j) та η(j) в моменти часу

j ∈ Z\S, за умови, що спектральнi щiльностi f(λ) та g(λ) належать множинi

допустимих спектральних щiльностей D = Du
v ×Dε, де

Du
v =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣v(λ) 6 f(λ) 6 u(λ),
1

2π

π∫
−π

f(λ)dλ 6 P1

 ,

Dε =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣g(λ) = (1− ε)g1(λ) + εw(λ),
1

2π

π∫
−π

g(λ)dλ 6 P2

 ,

де спектральнi щiльностi u(λ), v(λ), g1(λ) вiдомi i фiксованi, i, крiм того, щiль-

ностi u(λ) та v(λ) обмеженi.

Нехай щiльностi f 0(λ) ∈ Du
v , g0(λ) ∈ Dε визначають обмеженi функцiї

hf(f0, g0), hg(f0, g0) за формулами (2.45), (2.46). Тодi з умови 0 ∈ ∂∆Df,g
(f0, g0)

визначаємо рiвняння яким задовольняють найменш сприятливi щiльностi∣∣As(e
iλ)g0(λ) + C0

s (eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(γ1(λ) + γ2(λ) + α−1

1 ), (2.49)∣∣As(e
iλ)f0(λ)− C0

s (eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(ϕ(λ) + α−1

2 ), (2.50)

де γ1 6 0 i γ1 = 0, коли f0(λ) > v(λ); γ2 > 0 i γ2 = 0, коли f0(λ) 6 u(λ),

ϕ(λ) 6 0 i ϕ(λ) = 0, коли g0(λ) > (1− ε)g1(λ).

Теорема 2.12. Нехай f0(λ) ∈ Du
v , g0(λ) ∈ Dε, виконується умова мiнi-

мальностi (2.35), а функцiї, що визначенi формулами (2.45), (2.46), обме-

женi. Тодi функцiї f0(λ), g0(λ), визначенi з рiвнянь (2.49), (2.50) будуть

найменш сприятливими щiльностями в класi Du
v × Dε, якщо вони визна-

чають розв’язок екстремальної задачi (2.41). Функцiя h(f0, g0), обчислена
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за формулою (2.36), є мiнiмаксною спектральною характеристикою опти-

мальної оцiнки функцiонала Asξ.

Теорема 2.13. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть f(λ), а спектраль-

на щiльнiсть g0(λ) ∈ Dε. Нехай функцiя f(λ) + g0(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (2.35), а функцiя hg(f, g0), що визначена за формулою (2.46),

обмежена. Спектральна щiльнiсть g0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi Dε для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо
g0(λ) = max

{
(1− ε)g1(λ), α2

∣∣As(e
iλ)f0(λ)− C0

s (eiλ)
∣∣− f(λ)

}
i пара (f(λ), g0(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.41). Функцiя,

обчислена за формулою (2.36), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Asξ.

Теорема 2.14. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ Du
v , функцiя f

−1
0 (λ)

iнтегровна, функцiя h(f0), визначена за формулою (2.38), обмежена. Тодi

спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятливою щiльнiстю в кла-

сi Du
v для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ за даними

спостережень послiдовностi ξ(j), j ∈ Z\S, якщо вона має вигляд

f0(λ) = max
{
v(λ),min

{
u(λ), α1

∣∣C0
s (eiλ)

∣∣}}
i функцiя f0(λ) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.42). Мiнiмаксна

спектральна характеристика h0 = h(f0) оптимальної оцiнки функцiонала

Asξ обчислюється за формулою (2.38).

2.3.5. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D2ε1 ×
D1ε2. Розглянемо задачу мiнiмаксного оцiнювання функцiонала Asξ для ви-

падку некорельованих послiдовностей, коли задана множина спектральних

щiльностей D2
ε1
×D1

ε2

D2
ε1

=

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

|f(λ)− f1(λ)|2 dλ 6 ε1

 ,

D1
ε2

=

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

|g(λ)− g1(λ)| dλ 6 ε2

 .
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Спектральнi щiльностi f1(λ) та g1(λ) – фiксованi i обмеженi. Дана множина

описує модель “ε-околу” стохастичних послiдовностей у просторi L2 × L1.

Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D2
ε1
, g0(λ) ∈ D1

ε2
такi, що функцiї hf(f0, g0), hg(f0, g0),

визначенi за формулами (2.45), (2.46), обмеженi. З умови 0 ∈ ∂∆Df,g
(f 0, g0),

коли D = D2
ε1
×D1

ε2
, знаходимо рiвняння∣∣As(e

iλ)g0(λ) + C0
s (eiλ)

∣∣2 = (f0(λ) + g0(λ))2(f0(λ)− f1(λ))α1, (2.51)∣∣As(e
iλ)f0(λ)− C0

s (eiλ)
∣∣2 = (f0(λ) + g0(λ))Ψ(λ)α2, (2.52)

де |Ψ(λ)| 6 1 та Ψ(λ) = sign(g0(λ)− g1(λ)), коли g0(λ) 6= g1(λ), α1, α2 – сталi

величини. Рiвняння (2.51), (2.52) разом з екстремальною умовою (2.41) та

умовою нормування
1

2π

π∫
−π

|f(λ)− f1(λ)|2 dλ = ε1, (2.53)

1

2π

π∫
−π

|g(λ)− g1(λ)| dλ = ε2, (2.54)

визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi.

Справедливi наступнi теореми.

Теорема 2.15. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D2
ε1
, g0(λ) ∈ D2

ε2
такi, що вико-

нується умова мiнiмальностi (2.35) i функцiї, що обчисленi за формулами

(2.45), (2.46), обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть най-

менш сприятливими в класi D2
ε1
× D1

ε2
для оптимальної лiнiйної iнтерпо-

ляцiї функцiонала Asξ, якщо вони задовольняють рiвняння (2.51)–(2.54), i

визначають розв’язок екстремальної задачi (2.41). Функцiя h(f0, g0), обчи-

слена за формулою (2.36), є мiнiмаксною спектральною характеристикою

оптимальної оцiнки функцiонала Asξ.

Теорема 2.16. Нехай спектральна щiльнiсть f(λ) вiдома, а спектраль-

на щiльнiсть g0(λ) ∈ D1
ε2
. Нехай функцiя f(λ) + g0(λ) iнтегровна, а фун-

кцiя hg(f, g0), що визначена за формулою (2.46), обмежена. Спектральна
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щiльнiсть g0(λ) буде найменш сприятливою в класi D1
ε2

для оптимальної

лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо вона має вигляд

g0(λ) = max
{
g1(λ), α2

∣∣As(e
iλ)f0(λ)− C0

s (eiλ)
∣∣− f(λ)

}
i пара (f(λ), g0(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.41). Функцiя,

обчислена за формулою (2.36), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Asξ.

Теорема 2.17. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ D2
ε1
, функцiя f−1

0 (λ)

iнтегровна, функцiя h(f0), що визначена в формулi (2.38), обмежена. Тодi

спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятливою щiльнiстю в класi

D2
ε1

для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ за даними спо-

стережень послiдовностi ξ(j), j ∈ Z\S, якщо виконується спiввiдношення

∣∣C0
s (eiλ)

∣∣2 = (f0(λ))2(f0(λ)− f1(λ))α1

i функцiя f0(λ) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.42). Мiнiмаксна

спектральна характеристика h0 = h(f0) оптимальної оцiнки функцiонала

Asξ обчислюється за формулою (2.38).

2.4. Задача екстраполяцiї стацiонарної послiдовностi з

пропусками

Цей пiдроздiл присвячений дослiдженню задачi оптимального в середньо-

квадратичному сенсi лiнiйного оцiнювання функцiонала

Aξ =
∞∑
j=0

a(j)ξ(j)

вiд невiдомих значень стацiонарної стохастичної послiдовностi ξ(j) за даними

спостережень послiдовностi ξ(j)+η(j) в точках j ∈ Z−\S = {. . . ,−2,−1}\S,

S =
s⋃
l=1

{−Ml − Nl,−Ml − Nl + 1, . . . ,−Ml}, Ml =
l∑

k=0

(Nk + Kk), N0 = 0,

K0 = 0. Задачу дослiджено для двох випадкiв: коли спектральнi щiльностi

стацiонарних послiдовностей ξ(j) та η(j) вiдомi та коли вигляд спектральних
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щiльностей невiдомий, але заданi класи допустимих спектральних щiльно-

стей.

2.4.1. Класичний метод екстраполяцiї. Нехай ξ(j) та η(j) стацiо-

нарно зв’язанi мiж собою стацiонарнi стохастичнi послiдовностi з нульовими

математичними сподiваннями Eξ(j) = 0, Eη(j) = 0 i коварiацiйними функцi-

ями Rξ(k), Rξη(k), Rηξ(k), Rη(k), якi допускають спектральний розклад (2.4)

з такими спектральними щiльностями f(λ), fξη(λ), fηξ(λ), g(λ), що виконує-

ться умова мiнiмальностi (2.27).

Послiдовностi ξ(j) та η(j) допускають спектральний розклад (2.3) з ор-

тогональними випадковими мiрами Zξ(dλ) та Zη(dλ) для яких виконуються

спiввiдношення (2.5).

Розглянемо задачу середньоквадратично оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала
Aξ =

∞∑
j=0

a(j)ξ(j),

вiд невiдомих значень стацiонарної послiдовностi ξ(j) за вiдомими спосте-

реженнями послiдовностi ξ(j) + η(j) в моменти часу j ∈ Z−\S, де S =
s⋃
l=1

{−Ml −Nl, . . . ,−Ml}.

Використавши спектральний розклад стацiонарної послiдовностi ξ(j), мо-

жемо записати функцiонал Aξ у виглядi

Aξ =

π∫
−π

A(eiλ)Zξ(dλ), A(eiλ) =
∞∑
j=0

a(j)eijλ.

Нехай коефiцiєнти {a(j), j = 0, 1, . . .}, якi визначають функцiонал Aξ

задовольняють умови
∞∑
k=0

|a(k)| <∞,
∞∑
k=0

(k + 1) |a(k)|2 <∞. (2.55)

За першої умови функцiонал Aξ має скiнченний другий момент, оскiльки

E|Aξ|2 6 Rξ(0)

( ∞∑
k=0

|a(k)|
)2

. Друга умова забезпечує компактнiсть в про-

сторi `2 операторiв, якi будуть пiзнiше визначенi. Позначимо через Âξ опти-
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мальну лiнiйну оцiнку функцiонала Aξ за вiдомими спостереженнями послi-

довностi ξ(j) + η(j), яку шукатимемо у виглядi

Âξ =

π∫
−π

h(eiλ)(Zξ(dλ) + Zη(dλ)). (2.56)

Нехай ∆(f, g) = E
∣∣∣Aξ − Âξ∣∣∣2 – середньоквадратична похибка оцiнки Âξ.

Вважаємо, що спектральнi щiльностi стацiонарних послiдовностей ξ(j) та

η(j) вiдомi, тому для вiдшукання оцiнки Âξ використаємо метод ортогональ-

них проекцiй у гiльбертовому просторi [59].

Позначимо черезHs(ξ+η) замкнутий лiнiйний пiдпростiр, породжений ве-

личинами {ξ(j)+η(j) : j ∈ Z−\S} у гiльбертовому просторi H = L2(Ω,F , P ),

а через Ls2(f + g) пiдпростiр простору L2(f + g), визначеного в попередньому

пiдроздiлi, що породжений функцiями {eijλ, j ∈ Z−\S}.
За методом ортогональних проекцiй у гiльбертовому просторi оптималь-

ною оцiнкою функцiонала Aξ буде проекцiя елемента Aξ простору H на пiд-

простiр Hs(ξ + η), яка визначається з умов:

1)Âξ ∈ Hs(ξ + η),

2)Aξ − Âξ⊥Hs(ξ + η).

З умови 2) випливає, що спектральна характеристика h(eiλ) оптимальної

лiнiйної оцiнки Âξ має вигляд

h(eiλ) = A(eiλ)
f(λ) + fξη(λ)

fζ(λ)
− C(eiλ)

1

fζ(λ)
, C(eiλ) =

∑
j∈T

c(j)eijλ, (2.57)

де fζ(λ) = f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ), T = S ∪ {0, 1, . . .}, а c(j), j ∈ T –

невiдомi коефiцiєнти, якi потрiбно знайти.

З 1-ї умови, Âξ ∈ Hs(ξ+η), що визначає оптимальну оцiнку функцiонала

Aξ, випливає, що
1

2π

π∫
−π

h(eiλ)e−ijλdλ = 0, j ∈ T,

тобто
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1

2π

π∫
−π

(
A(eiλ)

f(λ) + fξη(λ)

fζ(λ)
− C(eiλ)

1

fζ(λ)

)
e−ijλdλ = 0, j ∈ T.

Розкриємо дужки та запишемо останню рiвнiсть у виглядi, j ∈ T
∞∑
k=0

a(k)
1

2π

π∫
−π

ei(k−j)λ(f(λ) + fξη(λ))

fζ(λ)
dλ−

∑
l∈T

c(l)
1

2π

π∫
−π

ei(l−j)λ

fζ(λ)
dλ = 0. (2.58)

Введемо наступнi позначення

bk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
1

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ,

rk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ) + fξη(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ,

qk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ)g(λ)− fξη(λ)fηξ(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ.

(2.59)

Позначимо вектор ~a = (~as,~as−1, . . . ,~a1,~a), що складається з компонент

~ak = (a(−Mk −Nk), a(−Mk −Nk + 1), . . . , a(−Mk)), k = 1, 2, . . . , s, (2.60)

та вектора ~a = (a(0), a(1) . . .) побудованого з коефiцiєнтiв, якi визначають

функцiонал Aξ. Скориставшись введеними позначеннями, запишемо спiввiд-

ношення (2.58) у виглядi системи рiвнянь

R~a = B~c, (2.61)

де ~c – вектор, що складаєтьcя з невiдомих коефiцiєнтiв c(k), k ∈ T , а B,

R – лiнiйнi оператори у просторi `2, що визначаються матрицями B, R з

елементами B(k, j) = bk−j та R(k, j) = rk−j, k, j ∈ T , та мають вигляд

B =



Bs,s Bs,s−1 . . . Bs,1 Bs,n

Bs−1,s Bs−1,s−1 . . . Bs−1,1 Bs−1,n

... ... . . . ... ...

B1,s B1,s−1 . . . B1,1 B1,n

Bn,s Bn,s−1 . . . Bn,1 Bn,n


, (2.62)
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де елементи в останньому стовпчику та останньому рядку представляють

собою матрицi з елементами

Bl,n(k, j) = bk−j, l = 1, 2, . . . , s; k = −Ml −Nl, . . . ,−Ml; j = 0, 1, 2, . . . ,

Bn,m(k, j) = bk−j, m = 1, 2, . . . , s; k = 0, 1, 2, . . . ; j = −Mm −Nm, . . . ,−Mm,

Bn,n(k, j) = bk−j, k, j = 0, 1, 2, . . . ,

а всi iншi елементи матрицi B – це матрицi з елементами виду

Bl,m(j, k) = bk−j, l,m = 1, 2, . . . , s;

k = −Ml −Nl, . . . ,−Ml; j = −Mm −Nm, . . . ,−Mm.

Крiм того, позначимо через Q – лiнiйний оператор у просторi `2, що ви-

значається матрицею Q з елементами Q(k, j) = qk−j, k, j ∈ T , виду (2.62).

Невiдомi коефiцiєнти c(k), k ∈ T , що обчислюються за формулою (2.61),

можна записати у виглядi c(k) = (B−1R~a)k, де (B−1R~a)k – k-ий елемент

вектора B−1R~a. Отже, спектральна характеристика h(eiλ) оцiнки Âξ обчи-

слюється за формулою

h(eiλ) =

A(eiλ) (f(λ) + fξη(λ))−
∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
. (2.63)

Аналогiчно до (2.28), (2.33) середньоквадратична похибка оцiнки Âξ буде

обчислюватись за формулою

∆(h;F ) =
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

a(j)eijλ

∣∣∣∣∣
2
f(λ)g(λ)− fξη(λ)fηξ(λ)

fζ(λ)
dλ+

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

∣∣∣∣∣
2

1

fζ(λ)
dλ.

Використавши введенi позначення (2.59) та операторiв B, R, Q, середньоква-

дратичну похибку можемо записати у виглядi

∆(h;F ) = 〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉, (2.64)

де 〈a, c〉 =
∑
k

akck – скалярний добуток в просторi `2.

Таким чином, можемо стверджувати, що справедлива теорема.
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Теорема 2.18. Нехай {ξ(j), j ∈ Z} i {η(j), j ∈ Z} – стацiонарнi стоха-

стичнi послiдовностi з матрицею спектральних щiльностей

F (λ) =

 f(λ) fξη(λ)

fηξ(λ) g(λ)


такою, що умова мiнiмальностi (2.27) виконується. Спектральну характе-

ристику h(eiλ) та величину середньоквадратичної похибки ∆(h; f, g) опти-

мальної лiнiйної оцiнки функцiонала Aξ вiд невiдомих значень послiдовностi

ξ(j) за даними спостережень послiдовностi ξ(j) + η(j), j ∈ Z−\S, можна

обчислити за формулами (2.63), (2.64).

Вiдповiднi результати можна сформулювати для некорельованих послi-

довностей. В цьому випадку спектральнi щiльностi fξη(λ) = 0, fηξ(λ) = 0 i

має мiсце наступний наслiдок.

Наслiдок 2.3. Нехай {ξ(j), j ∈ Z} i {η(j), j ∈ Z} – некорельованi ста-

цiонарнi послiдовностi з спектральними щiльностями f(λ) та g(λ), якi

задовольняють умову мiнiмальностi (2.35). Спектральна характеристика

h(eiλ) i середньоквадратична похибка ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки

функцiонала Aξ вiд невiдомих значень послiдовностi ξ(j) за спостережен-

нями послiдовностi ξ(j) + η(j) в моменти часу j ∈ Z−\S можуть бути

обчисленi за формулами

h(eiλ) = A(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
−

∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

f(λ) + g(λ)
, (2.65)

∆(h; f, g) =
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣A(eiλ)g(λ) +
∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

∣∣∣∣2
(f(λ) + g(λ))2

f(λ)dλ+

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣A(eiλ)f(λ)−
∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

∣∣∣∣2
(f(λ) + g(λ))2

g(λ)dλ =

〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉, (2.66)
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де B,R,Q – лiнiйнi оператори у просторi `2, що задаються матрицями

з елементами bk−j, rk−j, qk−j, k, j ∈ T , що є коефiцiєнтами Фур’є функцiй

(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)g0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1,

bk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
1

f(λ) + g(λ)
dλ,

rk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλ,

qk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
dλ.

Розглянемо випадок, коли стацiонарна послiдовнiсть ξ(j) спостерiгається

без шуму. Оскiльки у цьому випадку g(λ) = 0, то спектральна характеристи-

ка лiнiйної оцiнки Âξ буде мати вигляд

h(eiλ) = A(eiλ)− C(eiλ)f−1(λ), C(eiλ) =
∑
j∈T

c(j)eijλ,

а система рiвнянь (2.61) запишеться у виглядi

~a = B~c, (2.67)

де лiнiйний оператор B у просторi `2 задається матрицею, елементи якої є

коефiцiєнти Фур’є функцiї f−1(λ), i має вигляд аналогiчний до (2.62). Звiдси

невiдомi коефiцiєнти c(j), j ∈ T, обчислюються за формулою c(j) =
(
B−1~a

)
j
,

де
(
B−1~a

)
j
– j-ий елемент вектора B−1~a, а формула за якою обчислюється

спектральна характеристика оцiнки Âξ має вигляд

h(eiλ) =

( ∞∑
j=0

a(j)eijλ

)
−

∑
j∈T

(
B−1~a

)
j
eijλ

 f−1(λ). (2.68)

Середньоквадратична похибка оцiнки функцiонала має вигляд

∆(h; f) =< B−1~a, ~a > . (2.69)

Отриманий результат сформулюємо у виглядi наслiдку.
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Наслiдок 2.4. Нехай ξ(j) – стацiонарна стохастична послiдовнiсть,

що має спектральну щiльнiсть f(λ), яка задовольняє умову мiнiмальностi
π∫

−π

f−1(λ)dλ <∞. (2.70)

Спектральну характеристику h(eiλ) та середньоквадратичну похибку ∆(h, f)

оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ функцiонала Aξ за даними спостережень

послiдовностi ξ(j) в точках j ∈ Z−\S, де S =
s⋃
l=1

{−Ml −Nl, . . . ,−Ml}, мо-

жна обчислити за формулами (2.68),(2.69).

Нехай стацiонарнi послiдовностi ξ(j) та η(j) некорельованi. Розглянемо

задачу середньоквадратично оптимального оцiнювання функцiонала

ANξ =
N∑
j=0

a(j)ξ(j),

вiд невiдомих значень стацiонарної послiдовностi ξ(j), за вiдомими спосте-

реженнями послiдовностi ξ(j) + η(j) в моменти часу j ∈ Z−\S, де S =
s⋃
l=1

{−Ml −Nl,−Ml −Nl + 1, . . . , −Ml}.

Для знаходження спектральної характеристики hN(eiλ) та середньоква-

дратичної похибки ∆(hN ; f) оцiнки ÂNξ =
π∫
−π
hN(eiλ)(Zξ(dλ) + Zη(dλ)) ви-

значимо вектор

~aN = (~as,~as−1, . . . ,~a1,~aN),

елементи ~ak, k = 1, . . . , s задаються формулою (2.60), а останнiй елемент

~aN = (a(0), a(1), . . . , a(N), 0, 0, . . .).

Нехай RN – лiнiйний у просторi `2 оператор, RN(k, j) = R(k, j), j 6 N ,

RN(k, j) = 0, j > N . Спектральну характеристику оптимальної оцiнки ÂNξ

можна обчислити за формулою

h(eiλ) = AN(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
−

∑
k∈T

(B−1RN~aN)ke
ikλ

f(λ) + g(λ)
. (2.71)

Середньоквадратична похибка оцiнки ÂNξ обчислюється за формулою
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∆(hN ; f, g) = E
∣∣∣ANξ − ÂNξ

∣∣∣2

=
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣AN(eiλ)g(λ) +
∑
k∈T

(B−1RN~aN)ke
ikλ

∣∣∣∣2
(f(λ) + g(λ))2

f(λ)dλ

+
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣AN(eiλ)f(λ)−
∑
k∈T

(B−1RN~aN)ke
ikλ

∣∣∣∣2
(f(λ) + g(λ))2

g(λ)dλ

= 〈RN~aN ,B
−1RN~aN〉+ 〈QN~aN , ~aN〉,

(2.72)

де QN – лiнiйний оператор у просторi `2, QN(k, j) = Q(k, j), k, j 6 N ,

QN(k, j) = 0, k, j > N . Зауважимо, що лiнiйнi оператори B, R, Q визна-

ченi в Наслiдку 2.3.

Наслiдок 2.5. Нехай ξ(j), η(j) – некорельованi стацiонарнi стохасти-

чнi послiдовностi, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких

виконується умова мiнiмальностi (2.35). Спектральну характеристику

hN(eiλ) та величину середньоквадратичної похибки ∆(hN ; f, g) оптималь-

ної лiнiйної оцiнки функцiонала ANξ вiд невiдомих значень послiдовностi

ξ(j) за даними спостережень послiдовностi ξ(j) + η(j), j ∈ Z−\S можна

обчислити за формулами (2.71), (2.72).

У випадку спостережень без шуму маємо наступний наслiдок.

Наслiдок 2.6. Нехай ξ(j) – стацiонарна стохастична послiдовнiсть,

що має спектральну щiльнiсть f(λ), яка задовольняє умову мiнiмальностi

(2.70). Спектральну характеристику hN(eiλ) та середньоквадратичну по-

хибку ∆(hN , f) оптимальної лiнiйної оцiнки ÂNξ функцiонала ANξ за дани-

ми спостережень послiдовностi ξ(j) в точках j ∈ Z−\S можна обчислити

за формулами

hN(eiλ) =

(
N∑
j=0

a(j)eijλ

)
−

∑
j∈T

(
B−1~aN

)
j
eijλ

 f−1(λ), (2.73)

∆(hN ; f) =< B−1~aN , ~aN >, (2.74)

лiнiйний оператор B визначений в Наслiдку 2.4.
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Зауважимо, що якщо потрiбно знайти лише прогноз стацiонарної послi-

довностi за даними спостережень з пропусками, то вектор ~a матиме вигляд

~a = (0, 0, . . . , 0,~a), де першi |S| =
s∑

k=1

(Nk + 1) елементiв рiвнi нулю, а остан-

нiй елемент ~a = (a(0), a(1) . . .) побудований з коефiцiєнтiв, якi визначають

функцiонал Aξ.

Приклад 2.5. Розглянемо задачу лiнiйної екстраполяцiї функцiонала

A1ξ = a(0)ξ(0) + a(1)ξ(1)

вiд невiдомих значень стохастичної стацiонарної послiдовностi ξ(j) за даними

послiдовностi ξ(j) в точках j ∈ Z−\S, де S = {−3,−2}. Нехай щiльнiсть

послiдовностi ξ(j) має вигляд f(λ) = |1 − αe−iλ|−2, |α| < 1. Тодi функцiю

f−1(λ) можна записати у виглядi f−1(λ) = |1− αe−iλ|2 = b−1e
−iλ + b0 + b1e

iλ,

де b0 = 1 + |α|2, b−1 = −α, b1 = −ᾱ, bp = 0, |p| > 1 – коефiцiєнти Фур’є

функцiї f−1(λ). За наслiдком 2.6 спектральна характеристика оцiнки Â1ξ

функцiонала A1ξ обчислюється за формулою

h1(e
iλ) =

(
a(0) + a(1)eiλ

)
−

∑
j∈T

(
B−1~a1

)
j
eijλ

(b−1e
−iλ + b0 + b1e

iλ
)
,

де вектор ~a1 = (0, 0, 1, 2, 0, 0, . . .).

Знайдемо невiдомi коефiцiєнти c(j) =
(
B−1~a1

)
j
, j ∈ T = S ∪ {0, 1, 2, . . .}.

Використаємо рiвняння (2.67). Вектор ~c, який фiгурує в рiвняннi, має вигляд

~c = (c(−3), c(−2), c(0), c(1), c(2), c(3), , . . .). Оператор B задається матрицею

B =



b0 b−1 0 0 0 . . .

b1 b0 0 0 0 . . .

0 0 b0 b−1 0 . . .

0 0 b1 b0 b−1 . . .

0 0 0 b1 b0 . . .
... ... ... ... ... . . .


.

Необхiдно знайти матрицю B−1, яка визначає оператор B−1. Будемо шу-
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кати її наступним чином. Матрицю B запишемо у виглядi

B =

 B0 0

0 B1

 ,

де

B0 =

 b0 b−1

b1 b0

 , B1 =


b0 b−1 0 . . .

b1 b0 b−1 . . .

0 b1 b0 . . .
... ... ... . . .

 .

Матрицю B−1 будемо шукати у виглядi

B−1 =

 B−1
0 0

0 B−1
1

 ,

де B−1
0 , B−1

1 – оберененi до матриць B0, B1 вiдповiдно.

Матриця B−1
0 знаходиться легко

B−1
0 =

 b0
b20−b1b−1

−b−1
b20−b1b−1

−b1
b20−b1b−1

b0
b20−b1b−1

 .

Для вiдшукання матрицi (B1)
−1 використаємо наступний спосiб. Матриця

B1 побудована з коефiцiєнтiв Фур’є функцiї f−1(λ)

B1(k, j) = bk−j, k, j = 0, 1, 2, . . . .

Щiльнiсть f−1(λ) = |1− αe−iλ|2 допускає факторизацiю

1

f(λ)
=

∞∑
p=−∞

bpe
ipλ =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

ψje
−ijλ

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

θje
−ijλ

∣∣∣∣∣
−2

,

b0 = 1 + |α|2, b−1 = −α, b1 = −ᾱ, bp = 0, |p| > 1,

ψ0 = 1, ψ1 = −α, ψj = 0, j > 1,

θj = αj, j > 0.

Використовуючи останнє спiввiдношення коефiцiєнти Фур’є функцiї f−1(λ)

можемо представити у виглядi bp =
∞∑
k=0

ψkψk+p, p > 0, та b−p = bp, p > 0.

Тобто bi−j =
∞∑

l=max(i,j)

ψl−iψl−j.
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Позначимо Ψ та Θ лiнiйнi оператори у просторi `2, що задаються ма-

трицями з елементами Ψi,j = ψi−j, Θi,j = θi−j, при 0 6 j 6 i, Ψi,j = 0,

Θi,j = 0, при 0 6 i < j. Тодi елементи матрицi B1 можна записати у виглядi

B1(i, j) = (Ψ
′
Ψ)i,j. Можна показати, що ΨΘ = ΘΨ = I. Звiдси елементи

матрицi B−1
1 обчилюються за формулою B−1

1 (i, j) = (ΘΘ
′
)i,j =

min(i,j)∑
l=0

θi−lθj−l,

а матриця (B1)
−1 має вигляд

B−1
1 =


1 α α2 α3 . . .

α αα + 1 αα2 + α αα3 + α2 . . .

α2 α2α + α α2α2 + αα + 1 α2α3 + αα2 + α . . .

. . .

 .

З рiвняння (2.67) знаходимо невiдомi коефiцiєнти c(j), j ∈ T ,
c(−3) = 0, c(−2) = 0,

c(0) = a(0) + a(1)α,

c(1) = a(0)α + a(1)(αα + 1),

c(2) = a(0)α2 + a(1)(α2α + α),

. . .

c(i) = a(0)αi + a(1)(αiα + αi−1), i > 2.

Спектральна характеристика обчислюється за формулою

h1(e
iλ) =

(
a(0) + a(1)eiλ

)
− (c(−3)e−i3λ + c(−2)e−i2λ + c(0) + c(1)eiλ + c(2)ei2λ

+
∑
j>2

c(j)eijλ)
(
b−1e

−iλ + b0 + b1e
iλ
)

= −c(0)b−1e
−iλ − c(1)b1e

i2λ

− c(2)b0e
i2λ − c(2)b1e

i3λ −
∑
j>2

c(j)eijλ)
(
b−1e

−iλ + b0 + b1e
iλ
)
.

Оскiльки коефiцiєнти b1c(j−1)+b0c(j)+b−1c(j+1) при eijλ, j > 2, дорiвнюють

нулю, то спектральна характеристика оцiнки Â1ξ має вигляд

h1(e
iλ) = −c(0)b−1e

−iλ = (a(0) + a(1)α)αe−iλ.

Середньоквадратична похибка оцiнки функцiонала A1ξ обчислюється за фор-

мулою ∆(h1; f) =< B−1~a1, ~a1 >, i дорiвнює
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∆(h1; f) = (a(0))2 + a(0)a(1)α + a(0)a(1)α + (a(1))2|α|2 + (a(1))2.

Для заданої спектральної щiльностi середньоквадратична похибка оцiн-

ки функцiонала A1ξ за спостереженнями стацiонарної послiдовностi ξ(j) без

пропускiв буде такою самою як i у випадку спостережень з пропусками.

Приклад 2.6. Знайдемо середньовадратичну похибку лiнiйної екстрапо-

ляцiї функцiонала Aξ =
∞∑
k=0

a(k)ξ(k) за спостереженнями послiдовностi ξ(j)

у двох випадках:

1. в моменти часу j ∈ Z− та

2. в моменти часу j ∈ Z−\S, тобто коли є пропущенi данi.

Таким чином, зможемо побачити, як впливають пропущенi значення на

середньоквадратичну похибку. Для простоти обчислень розглянемо випадок,

коли пропущене лише одне значення, S = {−n}.
Припустимо, що спектральна щiльнiсть f−1(λ) допускає факторизацiю

1

f(λ)
=

∞∑
p=−∞

bpe
ipλ =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

ψje
−ijλ

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

θje
−ijλ

∣∣∣∣∣
−2

.

Знайдемо спочатку середньоквадратичну похибку екстраполяцiї функцiо-

нала Aξ у першому випадку за формулою [17]

∆1(h; f) =< B−1
1 ~a,~a >= 〈 A~θ,A~θ〉,

де B1 – лiнiйний оператор в просторi `2, що задається матрицею B1 з елемен-

тами, що є коефiцiєнтами Фур’є функцiї f−1(λ)

B1 =


b0 b−1 b−2 . . .

b1 b0 b−1 . . .

b2 b1 b0 . . .

. . .

 ,

A – лiнiйний оператор в просторi `2 визначений рiвнiстю

(A~θ)k =
∞∑
l=0

a(k + l)θl,
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вектори ~a = (a(0), a(1), a(2), . . .) та ~θ = (θ(0), θ(1), θ(2), . . .). Зауважимо, що

за умови (2.55) оператор A компактний.

Використавши введенi позначення Ψ та Θ лiнiйних операторiв у просторi

`2 зможемо обчислити елементи матрицi B1 за формулою

B1(i, j) = (Ψ
′
Ψ)i,j =

∞∑
l=max(i,j)

ψl−iψl−j,

та елементи матрицi B−1
1 , яка задає обернений оператор B−1

1 ,

B−1
1 (i, j) = (ΘΘ

′
)i,j =

min(i,j)∑
l=0

θi−lθj−l = ωi,j.

Отже, середньоквадратична похибка оцiнки функцiонала Aξ за спостереже-

ннями без пропускiв обчислюється за формулою

∆1(h; f) =
∞∑
k=0

( ∞∑
j=0

ωk,ja(j)

)
a(k) = 〈 B−1

1 ~a,~a〉 = 〈Θ′
~a,Θ

′
~a〉.

Знайдемо середньоквадратичну похибку у випадку спостережень з про-

пуском за формулою ∆2(h̃; f) =< B−1
2 ~a, ~a >, де B2 – лiнiйний оператор в

просторi `2, що задається матрицею B2 елементи якої є коефiцiєнтами Фур’є

функцiї f−1(λ)

B2 =


b0 b−n b−n−1 b−n−2 . . .

bn b0 b−1 b−2 . . .

bn+1 b1 b0 b−1 . . .

. . .

 ,

вектор ~a = (0, a(0), a(1), a(2), . . .).

Для знаходження оберненої матрицi B−1
2 скористаємось формулою Фро-

бенiуса [1]. Матрицю B2 представимо у виглядi

B2 =

 B00 B01

B10 B11

 ,

B00 =
(
b0

)
, B01 =

(
b−n b−n−1 b−n−2 . . .

)
= ~b

′

n,
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B10 =


bn

bn+1

bn+2

. . .

 = ~bn, B11 =


b0 b−1 b−2 . . .

b1 b0 b−1 . . .

b2 b1 b0 . . .

. . .

 .

Тодi обернена матриця B−1
2 буде мати вигляд

B−1
2 =

 V −1 −V −1B01B
−1
11

−B−1
11 B10V

−1 B−1
11 +B−1

11 B10V
−1B01B

−1
11

 ,

де V = B00 −B01B
−1
11 B10.

Матриця B11 збiгається з матрицею B1 з цього прикладу. Використовуючи

спiввiдношення

Ψ
′ ~ψn =


bn

bn+1

bn+2

. . .

 = ~bn, ~ψn =


ψn

ψn+1

. . .

 ,

можемо представити значення V в термiнах операторiв Ψ та Θ

V = b0 − (~bn)
′
ΘΘ

′~bn = b0 − 〈Θ
′
Ψ
′ ~ψn,Θ

′
Ψ
′ ~ψn〉 = b0 − 〈~ψn, ~ψn〉 =

∞∑
k=0

|ψk|2 −
∞∑
k=n

|ψk|2 =
n−1∑
k=0

|ψk|2.

Позначимо ω̃k,j = (B−1
11 +B−1

11 B10V
−1B01B

−1
11 )k,j. Тодi для k, j > 0,

ω̃k,j = ωk,j +
∞∑
i=0

ωk,ibi,−nτ−n,−n

∞∑
l=0

b−n,lωl,j = ωk,j + γk,j. (2.75)

Використовуючи введенi позначення запишемо B−1
11 B10V

−1B01B
−1
11 i як наслi-

док γk,j наступним чином

B−1
11 B10V

−1B01B
−1
11 = V −1

(
ΘΘ

′~bn

)(
ΘΘ

′~bn

)>
=

V −1
(
ΘΘ

′
Ψ
′ ~ψn

)(
ΘΘ

′
Ψ
′ ~ψn

)>
= V −1

(
Θ~ψn

)(
Θ~ψn

)>
,

γk,j =

(
V −1

(
Θ~ψn

)(
Θ~ψn

)>)
k,j

.
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Обчислимо середньоквадратичну похибку екстраполяцiї функцiонала Aξ

за спостереженнями з пропусками, T = {−n} ∪ {0, 1, . . .},

∆2(h̃; f) =
∑
k∈T

∑
j∈T

ω̃k,ja(j)

 a(k) =
∑
k∈S

∑
j∈T

ω̃k,ja(j)

 a(k)+

∞∑
k=0

∑
j∈T

ω̃k,ja(j)

 a(k) =
∞∑
k=0

∑
j∈S

ω̃k,ja(j) +
∞∑
j=0

ω̃k,ja(j)

 a(k)

=
∞∑
k=0

( ∞∑
j=0

ω̃k,ja(j)

)
a(k).

З формули (2.75) i останнього спiввiдношення випливає, що

∆2(h̃; f) = ∆1(h; f) +
∞∑
k=0

( ∞∑
j=0

γk,ja(j)

)
a(k) =

〈Θ′
~a,Θ

′
~a〉+ V −1

∣∣∣〈~ψn,Θ′
~a〉
∣∣∣2 = ‖Θ′

~a‖2 + V −1‖(~ψn)
′
Θ
′
~a‖2.

Таким чином, можна оцiнити вплив пропущених значень на величину се-

редньоквадратичної похибки.

Зокрема, у випадку оцiнювання значення ξ(0) за спостереженнями ξ(k), k =

−1,−2, . . . з одним пропуском ξ(−n) вектор ~a = (1, 0, 0, . . .), а середньоква-

дратична похибка обчислюється за формулою

∆2(h̃; f) = |θ0|2 + V −1|θ0|2|ψn|2 = |θ0|2

1 +
|ψn|2

n−1∑
k=0

|ψk|2

 .

Зауважимо, що вiдповiдна формула для аналогiчної задачi отримана на осно-

вi представлення стацiонарної послiдовностi у виглядi авторегресiї у статтi

П. Бондона [32], [35]

E|ξ(0)− ξ̂(0)|2 = σ2

1 +
ψ2
n

n−1∑
i=0

ψ2
i

 , σ2 = exp

 π∫
−π

ln f(λ)dλ

 ,
де ψk – коефiцiєнти авторегресiї послiдовностi.
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2.4.2. Мiнiмаксний (робастний) метод екстраполяцiї. Теорему 2.18

та її наслiдки можна застосувати до розв’язання задачi екстраполяцiї стацiо-

нарних послiдовностей з пропусками лише у випадку спектральної визначено-

стi, коли вiдомi спектральнi щiльностi f(λ), fξη(λ), fηξ(λ), g(λ), якi формують

матрицю спектральних щiльностей F (λ). Якщо точний вигляд спектральних

щiльностей не вiдомий, але задана множина допустимих матриць спектраль-

них щiльностей D = {F (λ)}, то ефективно застосувати мiнiмаксний пiдхiд

екстраполяцiї. Вiн полягає у вiдшуканнi такої оцiнки, яка б мiнiмiзувала вели-

чину середньоквадратичної похибки одночасно для всiх матриць спектраль-

них щiльностей iз заданого класу.

Означення 2.8. Для заданого класу матриць спектральних щiльностей

D = {F (λ)} матриця спектральних щiльностей F 0(λ) ∈ D називається най-

менш сприятливою в класi D для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї фун-

кцiонала Aξ, якщо виконується наступне спiввiдношення

∆
(
F 0
)

= ∆
(
h
(
F 0
)

;F 0
)

= max
F∈D

∆ (h (F ) ;F ) .

Означення 2.9. Для заданого класу матриць спектральних щiльностей

D = {F (λ)} спектральна характеристика h0(eiλ) оптимальної лiнiйної оцiнки

функцiонала Aξ називається мiнiмаксною (робастною), якщо наступнi умови

виконанi

h0(eiλ) ∈ HD =
⋂
F∈D

Ls2(f + g), min
h∈HD

max
F∈D

∆ (h;F ) = max
F∈D

∆
(
h0;F

)
.

З введених означень i формул отримуємо наступне твердження.

Лема 2.6. Спектральнi щiльностi f 0(λ), f 0
ξη(λ), f 0

ηξ(λ), g0(λ), що задо-

вольняють умову мiнiмальностi (2.27), формують матрицю спектральних

щiльностей F 0(λ) ∈ D, яка є найменш сприятливою в класi D для лiнiй-

ної оптимальної екстраполяцiю функцiонала Aξ, якщо коефiцiєнти Фур’є

(2.59) функцiй

1

f 0(λ) + f 0
ξη(λ) + f 0

ηξ(λ) + g0(λ)
,

f 0(λ) + f 0
ξη(λ)

f 0(λ) + f 0
ξη(λ) + f 0

ηξ(λ) + g0(λ)
,
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f 0(λ)g0(λ)− f 0
ξη(λ)f 0

ηξ(λ)

f 0(λ) + f 0
ξη(λ) + f 0

ηξ(λ) + g0(λ)

визначають оператори B0,R0,Q0, якi визначають розв’язок екстремальної

задачi

max
F∈D
〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉 = 〈R0~a, (B0)−1R0~a〉+ 〈Q0~a, ~a〉. (2.76)

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(F 0) може бути обчислена

за формулою (2.63), якщо h(F 0) ∈ HD.

У випадку некорельованих стацiонарних послiдовностей введено наступнi

означення та леми.

Означення 2.10. Для заданої множини спектральних щiльностей D =

Df × Dg щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg називаються найменш сприя-

тливими для оптимальної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо виконується

спiввiдношення

∆ (f0, g0) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) = max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h (f, g) ; f, g) .

Означення 2.11. Для заданої множини спектральних щiльностей D =

Df×Dg спектральна характеристика h0(eiλ) оптимальної оцiнки функцiонала

Aξ називається мiнiмаксною (робастною), якщо

h0(eiλ) ∈ HD =
⋂

(f,g)∈D

Ls2(f + g), min
h∈HD

max
(f,g)∈D

∆ (h; f, g) = max
(f,g)∈D

∆
(
h0; f, g

)
.

Користуючись отриманими результатами та означеннями можна переко-

натись у справедливостi леми.

Лема 2.7. Спектральнi щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg, що задо-

вольняють умову мiнiмальностi (2.35), найменш сприятливi в класi D =

Df × Dg для оптимальної екстраполяцiї лiнiйного функцiонала Aξ, якщо

коефiцiєнти Фур’є функцiй

(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)g0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1

задають оператори B0,R0,Q0, якi визначають розв’язок екстремальної за-

дачi
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max
(f,g)∈Df×Dg

〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉 = 〈R0~a, (B0)−1R0~a〉+ 〈Q0~a, ~a〉. (2.77)

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) обчислюється за

формулою (2.65) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

Наслiдок 2.7. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ Df така, що фун-

кцiя f−1
0 (λ) iнтегровна. Спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ Df є найменш

сприятливою в класi Df для оптимальної екстраполяцiї функцiонала Aξ,

якщо коефiцiєнти Фур’є функцiї f−1
0 (λ) задають оператор B0, який визна-

чає розв’язок задачi
max
f∈Df

〈B−1~a, ~a〉 = 〈(B0)−1~a, ~a〉. (2.78)

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0) обчислюється за фор-

мулою (2.68) за умови, що h(f0) ∈ HDf
.

Найменш сприятливi спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) та мiнiмаксна спе-

ктральна характеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову точку функцiї

∆ (h; f, g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

∆ (h; f0, g0) > ∆
(
h0; f0, g0

)
> ∆

(
h0; f, g

)
∀h ∈ HD, ∀f ∈ Df , ∀g ∈ Dg

виконуються, якщо h0 = h(f0, g0) та h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) – розв’язок

задачi на умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (2.79)

∆ (h(f0, g0); f, g) =
1

2π

π∫
−π

∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
f(λ)dλ

+
1

2π

π∫
−π

∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
g(λ)dλ,

C0(eiλ) =
∑
j∈T

((B0)−1R0~a)je
ijλ.

Задача на умовний екстремум (2.79) еквiвалентна задачi на безумовний

екстремум [23]:

∆D(f, g) = −∆(h(f0, g0); f, g) + δ((f, g) |Df ×Dg )→ inf, (2.80)
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де δ((f, g) |Df ×Dg ) – iндикаторна функцiя множиниD = Df×Dg. Розв’язок

задачi (2.80) визначається умовою 0 ∈ ∂∆D(f0, g0), де ∂∆D(f0, g0) – субдифе-

ренцiал опуклого функцiонала ∆D(f, g) в точцi (f0, g0) [89].

Вигляд (форма) фунцiоналу ∆(h(f0, g0); f, g) дозволяє знаходити похiднi

та диференцiали фунцiоналу у просторi L1 × L1. Тому складнiсть оптимi-

зацiйних задач (2.80) визначається складнiстю обчислення субдиференцiалiв

iндикаторних функцiй δ((f, g)|Df ×Dg) множин Df ×Dg [53].

Лема 2.8. Нехай (f0, g0) – розв’язок екстремальної задачi (2.80). Спе-

ктральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятливими в класi

D = Df × Dg, а спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) мiнiмаксною

для оптимального оцiнювання функцiонала Aξ, якщо h(f0, g0) ∈ HD.

2.4.3. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi DW ×
D0. Розглянемо задачу екстраполяцiї функцiонала Aξ за даними спостере-

жень некорельованих послiдовностей у випадку, коли спектральнi щiльностi

спостережуваних послiдовностей належать множинi спектральних щiльно-

стей D = DW ×D0, де

DW =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

f(λ) cos(wλ)dλ = rw, w = 0, 1, . . . ,W

 ,

D0 =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

g(λ)dλ 6 P1

 .

Нехай послiдовнiсть {rw, w = 0, 1, . . . ,W} – строго позитивна. Проблема

моментiв в такому разi розв’язується неоднозначно, i множина DW мiстить

нескiнченно багато щiльностей [7]. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ DW , g0(λ) ∈ D0 i

функцiї, що визначенi за формулами

hf(f0, g0) =

∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
, (2.81)

hg(f0, g0) =

∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
, (2.82)
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обмеженi. У цьому випадку

∆(h(f0, g0); f, g) =
1

2π

π∫
−π

hf(f0, g0)f(λ)dλ+
1

2π

π∫
−π

hg(f0, g0)g(λ)dλ

буде неперервним лiнiйним функцiоналом у просторi L1×L1. Тодi за методом

невизначених множникiв Лагранжа можна знайти рiвняння, яким задоволь-

няють найменш сприятливi щiльностi

∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣ =

(
W∑
w=0

ψwcos(wλ)

)
(f0(λ) + g0(λ)) , (2.83)

∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣ = α(f0(λ) + g0(λ)), (2.84)

де константи ψw > 0, α > 0.

Теорема 2.19. Нехай f0(λ) ∈ DW , g0(λ) ∈ D0 i виконується умова мi-

нiмальностi (2.35). Нехай функцiї, що визначенi формулами (2.81), (2.82),

обмеженi. Тодi функцiї f0(λ), g0(λ), визначенi з рiвнянь (2.83), (2.84) бу-

дуть найменш сприятливими щiльностями в класi DW × D0, якщо вони

визначають розв’язок екстремальної задачi (2.77). Функцiя h(f0, g0), обчи-

слена за формулою (2.65), є мiнiмаксною спектральною характеристикою

оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Теорема 2.20. Нехай f0(λ) ∈ D0, g0(λ) ∈ D0 i виконується умова мi-

нiмальностi (2.35). Нехай функцiї, що визначенi формулами (2.81), (2.82),

обмеженi. Тодi функцiї f0(λ), g0(λ), визначенi з наступних рiвнянь∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣ = α1(f0(λ) + g0(λ)), (2.85)∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣ = α2(f0(λ) + g0(λ)), (2.86)

α1 > 0, α2 > 0, будуть найменш сприятливими щiльностями в класi

D0 ×D0, якщо вони визначають розв’язок екстремальної задачi (2.77). За-

уважимо, що α1 6= 0, якщо 1
2π

π∫
−π
f0(λ)dλ = P1, i α2 6= 0, якщо 1

2π

π∫
−π
g0(λ)dλ =

P1. Функцiя h(f0, g0), обчислена за формулою (2.65), є мiнiмаксною спе-

ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.
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Наслiдок 2.8. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть f(λ), а спектраль-

на щiльнiсть g0(λ) ∈ D0. Нехай функцiя f(λ) + g0(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (2.35), а функцiя hg(f, g0), що визначена за формулою (2.82),

обмежена. Спектральна щiльнiсть g0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi D0 для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо

g0(λ) = max
{

0, α−1
∣∣A(eiλ)f(λ)− C0(eiλ)

∣∣− f(λ)
}
,

i пара (f(λ), g0(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.77). Функцiя,

обчислена за формулою (2.65), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 2.9. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть g(λ), а спектраль-

на щiльнiсть f0(λ) ∈ DW . Нехай функцiя f0(λ) + g(λ) задовольняє умову

мiнiмальностi (2.35), а функцiя hf(f0, g), що визначена за формулою (2.81),

обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi DW для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо

f0(λ) =

∣∣A(eiλ)g(λ) + C0(eiλ)
∣∣

W∑
w=0

ψwcos(wλ)

− g(λ),

i пара (f0(λ), g(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.77). Функцiя,

обчислена за формулою (2.65), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 2.10. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть g(λ), а спектраль-

на щiльнiсть f0(λ) ∈ D0. Нехай функцiя f0(λ) + g(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (2.35), а функцiя hf(f0, g), що визначена за формулою (2.81),

обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi D0 для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо

f0(λ) = max
{

0, α−1
∣∣A(eiλ)g(λ) + C0(eiλ)

∣∣− g(λ)
}
,

i пара (f0(λ), g(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.77). Функцiя,

обчислена за формулою (2.65), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.
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Наслiдок 2.11. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть f(λ), а спектраль-

на щiльнiсть g0(λ) ∈ DW . Нехай функцiя f(λ)+g0(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (2.35), а функцiя hg(f, g0), що визначена за формулою (2.82),

обмежена. Спектральна щiльнiсть g0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi DW для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо

g0(λ) =

∣∣A(eiλ)f(λ)− C0(eiλ)
∣∣

W∑
w=0

ψwcos(wλ)

− f(λ),

i пара (f(λ), g0(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.77). Функцiя,

обчислена за формулою (2.65), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Розглянемо випадок екстраполяцiї функцiонала Aξ вiд невiдомих значень

випадкової стацiонарної послiдовностi, що спостерiгаєтся без шуму. В цьому

випадку g(λ) = 0. Таким чином, отримаємо наслiдки.

Наслiдок 2.12. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ D0, функцiя f−1
0 (λ)

задовольняє умову мiнiмальностi (2.70). Спектральна щiльнiсть f0(λ) буде

найменш сприятливою в класi D0 для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї

функцiонала Aξ, якщо f0(λ) = α−1
∣∣C0(eiλ)

∣∣ , i f0(λ) визначає розв’язок екс-

тремальної задачi (2.78). Функцiя, обчислена за формулою (2.68), є мiнi-

максною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала

Aξ.

Наслiдок 2.13. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ DW , функцiя

f−1
0 (λ) задовольняє умову мiнiмальностi (2.70). Спектральна щiльнiсть

f0(λ) буде найменш сприятливою в класi DW для оптимальної лiнiйної екс-

траполяцiї функцiонала Aξ, якщо

f0(λ) =

∣∣C0(eiλ)
∣∣

W∑
w=0

ψwcos(wλ)

,

i f0(λ) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.78). Функцiя, обчислена
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за формулою (2.68), є мiнiмаксною спектральною характеристикою опти-

мальної оцiнки функцiонала Aξ.

2.4.4. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi Du
v ×

Dε. Розглянемо задачу екстраполяцiї функцiонала Aξ за даними спостере-

жень некорельованих послiдовностей у випадку, коли їх спектральнi щiльно-

стi належать класу D = Du
v ×Dε,

Du
v =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣v(λ) 6 f(λ) 6 u(λ),
1

2π

π∫
−π

f(λ)dλ 6 P1

 ,

Dε =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣g(λ) = (1− ε)g1(λ) + εw(λ),
1

2π

π∫
−π

g(λ)dλ 6 P2

 ,

де спектральнi щiльностi u(λ), v(λ), g1(λ) вiдомi i фiксованi, i, крiм того, щiль-

ностi u(λ) та v(λ) обмеженi. Клас Dε описує модель “ε - забруднення” сто-

хастичних послiдовностей. Клас Du
v описує “смугову” модель стохастичних

послiдовностей.

Нехай щiльностi f0(λ) ∈ Du
v , g0(λ) ∈ Dε визначають обмеженi функцiї

hf(f0, g0), hg(f0, g0) за формулами (2.81), (2.82). Тодi з умови 0 ∈ ∂∆D(f0, g0)

визначаємо рiвняння яким задовольняють найменш сприятливi щiльностi∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(γ1(λ) + γ2(λ) + α−1

1 ), (2.87)∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(ϕ(λ) + α−1

2 ), (2.88)

де γ1 6 0 i γ1 = 0, коли f0(λ) > v(λ); γ2 > 0 i γ2 = 0, коли f0(λ) 6 u(λ);

ϕ(λ) 6 0 i ϕ(λ) = 0, коли g0(λ) > (1− ε)g1(λ).

Таким чином, справедлива наступна теорема.

Теорема 2.21. Нехай f0(λ) ∈ Du
v , g0(λ) ∈ Dε i виконується умова мi-

нiмальностi (2.35). Нехай функцiї, що визначенi формулами (2.81), (2.82),

є обмеженi. Тодi функцiї f0(λ), g0(λ), визначенi з рiвнянь (2.87), (2.88) бу-

дуть найменш сприятливими щiльностями в класi Du
v × Dε, якщо вони
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визначають розв’язок екстремальної задачi (2.77). Функцiя h(f0, g0), обчи-

слена за формулою (2.65), є мiнiмаксною спектральною характеристикою

оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 2.14. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть f(λ), а спектраль-

на щiльнiсть g0(λ) ∈ Dε. Нехай функцiя f(λ) + g0(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (2.35), а функцiя hg(f, g0), що визначена за формулою (2.82),

обмежена. Спектральна щiльнiсть g0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi Dε для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо

g0(λ) = max {(1− ε)g1(λ), f1(λ)} ,

f1(λ) = α2

∣∣A(eiλ)f(λ)− C0(eiλ)
∣∣− f(λ),

i пара (f(λ), g0(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.77). Функцiя

h(f, g0), обчислена за формулою (2.65), є мiнiмаксною спектральною хара-

ктеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 2.15. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть g(λ), а спектраль-

на щiльнiсть f0(λ) ∈ Du
v . Нехай функцiя f0(λ) + g(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (2.35), а функцiя hf(f0, g), що визначена за формулою (2.81),

обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi Du
v для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо

f0(λ) = min
{

max
{
α1

∣∣A(eiλ)g(λ) + C0(eiλ)
∣∣− g(λ), v(λ)

}
, u(λ)

}
,

i пара (f0(λ), g(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.77). Функцiя

h(f0, g), обчислена за формулою (2.65), є мiнiмаксною спектральною хара-

ктеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

2.4.5. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D1
ε1
×

Dε2. Розглянемо задачу мiнiмаксного оцiнювання функцiонала Aξ за дани-

ми спостережень некорельованих послiдовностей, коли спектральнi щiльностi

належать множинi спектральних щiльностей D1
ε1
×Dε2

D1
ε1

=

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

|f(λ)− f1(λ)| dλ 6 ε1

 ,
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Dε2 =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣g(λ) = (1− ε2)g1(λ) + ε2w(λ),
1

2π

π∫
−π

g(λ)dλ 6 P1

 ,

де спектральнi щiльностi f1(λ), g1(λ) вiдомi i фiксованi. КласD1
ε1
– це “ε-окiл”

у просторi L1 заданої обмеженої спектральної щiльностi f1(λ), Dε описує мо-

дель “ε-забруднення” стохастичних послiдовностей.

Нехай щiльностi f 0(λ) ∈ D1
ε1
, g0(λ) ∈ Dε2 визначають обмеженi функцiї

hf(f0, g0), hg(f0, g0) за формулами (2.81), (2.82). Тодi з умови 0 ∈ ∂∆D(f0, g0)

визначаємо рiвняння яким задовольняють найменш сприятливi щiльностi∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))Ψ(λ)α1, (2.89)∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)

∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(ϕ(λ) + α−1
2 ), (2.90)

де |Ψ(λ)| 6 1 та Ψ(λ) = sign(f0(λ)− f1(λ)), коли f0(λ) 6= f1(λ), α1, α2 – сталi

величини, ϕ(λ) 6 0, i ϕ(λ) = 0, коли g0(λ) > (1 − ε2)g1(λ). Рiвняння (2.89),

(2.90) разом з екстремальною умовою (2.77) та умовою нормування

1

2π

π∫
−π

|f(λ)− f1(λ)| dλ = ε1 (2.91)

визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 2.22. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D1
ε1
, g0(λ) ∈ Dε2 такi, що вико-

нується умова мiнiмальностi (2.35) i функцiї, що обчисленi за формулами

(2.81), (2.82), обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть най-

менш сприятливими в класi D1
ε1
×Dε2 для оптимальної лiнiйної екстрапо-

ляцiї функцiонала Aξ, якщо вони задовольняють рiвняння (2.89)–(2.91), i

визначають розв’язок екстремальної задачi (2.77). Функцiя h(f0, g0), обчи-

слена за формулою (2.65), є мiнiмаксною спектральною характеристикою

оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 2.16. Нехай спектральна щiльнiсть g(λ) вiдома, а спектраль-

на щiльнiсть f0(λ) ∈ D1
ε1
. Нехай функцiя f0(λ)+g(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (2.35), а функцiя hf(f0, g), що визначена за формулою (2.81),
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обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi D1
ε1

для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо вона

має вигляд

f0(λ) = max
{
f1(λ), α1

∣∣A(eiλ)g(λ) + C0(eiλ)
∣∣− g(λ)

}
,

i пара (f0(λ), g(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.77). Функцiя,

обчислена за формулою (2.65), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 2.17. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть f(λ), а спектраль-

на щiльнiсть g0(λ) ∈ Dε2. Нехай функцiя f(λ)+g0(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (2.35), а функцiя hg(f, g0), що визначена за формулою (2.82),

обмежена. Спектральна щiльнiсть g0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi Dε2 для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо

g0(λ) = max
{

(1− ε2)g1(λ), α2

∣∣A(eiλ)f(λ)− C0(eiλ)
∣∣− f(λ)

}
,

i пара (f(λ), g0(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.77). Функцiя,

обчислена за формулою (2.65), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

2.5. Задача фiльтрацiї стацiонарної послiдовностi з пропусками

У цьому пiдроздiлi розв’язується задача середньоквадратично оптималь-

ного лiнiйного оцiнювання функцiонала

Aξ =
∑
j∈ZS

a(j)ξ(−j)

вiд невiдомих значень стацiонарної стохастичної послiдовностi {ξ(j), j ∈ Z}
за даними спостережень послiдовностi ξ(j) + η(j) в точках j ∈ Z−\S, де

{η(j), j ∈ Z} – стацiонарно зв’язана з ξ(j) стацiонарна послiдовнiсть, S =
s⋃
l=1

{−(Ml + Nl), . . . ,−Ml}, ZS = {1, 2, . . .}\S+, S+ =
s⋃
l=1

{Ml, . . . ,Ml + Nl},

M0 = 0, N0 = 0. Задача оптимальної лiнiйної фiльтрацiї для стацiонарних
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послiдовностей дослiджена у випадку спектральної визначеностi, тобто ко-

ли спектральнi щiльностi послiдовностей ξ(j) та η(j) вiдомi, та у випадку

спектральної невизначеностi, коли невiдомий точний вигляд щiльностей.

2.5.1. Класичний метод фiльтрацiї. Нехай ξ(j) та η(j) – стацiонарнi

послiдовностi з нульовими математичними сподiваннями Eξ(j) = 0, Eη(j) =

0, кореляцiйними функцiями Rξ(k), Rξη(k), Rηξ(k), Rη(k), що допускають

спектральне представлення (2.4) та спектральними щiльностями f(λ), fξη(λ),

fηξ(λ), g(λ), якi задовольняють умову мiнiмальностi (2.27).

Стацiонарнi послiдовностi ξ(j) та η(j) допускають спектральний розклад

(2.3) iз ортогональнальними випадковими мiрами Zξ(dλ) та Zη(dλ), що пiд-

порядкованi спектральним мiрам F (dλ) та G(dλ) послiдовностей ξ(j) та η(j),

i задовольняють спiввiдношення (2.5).

Розглянемо задачу середньоквадратично оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала

Aξ =
∑
j∈ZS

a(j)ξ(−j),

вiд невiдомих значень стацiонарної послiдовностi ξ(j) за вiдомими спосте-

реженнями послiдовностi ξ(j) + η(j) в моменти часу j ∈ Z−\S, де S =
s⋃
l=1

{−(Ml +Nl), . . . ,−Ml}, ZS = {1, 2, . . .}\S+, S+ =
s⋃
l=1

{Ml, . . . ,Ml +Nl}.

Припускаємо, що коефiцiєнти {a(j), j ∈ ZS}, якi визначають функцiонал

Aξ задовольняють умови∑
k∈ZS

|a(k)| <∞,
∑
k∈ZS

(k + 1) |a(k)|2 <∞. (2.92)

За першої умови функцiонал Aξ має скiнченний другий момент. Друга умова

забезпечує компактнiсть в просторi `2 операторiв, якi будуть пiзнiше визна-

ченi.

Використовуючи спектральний розклад стацiонарної послiдовностi ξ(j)

функцiонал Aξ можна записати у виглядi

Aξ =

π∫
−π

A(eiλ)Zξ(dλ), A(eiλ) =
∑
j∈ZS

a(j)e−ijλ.
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Позначимо черезHs(ξ+η) замкнутий лiнiйний пiдпростiр, породжений ве-

личинами {ξ(j)+η(j) : j ∈ Z−\S} у гiльбертовому просторi H = L2(Ω,F , P ).

Розглянемо пiдпростiр Ls2(f + g) простору L2(f + g), що породжений функцi-

ями {eijλ, j ∈ Z−\S}.
Нехай Âξ – оптимальна лiнiйна оцiнка функцiонала Aξ побудована за

вiдомими спостереженнями послiдовностi ξ(j) + η(j), що має вигляд (2.56)

Для вiдшукання оцiнки Âξ використаємо метод ортогональних проекцiй у

гiльбертовому просторi [59]. Згiдно цього методу оптимальною оцiнкою фун-

кцiонала Aξ буде проекцiя елемента Aξ на пiдпростiрHs(ξ+η). Така проекцiя

визначається з умов:
1)Âξ ∈ Hs(ξ + η),

2)Aξ − Âξ⊥Hs(ξ + η).

З умови 2) випливає, що спектральна характеристика h(eiλ) оцiнки Âξ

має вигляд

h(eiλ) =
A(eiλ) (f(λ) + fξη(λ))− C(eiλ)

fζ(λ)
, C(eiλ) =

∑
j∈S

c(j)eijλ +
∞∑
j=0

c(j)eijλ,

де fζ(λ) = f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ), T = S ∪ {0, 1, . . .}, {c(j), j ∈ T} –

невiдомi коефiцiєнти, якi потрiбно знайти.

З 1-ї умови, Âξ ∈ Hs(ξ+η), що визначає оптимальну оцiнку функцiонала

Aξ, випливає, що
1

2π

π∫
−π

h(eiλ)e−ikλdλ = 0, k ∈ T,

тобто

1

2π

π∫
−π

(
A(eiλ)

f(λ) + fξη(λ)

fζ(λ)
− C(eiλ)

1

fζ(λ)

)
e−ijλdλ = 0, j ∈ T.

Остання рiвнiсть дозволить знайти рiвняння для визначення шуканих не-

вiдомих коефiцiєнтiв c(j), j ∈ T . Розкриємо дужки i отримаємо спiввiдноше-
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ння∑
j∈ZS

a(j)
1

2π

π∫
−π

e−i(k+j)λ(f(λ) + fξη(λ))

fζ(λ)
dλ−

∑
j∈S

c(j)
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ

f(λ) + g(λ)
dλ+

∞∑
j=0

c(j)
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ

fζ(λ)
dλ

 = 0, k ∈ T.

(2.93)

Введемо позначення

bk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
1

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ,

rk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k+j)λ f(λ) + fξη(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ,

qk−j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ)g(λ)− fξη(λ)fηξ(λ)

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
dλ,

(2.94)

та запишемо спiввiдношення (2.93) у виглядi системи рiвнянь∑
j∈ZS

rk,ja(j) =
∑
j∈S

bk,jc(j) +
∞∑
j=0

bk,jc(j), k ∈ T.

Позначимо a(j) = 0, j ∈ S, a(0) = 0 i a(j) = 0, j ∈ S+. Тодi отримаємо∑
j∈T

rk,ja(j) =
∑
j∈S

bk,jc(j) +
∞∑
j=0

bk,jc(j), k ∈ T.

Вказанi рiвняння можна подати у виглядi

R~a = B~c, (2.95)

де вектор ~c складаєтьcя з невiдомих коефiцiєнтiв c(j), j ∈ T , вектор ~a має

однакову з вектором ~c розмiрнiсть, i має вигляд

~a = (~00,~a1,~01,~a2,~02, . . .~ai,~0i, . . . ,~as,~0s,~as+1),

де ~00 – вектор, який складається з |S|+1 нулiв, де |S| =
s∑

k=1

(Nk+1) – кiлькiсть

пропускiв, вектори ~0i, i = 1, 2, . . . , s, складаються з Ni + 1 нулiв, вектори
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~a1 = (a(1), . . . , a(M1 − 1)),

~ai = (a(Mi−1 +Ni−1 + 1), . . . , a(Mi − 1)), i = 2, . . . , s,

~as+1 = (a(Ms +Ns + 1), a(Ms +Ns + 2), . . .),

побудованi з коефiцiєнтiв, що визначають функцiонал Aξ.

B, R – лiнiйнi оператори у просторi `2, що визначаються матрицями B, R

з елементами (2.94), B(k, j) = bk,j, k, j ∈ T , B(k, j) = rk,j, k, j ∈ T , та мають

вигляд

B =



Bs,s Bs,s−1 . . . Bs,1 Bs,n

Bs−1,s Bs−1,s−1 . . . Bs−1,1 Bs−1,n

... ... . . . ... ...

B1,s B1,s−1 . . . B1,1 B1,n

Bn,s Bn,s−1 . . . Bn,1 Bn,n


, (2.96)

де елементи в останньому стовпчику та останньому рядку представляють

собою матрицi з елементами
Bl,n(k, j) = bk,j, l = 1, 2, . . . , s,

k = −Ml −Nl, . . . ,−Ml, j = 0, 1, 2, . . . ,

Bn,m(k, j) = bk,j, m = 1, 2, . . . , s,

k = 0, 1, 2, . . . , j = −Mm −Nm, . . . ,−Mm,

Bn,n(k, j) = bk,j, k, j = 0, 1, 2, . . . ,

а всi iншi елементи матрицi B – матрицi з елементами

Bl,m(j, k) = bk,j, l,m = 1, 2, . . . , s

k = −Ml −Nl, . . . ,−Ml, j = −Mm −Nm, . . . ,−Mm.

Невiдомi коефiцiєнти c(k), k ∈ T , що знаходяться з рiвняння (2.95), об-

числюються за формулою c(k) = (B−1R~a)k, де (B−1R~as)k – k-ий елемент

вектора B−1R~a. Отже, спектральна характеристика h(eiλ) оцiнки Âξ обчи-

слюється за наступною формулою

h(eiλ) =
A(eiλ) (f(λ) + fξη(λ))

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
−

∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

f(λ) + fξη(λ) + fηξ(λ) + g(λ)
.

(2.97)
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Нехай Q – лiнiйний оператор у просторi `2, який задається матрицею Q

виду (2.96) з елементами (2.94), Q(k, j) = qk,j, k, j ∈ T.
Аналогiчно (2.28) та (2.33) середньоквадратичну похибку оцiнки Âξ у ви-

падку задачi фiльтрацiї можна обчислити за формулою

∆(h;F ) = ∆(h; f, g, fξη, fηξ) = E
∣∣∣Aξ − Âξ∣∣∣2 =

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈ZS

a(j)eijλ

∣∣∣∣∣∣
2

f(λ)g(λ)− fξη(λ)fηξ(λ)

fζ(λ)
dλ+

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

∣∣∣∣∣
2

1

fζ(λ)
dλ

Використовуючи введенi позначення операторiв B, R та Q, останнє спiввiд-

ношення можна записати у виглядi

〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉. (2.98)

Таким чином, можемо стверджувати, що справедлива наступна теорема.

Теорема 2.23. Нехай ξ(j), η(j) – стацiонарно зв’язанi мiж собою ста-

цiонарнi стохастичнi послiдовностi з матрицею спектральних щiльностей

F (λ) =

 f(λ) fξη(λ)

fηξ(λ) g(λ)

 такою, що виконується умова мiнiмальностi

(2.27). Спектральну характеристику h(eiλ) та величину середньоквадрати-

чної похибки ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Aξ вiд невi-

домих значень послiдовностi ξ(j) за даними спостережень послiдовностi

ξ(j) + η(j), j ∈ Z−\S можна обчислити за формулами (2.97), (2.98).

Розглянемо випадок, коли спостережуванi послiдовностi некорельованi

мiж собою. Тодi fξη(λ) = fηξ(λ) = 0. Враховуючи це можемо сформулювати

наслiдок.

Наслiдок 2.18. Нехай ξ(j), η(j) – некорельованi стацiонарнi стохасти-

чнi послiдовностi, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких

виконується умова мiнiмальностi (2.35). Спектральну характеристику h(eiλ)



111

та величину середньоквадратичної похибки ∆(f, g) оптимальної лiнiйної

оцiнки функцiонала Aξ вiд невiдомих значень послiдовностi ξ(j) за даними

спостережень послiдовностi ξ(j) + η(j), j ∈ Z−\S можна обчислити за

наступними формулами

h(eiλ) =
A(eiλ)f(λ)

f(λ) + g(λ)
−

∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

f(λ) + g(λ)
, (2.99)

∆(h; f, g) =
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣A(eiλ)g(λ) +
∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

∣∣∣∣2
(f(λ) + g(λ))2

f(λ)dλ

+
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣A(eiλ)f(λ)−
∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

∣∣∣∣2
(f(λ) + g(λ))2

g(λ)dλ

= 〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉,

(2.100)

де B, R, Q – лiнiйнi оператори у просторi `2, якi задаються матрицями

виду (2.96) з елементами bk,j, rk,j, qk,j, k, j ∈ T, визначеними спiввiдношен-

нями

bk,j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
1

f(λ) + g(λ)
dλ,

rk,j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k+j)λ f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλ,

qk,j =
1

2π

π∫
−π

e−i(k−j)λ
f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
dλ.

(2.101)

Розглянемо задачу середньоквадратично оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала Aξ =
∑
j∈ZS

a(j)ξ(−j), вiд невiдомих значень стацiонарної

послiдовностi ξ(j) за вiдомими спостереженнями послiдовностi ξ(j) + η(j) в

моменти часу j ∈ Z−\S, де S = {−(M+N), . . . ,−M}, S+ = {M, . . . ,M+N},
ZS = {1, 2, . . .}\S+.

З теореми 2.23 для такої задачi отримаємо наслiдок.
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Наслiдок 2.19. Нехай ξ(j), η(j) – некорельованi стацiонарнi стохасти-

чнi послiдовностi, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких

виконується умова мiнiмальностi (2.35). Спектральну характеристику h(eiλ)

та величину середньоквадратичної похибки ∆(f, g) оптимальної лiнiйної

оцiнки функцiонала Aξ вiд невiдомих значень послiдовностi ξ(j) за даними

спостережень послiдовностi ξ(j) + η(j), j ∈ Z−\S можна обчислити за

формулами

h(eiλ) = A(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
−

∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

f(λ) + g(λ)
, (2.102)

∆(h; f, g) = 〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉, (2.103)

B, R, Q – лiнiйнi оператори у просторi `2, якi визначаються матрицями

B, R, Q з елементами (2.101) наступного вигляду

B =

 Bs,s Bs,n

Bn,s Bn,n

 ,

де її компоненти представляють собою матрицi з елементами

Bs,n(k, j) = bk,j, k = −M −N, . . . ,−M, j = 0, 1, 2, . . . ,

Bn,s(k, j) = bk,j, k = 0, 1, 2, . . . , j = −M −N, . . . ,−M,

Bn,n(k, j) = bk,j, k, j = 0, 1, 2, . . . ,

Bs,s(j, k) = bk,j, k = −M −N, . . . ,−M, j = −M −N, . . . ,−M.

Розглянемо задачу оптимального в середньоквадратичному сенсi лiнiй-

ного оцiнювання функцiонала Aξ =
∑
j∈ZS

a(j)ξ(−j), вiд невiдомих значень

стацiонарної послiдовностi ξ(j) за даними послiдовностi ξ(j) + η(j), у випад-

ку, коли вiдсутнє одне спостереження, тобто в моменти часу j ∈ Z−\{−s},
ZS = {1, 2, . . .}\{s}.

У цьому випадку справедливий наслiдок.

Наслiдок 2.20. Розглянемо некорельованi стацiонарнi стохастичнi по-

слiдовностi ξ(j), η(j) iз спектральними щiльностями f(λ) i g(λ) такими,
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що виконується умова мiнiмальностi (2.35). Спектральну характеристи-

ку h(eiλ) та величину середньоквадратичної похибки ∆(f, g) оптимальної

лiнiйної оцiнки функцiонала Aξ вiд невiдомих значень послiдовностi ξ(j) за

даними спостережень послiдовностi ξ(j) + η(j), j ∈ Z−\{−s} можна обчи-

слити за формулами

h(eiλ) = A(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
−

∑
k∈T

(B−1R~a)ke
ikλ

f(λ) + g(λ)
, (2.104)

∆(h; f, g) = 〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉, (2.105)

де B, R, Q – лiнiйнi оператори у просторi `2, визначаються матрицями

B, R, Q з елементами (2.101) виду

B =

 b−s,−s B−s,n

Bn,−s Bn,n

 ,

де елементи в останньому стовпчику та останньому рядку представля-

ють собою матрицi з елементами

B−s,n(k, j) = bk,j, k = −s, j = 0, 1, 2, . . . ,

Bn,−s(k, j) = bk,j, k = 0, 1, 2, . . . , j = −s,

Bn,n(k, j) = bk,j, k, j = 0, 1, 2, . . . .

Розглянемо задачу середньоквадратично оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала

ANξ =
∑

j∈ZS∩{0,...,N}

a(j)ξ(−j),

вiд невiдомих значень стацiонарної послiдовностi {ξ(j)}, за вiдомими спосте-

реженнями послiдовностi ξ(j) + η(j) в моменти часу j ∈ Z−\S, S визначена

як ранiше в параграфi. Лiнiйну оцiнку функцiонала ANξ будемо шукати у

виглядi

ÂNξ =

π∫
−π

hN(eiλ)(Zξ(dλ) + Zη(dλ)).
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Визначимо вектор ~aN таким чином: компоненти з iндексами T ∩ (S ∪
{0, . . . , N}) збiгаються з елементами вектора ~a з вiдповiдними iндексами, а

компоненти з iндексами T\(S ∪ {0, . . . , N}) дорiвнюють нулю. B, R, Q –

лiнiйнi оператори у просторi `2, якi визначенi в теоремi 2.23.

Спектральну характеристику hN(eiλ) та величину середньоквадратичної

похибки ∆(hN ; f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала ANξ можна об-

числити за формулами

hN(eiλ) = AN(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
−

∑
k∈T

(B−1R~aN)ke
ikλ

f(λ) + g(λ)
, (2.106)

∆(hN ; f, g) = 〈R~aN ,B−1R~aN〉+ 〈Q~aN , ~aN〉, (2.107)

де AN(eiλ) =
∑

j∈ZS∩{0,...,N}
a(j)e−ijλ.

Наслiдок 2.21. Нехай ξ(j), η(j) – некорельованi стацiонарнi стохасти-

чнi послiдовностi, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких

виконується умова мiнiмальностi (2.35). Спектральну характеристику

hN(eiλ) та величину середньоквадратичної похибки ∆(hN ; f, g) оптимальної

лiнiйної оцiнки функцiонала ANξ вiд невiдомих значень послiдовностi ξ(j)

за даними спостережень послiдовностi ξ(j)+η(j) в моменти часу j ∈ Z−\S
можна обчислити за формулами (2.106), (2.107).

Приклад 2.7. Нехай ξ(j) та η(j) – двi некорельованi стацiонарнi послi-

довностi зi спектральними щiльностями

f(λ) = |1− αe−iλ|2, g(λ) = |1− βe−iλ|2

вiдповiдно, де |α| < 1, |β| < 1. Розглянемо задачу середньоквадратично опти-

мально лiнiйного оцiнювання функцiонала

A2ξ = a(1)ξ(−1) + a(2)ξ(−2)

вiд невiдомих значень ξ(−1), ξ(−2) за спостереженнями послiдовностi ξ(j) +

η(j) в моменти часу j ∈ Z−\{−n,−n + 1}, де S = {−n,−n + 1} – множина

пропускiв.
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Спектральна щiльнiсть стацiонарної послiдовностi ξ(j) + η(j) має вигляд

f(λ) + g(λ) =
∣∣1− ae−iλ∣∣2 +

∣∣1− be−iλ∣∣2 =
∣∣x− ye−iλ∣∣2 ,

x =
1

2

(
±
√

(1 + a)2 + (1 + b)2 ±
√

(1− a)2 + (1− b)2
)
, y =

a+ b

x
.

Оскiльки |a| < 1, |b| < 1, то
∣∣y
x

∣∣ < 1. Використаємо розклад функцiї 1
1−t в

степеневий ряд, щоб факторизувати функцiї 1
f(λ)+g(λ) ,

f(λ)
f(λ)+g(λ) та f(λ)g(λ)

f(λ)+g(λ)

1

f(λ) + g(λ)
=

1

|x− ye−iλ|2
=

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

yk

xk+1
e−ikλ

∣∣∣∣∣
2

,

f(λ)

f(λ) + g(λ)
=

∣∣1− ae−iλ∣∣2
|x− ye−iλ|2

=

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

yk

xk+1
e−ikλ −

∞∑
k=0

ayk

xk+1
e−i(k+1)λ

∣∣∣∣∣
2

=

=

∣∣∣∣∣1x +
∞∑
k=0

(
yk+1

xk+2
− ayk

xk+1

)
e−i(k+1)λ

∣∣∣∣∣
2

,

f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
=

∣∣1− ae−iλ∣∣2 · ∣∣1− be−iλ∣∣2
|x− ye−iλ|2

=

∣∣1− (a+ b)e−iλ + abe−i2λ
∣∣2

|x− ye−iλ|2
=

=

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

yk

xk+1
e−ikλ −

∞∑
k=0

(a+ b)yk

xk+1
e−i(k+1)λ +

∞∑
k=0

abyk

xk+1
e−i(k+2)λ

∣∣∣∣∣
2

=

=

∣∣∣∣∣1x +
y − ax− bx

x2
e−iλ +

∞∑
k=0

(
yk+2

xk+3
− (a+ b)yk+1

xk+2
+
abyk

xk+1

)
e−i(k+2)λ

∣∣∣∣∣
2

.

Спектральна характеристика оптимальної оцiнки Â2ξ обчислюється за

формулою

h2(e
iλ) = (a(1)e−iλ + a(2)e−2iλ)

f(λ)

f(λ) + g(λ)
−

∑
k∈T

(B−1R~a2)ke
ikλ

f(λ) + g(λ)
,

де (B−1R~a2)k, k ∈ T = {−n,−n+ 1} ∪ {0, 1, . . .} потрiбно обчислити.

Вектор ~aN = (0, 0, 0, a(1), a(2), 0, . . .), оператори B, R, Q задаються ма-

трицями B, R, Q з елементами (2.101) та мають вигляд
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B =



b−n,−n b−n,−n+1 b−n,0 b−n,1 b−n,2 . . .

b−n+1,−n b−n+1,−n+1 b−n+1,0 b−n+1,1 b−n+1,2 . . .

b0,−n b1,−n+1 b0,0 b0,1 b0,2 . . .

b1,−n b1,−n+1 b1,0 b1,1 b1,2 . . .

b2,−n b2,−n+1 b2,0 b2,1 b2,2 . . .

. . .


.

Необхiдно знайти матрицю B−1, яка визначає оператор B−1. Будемо шу-

кати її наступним чином. Матрицю B запишемо у виглядi

B =

 K L

M N

 ,

K =

 b−n,−n b−n,−n+1

b−n+1,−n b−n+1,−n+1

 , L =

 b−n,0 b−n,1 b−n,2 . . .

b−n+1,0 b−n+1,1 b−n+1,2 . . .

 ,

M =


b0,−n b1,−n+1

b1,−n b1,−n+1

b2,−n b2,−n+1

... ...

 , N =


b0,0 b0,1 b0,2 . . .

b1,0 b1,1 b1,2 . . .

b2,0 b2,1 b2,2 . . .
... ... ...

 .

За формулою Фробенiуса [1] матриця B−1 має вигляд

B−1 =

 V −1 −V −1LN−1

−N−1MV −1 N−1 +N−1MV −1LN−1

 ,

де V = K − LN−1M .

Знайдемо матрицю N−1 використовуючи наступний спосiб. Матриця N

це матриця Bn,n в теоремi 2.23, вона побудована з коефiцiєнтiв Фур’є функцiї
1

f(λ)+g(λ) .

Щiльнiсть 1
f(λ)+g(λ) = |x − ye−iλ]|−2 допускає факторизацiю (zp – коефiцi-

єнти Фур’є функцiї 1
f(λ)+g(λ))

1

f(λ) + g(λ)
=

1

|x− ye−iλ|2
=

∞∑
p=−∞

zpe
ipλ =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

ψke
−ikλ

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

θje
−ijλ

∣∣∣∣∣
−2

,

ψk =
yk

xk+1
, k > 0, θ0 = x, θ1 = −y, θj = 0, j > 1.
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Звiдси zp =
∞∑
k=0

ψkψk+p, p > 0, та z−p = zp, p > 0. У випадку i > j

маємо bi,j = zi−j =
∞∑
l=i

ψl−iψl−j, а у випадку i < j маємо bi,j = zi−j = zj−i =

∞∑
l=j

ψl−jψl−i.

Позначимо Ψ та Θ лiнiйнi оператори у просторi `2, що задаються ма-

трицями з елементами Ψi,j = ψi−j, Θi,j = θi−j, при 0 6 j 6 i, Ψi,j = 0,

Θi,j = 0, при 0 6 i < j. Тодi елементи матрицi N можна записати у вигля-

дi N(i, j) = (Ψ
′
Ψ)i,j. Можна показати, що ΨΘ = ΘΨ = I. Тодi елементи

матрицi N−1 обчилюються за формулою N−1(i, j) = (ΘΘ
′
)i,j. Позначимо

N−1(i, j) = γi,j =

min(i,j)∑
l=0

θi−lθj−l. (2.108)

Матриця N−1 має вигляд

N−1 =


γ0,0 γ0,1 γ0,2 . . .

γ1,0 γ1,1 γ1,2 . . .

γ2,0 γ2,1 γ2,2 . . .

. . .

 .

Позначимо (LN−1M)k,j = βk,j, (V −1)k,j = τk,j, (N−1MV −1)k,j = −ρk,j,
(V −1LN−1)k,j = −σk,j, (N−1 +N−1MV −1LN−1)k,j = ωk,j.

Матриця B−1 має вигляд

B−1 =



τ−n,−n τ−n,−n+1 σ−n,0 σ−n,1 σ−n,2 . . .

τ−n+1,−n τ−n+1,−n+1 σ−n+1,0 σ−n+1,1 σ−n+1,2 . . .

ρ0,−n ρ0,−n+1 ω0,0 ω0,1 ω0,2 . . .

ρ1,−n ρ1,−n+1 ω1,0 ω1,1 ω1,2 . . .

ρ2,−n ρ2,−n+1 ω2,0 ω2,1 ω2,2 . . .

. . .


,

де елементи матрицi задаються наступними рiвностями

τ−n,−n = (b−n+1,−n+1 − β−n+1,−n+1)/d,

τ−n,−n+1 = −(b−n,−n+1 − β−n,−n+1)/d,
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τ−n+1,−n = −(b−n+1,−n − β−n+1,−n)/d,

τ−n+1,−n+1 = (b−n,−n − β−n,−n)/d,

d =(b−n,−n − β−n,−n)(b−n+1,−n+1 − β−n+1,−n+1)−

(b−n,−n+1 − β−n,−n+1)(b−n+1,−n − β−n+1,−n),

βk,j =
∞∑
i=0

( ∞∑
r=0

bk,rγr,i

)
bi,j,

ρk,j = −
∞∑
i=0

γk,i

−n+1∑
r=−n

bi,rτr,j,

σk,j = −
−n+1∑
i=−n

τk,i

∞∑
r=0

bi,rγr,j,

ωk,j = γk,j +
∞∑
i=0

γk,i

−n+1∑
m=−n

−n+1∑
r=−n

bi,rτr,m

∞∑
l=0

bm,lγl,j = γk,j + νk,j. (2.109)

Невiдомi коефiцiєнти c(k), k ∈ T мають вигляд

c(k) =
∑
j∈T

(B−1R)k,ja(j) = a(1)(B−1R)k,1 + a(2)(B−1R)k,2, (2.110)

(B−1R)k,j =
−n+1∑
i=−n

τk,iri,j +
∞∑
i=0

σk,iri,j, k = −n,−n+ 1, j = 1, 2;

(B−1R)k,j =
−n+1∑
i=−n

ρk,iri,j +
∞∑
i=0

ωk,iri,j, k = 0, 1, . . . , j = 1, 2. (2.111)

Спектральна характеристика обчислюється за формулою

h2(e
iλ) = (a(1)e−iλ + a(2)e−2iλ)

f(λ)

f(λ) + g(λ)
−

∑
k∈T

c(k)eikλ

f(λ) + g(λ)
.

Cередньоквадратична похибка обчислюється за формулою

∆(h2; f, g) = 〈R~a2,B
−1R~a2〉+ 〈Q~a2, ~a2〉

=
∑
k∈T

(a(1)rk,1 + a(2)rk,2) c(k) + a(1)q1,1 + a(2)q1,2 + a(1)q2,1 + a(2)q2,2.
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Знайти коефiцiєнти rk,j можна з факторизацiї функцiї f(λ)
f(λ)+g(λ)

f(λ)

f(λ) + g(λ)
=

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

φke
−i(k+1)λ

∣∣∣∣∣
2

, φ0 =
1

x
, φk =

yk+1

xk+2
− ayk

xk+1
, k > 0.

Звiдки ri,j =
∞∑

l=max(i,j)

φl−iφl−j.

Коефiцiєнти qk,j знаходимо з факторизацiї функцiї f(λ)g(λ)
f(λ)+g(λ)

f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
=

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

ϕke
−i(k+2)λ

∣∣∣∣∣
2

, ϕ0 =
1

x
, ϕ1 =

y − ax− bx
x2

,

ϕk =
yk+2

xk+3
− (a+ b)yk+1

xk+2
+
abyk

xk+1
, k > 1.

Звiдки qi,j =
∞∑

l=max(i,j)

ϕl−iϕl−j.

Приклад 2.8. Розглянемо задачу середньоквадратично оптимального лi-

нiйного оцiнювання функцiонала A2ξ = a(1)ξ(−1) + a(2)ξ(−2) за спостере-

женнями послiдовностi ξ(j) + η(j) в усi моменти часу j ∈ Z− без пропускiв.

Порiвняємо значення середньоквадратичних похибок отриманi у випадку

спостережень з пропусками та випадку вiдсутностi пропускiв.

Середньоквадратична похибка визначається за формулою [17]

∆1(h̃; f, g) = 〈R̃~a, B̃−1R̃~a〉+ 〈Q̃~a, ~a〉,

де вектор ~a = (0, a(1), a(2), 0, 0, . . .), B̃, R̃, Q̃ – лiнiйнi оператори в просторi

`2, якi задаються таким чином (B̃)k,j = bk,j, k, j > 0, (R̃)k,j = rk,j, k, j > 0,

(Q̃)k,j = qk,j, k, j > 0, де елементи bk,j, rk,j, qk,j визначенi формулами (2.101),

h̃ – спектральна характеристика оцiнки функцiонала вiд невiдомих значень

послiдовностi, що спостерiгається без пропускiв. Звiдси

∆1(h̃; f, g) =
∞∑
k=0

(a(1)rk,1 + a(2)rk,2) c̃(k)+a(1)q1,1+a(2)q1,2+a(1)q2,1+a(2)q2,2,

де c̃(k) = (B̃−1R̃~a)k, k > 0. Оскiльки матриця, яка задає оператор B̃, збiгає-

ться з матрицею N з попереднього прикладу, то елементи матрицi, що задає
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обернений оператор B̃−1 обчислюються за формулою (2.108). Таким чином,

c̃(k) =
∞∑
j=0

∞∑
i=0

γk,iri,ja(j), k > 0.

Розглянемо вираз (2.111). Використовуючи (2.109), можемо записати його

у виглядi

(B−1R)k,j =
−n+1∑
i=−n

ρk,iri,j +
∞∑
i=0

γk,iri,j +
∞∑
i=0

νk,iri,j, k, j > 0.

Розглянемо формулу (2.110) для k > 0

c(k) =
∑
j∈T

(B−1R)k,ja(j) =
∑
j∈S

(B−1R)k,ja(j) +
∞∑
j=0

(B−1R)k,ja(j) =

∑
j∈S

(B−1R)k,ja(j) +
∞∑
j=0

(−n+1∑
i=−n

ρk,iri,j +
∞∑
i=0

γk,iri,j +
∞∑
i=0

νk,iri,j

)
a(j) =

c̃(k) +
∑
j∈S

(B−1R)k,ja(j) +
∞∑
j=0

(−n+1∑
i=−n

ρk,iri,j +
∞∑
i=0

νk,iri,j

)
a(j) = c̃(k) + cT (k).

Отже,

∆(h2; f, g) = ∆1(h̃; f, g)+
∞∑
k=0

(a(1)rk,1 + a(2)rk,2) cT (k) +
∑
k∈S

(a(1)rk,1 + a(2)rk,2) c(k).

2.5.2. Мiнiмаксний (робастний) метод фiльтрацiї. Теоремою 2.23

та її наслiдками можна скористатись для оцiнювання введеного функцiонала

лише для випадкiв, коли вiдомi спектральнi щiльностi f(λ) та g(λ). Якщо їх

вигляд точно не вiдомий, але заданi класи допустимих щiльностей, то до за-

дачi оцiнювання функцiонала застосовують мiнiмаксний пiдхiд. В цьому разi

шукають оцiнку, яка б мiнiмiзувала величину середньоквадратичної похибки

одночасно для всiх спектральних щiльностей iз заданого класу.

Означення 2.12. Для заданої множини спектральних щiльностей D =

Df×Dg щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg називаються найменш сприятливи-

ми для оптимальної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо виконується спiввiд-

ношення

∆ (f0, g0) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) = max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h (f, g) ; f, g) .
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Означення 2.13. Для заданої множини спектральних щiльностей D =

Df×Dg спектральна характеристика h0(eiλ) оптимальної оцiнки функцiонала

Aξ називається мiнiмаксною (робастною), якщо

h0(eiλ) ∈ HD =
⋂

(f,g)∈D

Ls2(f + g),

min
h∈HD

max
(f,g)∈D

∆ (h; f, g) = max
(f,g)∈D

∆
(
h0; f, g

)
.

Проаналiзувавши останнi два означення можна сформулювати наступну

лему.

Лема 2.9. Спектральнi щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg, що задо-

вольняють умову мiнiмальностi (2.35), найменш сприятливi в класi D =

Df ×Dg для оптимальної лiнiйної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо коефi-

цiєнти Фур’є функцiй

(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)g0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1

задають оператори B0, R0, Q0, якi визначають розв’язок екстремальної за-

дачi

max
(f,g)∈Df×Dg

〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉 = 〈R0~a, (B0)−1R0~a〉+ 〈Q0~a, ~a〉. (2.112)

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) обчислюється за

формулою (2.99) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

Найменш сприятливi спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) та мiнiмаксна спе-

ктральна характеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову точку функцiї

∆ (h; f, g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

∆ (h; f0, g0) > ∆
(
h0; f0, g0

)
> ∆

(
h0; f, g

)
∀h ∈ HD, ∀f ∈ Df , ∀g ∈ Dg

виконуються, якщо h0 = h(f0, g0) та h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) – розв’язок

задачi на умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (2.113)
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∆ (h(f0, g0); f, g) =
1

2π

π∫
−π

∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
f(λ)dλ

+
1

2π

π∫
−π

∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
g(λ)dλ,

C0(eiλ) =
∑
j∈T

((B0)−1R0~a)je
ijλ,

Задача на умовний екстремум (2.113) еквiвалентна задачi на безумовний

екстремум [23]:

∆D(f, g) = −∆(h(f0, g0); f, g) + δ((f, g) |Df ×Dg )→ inf, (2.114)

де δ((f, g) |Df ×Dg ) – iндикаторна функцiя множиниD = Df×Dg. Розв’язок

задачi (2.114) визначається умовою 0 ∈ ∂∆D(f0, g0), де ∂∆D(f0) – субдифе-

ренцiал опуклого функцiонала ∆D(f, g) в точцi (f0, g0) [89].

Лема 2.10. Нехай (f0, g0) – розв’язок екстремальної задачi (2.114). Спе-

ктральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятливими в класi

D = Df × Dg, а спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) мiнiмаксною

для оптимального оцiнювання функцiонала Aξ, якщо h(f0, g0) ∈ HD.

2.5.3. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi Dε1 ×
Dε2. Розглянемо задачу оцiнювання для множини щiльностей Dε1 ×Dε2,

Dε1 =

f(λ)|f(λ) = (1− ε1)u1(λ) + ε1u(λ),
1

2π

π∫
−π

f(λ)dλ = P1

 ,

Dε2 =

g(λ)|g(λ) = (1− ε2)v1(λ) + ε2v(λ),
1

2π

π∫
−π

g(λ)dλ = P2

 ,

де u1(λ), v1(λ) – фiксованi, а u(λ), v(λ) невiдомi спектральнi щiльностi. Такi

множини описують моделi “ε-забруднення” стацiонарних послiдовностей.

Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D0
f , g0(λ) ∈ D0

g i функцiї, що визначенi за фор-

мулами

hf(f0, g0) =

∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
, (2.115)
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hg(f0, g0) =

∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
. (2.116)

обмеженi. У цьому випадку

∆(h(f0, g0); f, g) =
1

2π

π∫
−π

hf(f0, g0)f(λ)dλ+
1

2π

π∫
−π

hg(f0, g0)g(λ)dλ

буде неперервним лiнiйним функцiоналом у просторi L1×L1 i ми можемо за-

стосувати метод невизначених множникiв Лагранжа, щоб розв’язати задачу

на умовний екстремум (2.113) [23].

З умови 0 ∈ ∂∆D(f0, g0) одержимо спiввiдношення∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(ϕ1(λ) + α−1

1 ), (2.117)∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(ϕ2(λ) + α−1

2 ), (2.118)

де ϕ1(λ) 6 0 i ϕ1(λ) = 0, коли f0(λ) > (1 − ε1)u1(λ), ϕ2(λ) 6 0 i ϕ2(λ) = 0,

коли g0(λ) > (1− ε2)v1(λ).

Справедлива теорема.

Теорема 2.24. Нехай f0(λ) ∈ Dε1, g0(λ) ∈ Dε2, i виконується умова мiнi-

мальностi (2.35). Нехай функцiї, що визначенi формулами (2.115), (2.116),

є обмеженi. Тодi функцiї f0(λ), g0(λ), визначенi з рiвнянь (2.117), (2.118)

будуть найменш сприятливими щiльностями в класi Dε1 ×Dε2 для опти-

мальної лiнiйної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо вони визначають розв’-

зок екстремальної задачi (2.112). Функцiя h(f0, g0), обчислена за формулою

(2.99), є мiнiмаксною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки

функцiонала Aξ.

Наслiдок 2.22. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть f(λ), а спектраль-

на щiльнiсть g0(λ) ∈ Dε2. Нехай функцiя f(λ)+g0(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (2.35), а функцiя hg(f, g0), що визначена за формулою (2.116),

обмежена. Спектральна щiльнiсть g0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi Dε2 для оптимальної лiнiйної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо

g0(λ) = max
{

(1− ε2)g1(λ), α2

∣∣A(eiλ)f(λ)− C0(eiλ)
∣∣− f(λ)

}
,
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i пара f(λ), g0(λ) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.112). Функцiя

h(f, g0), обчислена за формулою (2.99), є мiнiмаксною спектральною хара-

ктеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

2.5.4. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D1
ε ×

Du
v . Розглянемо задачу оцiнювання в класi спектральних щiльностей D =

D1
ε ×Du

v , де
D1
ε =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

|f(λ)− f1(λ)| dλ 6 ε

 ,

Du
v =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣v(λ) 6 g(λ) 6 u(λ),
1

2π

π∫
−π

g(λ)dλ 6 P

 ,

де спектральнi щiльностi u(λ), v(λ), f1(λ) вiдомi i фiксованi, i, крiм того, щiль-

ностi u(λ) та v(λ) обмеженi. Клас D1
ε описує модель “ε-околу” у просторi L1

заданої обмеженої спектральної щiльностi f1(λ). Клас Du
v описує “смугову”

модель стохастичних послiдовностей.

Нехай щiльностi f 0(λ) ∈ D1
ε , g0(λ) ∈ Du

v визначають обмеженi фун-

кцiї hf(f0, g0), hg(f0, g0) за формулами (2.115), (2.116). Тодi з умови 0 ∈
∂∆D(f0, g0) визначаємо рiвняння яким задовольняють найменш сприятливi

щiльностi ∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))Ψ(λ)α1, (2.119)∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)

∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(γ1(λ) + γ2(λ) + α−1
2 ), (2.120)

де |Ψ(λ)| 6 1 та Ψ(λ) = sign(f0(λ) − f1(λ)), коли f0(λ) 6= f1(λ), α1, α2 –

сталi величини, γ1 6 0 i γ1 = 0, коли g0(λ) > v(λ), γ2 > 0 i γ2 = 0, коли

g0(λ) 6 u(λ).

Рiвняння (2.119), (2.120) разом з екстремальною умовою (2.112) та умовою

нормування
1

2π

π∫
−π

|f(λ)− f1(λ)| dλ = ε, (2.121)

визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D.

Таким чином, справедлива наступна теорема.
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Теорема 2.25. Нехай f0(λ) ∈ D1
ε, g0(λ) ∈ Du

v , i виконується умова мiнi-

мальностi (2.35). Нехай функцiї, що визначенi формулами (2.115), (2.116),

є обмеженi. Тодi функцiї f0(λ), g0(λ), визначенi з рiвнянь (2.119)–(2.121)

будуть найменш сприятливими щiльностями в класi D1
ε × Du

v для опти-

мальної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо вони визначають розв’зок екс-

тремальної задачi (2.112). Функцiя h(f0, g0), обчислена за формулою (2.99),

є мiнiмаксною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки фун-

кцiонала Aξ.

Наслiдок 2.23. Нехай f0(λ) ∈ D1
ε, g(λ) – вiдома i виконується умо-

ва мiнiмальностi (2.35). Нехай функцiя hf(f0, g), що визначена формулою

(2.115), обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятли-

вою в класi D1
ε для оптимальної лiнiйної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо

вона має вигляд f0(λ) = max
{
f1(λ), α1

∣∣A(eiλ)g(λ) + C0(eiλ)
∣∣− g(λ)

}
, i пара

f0(λ), g(λ) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.112). Функцiя h(f0, g),

обчислена за формулою (2.99), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

2.5.5. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D2
ε ×

Du
v . Розглянемо задачу оцiнювання в класi спектральних щiльностей D =

D2
ε ×Du

v ,

D2
ε =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

|f(λ)− f1(λ)|2 dλ 6 ε

 ,

Du
v =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣v(λ) 6 g(λ) 6 u(λ),
1

2π

π∫
−π

g(λ)dλ 6 P

 ,

де спектральнi щiльностi u(λ), v(λ), f1(λ) вiдомi i фiксованi, щiльностi u(λ) та

v(λ) обмеженi. КласD2
ε – “ε-окiл” у просторi L2 заданої обмеженої спектраль-

ної щiльностi f1(λ). Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D2
ε , g0(λ) ∈ Du

v такi, що функцiї

hf(f0, g0), hg(f0, g0), визначенi за формулами (2.115), (2.116), обмеженi.

З умови 0 ∈ ∂∆D(f 0, g0), коли D = D2
ε ×Du

v , знаходимо рiвняння∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣2 = (f0(λ) + g0(λ))2(f0(λ)− f1(λ))α1, (2.122)
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∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(γ1(λ) + γ2(λ) + α−1

2 ), (2.123)

де α1, α2 – сталi величини, γ1 6 0, i γ1 = 0, коли g0(λ) > v(λ); γ2 > 0 i γ2 = 0,

коли g0(λ) 6 u(λ).

Рiвняння (2.122), (2.123) разом з екстремальною умовою (2.112) та умовою

нормування
1

2π

π∫
−π

|f(λ)− f1(λ)|2 dλ = ε, (2.124)

визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D.

Теорема 2.26. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D2
ε, g0(λ) ∈ Du

v такi, що вико-

нується умова мiнiмальностi (2.35), i функцiї, що обчисленi за формулами

(2.115), (2.116), обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть най-

менш сприятливими в класi D2
ε ×Du

v для оптимальної лiнiйної фiльтрацiї

функцiонала Aξ, якщо вони задовольняють рiвняння (2.122)–(2.124), i ви-

значають розв’язок екстремальної задачi (2.112). Функцiя h(f0, g0), обчи-

слена за формулою (2.99), є мiнiмаксною спектральною характеристикою

оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 2.24. Нехай f0(λ) ∈ D2
ε, g(λ) – вiдома i виконується умо-

ва мiнiмальностi (2.35). Нехай функцiя hf(f0, g), що визначена формулою

(2.115), обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятли-

вою в класi D2
ε для оптимальної лiнiйної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо

виконується спiввiдношення∣∣A(eiλ)g(λ) + C0(eiλ)
∣∣2 = (f0(λ) + g(λ))2(f0(λ)− f1(λ)),

i пара f0(λ), g(λ) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.112). Функцiя

h(f0, g), обчислена за формулою (2.99), є мiнiмаксною спектральною хара-

ктеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Висновки до роздiлу 2

У роздiлi 2 розглянуто задачi iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiльтрацiї

лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень стацiонарних послiдовностей з



127

пропусками. Задачi розв’язано за умов спектральної визначеностi, коли ви-

гляд спектральних щiльностей послiдовностей заданий, та у випадку спе-

ктральної невизначеностi, коли задано лише множину допустимих щiльно-

стей.

У випадку задачi iнтерполяцiї знайдено формули для обчислення значень

середньоквадратичних похибок та спектральних характеристик оцiнок фун-

кцiонала

Asξ =
s−1∑
l=0

Ml+Nl+1∑
j=Ml

a(j)ξ(j), Ml =
l∑

k=0

(Nk +Kk), N0 = K0 = 0,

вiд невiдомих значень стацiонарної стохастичної послiдовностi ξ(j) за дани-

ми спостережень послiдовностi ξ(j) + η(j) в точках j ∈ Z\S, де стацiонарна

послiдовнiсть η(j) стацiонарно зв’язана з ξ(j), а S =
s−1⋃
l=0

{Ml, . . . , Ml +Nl+1}
– множина пропускiв. Застосовано мiнiмаксний метод оцiнювання для визна-

чення найменш сприятливих спектральних щiльностей та мiнiмаксних спе-

ктральних характеристик оцiнки функцiонала.

У задачi екстраполяцiї вивидено формули для обчислення значень сере-

дньоквадратичних похибок та спектральних характеристик оцiнок функцiо-

нала

Aξ =
∞∑
j=0

a(j)ξ(j),

вiд невiдомих значень стацiонарної стохастичної послiдовностi ξ(j), за даними

спостережень послiдовностi ξ(j)+η(j) в точках j ∈ Z−\S = {. . . ,−2,−1}\S,
S =

s⋃
l=1

{−Ml−Nl,−Ml−Nl + 1, . . . ,−Ml}. При цьому стацiонарна послiдов-

нiсть η(j) стацiонарно зв’язана з послiдовнiстю ξ(j). Для заданих множин

допустимих щiльностей виведно формули для знаходження найменш спри-

ятливих спектральних щiльностей та мiнiмаксних спектральних характери-

стик.

При дослiдженнi задачi фiльтрацiї встановлено формули для обчислен-

ня значень середньоквадратичних похибок та спектральних характеристик
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оцiнок функцiонала

Aξ =
∑
j∈ZS

a(j)ξ(−j),

вiд невiдомих значень стацiонарної стохастичної послiдовностi ξ(j) за даними

спостережень послiдовностi ξ(j)+η(j) в точках j ∈ Z−\S, де η(j) – стацiонар-

но зв’язана з ξ(j) стацiонарна послiдовнiсть, S =
s⋃
l=1

{−(Ml + Nl), . . . ,−Ml},

ZS = {1, 2, . . .}\S+, S+ =
s⋃
l=1

{Ml, . . . ,Ml + Nl}. У випадку, коли точний ви-

гляд спектральних щiльностей невiдомий, але задано множину допустимих

щiльностей, визначено спiввiдношення, якi визначають найменш сприятливi

спектральнi щiльностi в заданих класах та мiнiмакснi спектральнi характе-

ристики.
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РОЗДIЛ 3

ОЦIНКИ ФУНКЦIОНАЛIВ ВIД СТАЦIОНАРНИХ ПРОЦЕСIВ

ЗА СПОСТЕРЕЖЕННЯМИ З ПРОПУСКАМИ

У даному роздiлi розв’язанi задачi iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiльтра-

цiї функцiоналiв вiд невiдомих значень стацiонарних процесiв за спостереже-

ннями з пропусками. Задачi дослiдженi для випадку спектральної визначено-

стi, коли спектральнi щiльностi процесiв вiдомi та для випадку спектральної

невизначеностi, коли вiдомi лише класи допустимих значень спектральних

щiльностей.

Знайдено формули для обчислення середньоквадратичних похибок та спе-

ктральних характеристик оптимальних лiнiйних оцiнок функцiоналiв у ви-

падку спектральної визначеностi. Для випадку спектральної невизначеностi

встановлено спiввiдношення, якi визначають найменш сприятливi спектраль-

нi щiльностi у заданих класах допустимих щiльностей та вiдповiднi мiнiмакснi

спектральнi характеристики оцiнок.

Отриманi результати дослiдження задач оцiнювання стацiонарних проце-

сiв з пропусками опублiкованi в роботах [79], [80], [81].

3.1. Стацiонарнi процеси. Спектральний розклад

В цьому пiдроздiлi наводяться декiлька означень та тверджень теорiї ста-

цiонарних послiдовностей викладених у роботах [25], [47], [54].

Означення 3.1. Комплекснозначний випадковий процес ξ(t), t ∈ R на-

зивається стацiонарним (в широкому розумiннi), якщо

Eξ(t) = m, E(ξ(t)ξ(s)) = R(t− s), t, s ∈ R,

для деяких комплексних m, R(t), t ∈ R.
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Теорема 3.1. Функцiя R(t), t ∈ R, є коварiацiйною функцiєю середньо-

квадратично неперервного стацiонарного процесу у широкому розумiннi, якщо

знайдеться така скiнченна мiра Лебега-Стiлтьєса F = F (B), B ∈ B(R),

що має мiсце спектральне зображення

R(t) =

∞∫
−∞

eiλtF (dλ),∀t ∈ R. (3.1)

Скiнченну мiру F = F (B) називають спектральною мiрою, а вiдповiдну

функцiю розподiлу F (λ) = F ([−∞, λ)) її спектральною функцiєю. Якщо ко-

варiацiйна фунцiя абсолютно неперервна, то спектральна функцiя F (λ) має

щiльнiсть f(λ), а сама коварiацiйна функцiя має вигляд

R(t) =

∞∫
−∞

eiλtf(λ)dλ. (3.2)

Теорема 3.2. Iснує така ортогональна стохастична мiра Z = Z(∆),

∆ ∈ B(R)), що стацiонарний процес допускає представлення

ξ(t) =

∞∫
−∞

eiλtZ(dλ), ∀t ∈ R (3.3)

При цьому E |Z(∆)|2 = F (∆).

Нехай ξ(t) та η(t) – некорельованi мiж собою стацiонарнi випадковi про-

цеси з спектральними функцiями F (λ) та G(λ), що мають щiльностi f(λ) та

g(λ) вiдповiдно. Для ортогональних стохастичних мiр Zξ та Zη, що вiдповiд-

ають спектральним функцiям F (λ) та G(λ), виконуються спiввiдношення

EZξ(∆1)Zξ(∆2) = F (∆1 ∩∆2) =
1

2π

∫
∆1∩∆2

f(λ)dλ,

EZη(∆1)Zη(∆2) = G(∆1 ∩∆2) =
1

2π

∫
∆1∩∆2

g(λ)dλ.
(3.4)

Ми будемо розглядати гiльбертовий простiр H = L2(Ω,F , P ) випадкових

величин ξ, що мають нульове математичне сподiвання, Eξ = 0, скiнченний
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другий момент, E|ξ|2 <∞, та скалярний добуток (ξ, η) = Eξη, та гiльберто-

вий простiр L2(f + g) комплекснозначних функцiй на [−∞,∞], iнтегровних

в квадратi за мiрою, що має щiльнiсть f(λ) + g(λ).

Теорема 3.3. Нехай ξ(t) – стацiонарний процес, i нехай η ∈ H. Тодi

знайдеться така функцiя ϕ ∈ L2(f), що

η =

∞∫
−∞

ϕ(λ)Z(dλ).

3.2. Задача iнтерполяцiї стацiонарного процесу з пропусками

У даному пiдроздiлi дослiджується задача оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала

Asξ =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

a(t)ξ(t)dt,

вiд невiдомих значень стацiонарного процесу ξ(t) за даними спостережень

процесу ξ(t) + η(t) при t ∈ R\S, S =
s⋃
l=1

[−Ml −Nl, . . . ,−Ml], Ml =
l∑

k=0

(Nk +

Kk), N0 = 0, K0 = 0, стацiонарний процес η(t) – некорельований з ξ(t). Зада-

чу дослiджено для двох випадкiв: коли спектральнi щiльностi стацiонарних

процесiв ξ(t) та η(t) вiдомi та коли вигляд спектральних щiльностей невiдо-

мий, але заданi класи допустимих спектральних щiльностей.

3.2.1. Класичний метод iнтерполяцiї. Нехай {ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈
R} – некорельованi мiж собою стацiонарнi стохастичнi процеси з нульови-

ми математичними сподiваннями Eξ(t) = 0, Eη(t) = 0. Кореляцiйнi фун-

кцiї Rξ(k) = Eξ(t + k)ξ(t) та Rη(k) = Eη(t + k)η(t) стацiонарних процесiв

{ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈ R} вiдповiдно допускають спектральний розклад

(3.1) iз спектральними мiрами F (dλ) та G(dλ) процесiв ξ(t) та η(t) вiдповiд-

но. Будемо розглядати стацiонарнi процеси з абсолютно неперервними спе-

ктральними мiрами F (dλ), G(dλ) та кореляцiйними функцiями вигляду (3.2)

iз спектральними щiльностями f(λ) та g(λ) процесiв ξ(t) та η(t) такими, що

виконується умова мiнiмальностi
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∞∫
−∞

|γ(λ)|2

f(λ) + g(λ)
dλ <∞, γ(λ) =

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

α(t)eitλdt, (3.5)

де γ(λ) – деяка ненульова функцiя експоненцiального типу. Ця умова доста-

тня для того, щоб було неможливе безпомилкове оцiнювання процесу [25].

Процеси ξ(t) та η(t) допускають спектральний розклад (3.3) iз ортогональ-

ними випадковими мiрами Zξ(dλ) та Zη(dλ), що пiдпорядкованi спектральним

мiрам F (dλ) та G(dλ) такими, що виконуються спiввiдношення (3.4).

Розглянемо задачу середньоквадратично оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала

Asξ =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

a(t)ξ(t)dt,

вiд невiдомих значень стацiонарного процесу ξ(t) за вiдомими спостереження-

ми процесу ξ(t)+η(t) в моменти часу t ∈ R\S, де S =
s⋃
l=1

[−Ml−Nl, . . . ,−Ml].

Використаємо спектральний розклад стацiонарного процесу ξ(t), щоб за-

писати функцiонал Asξ у виглядi

Asξ =

∞∫
−∞

As(e
iλ)Zξ(dλ), As(e

iλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

a(t)eitλdt.

Позначимо через Âsξ оптимальну лiнiйну оцiнку функцiонала Asξ за вi-

домими спостереженнями процесу ξ(t) + η(t). Вона має вигляд

Âsξ =

∞∫
−∞

h(eiλ)(Zξ(dλ) + Zη(dλ)),

де h(eiλ) – спектральна характеристика оцiнки фукнцiоналу. Нехай ∆(f, g) =

E
∣∣∣Asξ − Âsξ

∣∣∣2 – середньоквадратична похибка оцiнки Âsξ. Оскiльки спе-

ктральнi щiльностi стацiонарних процесiв ξ(t) та η(t) вiдомi, то для вiдшука-

ння оцiнки Âsξ використаємо метод ортогональних проекцiй у гiльбертових

просторах [59].

Позначимо через Hs(ξ + η) замкнутий лiнiйний пiдпростiр гiльбертового

простора H = L2(Ω,F , P ), породжений величинами {ξ(t) + η(t) : t ∈ R\S}.
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Розглянемо пiдпростiр Ls2(f + g) простору L2(f + g), що породжений функцi-

ями {eitλ, t ∈ R\S}.
Середньоквадратична похибка ∆(h; f) оцiнки Âsξ обчислюється за фор-

мулою

∆(h; f, g) =
1

2π

∞∫
−∞

∣∣As(e
iλ)− h(eiλ)

∣∣2 f(λ)dλ+
1

2π

∞∫
−∞

∣∣h(eiλ)
∣∣2 g(λ)dλ.

За класичним методом оптимальною оцiнкою функцiонала Asξ буде про-

екцiя елемента Asξ простору H на пiдпростiр Hs(ξ + η), яка визначається з

умов

1)Âsξ ∈ Hs(ξ + η),

2)Asξ − Âsξ⊥Hs(ξ + η).

З умови 2) випливає, що спектральна характеристика h(eiλ) оптимальної

лiнiйної оцiнки Âsξ для всiх t ∈ R\S задовольняє спiввiдношення

E
[(
Asξ − Âsξ

)(
ξ(t) + η(t)

)]
=

=
1

2π

∞∫
−∞

(
As(e

iλ)− h(eiλ)
)
e−itλf(λ)dλ− 1

2π

∞∫
−∞

h(eiλ)e−itλg(λ)dλ = 0.

Тобто

1

2π

∞∫
−∞

[
As(e

iλ)f(λ)− h(eiλ)(f(λ) + g(λ))
]
e−itλdλ = 0, t ∈ R\S. (3.6)

Позначимо функцiю Cs(e
iλ) = As(e

iλ)f(λ) − h(eiλ)(f(λ) + g(λ)), λ ∈ R, i

її перетворення Фур’є

c(t) =
1

2π

∞∫
−∞

Cs(e
iλ)e−itλdλ, t ∈ R.

З умови (3.6) випливає, що фунцiя c(t) вiдмiнна вiд нуля лише на множинi

S. Звiдси

Cs(e
iλ) =

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

c(t)eitλdt,
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i спектральна характеристика оцiнки Âsξ має вигляд

h(eiλ) = As(e
iλ)

f(λ)

f(λ) + g(λ)
− Cs(e

iλ)

f(λ) + g(λ)
. (3.7)

З 1-ї умови, Âsξ ∈ Hs(ξ+η), що визначає оптимальну оцiнку функцiонала

Asξ, випливає, що для деякої v(t) ∈ Ls2(f + g)

h(eiλ) =
1

2π

∫
R\S

v(t)eitλdλ,

звiдси випливає, що для всiх t ∈ S
∞∫

−∞

(
As(e

iλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
− Cs(e

iλ)

f(λ) + g(λ)

)
e−itλdλ = 0. (3.8)

Запишемо останнє спiввiдношення у термiнах лiнiйних операторiв у про-

сторi L2(S). Для цього введемо наступнi позначення операторiв

(Bsx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) 1

f(λ) + g(λ)
dλdu,

(Rsx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu,

(Qsx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu,

x(t) ∈ L2(S), t ∈ S.

Тепер рiвнiсть (3.8) можна записати у виглядi

(Rsa)(t) = (Bsc)(t), t ∈ S. (3.9)

Припустимо, що оператор Bs має обернений. Тодi функцiю c(t) можна

обчислити за формулою c(t) = (B−1
s Rsa)(t), t ∈ S.

Отже, спектральна характеристика h(eiλ) оцiнки Âsξ обчислюється за

формулою
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h(eiλ) = As(e
iλ)

f(λ)

f(λ) + g(λ)
− Cs(e

iλ)

f(λ) + g(λ)
, (3.10)

Cs(e
iλ) =

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

(B−1
s Rsa)(t)eitλdt, t ∈ S.

Середньоквадратична похибка оцiнки Âsξ обчислюється за формулою

∆(h; f, g) = E
∣∣∣Asξ − Âsξ

∣∣∣2 =
1

2π

∞∫
−∞

∣∣As(e
iλ)g(λ) + Cs(e

iλ)
∣∣2

(f(λ) + g(λ))2
f(λ)dλ

+
1

2π

∞∫
−∞

∣∣As(e
iλ)f(λ)− Cs(eiλ)

∣∣2
(f(λ) + g(λ))2

g(λ)dλ

= 〈Rs~a,B
−1
s Rs~a〉+ 〈Qs~a, ~a〉, (3.11)

де < A,C >=
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

A(t)C(t)dt – скалярний добуток в просторi L2(S).

Теорема 3.4. Нехай ξ(t), η(t) – некорельованi стацiонарнi стохасти-

чнi процеси, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких ви-

конується умова мiнiмальностi (3.5). Спектральну характеристику h(eiλ)

та величину середньоквадратичної похибки ∆(h; f, g) оптимальної лiнiйної

оцiнки функцiонала Asξ вiд невiдомих значень процесу ξ(t) за даними спо-

стережень процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R\S можна обчислити за формулами

(3.10), (3.11).

Розглянемо випадок, коли стацiонарний процес ξ(t) спостерiгається без

шуму. Тодi спектральна характеристика оцiнки Âsξ має вигляд

h(eiλ) = As(e
iλ)− Cs(eiλ)f−1(λ), Cs(e

iλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

c(t)eitλdt,

а спiввiдношення (3.9) a(t) = (Bsc)(t),t ∈ S. Якщо оператор Bs має оберне-

ний, то невiдома функцiя c(t) обчислюється за формулою c(t) = (B−1
s a)(t),

t ∈ S, а формула для спектральної характеристики оцiнки Âsξ має вигляд
h(eiλ) = As(e

iλ)− Cs(eiλ)f−1(λ),

Cs(e
iλ) =

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

(B−1
s a)(t)eitλdt, t ∈ S.

(3.12)
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Середньоквадратична похибка оцiнки функцiонала має вигляд

∆(h; f) =< B−1
s a, a > . (3.13)

Отриманий результат сформулюємо у виглядi теореми.

Теорема 3.5. Нехай ξ(t) – стацiонарний стохастичний процес, що має

спектральну щiльнiсть f(λ), яка задовольняє умову мiнiмальностi
π∫

−π

f−1(λ)dλ <∞. (3.14)

Спектральну характеристику h(eiλ) та середньоквадратичну похибку ∆(h, f)

оптимальної лiнiйної оцiнки Âsξ функцiонала Asξ за даними спостережень

процесу ξ(t) в точках t ∈ R\S, де S =
s⋃
l=1

[−Ml−Nl, . . . ,−Ml], можна обчи-

слити за формулами (3.12),(3.13).

3.2.2. Мiнiмаксний (робастний) метод iнтерполяцiї. Теореми 3.4

та 3.5 можна застосувати лише у тих випадках, коли вiдомi спектральнi щiль-

ностi f(λ) та g(λ) стацiонарних процесiв ξ(t) та η(t). Якщо спектральнi щiль-

ностi точно не вiдомi, але заданi множини допустимих щiльностей, то до

задачi оцiнювання функцiонала можна застосувати мiнiмаксний пiдхiд. Вiн

полягає у вiдшуканнi такої оцiнки, яка б мiнiмiзувала величину середньоква-

дратичної похибки одночасно для всiх спектральних щiльностей iз заданого

класу.

Означення 3.2. Для заданої множини спектральних щiльностей D =

Df × Dg щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg називаються найменш сприя-

тливими для оптимальної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо виконується

спiввiдношення

∆ (f0, g0) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) = max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h (f, g) ; f, g) .

Означення 3.3. Для заданої множини спектральних щiльностей D =

Df×Dg спектральна характеристика h0(eiλ) оптимальної оцiнки функцiонала
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Asξ називається мiнiмаксною (робастною), якщо

h0(eiλ) ∈ HD =
⋂

(f,g)∈D

Ls2(f + g), min
h∈HD

max
(f,g)∈D

∆ (h; f, g) = max
(f,g)∈D

∆
(
h0; f, g

)
.

Користуючись отриманими результатами та означеннями можна переко-

натись у справедливостi леми.

Лема 3.1. Спектральнi щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg, що задо-

вольняють умову мiнiмальностi (3.5), найменш сприятливi в класi D =

Df ×Dg для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо ко-

ефiцiєнти Фур’є функцiй

(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)g0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1

задають оператори B0
s,R

0
s,Q

0
s, якi визначають розв’язок екстремальної за-

дачi

max
(f,g)∈Df×Dg

〈Rs~a,B
−1
s Rs~a〉+ 〈Qs~a, ~a〉 = 〈R0

s~a, (B
0
s)
−1R0

s~a〉+ 〈Q0
s~a, ~a〉. (3.15)

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) обчислюється за

формулою (3.10) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

Наслiдок 3.1. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ Df така, що f−1
0 (λ)

iнтегровна. Спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ Df є найменш сприятливою в

класi Df для оптимальної iнтерполяцiї функцiонала Asξ за даними спосте-

режень процесу ξ(t) в точках t ∈ R\S, якщо коефiцiєнти Фур’є функцiї

f−1
0 (λ) задають оператор B0

s, який визначає розв’язок задачi

max
f∈Df

〈B−1
s ~a, ~a〉 = 〈(B0

s)
−1~a, ~a〉. (3.16)

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0) обчислюється за фор-

мулою (3.12) за умови, що h(f0) ∈ HDf
.

Найменш сприятливi спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) та мiнiмаксна спе-

ктральна характеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову точку функцiї

∆ (h; f, g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

∆
(
h0; f, g

)
6 ∆

(
h0; f0, g0

)
6 ∆ (h; f0, g0) , ∀h ∈ HD,∀f ∈ Df ,∀g ∈ Dg,
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виконуються, якщо h0 = h(f0, g0) та h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) – розв’язок

задачi на умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (3.17)

∆ (h(f0, g0); f, g) =
1

2π

∞∫
−∞

∣∣As(e
iλ)g0(λ) + C0

s (eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
f(λ)dλ

+
1

2π

∞∫
−∞

∣∣As(e
iλ)f0(λ)− C0

s (eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
g(λ)dλ,

C0
s (eiλ) =

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

((B0
s)
−1R0

sa)(t)eitλdt, t ∈ S.

Задача на умовний екстремум (3.17) еквiвалентна задачi на безумовний

екстремум [23]:

∆D(f, g) = −∆(h(f0, g0); f, g) + δ((f, g) |Df ×Dg )→ inf, (3.18)

де δ((f, g) |Df ×Dg ) – iндикаторна функцiя множиниD = Df×Dg. Розв’язок

задачi (3.18) визначається умовою 0 ∈ ∂∆D(f0, g0), де ∂∆D(f0) – субдиферен-

цiал опуклого функцiонала ∆D(f, g) в точцi (f0, g0).

Лема 3.2. Нехай (f0, g0) – розв’язок екстремальної задачi (3.18). Спе-

ктральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятливими в класi

D = Df × Dg, а спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) мiнiмаксною

для оптимального оцiнювання функцiонала Asξ, якщо h(f0, g0) ∈ HD.

3.2.3. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D0 ×
Dε. Розглянемо задачу оптимальної iнтерполяцiї функцiонала Asξ вiд невi-

домих значень стацiонарного процесу ξ(t) за даними спостережень процесу

ξ(t) + η(t), коли їхнi щiльностi невiдомi, але належать до множини допусти-

мих спектральних щiльностей D = D0 ×Dε, де

D0 =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

f(λ)dλ 6 P1

 ,
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Dε =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣g(λ) = (1− ε)g1(λ) + εw(λ),
1

2π

∞∫
−∞

g(λ)dλ 6 P2

 ,

де спектральна щiльнiсть g1(λ) вiдома i фiксована, w(λ) – невiдома спе-

ктральна щiльнiсть.

Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D0, g0(λ) ∈ Dε. Введемо наступнi позначення

hf(f0, g0) =

∣∣As(e
iλ)g0(λ) + C0

s (eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
, (3.19)

hg(f0, g0) =

∣∣As(e
iλ)f0(λ)− C0

s (eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
, (3.20)

∆(h(f0, g0); f, g) =
1

2π

∞∫
−∞

hf(f0, g0)f(λ)dλ+
1

2π

∞∫
−∞

hg(f0, g0)g(λ)dλ.

Припустимо, що функцiї визначеннi формулами (3.19), (3.20) обмеженi. У

цьому випадку функцiонал ∆(h(f0, g0); f, g) буде неперервним лiнiйним фун-

кцiоналом у просторi L1 × L1. Тому має мiсце спiввiдношення [23]

∂∆D0×Dε
(f0, g0) = −∂∆(h(f0, g0); f0, g0) + ∂δ((f0, g0) |D0 ×Dε ).

З умови 0 ∈ ∂∆D0×Dε
(f0, g0) визначаємо рiвняння яким задовольняють най-

менш сприятливi щiльностi∣∣As(e
iλ)g0(λ) + C0

s (eiλ)
∣∣ = α1(f0(λ) + g0(λ)), (3.21)∣∣As(e

iλ)f0(λ)− C0
s (eiλ)

∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(ϕ(λ) + α−1
2 ), (3.22)

де ϕ(λ) 6 0, i ϕ(λ) = 0, коли g0(λ) > (1− ε)g1(λ), константи α1 > 0, α2 > 0.

Зауважимо, що α1 6= 0, якщо 1
2π

∞∫
−∞

f0(λ)dλ = P1.

Таким чином справедлива теорема.

Теорема 3.6. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D0, g0(λ) ∈ Dε задовольняють

умову мiнiмальностi (3.5), i функцiї обчисленi за формулами (3.19), (3.20)

обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятли-

вими в класi D0×Dε для оптимальної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо
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вони є розв’язком системи рiвнянь (3.21),(3.22) i визначають розв’язок екс-

тремальної задачi (3.15). Функцiя обчислена за формулою (3.10), є мiнi-

максною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала

Asξ.

Теорема 3.7. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ Df
0 , g0(λ) ∈ Dg

0, де

Df
0 =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

f(λ)dλ 6 P1

 , Dg
0 =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

g(λ)dλ 6 P2

 ,

задовольняють умову мiнiмальностi (3.5). Вважаємо, що функцiї обчисленi

за формулами (3.19), (3.20) обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ)

будуть найменш сприятливими в класi D0×Dε для оптимальної iнтерпо-

ляцiї функцiонала Asξ, якщо вони є розв’язком системи рiвнянь∣∣As(e
iλ)g0(λ) + C0

s (eiλ)
∣∣ = α1(f0(λ) + g0(λ)), (3.23)∣∣As(e

iλ)f0(λ)− C0
s (eiλ)

∣∣ = α2(f0(λ) + g0(λ)), (3.24)

де α1 > 0, α2 > 0, при чому α1 6= 0, якщо 1
2π

∞∫
−∞

f0(λ)dλ = P1 та α2 6= 0,

якщо 1
2π

∞∫
−∞

g0(λ)dλ = P2, i пара (f0(λ), g0(λ)) визначає розв’язок екстре-

мальної задачi (3.15). Функцiя обчислена за формулою (3.10), є мiнiмаксною

спектральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Asξ.

Наслiдок 3.2. Нехай спектральна щiльнiсть g(λ) вiдома, а спектраль-

на щiльнiсть f0(λ) ∈ D0, функцiя (f0(λ) + g(λ))−1 iнтегровна i функцiя

hf(f0, g), визначена за формулою (3.19), обмежена. Спектральна щiльнiсть

f0(λ) найменш сприятлива в класi D0 для оптимальної iнтерполяцiї фун-

кцiонала Asξ, якщо вона має вигляд

f0(λ) = max{0, α−1
1

∣∣As(e
iλ)g(λ) + C0

s (eiλ)
∣∣− g(λ)},

i пара (f0(λ), g0(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (3.15). Функцiя

обчислена за формулою (3.10), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Asξ.
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Наслiдок 3.3. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ D0, функцiя f−1
0 (λ)

iнтегровна i функцiя визначена за формулою (3.12) обмежена. Спектральна

щiльнiсть f0(λ) найменш сприятлива в класi D0 для оптимальної iнтер-

поляцiї функцiонала Asξ, якщо вона має вигляд f0(λ) = α1

∣∣C0
s (eiλ)

∣∣ , i f0(λ)

визначає розв’язок екстремальної задачi (3.16). Функцiя обчислена за фор-

мулою (3.12), є мiнiмаксною спектральною характеристикою оптимальної

оцiнки функцiонала Asξ.

3.2.4. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi Dε1 ×
D2
ε2
. Розглянемо задачу оптимальної iнтерполяцiї функцiонала Asξ на мно-

жинi допустимих спектральних щiльностей Dε1 ×D2
ε2
,

Dε1 =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣f(λ) = (1− ε1)f1(λ) + ε1w(λ),
1

2π

∞∫
−∞

f(λ)dλ 6 P1

 ,

D2
ε2

=

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)|2 dλ 6 ε2

 ,

де спектральнi щiльностi f1(λ), g1(λ) вiдомi i фiксованi, w(λ) – невiдома фун-

кцiя. Клас Dε1 описує модель “ε-забруднення” стохастичних процесiв, D2
ε2

–

це “ε-окiл” у просторi L2 заданої обмеженої спектральної щiльностi g1(λ).

Нехай щiльностi f 0(λ) ∈ Dε1, g0(λ) ∈ D2
ε2

визначають обмеженi функцiї

hf(f0, g0), hg(f0, g0) за формулами (3.19), (3.20). Тодi з умови 0 ∈ ∂∆D(f0, g0)

визначаємо рiвняння якi мають задовольняти найменш сприятливi щiльностi

∣∣As(e
iλ)g0(λ) + C0

s (eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(ϕ(λ) + α−1

1 ), (3.25)∣∣As(e
iλ)f0(λ)− C0

s (eiλ)
∣∣2 = (f0(λ) + g0(λ))2(g0(λ)− g1(λ))α2, (3.26)

α1, α2 – сталi величини, ϕ(λ) 6 0, i ϕ(λ) = 0, коли f0(λ) > (1− ε1)f1(λ).

Рiвняння (3.25), (3.26) разом з екстрамальною умовою (3.15) та умовою

1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)|2 dλ = ε2, (3.27)

визначають найменш сприятливi щiльностi в класi Dε1 ×D2
ε2
.
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Справедлива наступна теорема.

Теорема 3.8. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ Dε1, g0(λ) ∈ D2
ε2

задовольняють

умову мiнiмальностi (3.5), i функцiї обчисленi за формулами (3.19), (3.20)

обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятли-

вими в класi Dε1×D2
ε2
для оптимальної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо

вони задовольняють рiвняння (3.25)-(3.27) i визначають розв’язок екстре-

мальної задачi (3.15). Функцiя обчислена за формулою (3.10), є мiнiмаксною

спектральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Asξ.

Наслiдок 3.4. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть g(λ), а спектраль-

на щiльнiсть f0(λ) ∈ Dε1. Нехай функцiя f0(λ) + g(λ) задовольняє умову

мiнiмальностi (3.5), а функцiя hf(f0, g), що визначена за формулою (3.19),

обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi Dε1 для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо

f0(λ) = max
{

(1− ε1)f1(λ), α1

∣∣As(e
iλ)g(λ) + C0

s (eiλ)
∣∣− g(λ)

}
,

i пара (f0(λ), g(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (3.15). Функцiя

h(f0, g), обчислена за формулою (3.10), є мiнiмаксною спектральною хара-

ктеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Asξ.

Наслiдок 3.5. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть f(λ), а спектраль-

на щiльнiсть g0(λ) ∈ D2
ε2
. Нехай функцiя f(λ) + g0(λ) задовольняє умову

мiнiмальностi (3.5), а функцiя hg(f, g0), що визначена за формулою (3.20),

обмежена. Спектральна щiльнiсть g0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi D2
ε2

для оптимальної лiнiйної iнтерполяцiї функцiонала Asξ, якщо вона

задовольняє спiввiдношення∣∣As(e
iλ)f(λ)− C0

s (eiλ)
∣∣2 = (f(λ) + g0(λ))2(g0(λ)− g1(λ)),

i пара (f(λ), g0(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (3.15). Функцiя

h(f, g0), обчислена за формулою (3.10), є мiнiмаксною спектральною хара-

ктеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Asξ.

Наслiдок 3.6. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ D2
ε2
, функцiя f−1

0 (λ)

iнтегровна i функцiя визначена за формулою (3.12) обмежена. Спектральна
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щiльнiсть f0(λ) найменш сприятлива в класi D2
ε2

для оптимальної iнтер-

поляцiї функцiонала Asξ, якщо виконується спiввiдношення∣∣C0
s (eiλ)

∣∣2 = f 2
0 (λ)(f0(λ)− g1(λ))α1,

i f0(λ) визначає розв’язок екстремальної задачi (3.16). Функцiя обчислена

за формулою (3.12), є мiнiмаксною спектральною характеристикою опти-

мальної оцiнки функцiонала Asξ.

3.3. Задача екстраполяцiї стацiонарного процесу з пропусками

У даному пiдроздiлi дослiджується задача оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала

Aξ =

∞∫
0

a(t)ξ(t)dt,

вiд невiдомих значень стацiонарного процесу ξ(t) за даними спостережень

процесу ξ(t) + η(t) при t ∈ R−\S, S =
s⋃
l=1

[−Ml−Nl, . . . ,−Ml], Ml =
l∑

k=0

(Nk +

Kk), N0 = 0, K0 = 0. Процес η(t) – некорельований з ξ(t). Розглядаються ви-

падки спектральної визначеностi, коли спектральнi щiльностi процесiв вiдомi,

та спектральної невизначеностi, коли заданi класи допустимих множин.

3.3.1. Класичний метод екстраполяцiї. Нехай ξ(t) та η(t) – неко-

рельованi мiж собою стацiонарнi стохастичнi процеси з нульовими матема-

тичними сподiваннями Eξ(t) = 0, Eη(t) = 0. Кореляцiйнi функцiї Rξ(k) =

Eξ(t+ k)ξ(t) та Rη(k) = Eη(t+ k)η(t) стацiонарних процесiв {ξ(t), t ∈ R} та
{η(t), t ∈ R} вiдповiдно допускають спектральний розклад (3.2) з спектраль-

ними щiльностями f(λ) та g(λ) процесiв ξ(t) та η(t) вiдповiдно, такими, що

виконується умова мiнiмальностi
∞∫

−∞

|γ(λ)|2

f(λ) + g(λ)
dλ <∞, γ(λ) =

∞∫
0

α(t)eitλdt (3.28)

де γ(λ) – деяка ненульова функцiя експоненцiального типу. Процеси ξ(t) та

η(t) допускають спектральний розклад (3.3) з ортогональнi випадковi мiрами
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Zξ(dλ) та Zη(dλ).

Розглянемо задачу середньоквадратично оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала Aξ =
∞∫
0

a(t)ξ(t)dt, вiд невiдомих значень стацiонарного

процесу ξ(t) за вiдомими спостереженнями процесу ξ(t) + η(t) в моменти ча-

су t ∈ R−\S, де S =
s⋃
l=1

[−Ml −Nl, . . . ,−Ml].

Нехай функцiя a(t), яка визначає функцiонал Aξ задовольняє умови
∞∫

0

|a(t)| dt <∞,
∞∫

0

t |a(t)|2 dt <∞. (3.29)

Спектральний розклад стацiонарного процесу ξ(t) дозволяє записати фун-

кцiонал Aξ у виглядi

Aξ =

∞∫
−∞

A(eiλ)Zξ(dλ), A(eiλ) =

∞∫
0

a(t)eitλdt.

Оптимальну лiнiйну оцiнку функцiонала Aξ за вiдомими спостереження-

ми процесу ξ(t) + η(t) позначимо через Âξ. Вона має вигляд

Âξ =

∞∫
−∞

h(eiλ)(Zξ(dλ) + Zη(dλ)), (3.30)

де h(eiλ) – спектральна характеристика оцiнки. Розглядаємо випадок спе-

ктральної визначеностi, коли спектральнi щiльностi стацiонарних процесiв

ξ(t) та η(t) вiдомi, тому для вiдшукання оцiнки Âξ використаємо класичний

метод запропонований А.М. Колмогоровим [59].

Позначимо через Hs(ξ + η) замкнутий лiнiйний пiдпростiр простору H =

L2(Ω,F , P ), породжений величинами {ξ(t)+η(t) : t ∈ R−\S}, а через Ls2(f+g)

пiдпростiр простору L2(f + g), породжений функцiями {eitλ, t ∈ R−\S}.
Середньоквадратична похибка оцiнки Âξ обчислюється за формулою

∆(h; f, g) =
1

2π

∞∫
−∞

∣∣A(eiλ)− h(eiλ)
∣∣2 f(λ)dλ+

1

2π

∞∫
−∞

∣∣h(eiλ)
∣∣2 g(λ)dλ. (3.31)

За методом ортогональних проекцiй у гiльбертовому просторi оптимальна

оцiнка функцiонала Aξ визначається з умов:
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1)Âξ ∈ Hs(ξ + η),

2)Aξ − Âξ⊥Hs(ξ + η).

З умови 2) випливає, що спектральна характеристика h(eiλ) оптимальної

лiнiйної оцiнки Âξ для всiх t ∈ R−\S задовольняє спiввiдношення

E
[(
Aξ − Âξ

)(
ξ(t) + η(t)

)]
=

=
1

2π

∞∫
−∞

(
A(eiλ)− h(eiλ)

)
e−itλf(λ)dλ− 1

2π

∞∫
−∞

h(eiλ)e−itλg(λ)dλ = 0.

Тобто

1

2π

∞∫
−∞

[
A(eiλ)f(λ)− h(eiλ)(f(λ) + g(λ))

]
e−itλdλ = 0, t ∈ R−\S. (3.32)

Позначимо функцiю C(eiλ) = A(eiλ)f(λ)− h(eiλ)(f(λ) + g(λ)), λ ∈ R, i її

перетворення Фур’є

c(t) =
1

2π

∞∫
−∞

C(eiλ)e−itλdλ, t ∈ R.

З умови (3.32) випливає, що фунцiя c(t) вiдмiнна вiд нуля на множинi T =

S ∪ {0, 1, . . .}. Тобто

C(eiλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

c(t)eitλdt+

∞∫
0

c(t)eitλdt,

i спектральна характеристика оцiнки Âξ має вигляд

h(eiλ) = A(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
− C(eiλ)

f(λ) + g(λ)
. (3.33)

З 1-ї умови, Âξ ∈ Hs(ξ+η), що визначає оптимальну оцiнку функцiонала

Aξ, випливає, що для деякої v(t) ∈ Ls2(f + g)

h(eiλ) =
1

2π

∫
R−\S

v(t)eitλdλ,
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звiдси випливає, що для всiх t ∈ T
∞∫

−∞

(
A(eiλ)

f(λ)

f(λ) + g(λ)
− C(eiλ)

f(λ) + g(λ)

)
e−itλdλ = 0. (3.34)

Запишемо останнє спiввiдношення у термiнах лiнiйних операторiв у про-

сторi L2(T ). Для цього введемо наступнi позначення операторiв

(Bx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) 1

f(λ) + g(λ)
dλdu

+
1

2π

∞∫
0

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) 1

f(λ) + g(λ)
dλdu,

(Rx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu

+
1

2π

∞∫
0

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu,

(Qx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu

+
1

2π

∞∫
0

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu,

x(t) ∈ L2(T ), t ∈ T.
Рiвнiсть (3.35) представимо у виглядi
∞∫

−∞

∞∫
0

a(u)ei(u−t)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
dudλ

−

 ∞∫
−∞

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

c(ei(u−t)λ)

f(λ) + g(λ)
dudλ+

∞∫
−∞

∞∫
0

c(ei(u−t)λ)

f(λ) + g(λ)
dudλ

 = 0.

(3.35)

Розглянемо функцiю a(t), де a(t) = 0, t ∈ S, a(t) = a(t), t > 0. Тодi

рiвнiсть (3.35) можна записати у виглядi

(Ra)(t) = (Bc)(t), t ∈ T. (3.36)
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Припустимо, що оператор B має обернений. Тодi функцiю c(t) можна

обчислити за формулою

c(t) = (B−1Ra)(t), t ∈ T.

Отже, спектральна характеристика h(eiλ) оцiнки Âξ обчислюється за форму-

лою

h(eiλ) = A(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
− C(eiλ)

f(λ) + g(λ)
,

C(eiλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

(B−1Ra)(t)eitλdt+

∞∫
0

(B−1Ra)(t)eitλdt.

(3.37)

Середньоквадратична похибка оцiнки Âξ обчислюється за формулою

∆(h; f, g) = E
∣∣∣Aξ − Âξ∣∣∣2 =

1

2π

∞∫
−∞

∣∣A(eiλ)g(λ) + C(eiλ)
∣∣2

(f(λ) + g(λ))2
f(λ)dλ

+
1

2π

∞∫
−∞

∣∣A(eiλ)f(λ)− C(eiλ)
∣∣2

(f(λ) + g(λ))2
g(λ)dλ = 〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉,

(3.38)

де < A,C >=
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

A(t)C(t)dt+
∞∫
0

A(t)C(t)dt – скалярний добуток в про-

сторi L2(T ).

Таким чином, можемо стверджувати, що справедлива теорема.

Теорема 3.9. Нехай ξ(t), η(t) – некорельованi стацiонарнi стохасти-

чнi процеси, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких вико-

нується умова мiнiмальностi (3.28). Спектральну характеристику h(eiλ)

та величину середньоквадратичної похибки ∆(h; f, g) оптимальної лiнiйної

оцiнки функцiонала Aξ вiд невiдомих значень процесу ξ(t) за даними спо-

стережень процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R−\S можна обчислити за формулами

(3.37), (3.38).

Розглянемо задачу середньоквадратично оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала ANξ =
N∫
0

a(t)ξ(t)dt, вiд невiдомих значень стацiонарного



148

процесу ξ(t) за вiдомими спостереженнями процесу ξ(t)+η(t) в моменти часу

t ∈ R−\S.
Лiнiйну оцiнку ÂNξ функцiонала ANξ шукатимемо у виглядi

ÂNξ =

∞∫
−∞

hN(eiλ)(Zξ(dλ) + Zη(dλ)),

де hN(eiλ) ∈ Ls2(f + g) – спектральна характеристика оцiнки.

Введемо в розгляд функцiю aN(t), яка задається таким чином

aN(t) = a(t), t ∈ S, aN(t) = a(t), t ∈ T ∩ [0, N ], aN(t) = 0, t ∈ T\[0, N ].

Тодi спектральна характеристика hN(eiλ) оцiнки ÂNξ обчислюється за

формулою

hN(eiλ) = AN(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
− CN(eiλ)

f(λ) + g(λ)
,

CN(eiλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

(B−1RaN)(t)eitλdt+

∞∫
0

(B−1RaN)(t)eitλdt,

(3.39)

де AN(eiλ) =
N∫
0

a(t)e−itλdt.

Cередньоквадратична похибка ∆(hN ; f, g) оцiнки ÂNξ обчислюється за

формулою

∆(hN ; f, g) = E
∣∣∣ANξ − ÂNξ

∣∣∣2 = 〈R ~aN ,B
−1R ~aN〉+ 〈Q ~aN , ~aN〉. (3.40)

Отриманий результат сформулюємо у виглядi наслiдку.

Наслiдок 3.7. Нехай ξ(t), η(t) – некорельованi стацiонарнi стохасти-

чнi процеси, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких вико-

нується умова мiнiмальностi (3.28). Спектральну характеристику hN(eiλ)

та величину середньоквадратичної похибки ∆(hN ; f, g) оптимальної лiнiй-

ної оцiнки функцiонала ANξ вiд невiдомих значень процесу ξ(t) за даними

спостережень процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R−\S можна обчислити за формула-

ми (3.39), (3.40).
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Розглянемо випадок, коли стацiонарний процес ξ(t) спостерiгається без

шуму. Тодi спектральна характеристика оцiнки Âξ має вигляд

h(eiλ) = A(eiλ)− C(eiλ)f−1(λ),

C(eiλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

c(t)eitλdt+

∞∫
0

c(t)eitλdt.
(3.41)

Позначимо a(t) = 0, t ∈ S, тодi спiввiдношення (3.36) вигляд a(t) =

(Bc)(t), t ∈ T. Якщо оператор B має обернений, то невiдома функцiя c(t) об-

числюється за формулою c(t) = (B−1a)(t), t ∈ T, а формула для спектральної

характеристики оцiнки Âξ має вигляд

h(eiλ) = A(eiλ)− C(eiλ)f−1(λ),

C(eiλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

(B−1a)(t)eitλdt+

∞∫
0

(B−1a)(t)eitλdt.
(3.42)

Середньоквадратична похибка оцiнки обчислюється за формулою

∆(h; f) =< B−1a, a > . (3.43)

Отриманий результат сформулюємо у виглядi теореми.

Теорема 3.10. Нехай ξ(t) – стацiонарний стохастичний процес, що має

спектральну щiльнiсть f(λ), яка задовольняє умову мiнiмальностi (3.14),

тобто функцiя f−1(λ) iнтегровна. Спектральну характеристику h(eiλ) та

середньоквадратичну похибку ∆(h, f) оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ фун-

кцiонала Aξ за даними спостережень процесу ξ(t) в точках t ∈ R−\S, де
S =

s⋃
l=1

[−Ml −Nl, . . . ,−Ml], можна обчислити за формулами (3.42),(3.43).

3.3.2. Мiнiмаксний (робастний) метод екстраполяцiї. Розгляну-

тi теореми ефективно використувати лише у тих випадках, коли вiдомi спе-

ктральнi щiльностi f(λ) та g(λ) стацiонарних процесiв ξ(t) та η(t). У випадку

спектральної невизначеностi, якщо вказанi множини допустимих щiльностей,

то до задачi оцiнювання функцiонала доцiльно застосувати мiнiмаксний пiд-

хiд. Вiн полягає у вiдшуканнi такої оцiнки, яка б мiнiмiзувала величину се-
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редньоквадратичної похибки одночасно для всiх спектральних щiльностей iз

заданого класу.

Означення 3.4. Для заданої множини спектральних щiльностей D =

Df × Dg щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg називаються найменш сприя-

тливими для оптимальної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо виконується

спiввiдношення
∆ (f0, g0) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) = max

(f,g)∈Df×Dg

∆ (h (f, g) ; f, g) .

Означення 3.5. Для заданої множини спектральних щiльностей D =

Df×Dg спектральна характеристика h0(eiλ) оптимальної оцiнки функцiонала

Aξ називається мiнiмаксною (робастною), якщо

h0(eiλ) ∈ HD =
⋂

(f,g)∈D

Ls2(f + g), min
h∈HD

max
(f,g)∈D

∆ (h; f, g) = max
(f,g)∈D

∆
(
h0; f, g

)
.

Користуючись отриманими результатами та означеннями можна переко-

натись у справедливостi леми.

Лема 3.3. Спектральнi щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg, що задо-

вольняють умову мiнiмальностi (3.28), найменш сприятливi в класi D =

Df ×Dg для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо ко-

ефiцiєнти Фур’є функцiй

(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)g0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1

задають оператори B0,R0,Q0, якi визначають розв’язок екстремальної за-

дачi
max

(f,g)∈Df×Dg

〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉 = 〈R0~a, (B0)−1R0~a〉+ 〈Q0~a, ~a〉. (3.44)

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) обчислюється за

формулою (3.37) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

Наслiдок 3.8. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ Df така, що f−1
0 (λ)

iнтегровна. Спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ Df є найменш сприятливою в

класi Df для оптимальної екстраполяцiї функцiонала Aξ за даними спосте-

режень процесу ξ(t) в точках t ∈ R−\S, якщо коефiцiєнти Фур’є функцiї

f−1
0 (λ) задають оператор B0, який визначає розв’язок задачi
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max
f∈Df

〈B−1~a, ~a〉 = 〈(B0)−1~a, ~a〉. (3.45)

Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0) обчислюється за фор-

мулою (3.42) за умови, що h(f0) ∈ HDf
.

Найменш сприятливi спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) та мiнiмаксна спе-

ктральна характеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову точку функцiї

∆ (h; f, g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

∆
(
h0; f, g

)
6 ∆

(
h0; f0, g0

)
6 ∆ (h; f0, g0) , ∀h ∈ HD,∀f ∈ Df ,∀g ∈ Dg,

виконуються, якщо h0 = h(f0, g0) та h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) – розв’язок

задачi на умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (3.46)

∆ (h(f0, g0); f, g) =
1

2π

∞∫
−∞

∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
f(λ)dλ

+
1

2π

∞∫
−∞

∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
g(λ)dλ,

C0(eiλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

((B0)−1R0a)(t)eitλdt+

∞∫
0

((B0)−1R0a)(t)eitλdt, t ∈ S.

Задача на умовний екстремум (3.46) еквiвалентна задачi на безумовний

екстремум [23]

∆D(f, g) = −∆(h(f0, g0); f, g) + δ((f, g) |Df ×Dg )→ inf, (3.47)

де δ((f, g) |Df ×Dg ) – iндикаторна функцiя множиниD = Df×Dg. Розв’язок

задачi (3.47) визначається умовою 0 ∈ ∂∆D(f0, g0), де ∂∆D(f0) – субдиферен-

цiал опуклого функцiонала ∆D(f, g) в точцi (f0, g0).

Лема 3.4. Нехай (f0, g0) – розв’язок екстремальної задачi (3.47). Спе-

ктральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятливими в класi

D = Df × Dg, а спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) мiнiмаксною

для оптимального оцiнювання функцiонала Aξ, якщо h(f0, g0) ∈ HD.
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3.3.3. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D0 ×
D1
ε. Розглянемо задачу оптимальної екстраполяцiї функцiонала Aξ вiд не-

вiдомих значень стацiонарного процесу ξ(t) за даними спостережень процесу

ξ(t) + η(t), коли їхнi щiльностi невiдомi, але належать до множини допусти-

мих спектральних щiльностей D = D0 ×D1
ε , де

D0 =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

f(λ)dλ 6 P1

 ,

D1
ε =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)| dλ 6 ε


де спектральна щiльнiсть g1(λ) вiдома i фiксована. Клас D1

ε – це “ε-окiл” у

просторi L1 заданої обмеженої спектральної щiльностi g1(λ).

Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D0, g0(λ) ∈ D1
ε . Введемо наступнi позначення

hf(f0, g0) =

∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
, (3.48)

hg(f0, g0) =

∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
, (3.49)

∆(h(f0, g0); f, g) =
1

2π

∞∫
−∞

hf(f0, g0)f(λ)dλ+
1

2π

∞∫
−∞

hg(f0, g0)g(λ)dλ.

Припустимо, що функцiї визначеннi формулами (3.48), (3.49) обмеженi. У

цьому випадку функцiонал ∆(h(f0, g0); f, g) буде неперервним лiнiйним фун-

кцiоналом у просторi L1 × L1. Тому має мiсце [23]

∂∆D0×D1
ε
(f0, g0) = −∂∆(h(f0, g0); f0, g0) + ∂δ((f0, g0)

∣∣D0 ×D1
ε ).

Тодi з умови 0 ∈ ∂∆D0×D1
ε
(f0, g0) визначаємо рiвняння яким задовольняють

найменш сприятливi щiльностi∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣ = α1(f0(λ) + g0(λ)), (3.50)∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)

∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))Ψ(λ)α2, (3.51)

де |Ψ(λ)| 6 1 та Ψ(λ) = sign(g0(λ) − g1(λ)), коли g0(λ) 6= g1(λ), константи

α1 > 0, α2 > 0.
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Зауважимо, що α1 6= 0, якщо 1
2π

∞∫
−∞

f0(λ)dλ = P1.

Рiвняння (3.50), (3.51) разом з екстремальною умовою (3.44) та умовою

нормування
1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)| dλ = ε (3.52)

визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D.

Теорема 3.11. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D0, g0(λ) ∈ D1
ε задовольняють

умову мiнiмальностi (3.28), i функцiї обчисленi за формулами (3.48), (3.49)

обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятли-

вими в класi D0×D1
ε для оптимальної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо

вони задовольняють систему рiвнянь (3.50)– (3.52) i визначають розв’язок

екстремальної задачi (3.44). Функцiя обчислена за формулою (3.37), є мiнi-

максною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала

Aξ.

Теорема 3.12. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D1
ε1
, g0(λ) ∈ D1

ε2
, де

D1
ε1

=

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)| dλ 6 ε1

 ,

D1
ε2

=

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)| dλ 6 ε2

 ,

спектральнi щiльностi f1(λ), g1(λ) вiдомi i фiксованi. Вважаємо, що спе-

ктральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) задовольняють умову мiнiмальностi (3.28),

функцiї обчисленi за формулами (3.48), (3.49) обмеженi. Спектральнi щiль-

ностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятливими в класi D1
ε1
× D1

ε2
для

оптимальної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо вони є розв’язком систе-

ми рiвнянь ∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))Ψ1(λ)α1,∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))Ψ2(λ)α2,
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де |Ψ1(λ)| 6 1 та Ψ1(λ) = sign(f0(λ)−f1(λ)), коли f0(λ) 6= f1(λ), |Ψ2(λ)| 6 1

та Ψ2(λ) = sign(g0(λ) − g1(λ)), коли g0(λ) 6= g1(λ), константи α1 > 0,

α2 > 0, визначають розв’язок екстремальної задачi (3.44) та задовольня-

ють умови нормування

1

2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)| dλ = ε1,
1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)| dλ = ε2.

Функцiя обчислена за формулою (3.37), є мiнiмаксною спектральною хара-

ктеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 3.9. Нехай спектральна щiльнiсть g(λ) вiдома, а спектраль-

на щiльнiсть f0(λ) ∈ D1
ε1
. Нехай функцiя f0(λ) + g(λ) задовольняє умову

мiнiмальностi (3.28), а функцiя hf(f0, g), що визначена за формулою (3.48),

обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi D1
ε1

для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо вона

має вигляд

f0(λ) = max
{
f1(λ), α1

∣∣A(eiλ)g(λ) + C0(eiλ)
∣∣− g(λ)

}
,

i пара (f0(λ), g(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (3.44). Функцiя,

обчислена за формулою (3.37), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 3.10. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ D1
ε1
, функцiя

f−1
0 (λ) iнтегровна i функцiя визначена за формулою (3.42) обмежена. Спе-

ктральна щiльнiсть f0(λ) найменш сприятлива в класi D1
ε1

для оптималь-

ної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо вона задовольняє спiввiдношення∣∣C0(eiλ)
∣∣ = f0(λ)Ψ1(λ)α1,

i f0(λ) визначає розв’язок екстремальної задачi (3.45). Функцiя обчислена

за формулою (3.42), є мiнiмаксною спектральною характеристикою опти-

мальної оцiнки функцiонала Aξ.
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3.3.4. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi Du
v ×

D0. Розглянемо задачу оптимальної екстраполяцiї функцiонала Aξ на мно-

жинi допустимих спектральних щiльностей Du
v ×D0,

Du
v =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣v(λ) 6 f(λ) 6 u(λ),
1

2π

π∫
−π

f(λ)dλ 6 P1

 ,

D0 =

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

g(λ)dλ 6 P2

 ,

де спектральнi щiльностi u(λ), v(λ) вiдомi i обмеженi. Клас Du
v описує “сму-

гову” модель стохастичних процесiв.

Нехай щiльностi f 0(λ) ∈ Du
v , g0(λ) ∈ D0 визначають обмеженi функцiї

hf(f0, g0), hg(f0, g0) за формулами (3.48), (3.49). Тодi з умови 0 ∈ ∂∆D(f0, g0)

визначаємо рiвняння якi мають задовольняти найменш сприятливi щiльностi∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(γ1(λ) + γ2(λ) + α−1

1 ), (3.53)∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣2 = α2(f0(λ) + g0(λ)), (3.54)

α1, α2 – сталi величини, γ1 6 0 i γ1 = 0, коли f0(λ) > v(λ), γ2 > 0 i γ2 = 0,

коли f0(λ) 6 u(λ). Константа α2 6= 0, якщо 1
2π

∞∫
−∞

g0(λ)dλ = P2.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 3.13. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ Du
v , g0(λ) ∈ D0 задовольняють

умову мiнiмальностi (3.28), i функцiї обчисленi за формулами (3.48), (3.49)

обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятли-

вими в класi Du
v×D0 для оптимальної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо

вони задовольняють рiвняння (3.53)-(3.54) i визначають розв’язок екстре-

мальної задачi (3.44). Функцiя обчислена за формулою (3.37), є мiнiмаксною

спектральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 3.11. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть g(λ), а спектраль-

на щiльнiсть f0(λ) ∈ Du
v . Нехай функцiя f0(λ) + g(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (3.28), а функцiя hf(f0, g), що визначена за формулою (3.48),
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обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi Du
v для оптимальної лiнiйної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо

f0(λ) = min {max {f1(λ), v(λ)} , u(λ)} ,

f1(λ) =α1

∣∣A(eiλ)g(λ) + C0(eiλ)
∣∣− g(λ),

i пара (f0(λ), g(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (3.44). Функцiя

h(f0, g), обчислена за формулою (3.37), є мiнiмаксною спектральною хара-

ктеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 3.12. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ) ∈ Du
v , функцiя f

−1
0 (λ)

iнтегровна, функцiя визначена за формулою (3.42) обмежена. Тодi спектраль-

на щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятливою щiльнiстю в класi Du
v для

оптимальної лiнiйної екстраполяцiї функцiонала Aξ, якщо вона має вигляд

f0(λ) = max
{
v(λ),min

{
u(λ), α1

∣∣C0(eiλ)
∣∣}}

i функцiя f0(λ) визначає розв’язок екстремальної задачi (3.45). Мiнiмаксна

спектральна характеристика оптимальної оцiнки функцiонала Aξ обчислю-

ється за формулою (3.42).

3.4. Задача фiльтрацiї стацiонарного процесу з пропусками

У цьому пiдроздiлi дослiджується задача оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала

Aξ =

∫
Rs

a(t)ξ(−t)dt,

вiд невiдомих значень стацiонарного процесу ξ(t) за даними спостережень

процесу ξ(t)+η(t) при t ∈ R−\S, S =
s⋃
l=1

[−Ml−Nl, . . . ,−Ml], R
s = [0,∞)\S+,

S+ =
s⋃
l=1

[Ml, . . . , Ml +Nl], Ml =
l∑

k=0

(Nk +Kk), N0 = 0, K0 = 0. В залежностi

вiд вiдомостей про спектральнi щiльностi стацiонарних процесiв розглядаю-

ться два методи розв’язання задачi оцiнювання.
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3.4.1. Класичний метод фiльтрацiї. Нехай ξ(t) та η(t) – некорельо-

ванi мiж собою стацiонарнi стохастичнi процеси з нульовими математичними

сподiваннямиEξ(t) = 0,Eη(t) = 0. Кореляцiйнi функцiїRξ(k) = Eξ(t+k)ξ(t)

та Rη(k) = Eη(t + k)η(t) стацiонарних процесiв ξ(t) та η(t) допускають спе-

ктральний розклад (3.2) iз спектральними щiльностями f(λ) та g(λ) такими,

що виконується умова мiнiмальностi
∞∫

−∞

|γ(λ)|2

f(λ) + g(λ)
dλ <∞, (3.55)

де γ(λ) =
∫
Rs

α(t)eitλdt – деяка ненульова функцiя експоненцiального типу.

Процеси ξ(t) та η(t) допускають спектральний розклад (3.3) iз ортого-

нальними випадковими мiрами Zξ(dλ) та Zη(dλ).

Розглянемо задачу середньоквадратично оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала Aξ =
∫
Rs

a(t)ξ(−t)dt, вiд невiдомих значень стацiонар-

ного процесу ξ(t) за вiдомими спостереженнями процесу ξ(t) + η(t) в мо-

менти часу t ∈ R−\S, де S =
s⋃
l=1

[−Ml − Nl, . . . ,−Ml], Rs = [0,∞)\S+,

S+ =
s⋃
l=1

[Ml, . . . , Ml +Nl].

Нехай функцiя a(t), яка визначає функцiоналAξ задовольняє умови (3.56)∫
Rs

|a(t)| dt <∞,
∫
Rs

t |a(t)|2 dt <∞. (3.56)

Використаємо спектральний розклад стацiонарного процесу ξ(t), i запи-

шемо функцiонал Aξ у виглядi

Aξ =

∞∫
−∞

A(eiλ)Zξ(dλ), A(eiλ) =

∫
Rs

a(t)e−itλdt.

Оптимальна лiнiйна оцiнка Âξ функцiонала Aξ за вiдомими спостереже-

ннями процесу ξ(t) + η(t) має вигляд (3.30). Оскiльки вважаємо, що спе-

ктральнi щiльностi стацiонарних процесiв ξ(t) та η(t) вiдомi, то для вiдшука-

ння оцiнки Âξ використаємо метод ортогональних проекцiй у гiльбертовому

просторi [59].
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Позначимо черезHs(ξ+η) замкнутий лiнiйний пiдпростiр, породжений ве-

личинами {ξ(t)+η(t) : t ∈ R−\S} у гiльбертовому просторi H = L2(Ω,F , P ).

Розглядатимемо пiдпростiр Ls2(f + g) простору L2(f + g), породжений фун-

кцiями {eitλ, t ∈ R−\S}.
Оптимальна оцiнка лiнiйного функцiонала Aξ буде проекцiя елемента Aξ

простору H на пiдпростiр Hs(ξ + η), яка визначається з умов:

1)Âξ ∈ Hs(ξ + η),

2)Aξ − Âξ⊥Hs(ξ + η).

З умови 2) випливає, що спектральна характеристика h(eiλ) оптимальної

лiнiйної оцiнки Âξ для всiх t ∈ R−\S задовольняє спiввiдношення (3.32).

Тобто

1

2π

∞∫
−∞

[
A(eiλ)f(λ)− h(eiλ)(f(λ) + g(λ))

]
e−itλdλ = 0, t ∈ R−\S. (3.57)

Позначимо функцiю C(eiλ) = A(eiλ)f(λ)− h(eiλ)(f(λ) + g(λ)), λ ∈ R, i її

перетворення Фур’є

c(t) =
1

2π

∞∫
−∞

C(eiλ)e−itλdλ, t ∈ R.

З умови (3.57) випливає, що фунцiя c(t) вiдмiнна вiд нуля на множинi T =

S ∪ {0, 1, . . .}. Тобто

C(eiλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

c(t)eitλdt+

∞∫
0

c(t)eitλdt,

i спектральна характеристика оцiнки Âξ має вигляд

h(eiλ) = A(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
− C(eiλ)

f(λ) + g(λ)
. (3.58)

З 1-ї умови, Âξ ∈ Hs(ξ+η), що визначає оптимальну оцiнку функцiонала

Aξ, випливає, що для деякої v(t) ∈ Ls2(f + g)

h(eiλ) =
1

2π

∫
R−\S

v(t)eitλdλ,
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звiдси випливає, що для всiх t ∈ T
∞∫

−∞

(
A(eiλ)

f(λ)

f(λ) + g(λ)
− C(eiλ)

f(λ) + g(λ)

)
e−itλdλ = 0. (3.59)

Введемо наступнi позначення лiнiйних операторiв у просторi L2(T )

(Bx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) 1

f(λ) + g(λ)
dλdu

+
1

2π

∞∫
0

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) 1

f(λ) + g(λ)
dλdu,

(Rx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

e−iλ(u+t) f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu

+
1

2π

∞∫
0

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u+t) f(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu,

(Qx)(t) =
1

2π

s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu

+
1

2π

∞∫
0

x(u)

∞∫
−∞

eiλ(u−t) f(λ)g(λ)

f(λ) + g(λ)
dλdu,

x(t) ∈ L2(T ), t ∈ T.
Рiвнiсть (3.59) представимо у виглядi

∞∫
−∞

∫
Rs

a(u)ei(u−t)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
dudλ

−

 ∞∫
−∞

 s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

c(ei(u−t)λ)

f(λ) + g(λ)
du

 dλ+

∞∫
−∞

∞∫
0

c(ei(u−t)λ)

f(λ) + g(λ)
dudλ

 = 0.

(3.60)

Позначимо через a(t) функцiю виду

a(t) = 0, t ∈ S, a(t) = a(t), t ∈ Rs a(t) = 0, t ∈ S+.
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Тодi використовуючи введенi вище позначення рiвнiсть (3.60) можна записати

у виглядi
(Ra)(t) = (Bc)(t), t ∈ T. (3.61)

Припустимо, що оператор B має обернений. Тодi функцiю c(t) можна обчи-

слити за формулою c(t) = (B−1Ra)(t), t ∈ T. Отже, спектральна характери-

стика h(eiλ) оцiнки Âξ обчислюється за формулою

h(eiλ) = A(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
− C(eiλ)

f(λ) + g(λ)
,

C(eiλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

(B−1Ra)(t)eitλdt+

∞∫
0

(B−1Ra)(t)eitλdt.

(3.62)

З формули (3.31), знайденого вигляду спектральної характеристики та

введених позначень операторiв B, R та Q отримуємо формулу для обчисле-

ння середньоквадратичної похибки оцiнки Âξ

∆(h; f, g) = E
∣∣∣Aξ − Âξ∣∣∣2 =

1

2π

∞∫
−∞

∣∣A(eiλ)g(λ) + C(eiλ)
∣∣2

(f(λ) + g(λ))2
f(λ)dλ

+
1

2π

∞∫
−∞

∣∣A(eiλ)f(λ)− C(eiλ)
∣∣2

(f(λ) + g(λ))2
g(λ)dλ

= 〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉,

(3.63)

де < A,C >=
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

A(t)C(t)dt+
∞∫
0

A(t)C(t)dt – скалярний добуток в про-

сторi L2(T ).

Теорема 3.14. Нехай ξ(t), η(t) – некорельованi стацiонарнi стохасти-

чнi процеси, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких вико-

нується умова мiнiмальностi (3.55). Спектральну характеристику h(eiλ)

та величину середньоквадратичної похибки ∆(h; f, g) оптимальної лiнiйної

оцiнки функцiонала Aξ вiд невiдомих значень процесу ξ(t) за даними спо-

стережень процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R−\S можна обчислити за формулами

(3.62), (3.63).
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Позначимо iнтервал N s = [0, N ]∩Rs. Розглянемо задачу середньоквадра-

тично оптимального лiнiйного оцiнювання функцiоналаANξ =
∫
Ns

a(t)ξ(−t)dt,

вiд невiдомих значень стацiонарного процесу ξ(t) за вiдомими спостережен-

нями процесу ξ(t) + η(t) в моменти часу t ∈ R−\S.
Лiнiйну оцiнку ÂNξ функцiонала ANξ шукатимемо у виглядi

ÂNξ =

∞∫
−∞

hN(eiλ)(Zξ(dλ) + Zη(dλ)),

де hN(eiλ) ∈ Ls2(f + g) – спектральна характеристика оцiнки.

Введемо в розгляд функцiю aN(t), яка задається таким чином

aN(t) = a(t), t ∈ S, aN(t) = a(t), t ∈ T ∩ [0, N ], aN(t) = 0, t ∈ T\[0, N ].

Тодi спектральна характеристика hN(eiλ) та середньоквадратична похибка

∆(hN ; f, g) оцiнки ÂNξ обчислюються за формулами

hN(eiλ) = AN(eiλ)
f(λ)

f(λ) + g(λ)
− CN(eiλ)

f(λ) + g(λ)
,

CN(eiλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

(B−1RaN)(t)eitλdt+

∞∫
0

(B−1RaN)(t)eitλdt,

(3.64)

AN(eiλ) =

∫
Ns

a(t)e−itλdt,

∆(hN ; f, g) = E
∣∣∣ANξ − ÂNξ

∣∣∣2 = 〈R ~aN ,B
−1R ~aN〉+ 〈Q ~aN , ~aN〉. (3.65)

Отриманий результат сформулюємо у виглядi наслiдку.

Наслiдок 3.13. Нехай ξ(t), η(t) – некорельованi стацiонарнi стохасти-

чнi процеси, якi мають спектральнi щiльностi f(λ) i g(λ), для яких вико-

нується умова мiнiмальностi (3.55). Спектральну характеристику hN(eiλ)

та величину середньоквадратичної похибки ∆(hN ; f, g) оптимальної лiнiй-

ної оцiнки функцiонала ANξ вiд невiдомих значень процесу ξ(t) за даними

спостережень процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R−\S можна обчислити за формула-

ми (3.64), (3.65).
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3.4.2. Мiнiмаксний (робастний) метод фiльтрацiї. Теорему 3.13

та її наслiдок можна застосувати лише у випадку спектральної визначеностi.

У випаду, коли повної iнформацiї щодо спектральних щiльностей процесiв

нема, але вказанi множини допустимих щiльностей, то до задачi фiльтрацiї

застосувується мiнiмаксний пiдхiд. Вiн полягає у вiдшуканнi такої оцiнки,

яка б мiнiмiзувала величину середньоквадратичної похибки одночасно для

всiх спектральних щiльностей iз заданого класу.

Означення 3.6. Для заданої множини спектральних щiльностей D =

Df×Dg щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg називаються найменш сприятливи-

ми для оптимальної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо виконується спiввiд-

ношення

∆ (f0, g0) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) = max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h (f, g) ; f, g) .

Означення 3.7. Для заданої множини спектральних щiльностей D =

Df×Dg спектральна характеристика h0(eiλ) оптимальної оцiнки функцiонала

Aξ називається мiнiмаксною (робастною), якщо

h0(eiλ) ∈ HD =
⋂

(f,g)∈D

Ls2(f + g), min
h∈HD

max
(f,g)∈D

∆ (h; f, g) = max
(f,g)∈D

∆
(
h0; f, g

)
.

Користуючись отриманими результатами та означеннями можна переко-

натись у справедливостi леми.

Лема 3.5. Спектральнi щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg, що задо-

вольняють умову мiнiмальностi (3.55), найменш сприятливi в класi D =

Df ×Dg для оптимальної лiнiйної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо коефi-

цiєнти Фур’є функцiй

(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)g0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1

задають оператори B0,R0,Q0, якi визначають розв’язок екстремальної за-

дачi

max
(f,g)∈Df×Dg

〈R~a,B−1R~a〉+ 〈Q~a, ~a〉 = 〈R0~a, (B0)−1R0~a〉+ 〈Q0~a, ~a〉. (3.66)
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Мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) обчислюється за

формулою (3.62) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

Найменш сприятливi спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) та мiнiмаксна спе-

ктральна характеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову точку функцiї

∆ (h; f, g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

∆
(
h0; f, g

)
6 ∆

(
h0; f0, g0

)
6 ∆ (h; f0, g0) , ∀h ∈ HD,∀f ∈ Df ,∀g ∈ Dg,

виконуються, якщо h0 = h(f0, g0) та h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) – розв’язок

задачi на умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (3.67)

∆ (h(f0, g0); f, g) =
1

2π

∞∫
−∞

∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
f(λ)dλ

+
1

2π

∞∫
−∞

∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
g(λ)dλ,

C0(eiλ) =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

((B0)−1R0a)(t)eitλdt+

∞∫
0

((B0)−1R0a)(t)eitλdt, t ∈ S.

Задача на умовний екстремум (3.67) еквiвалентна задачi на безумовний

екстремум [23]:

∆D(f, g) = −∆(h(f0, g0); f, g) + δ((f, g) |Df ×Dg )→ inf, (3.68)

де δ((f, g) |Df ×Dg ) – iндикаторна функцiя множиниD = Df×Dg. Розв’язок

задачi (3.68) визначається умовою 0 ∈ ∂∆D(f0, g0), де ∂∆D(f0) – субдиферен-

цiал опуклого функцiонала ∆D(f, g) в точцi (f0, g0).

Лема 3.6. Нехай (f0, g0) – розв’язок екстремальної задачi (3.68). Спе-

ктральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятливими в класi

D = Df × Dg, а спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) мiнiмаксною

для оптимального оцiнювання функцiонала Aξ, якщо h(f0, g0) ∈ HD.
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3.4.3. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D1
ε1
×

D2
ε2
. Розглянемо задачу оптимальної фiльтрацiї функцiонала Aξ вiд невi-

домих значень стацiонадного процесу ξ(t) за даними спостережень процесу

ξ(t) + η(t), коли їхнi щiльностi невiдомi, але належать до множини допусти-

мих спектральних щiльностей D = D1
ε1
×D2

ε2
, де

D1
ε1

=

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)| dλ 6 ε1

 ,

D2
ε2

=

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)|2 dλ 6 ε2

 .

Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D1
ε1
, g0(λ) ∈ D2

ε2
. Введемо наступнi позначення

hf(f0, g0) =

∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
, (3.69)

hg(f0, g0) =

∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣2

(f0(λ) + g0(λ))2
, (3.70)

∆(h(f0, g0); f, g) =
1

2π

∞∫
−∞

hf(f0, g0)f(λ)dλ+
1

2π

∞∫
−∞

hg(f0, g0)g(λ)dλ.

Припустимо, що функцiї визначеннi формулами (3.69), (3.70) обмеженi. У

цьому випадку функцiонал ∆(h(f0, g0); f, g) буде неперервним лiнiйним фун-

кцiоналом у просторi L1 × L1. Тому має мiсце [23]

∂∆D1
ε1
×D2

ε2
(f0, g0) = −∂∆(h(f0, g0); f0, g0) + ∂δ((f0, g0)

∣∣D1
ε1
×D2

ε2
).

Тодi з умови 0 ∈ ∂∆D(f0, g0) визначаємо рiвняння, яким задовольняють

найменш сприятливi щiльностi∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))Ψ(λ)α1, (3.71)∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)

∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))2(g0(λ)− g1(λ))α2, (3.72)

де |Ψ(λ)| 6 1 та Ψ(λ) = sign(f0(λ) − f1(λ)), коли f0(λ) 6= f1(λ), константи

α1 > 0, α2 > 0.
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Рiвняння (3.71), (3.72) разом з екстремальною умовою (3.66) та умовами

нормування

1

2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)| dλ = ε1,
1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)|2 dλ = ε2 (3.73)

визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D.

Теорема 3.15. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D1
ε1
, g0(λ) ∈ D2

ε2
задовольняють

умову мiнiмальностi (3.55), i функцiї обчисленi за формулами (3.69), (3.70)

обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятли-

вими в класi D1
ε1
×D2

ε2
для оптимальної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо

вони задовольняють систему рiвнянь (3.71)– (3.73) i визначають розв’язок

екстремальної задачi (3.66). Функцiя обчислена за формулою (3.62), є мiнi-

максною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала

Aξ.

Теорема 3.16. Нехай щiльностi f0(λ) ∈ D2
ε1
, g0(λ) ∈ D2

ε2
, де

D2
ε1

=

f(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)|2 dλ 6 ε1

 ,

D2
ε2

=

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)|2 dλ 6 ε2

 ,

спектральнi щiльностi f1(λ), g1(λ) вiдомi i фiксованi. Вважаємо, що спе-

ктральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) задовольняють умову мiнiмальностi (3.55),

функцiї обчисленi за формулами (3.69), (3.70) обмеженi. Спектральнi щiль-

ностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятливими в класi D2
ε1
× D2

ε2
для

оптимальної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо вони є розв’язком системи

рiвнянь ∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))2(f0(λ)− f1(λ))α1,∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))2(g0(λ)− g1(λ))α2,
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(α1 > 0, α2 > 0), визначають розв’язок екстремальної задачi (3.66) i задо-

вольняють умови нормування

1

2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)|2 dλ = ε1,
1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)|2 dλ = ε2.

Функцiя обчислена за формулою (3.62), є мiнiмаксною спектральною хара-

ктеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 3.14. Нехай спектральна щiльнiсть g(λ) вiдома, а спектраль-

на щiльнiсть f0(λ) ∈ D2
ε1
. Нехай функцiя f0(λ)+g(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (3.55), а функцiя hf(f0, g), що визначена за формулою (3.69),

обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi D2
ε1

для оптимальної лiнiйної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо вона за-

довольняє спiввiдношення∣∣A(eiλ)g(λ) + C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g(λ))2(f0(λ)− f1(λ))α1,

i пара (f0(λ), g(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (3.66). Функцiя,

обчислена за формулою (3.62), є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

3.4.4. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi Dε1 ×
D1
ε2
. Розглянемо задачу оптимальної фiльтрацiї функцiоналаAξ на множинi

допустимих спектральних щiльностей Dε1 ×D1
ε2
,

Dε1 =

f(λ)

∣∣∣∣∣∣f(λ) = (1− ε1)f1(λ) + ε1w(λ),
1

2π

∞∫
−∞

f(λ)dλ 6 P1

 ,

D1
ε2

=

g(λ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)| dλ 6 ε2

 ,

де спектральнi щiльностi f1(λ), g1(λ) вiдомi i фiксованi, w(λ) – невiдома спе-

ктральна щiльнiсть. Клас Dε1 описує модель “ε-забруднення” стохастичних

процесiв.
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Нехай щiльностi f 0(λ) ∈ Dε1, g0(λ) ∈ D1
ε2

визначають обмеженi функцiї

hf(f0, g0), hg(f0, g0) за формулами (3.69), (3.70). Тодi з умови 0 ∈ ∂∆D(f0, g0)

визначаємо рiвняння якi мають задовольняти найменш сприятливi щiльностi∣∣A(eiλ)g0(λ) + C0(eiλ)
∣∣ = (f0(λ) + g0(λ))(ϕ(λ) + α−1

1 ), (3.74)∣∣A(eiλ)f0(λ)− C0(eiλ)
∣∣2 = (f0(λ) + g0(λ))Ψ(λ)α2, (3.75)

α1, α2 – сталi величини, ϕ(λ) 6 0, ϕ(λ) = 0, коли f0(λ) > (1 − ε1)f1(λ),

|Ψ(λ)| 6 1 та Ψ(λ) = sign(g0(λ)− g1(λ)), коли g0(λ) 6= g1(λ). Рiвняння (3.69),

(3.70) разом з екстремальною умовою (3.66) та умовою нормування

1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)| dλ = ε2

визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 3.17. Нехай щiльностi f 0(λ) ∈ Dε1, g0(λ) ∈ D1
ε2
задовольняють

умову мiнiмальностi (3.55), i функцiї обчисленi за формулами (3.69), (3.70)

обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ), g0(λ) будуть найменш сприятли-

вими в класi Dε1 ×D1
ε2

для оптимальної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо

вони задовольняють рiвняння (3.74)-(3.75) i визначають розв’язок екстре-

мальної задачi (3.66). Функцiя обчислена за формулою (3.62) є мiнiмаксною

спектральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 3.15. Нехай спектральна щiльнiсть g(λ) вiдома, а спектраль-

на щiльнiсть f0(λ) ∈ Dε1. Нехай функцiя f0(λ)+g(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (3.55), а функцiя hf(f0, g), що визначена за формулою (3.69),

обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi Dε1 для оптимальної лiнiйної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо вона має

вигляд

f0(λ) = max
{

(1− ε1)f1(λ), α1

∣∣A(eiλ)g(λ) + C0(eiλ)
∣∣− g(λ)

}
,
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i пара (f0(λ), g(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (3.66). Функцiя

обчислена за формулою (3.62) є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 3.16. Нехай вiдома спектральна щiльнiсть f(λ), а спектраль-

на щiльнiсть g0(λ) ∈ D1
ε2
. Нехай функцiя f(λ)+g0(λ) задовольняє умову мi-

нiмальностi (3.55), а функцiя hg(f, g0), що визначена за формулою (3.70),

обмежена. Спектральна щiльнiсть g0(λ) буде найменш сприятливою в кла-

сi D1
ε2

для оптимальної лiнiйної фiльтрацiї функцiонала Aξ, якщо

g0(λ) = max
{
g1(λ), α2

∣∣A(eiλ)f(λ)− C0(eiλ)
∣∣− f(λ)

}
,

i пара (f(λ), g0(λ)) визначає розв’язок екстремальної задачi (3.66). Функцiя

обчислена за формулою (3.62) є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Висновки до роздiлу 3

У роздiлi 3 розв’язано задачi iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiльтрацiї лi-

нiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень стацiонарних процесiв за спосте-

реженнями з пропусками. Задачi дослiджено за умов спектральної визначе-

ностi, коли вигляд спектральних щiльностей процесiв заданий, та у випадку

спектральної невизначеностi, коли вiдома лише множина допустимих щiль-

ностей.

При дослiдженнi задачi iнтерполяцiї встановлено формули для обчисле-

ння значень середньоквадратичної похибки та спектральної характеристики

оцiнки функцiонала

Asξ =
s∑
l=1

−Ml∫
−Ml−Nl

a(t)ξ(t)dt,

за даними спостережень процесу ξ(t) + η(t) при t ∈ R\S, S =
s⋃
l=1

[−Ml −

Nl, . . . ,−Ml], Ml =
l∑

k=0

(Nk + Kk), N0 = 0, K0 = 0, стацiонарний процес η(t)

– некорельований з ξ(t). Якщо спектральнi щiльностi процесiв невiдомi, але
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задано множини допустимих щiльностей, за допомогою мiнiмаксного методу

знайденi найменш сприятливi спектральнi щiльностi та мiнiмакснi спектраль-

нi характеристики оцiнки функцiонала.

У випадку задачi екстраполяцiї знайдено формули для обчислення зна-

чень середньоквадратичної похибки та спектральної характеристики оцiнки

функцiонала

Aξ =

∞∫
0

a(t)ξ(t)dt,

за даними спостережень процесу ξ(t) + η(t) при t ∈ R−\S. Процес η(t) –

некорельований з ξ(t). Для випадку спектральної невизначеностi виведено

спiввiдношення, якi визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi

та мiнiмакснi спектральнi характеристики.

У задачi фiльтрацiї знайдено формули для обчислення значень середньо-

квадратичної похибки та спектральної характеристики оцiнки функцiонала

Aξ =

∫
Rs

a(t)ξ(−t)dt,

за даними спостережень процесу ξ(t) + η(t) при t ∈ R−\S, Rs = [0,∞)\S+,

S+ =
s⋃
l=1

[Ml, . . . , Ml + Nl], Ml =
l∑

k=0

(Nk + Kk), N0 = 0, K0 = 0. У випадку,

коли точний вигляд спектральних щiльностей процесiв не вiдомий, але вказа-

нi множини їх допустимих значень, визначено спiввiдношення, яким повиннi

задовольняти найменш сприятливi спектральнi щiльностi та мiнiмакснi спе-

ктральнi характеристики.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню задач оптимального в се-

редньоквадратичному сенсi лiнiйного оцiнюваня функцiоналiв вiд невiдомих

значень стацiонарних послiдовностей та процесiв за спостереженнями з про-

пусками. Знайдено розв’язки для задач iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiль-

трацiї в умовах спектральної визначеностi та спектральної невизначеностi.

У випадку спектральної визначеностi, коли задано явний вигляд спектраль-

них щiльностей послiдовностей та процесiв, отримано формули для обчисле-

ння спектральних характеристик та середньоквадратичних похибок оцiнок

лiнiйних функцiоналiв. У випадку спектральної невизначеностi, коли точний

вигляд спектральних щiльностей невiдомий, але заданi множини їх допусти-

мих значень, застосовано мiнiмаксний (робастний) метод оцiнювання лiнiй-

них функцiоналiв та встановлено формули для визначення найменш спри-

ятливих спектральних щiльностей та мiнiмаксних спектральних характери-

стик.

У дисертацiї отримано наступнi новi науковi результати:

— знайдено формули, що дозволяють обчислити значення середньоква-

дратичних похибок та спектральних характеристик оптимальних оцi-

нок лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень стацiонарних послi-

довностей за спостереженнями з пропусками в умовах спектральної

визначеностi;

— сформульовано та запропоновано розв’язки задач мiнiмаксної (роба-

стної) iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiльтрацiї функцiоналiв вiд не-

вiдомих значень стацiонарних послiдовностей за спостереженнями з

пропусками, отримано спiввiдношення, яким задовольняють найменш

сприятливi спектральнi щiльностi та формули, якi визначають мiнiма-

кснi спектральнi характеристики;
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— наведено формули для обчислення спектральних характеристик та се-

редньоквадратичних похибок оптимальних оцiнок лiнiйних функцiо-

налiв вiд невiдомих значень стацiонарних процесiв за спостереження-

ми з пропусками;

— сформульовано та наведено розв’язки задач мiнiмаксної (робастної)

iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiльтрацiї лiнiйних функцiоналiв вiд

невiдомих значень стацiонарних процесiв за спостереженнями з про-

пусками, виведено формули, що визначають найменш сприятливi спе-

ктральнi щiльностi та мiнiмакснi спектральнi характеристики.

Сформульованi в роботi результати дослiджень мають теоретичне значен-

ня при вивченнi випадкових процесiв та можуть бути застосованi при розв’я-

заннi задач аналiзу часових рядiв, передачi iнформацiї, фiнансової матема-

тики. Приклади використання отриманих результатiв оцiнювання наведено

для конкретних функцiоналiв з вказаними спектральними щiльностями.
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