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Abstract. In this paper, we consider bilevel problem: variational
inequality problem over the set of solutions the equilibrium problems.
To solve this problem, an iterative algorithm is proposed that combi-
nes the ideas of a two-stage proximal method and iterative regulari-
zation. For monotone bifunctions of Lipschitz type and strongly mo-
notone Lipschitz continuous operators, the theorem on strong conver-
gence of sequences generated by the algorithm is proved.
Keywords: bilevel problem, variational inequality, equilibrium prob-
lem, two-stage proximal algorithm, iterative regularization, strong
convergence.

Аннотация. Рассматривается двухуровневая задача: вариаци-
онное неравенство на множестве решений задачи о равновесии.
Для решения данной задачи предложен итерационный алгоритм,
сочетающий в себе идеи двухэтапного проксимального метода
и итеративной регуляризации. Для монотонных бифункций ли-
пшицевого типа и сильно монотонных липшицевых операторов
доказана теорема о сильной сходимости алгоритма.
Ключевые слова: двухуровневая задача, вариационное нера-
венство, задача о равновесии, двухэтапный проксимальный ме-
тод, итеративная регуляризация, сильная сходимость.

Введение
В оптимизации, теории некорректных задач распространен следующий

прием решения задач с неединственным решением [1–3]. Задаче ставится в
соответствие семейство возмущенных задач, однозначно и корректно раз-
решимых. Частное решение исходной задачи получают как предел решений
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возмущенных задач при уменьшении возмущений. Найденные таким обра-
зом частные решения удовлетворяют определенным дополнительным ус-
ловиям. Например, минимальность нормы нормального решения оптими-
зационной задачи, полученного методом регуляризации А. Н. Тихонова.

С другой стороны, в исследовании операций возникают задачи опти-
мизации по последовательно заданным критериям (лексикографическая,
последовательная или многоэтапная оптимизация). К настоящему времени
известны приближенные методы одноэтапного решения этих задач, идейно
близкие методам штрафа и регуляризации [4,5].

В недавнее время возник интерес к последовательным (точнее, двухуров-
невым) вариационным неравенствам [6–8] и операторным включениям [9].

Одним из популярных направлений современного прикладного нелиней-
ного анализа является исследование задач о равновесии (неравенств Ки
Фаня, задач равновесного программирования) вида [10–17]

найти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C, (1)

где C — непустое подмножество гильбертова пространства H, F : C ×
C → R — функция со свойством F (x, x) = 0 для всех x ∈ C (называемая
бифункцией). В виде (1) можно сформулировать задачи математического
программирования, вариационные неравенства и многие игровые задачи.

В данной статье рассматривается двухуровневая задача: вариационное
неравенство на множестве решений задачи о равновесии. Подобная задача
рассматривалась в работе [15], где был предложен сильно сходящейся ал-
горитм, использовавший операцию вычисления значения резольвенты би-
функции. Последнее существенно увеличивало трудоемкость алгоритма.
Ниже для решения данной задачи будет предложен итерационный алго-
ритм, сочетающий в себе идеи двухэтапного проксимального метода [16,17]
и итеративной регуляризации [1]. Для монотонных бифункций липшицево-
го типа и сильно монотонных липшицевых операторов доказана теорема о
сильной сходимости алгоритма.

1. Постановка задачи
Всюду далее H — действительное гильбертово пространство со скаляр-

ным произведением (·, ·) и порожденной нормой ‖·‖.
Для оператора A : H → H, множестваM ⊆ H и бифункции F : H×H →

R обозначим V I(A,M) и EP (F,M) множества

{x ∈M : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈M} и {x ∈M : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈M} ,

соответственно.
Для непустого выпуклого замкнутого множества C ⊆ H рассмотрим

двухуровневую задачу:

найти x ∈ V I(A,EP (F,C)). (2)

Будем предполагать выполненными следующие условия:
(A1) F (x, x) = 0 для всех x ∈ C;
(A2) F (x, y) + F (y, x) ≤ 0 для всех x, y ∈ C (монотонность);
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(A3) для всех x ∈ C функция F (x, ·) полунепрерывна снизу и выпукла
на C;

(A4) для всех y ∈ C функция F (·, y) слабо полунепрерывна сверху на C;
(A5) для всех x, y, z ∈ C имеет место

F (x, y) ≤ F (x, z) + F (z, y) + a ‖x− z‖2 + b ‖z − y‖2 ,

где a, b — положительные константы (липшицевость).
(A6) EP (F,C) 6= ∅.
(A7) A : C → H — µ–сильно монотонный и L–липшицевый оператор.
При данных условиях множество EP (F,C) выпуклое и замкнутое [11],

а задача (2) имеет единственное решение x∗ ∈ H [18].

Замечание 1. Условие (А5) типа липшицевости введено G. Mastroeni в
[12]. Например, бифункция F (x, y) = (Ax, y−x) c липшицевым оператором
A : C → H удовлетворяет (А5) c a = Lε

2 , b = L
2ε , где ε > 0.

Напомним несколько фактов. Понадобится следующая известная лемма
о рекуррентных числовых неравенствах [1].

Лемма 1. Пусть последовательность неотрицательных чисел ξn удов-
летворяет рекуррентному неравенству

ξn+1 ≤ (1− αn)ξn + βn,

где последовательности (αn) и (βn) обладают свойствами:
1) αn ∈ (0, 1) та

∑∞
n=1 αn = +∞;

2) lim
n→∞

βn
αn
≤ 0.

Тогда limn→∞ ξn = 0.

Пусть g : H → R ∪ {+∞} — собственная выпуклая полунепрерывная
снизу функция. Проксимальным оператором [19], ассоциированным с фун-
кцией g, называют оператор

H 3 x 7→ proxgx = argminy∈dom g

(
g(y) +

1

2
‖y − x‖2

)
∈ dom g.

Оператор proxg — твердо нерастягивающий (firmly nonexpansive) и

g(y)− g(z) + (z − x, y − z) ≥ 0 ∀ y ∈ dom g ⇔ z = proxgx.

Замечание 2. Вышеприведенное наблюдение дает следующий критерий
оптимальности [19]:

x ∈ argmin g ⇔ x = proxgx.

2. Аппроксимация Тихонова–Браудера
Рассмотрим вспомогательную задачу о равновесии:

найти x ∈ C : F (x, y) + ε(Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C, (3)

где ε > 0.
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Следуя А. Б. Бакушинскому [1], назовем задачу (3) аппроксимацией
Тихонова–Браудера двухуровневой задачи (2)1. Из результатов [11] следу-
ет существование и единственность решения xε ∈ C задачи (3) для любого
ε > 0.

Элементы xε ∈ C имеют несколько важных свойств.

Лемма 2. Справедливы следующие неравенства:
(i) ‖xε‖ ≤ 1

µ‖Ax
∗‖+ ‖x∗‖ для всех ε > 0;

(ii) ‖xε − xδ‖ ≤ |ε−δ|ε
1
µ

(
1 + L

µ

)
‖Ax∗‖ для всех ε, δ > 0.

Доказательство. Пусть ε > 0. Для xε — решения задачи (3) и произволь-
ного элемента x̂ ∈ EP (F,C) имеем

F (xε, x̂) + ε(Axε, x̂− xε) ≥ 0 и F (x̂, xε) ≥ 0.

Сложив неравенства и воспользовавшись монотонностью бифункции F , по-
лучим

(Axε, x̂− xε) ≥ 0,

то есть,
(Axε −Ax̂, xε − x̂) ≤ (Ax̂, x̂− xε).

Сильная монотонность оператора A и неравенство Шварца дают

µ‖xε − x̂‖ ≤ ‖Ax̂‖, (4)

откуда и следует (i).
Докажем (ii). Пусть xε и xδ — решения задачи (3) с ε > 0 и δ > 0,

соответственно. Имеем

F (xε, xδ) + ε(Axε, xδ − xε) ≥ 0 и F (xδ, xε) + δ(Axδ, xε − xδ) ≥ 0.

Сложив неравенства и воспользовавшись монотонностью бифункции F , по-
лучим

ε(Axε, xδ − xε) + δ(Axδ, xε − xδ) ≥ 0.

Перепишем последнее неравенство в виде

ε(Axε −Axδ, xε − xδ) ≤ (δ − ε)(Axδ, xε − xδ).

Воспользовавшись сильной монотонностью оператора A, получим

εµ‖xε − xδ‖2 ≤ |δ − ε|‖Axδ‖‖xε − xδ‖,

то есть,

‖xε − xδ‖ ≤
|δ − ε|
εµ

‖Axδ‖. (5)

1Для решения экстремальных задач подобная аппроксимация была предло-
жена А. Н. Тихоновым при построении регуляризующих алгоритмов, а позднее
F. Browder [2, 3] применял похожую cхему для устойчивой аппроксимации нор-
мального решения вариационного неравенства или проекции заданной точки на
множество неподвижных точек нерастягивающих операторов.
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Оценим сверху при помощи (4) норму ‖Axδ‖

‖Axδ‖ ≤ ‖Ax∗‖+ ‖Axδ −Ax∗‖ ≤

≤ ‖Ax∗‖+ L‖xδ − x∗‖ ≤
(
1 +

L

µ

)
‖Ax∗‖. (6)

Использовав оценку (6) в (5) приходим к (ii). �

При стремлении малого положительного параметра ε к нулю элементы
xε сильно сходятся к решению задачи (2).

Лемма 3. Пусть выполняются условия (A1)–(A4) и (A6), (A7). Тогда

lim
ε→0
‖xε − x∗‖ = 0.

Доказательство. В силу (i) леммы 2 из {xε}ε>0 можно извлечь слабо схо-
дящуюся к w ∈ C последовательность (xεn) (εn → 0). Воспользовавшись
слабой полунепрерывностью сверху функции F (·, y), перейдем к пределу в

F (xεn , y) + εn(Axεn , y − xεn) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Получим
F (w, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

то есть, w ∈ EP (F,C). А переходя в неравенстве

(Ax̂, x̂− xεn) ≥ (Axεn , x̂− xεn) ≥ 0 ∀x̂ ∈ EP (F,C)

к пределу, получим

(Ax̂, x̂− w) ≥ 0 ∀x̂ ∈ EP (F,C),

то есть, w = x∗. Покажем, что

lim
n→∞

‖xεn − x∗‖ = 0.

Это следует из неравенства

µ‖xεn − x∗‖2 ≤ (Axεn −Ax∗, xεn − x∗) ≤ (Ax∗, x∗ − xεn).

Из единствености элемента x∗ получаем limε→0 ‖xε − x∗‖ = 0. �

Перейдем к описанию предлагаемого алгоритма решения двухуровневой
задачи (2).

3. Алгоритм

В работе [16] для аппроксимации элементов множества EP (F,C) был
предложен алгоритм (названный двухэтапным проксимальным) вида{

yn = proxλnF (yn−1,·)xn,

xn+1 = proxλnF (yn,·)xn,
(7)

где λn > 0. Отталкиваясь от схемы (7), для решения задачи (2) предлагаем
следующий алгоритм.
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Алгоритм 1. Для x1, y0 ∈ C генерируем последовательность элементов
xn, yn ∈ C при помощи итерационной схемы

zn = xn − αnλnAxn,
yn = proxλnF (yn−1,·)zn = argminy∈C

(
λnF (yn−1, y) +

1
2 ‖y − zn‖

2
)
,

xn+1 = proxλnF (yn,·)zn = argminy∈C
(
λnF (yn, y) +

1
2 ‖y − zn‖

2
)
,

где λn > 0, αn > 0.

На каждом шаге алгоритма 1 следует решить две выпуклые задачи с
сильно выпуклыми функциями.

Относительно параметров алгоритма 1 будем предполагать выполнен-
ными следующие условия:

(B1) λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1

2(2a+b)

)
;

(B2) limn→∞ αn = 0;
(B3)

∑∞
n=1 αn = +∞;

(B4) limn→∞
αn+1−αn

α2
n

= 0.

Замечание 3. В качестве подходящей последовательности (αn) можно
взять следующую:

αn =
1

np
, p ∈ (0, 1).

Замечание 4. Если F (x, y) = (Bx, y − x), то алгоритм 1 принимает вид:
x1 ∈ C, y0 ∈ C,
zn = xn − αnλnAxn,
yn = PC(zn − λnByn−1),
xn+1 = PC(zn − λnByn),

где PC — оператор метрического проектирования на множество C. Данный
метод при A = I был изучен в [20]. А частный случай схемы{

yn = PC(zn − λnByn−1),
xn+1 = PC(zn − λnByn),

был предложен в [21] для поиска седловых точек выпукло-вогнутых фун-
кций, определенных в конечномерном евклидовом пространстве. В рабо-
те [22] доказана сходимость этого алгоритма для вариационных неравенств
с монотонными и липшицевыми операторами, действующими в бесконечно-
мерном гильбертовом пространстве, а также предложена его экономичная
модификация. В работах [23, 24] изучены варианты метода с использова-
нием брэгмановского расстояния вместо евклидового.

Замечание 5. В [8] для двухуровневого вариационного неравенства был
предложен и обоснован близкий алгоритм:

x1 ∈ C,
yn = PC(xn − λnBxn),
zn = PC(xn − λnByn),
xn+1 = zn − αnAzn.
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Алгоритм 1 сочетает в себе идеи двухэтапного проксимального метода
[16, 17]2 и итеративной регуляризации [1]. Доказательство его сходимости
проведем по следующей схеме. Пусть xαn — решение задачи (3) при ε = αn.
Поскольку

‖xn − x∗‖ ≤ ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖, lim
n→∞

‖xαn − x∗‖ = 0,

то доcтаточно показать, что порожденная алгоритмом 1 последователь-
ность (xn) обладает свойством

lim
n→∞

‖xn − xαn‖ = 0.

4. Доказательство сходимости

Доказательство сходимости алгоритма 1 начнем с доказательства ва-
жного неравенства для порождаемых им последовательностей (xn), (yn) и
элементов xαn .

Лемма 4. Для порожденных алгоритмом 1 последовательностей (xn),
(yn) и элементов xαn выполняется неравенствo

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖

2−

−
(
1− 4λna− αnλn

L2

µ

)
‖xn − yn‖2 − (1− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 . (8)

Доказательство. Имеем

‖xn+1 − xαn‖
2 = ‖xn − xαn‖

2−‖xn − xn+1‖2+2 (xn+1 − xn, xn+1 − xαn) =

= ‖xn − xαn‖
2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−

− 2 (xn − yn, yn − xn+1) + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − xαn) . (9)

Из определения точек xn+1 и yn следует

λnF (yn, xαn)− λnF (yn, xn+1) ≥ (xn+1 − xn + αnλnAxn, xn+1 − xαn), (10)

λnF (yn−1, xn+1)− λnF (yn−1, yn) ≥ −(xn − αnλnAxn − yn, yn − xn+1). (11)
Использовав неравенства (10), (11) для оценки скалярных произведений в
(9), получаем

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λn {F (yn, xαn)− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)}+

+ 2αnλn(Axn, xαn − yn). (12)

2Заметим, что в последнее время вариант данного метода для вариационных
неравенств стал известен в среде специалистов по машинному обучению (специ-
ализирующихся в обучении порождающих состязательных сетей) под названием
«Extrapolation from the Past» [25].
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Липшицевость бифункции F гарантирует выполнение неравенства

− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn) ≤

≤ a ‖yn−1 − yn‖2 + b ‖yn − xn+1‖2 .

Использовав вышеприведенную оценку в (12), получаем

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 2λna ‖yn−1 − yn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2+
+ 2αnλn(Axn, xαn − yn) + 2λnF (yn, xαn). (13)

Член ‖yn−1 − yn‖2 оценим следующим образом

‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .

Имеем

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 + 4λna ‖yn − xn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2+
+ 2αnλn(Axn, xαn − yn) + 2λnF (yn, xαn). (14)

Из монотонности бифункции F следует

F (yn, xαn) ≤ −F (xαn , yn),

откуда

F (yn, xαn)− αn(Axαn , yn − xαn) ≤ −F (xαn , yn)− αn(Axαn , yn − xαn).

Поскольку
F (xαn , yn) + αn(Axαn , yn − xαn) ≥ 0,

то
F (yn, xαn) ≤ αn(Axαn , yn − xαn).

Учтя последнюю оценку в (14), приходим к неравенству

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 + 4λna ‖yn − xn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2+
+ 2αnλn(Axn −Axαn , xαn − yn). (15)

Оценим сверху член (Axn −Axαn , xαn − yn). Имеем

(Axn −Axαn , xαn − yn) = (Axn −Axαn , xαn − xn)+

+ (Axn −Axαn , xn − yn) ≤ −µ ‖xαn − xn‖
2 + L ‖xn − xαn‖ ‖xn − yn‖ ≤

≤ −µ ‖xαn − xn‖
2 +

µ

2
‖xn − xαn‖

2 +
L2

2µ
‖xn − yn‖2 =

= −µ
2
‖xn − xαn‖

2 +
L2

2µ
‖xn − yn‖2 . (16)
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Из неравенств (15) и (16) получаем

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖

2−

−
(
1− 4λna− αnλn

L2

µ

)
‖xn − yn‖2 − (1− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 .

что и требовалось. �

Докажем оценку, из которой будет следовать сходимость к нулю после-
довательностей (‖xn − xαn‖) и (‖yn−1 − xn‖).

Лемма 5. Для порожденных алгоритмом 1 последовательностей (xn),
(yn) и элементов xαn при больших n выполняется неравенствo∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 + 4λn+1a

1− αn+1λn+1µ
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤
(
1− αnλnµ

2

)(
‖xn − xαn‖

2 +
4λna

1− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2

)
+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)2

α3
n

, (17)

где M = 1
µ

(
1 + L

µ

)
‖Ax∗‖.

Доказательство. Имеем

‖xn+1 − xαn‖
2 =

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 + ∥∥xαn+1 − xαn

∥∥2+
+ 2

(
xn+1 − xαn+1 , xαn+1 − xαn

)
≥
∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2+
+
∥∥xαn+1 − xαn

∥∥2 − 2
∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥∥∥xαn+1 − xαn

∥∥ ≥
≥ (1− ε)

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 + (ε− 1)

ε

∥∥xαn+1 − xαn

∥∥2 , (18)

где ε > 0. Положим в (18) ε = 1
2αnλnµ. Получим

‖xn+1 − xαn‖
2 ≥ 2− αnλnµ

2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2−
− 2− αnλnµ

αnλnµ

∥∥xαn+1 − xαn

∥∥2 . (19)

В силу правил согласования значений параметров αn, λn при больших n
имеем 1−αnλnµ > 0. C учетом второго неравенства леммы 2 из (19) выво-
дим

‖xn+1 − xαn‖
2 ≥ 2− αnλnµ

2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2−
− (2− αnλnµ)

αnλnµ

(αn+1 − αn)2

α2
n

1

µ

(
1 +

L

µ

)
‖Ax∗‖, (20)
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для всех n ≥ n0. Использовав (20) в (8), получим (для n ≥ n0)

2− αnλnµ
2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 ≤ (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖
2−

−
(
1− 4λna− αnλn

L2

µ

)
‖xn − yn‖2 − (1− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 +
(2− αnλnµ)
αnλnµ

(αn+1 − αn)2

α2
n

M,

где M = 1
µ

(
1 + L

µ

)
‖Ax∗‖. Откуда следует неравенство

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 ≤ 2− 2αnλnµ

2− αnλnµ
‖xn − xαn‖

2−

−
2
(
1− 4λna− αnλn L

2

µ

)
2− αnλnµ

‖xn − yn‖2 −
2 (1− 2λnb)

2− αnλnµ
‖yn − xn+1‖2+

+
8λna

2− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2 +

2M

λnµ

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (21)

Перегруппировав члены в (21), получим

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 + 4λn+1a

1− αn+1λn+1µ
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤ 2− 2αnλnµ

2− αnλnµ

(
‖xn − xαn‖

2 +
4λna

1− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2

)
−

−
2
(
1− 4λna− αnλn L

2

µ

)
2− αnλnµ

‖xn − yn‖2−

−

(
1− 2λnb

1− αnλnµ
2

− 4λn+1a

1− αn+1λn+1µ

)
‖yn − xn+1‖2+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (22)

Поскольку λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1

2(2a+b)

)
и αn > 0, limn→∞ αn = 0, то начиная с

некоторого номера n1 будут выполняться неравенства

1− 4λna− αnλn L
2

µ

2− αnλnµ
> 0,

1− 2λnb

1− αnλnµ
2

− 4λn+1a

1− αn+1λn+1µ
> 0,

и
2− 2αnλnµ

2− αnλnµ
< 1− αnλnµ

2
.

27



АЛГОРИТМ ДЛЯ ВАРИАЦИОННОГО НЕРАВЕНСТВА

Таким образом, для n ≥ N = max{n0, n1} из (22) следует∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 + 4λn+1a

1− αn+1λn+1µ
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤
(
1− αnλnµ

2

)(
‖xn − xαn‖

2 +
4λna

1− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2

)
+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)2

α3
n

,

что и требовалось доказать. �

Сформулируем основной результат.

Теорема 1. Пусть выполняются условия (A1)–(A7) и (B1)–(B4). Тогда
для порожденных алгоритмом 1 последовательностей (xn), (yn) имеет
место

lim
n→∞

‖xn − x∗‖ = lim
n→∞

‖yn − x∗‖ = 0, (23)

где x∗ ∈ H — единственное решение задачи (2).

Доказательство. В силу леммы 1 и неравенства (17) имеем

lim
n→∞

(
‖xn − xαn‖

2 +
4λna

1− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2

)
= 0.

Откуда
lim
n→∞

‖xn − xαn‖ = lim
n→∞

‖yn−1 − xn‖ = 0. (24)

Из неравенства

‖xn − x∗‖ ≤ ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖,
леммы 3 и (24) получаем искомые равенства (23). �

Замечание 6. При A = I задача (2) совпадает c задачей поиска PEP (F,C)0.
Таким образом, в этом случае алгоритм 1 является сильно сходящейся схе-
мой вычисления нормального решения задачи о равновесии.

Заключение
В статье рассматривалась двухуровневая задача: вариационное неравен-

ство на множестве решений задачи о равновесии. Для решения данной за-
дачи предложен итерационный алгоритм, сочетающий в себе идеи двухэта-
пного проксимального метода [16,17] и итеративной регуляризации [1]. Для
монотонных бифункций липшицевого типа и сильно монотонных липши-
цевых операторов доказана теорема о сильной сходимости алгоритма.

В одной из ближайших работ мы планируем рассмотреть более специ-
альный вариант алгоритма с адаптивным подбором параметра в прокси-
мальном операторе.

Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки
Украины (проект «Математичне моделювання та оптимiзацiя динамiчних
систем для оборони, медицини та екологiї», 0219U008403) и Национальной
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академии наук Украины (проект «Новi методи дослiдження коректностi
та розв’язання задач дискретної оптимiзацiї, варiацiйних нерiвностей та їх
застосування», 0119U101608).
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Я. I. Ведель, С. В. Денисов, В. В. Семенов
Факультет комп’ютерних наук i кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет iменi
Тараса Шевченка, Київ, Україна, E-mail: {yana.vedel, sireukr, volodya.semenov}@gmail.com

Анотацiя. Розглядається дворiвнева задача: варiацiйна нерiв-
нiсть на множинi розв’язкiв задачi про рiвновагу. Для розв’я-
зання даної задачi запропоновано iтерацiйний алгоритм, що су-
мiщає у собi iдеї двоетапного проксимального методу та iтератив-
ної регуляризацiї. Для монотонних бiфункцiй лiпшицевого типу
та сильно монотонних лiпшицевих операторiв доведено теорему
про сильну збiжнiсть алгоритму.
Ключовi слова: дворiвнева задача, варiацiйна нерiвнiсть, зада-
ча про рiвновагу, двоетапний проксимальний метод, iтеративна
регуляризацiя, сильна збiжнiсть.
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