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ВСТУП 
 
 Актуальність теми 

Відомо, що деякі властивості матеріалів залежать від їх геометричної 

структури. Тому вивчення впливу мікростуктури матеріалу дозволяє глибше 

зрозуміти процеси, які відбуваються в тілах з таких матеріалів, покращити їх 

корисні властивості та зменшити небажані ефекти. Математичними моделями цих 

процесів є крайові задачі в областях складної структури: перфорованих областях, 

областях з швидко осцилюючою межею, з'єднаннях тонких областей різної 

конфігурації, густих з'єднаннях, тощо. Масштаб мікроструктури системи 

відображається наявністю деякого малого параметра в таких математичних 

моделях. 

Часто складно або практично неможливо розв'язати ці задачі безпосередньо, 

використовуючи аналітичні або чисельні методи. Найбільш ефективними 

інструментами дослідження таких задач є асимптотичні методи теорії 

усереднення. Теорія усереднення для звичайних диференціальних рівнянь була в 

основному розроблена М.М.Криловим, М.М.Боголюбовим, 

Ю.О.Митропольським, А.М. Самойленком та їхніми учнями. Теорія усереднення 

для диференціальних рівнянь в частинних похідних почала розвиватися в 70-80 

роки минулого століття в працях M.С.Бахвалова, В.В.Жикова, В.О.Марченко, 

О.А.Олійник, І.В.Скрипника, Є.Я.Хруслова, A.Bensoussan, D.Cioranescu, E.De 

Giorgi, J.L.Lions, F.Murat, G.C.Papanicolau, E.Sanchez-Palencia, S.Spagnolo, L.Tartar, 

і зараз продовжує активно розвиватися в роботах О.А.Ковалевського, 

Т.А.Мельника, С.О.Назарова, С.Є.Пастухової, Г.В.Сандракова, Г.О.Чечкіна, 

Т.А.Шапошнікової, P.Donato та інших як українських так і зарубіжних 

математиків. 

Одним з типів крайових умов, які можуть бути заданими на межах областей 

складної структури, є умови Сіньоріні. Вперше задача теорії пру-
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жності з такими крайовими умовами була поставлена самим Сіньоріні в 1959 році 

в роботі [112]. В задачі Сіньоріні є два альтернативних набори крайових умов, які 

містять не тільки рівності, а також нерівності. Причому апріорі невідомо, який з 

двох наборів умов виконується для кожної точки. Умови Сіньоріні зустрічаються 

в багатьох прикладних задачах, зокрема в гідрогеології, в теорії пластичності, в 

теорії розповсюдження тріщин в пружних середовищах, в задачах оптимального 

керування. Цiкавi асимптотичнi властивостi виявлено при дослiдженнi крайових 

задач Сiньорiнi в перфорованих областях в роботах А.Ю. Воробйова і Т.А. 

Шапошнікової [8], [9], А.Ю. Воробйова [10], С.Є. Пастухової [42], Г.В. 

Сандраковa [43], А.Ю. Бєляєва [50]. 

Основним інструментарієм дослідження крайових задач Сіньоріні є теорія 

варіаційних нерівностей, основи якої були закладені в минулому столітті в 

фундаментальних роботах Ж.-Л. Ліонса, Г. Стампаккьї, Р. Гловінскі, Р. 

Тремольері, Г.Дюво, Д. Кіндерлерера, А. Фрідмана та інших (див. [87], [24], [78], 

[11], [15], [45]). За допомогою цієї теорії доводяться теореми існування та 

єдиності. 

В багатьох галузях природознавства застосовуються конструкції у формі 

густих з'єднань. Густим з'єднанням типу dpk ::  називається область в nR , яка 

складається із деякої області (тіло густого з'єднання) та великої кількості тонких 

областей, що -періодично розташовані вздовж деякої множини (зона 

приєднання) на межі тіла густого з'єднання. Тип dpk ::  густого з'єднання 

відповідає граничним розмірностям ( 0 ) тіла з'єднання, зони приєднання та 

кожної з приєднуваних тонких областей відповідно. 

Різні конструкції, які мають форму густого з'єднання (див. Рис.1 та Рис.2), 

успішно використовуються в нанотехнологіях [79], [86], мікротехніці [88], 

сучасних інженерних конструкціях, а також багатьох інших фізичних та 

біологічних системах, наприклад, в ефективних датчиках (див. огляд 
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Рис. 1. Наноструктури у формі густих з'єднань 

   

                   

 

Рис. 2. Теплові радіатори у формі густих з'єднань 

[48]), густих абсорберах для очищення води вiд шкiдливих органiчних домiшок 

[85], тощо. 

Першими роботами, в яких досліджувалися крайові задачі в густих 

з'єднаннях, були праці Є.Я.Хруслова [46] та його спільні роботи з В.П.Котляровим 

[22], В.А.Марченком [25] та Г.В.Сузіковим [44]. 

В роботах Т.А.Мельника та С.О.Назарова [100], [102], [104], Т.А.Мельника 

[95], [91], С.О.Назарова [106] дана класифікація густих з'єднань, розроблено строгі 

математичні методи аналізу крайових задач в густих з'єднаннях різних типів. В 

цих роботах показано, що властивості розв'язків істотно залежать від типу густого 

з'єднання і від типу крайових умов, заданих на межах тонких областей. 

У крайових задачах в густих з'єднаннях вивчається асимптотична поведінка 

розв'язків при 0 , тобто коли кількість тонких приєднуваних областей 

необмежено зростає, а їх товщина прямує до нуля.
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           Успішні застосування структур, що мають форму густих з'єднань, 

стимулювали активне вивчення крайових задач з сильно контрастними фізичними 

властивостями (див. [104], [37], [77]). Зокрема, в останні роки з'явилося багато 

робіт, присвячених асимптотичному аналізу крайових задач в густих 

багаторівневих з'єднаннях, в каскадних з'єднаннях, в густих з'єднаннях з 

розгалуженою структурою. 

Огляд наукової літератури свідчить, що відсутні роботи, де б розглядалися 

задачі в густих з'єднаннях з крайовими умовами типу Сіньоріні. 

 Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Дисертація виконана у Київському національному університеті імені Тараса 

Шевченка в рамках державних бюджетних наукових тем № 06 БФ 038-01 <<Якісні 

та аналітичні методи дослідження i моделювання нелінійних систем та фізико-

механічних полів>> (керівник: академік НАН України, професор М.О. Перестюк, 

номер державної реєстрації 0106U005863) та № 11 БФ 038-04 <<Варіаційні та 

асимптотичні методи в задачах механіки суцільних середовищ>> (керівник: д.ф.-

м.н., професор О.С. Лимарченко, номер державної реєстрації 0111U004956).  

 Мета й завдання дослідження. 

 Мета дослідження --- вивчення асимптотичної поведінки розв'язків 

еліптичних та параболічних варіаційних нерівностей як лінійних так і 

квазілінійних в густих з'єднаннях різних типів, коли кількість компонент густого 

з'єднання необмежено зростає, а їх товщина прямує до нуля. 

 Завдання дослідження: 

     1.  Довести теореми збіжності та збіжність інтегралів енергії для 

розв'язків лінійних еліптичних крайових задач Сіньоріні в плоскому густому 

з'єднанні типу 2:1:1 та густому з'єднанні типу 3:2:1.  

    2.  Довести теореми збіжності для розв'язків лінійних параболічних 

крайових задач Сіньоріні в плоскому густому з'єднанні типу 2:1:1 та густому 

з'єднанні типу 3:2:1. 
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            3.  Довести теореми збіжності для розв'язку квазілінійної еліптичної 

крайової задачі в багаторівневому густому з'єднанні типу 3:2:1 та дослідити вплив 

нелінійних сингулярно збурених крайових умов на асимптотичну поведінку 

розв'язку.  

 Об'єкт дослідження: еліптичні та параболічні (як лінійні, так і квазілінійні) 

варіаційні нерівності в густих з'єднаннях різних типів. 

 Предмет дослідження: асимптотична поведінка розв'язків еліптичних та 

параболічних варіаційних нерівностей в густих з'єднаннях різних типів, при   

0 . 

 Методи дослідження 

Для розв'язання сформульованих задач дисертаційної роботи 

використовуються методи теорії усереднення диференціальних рівнянь з 

частинними похідними, методи асимптотичного та нелінійного функціонального 

аналізу. При доведенні апріорних оцінок для параболічних крайових задач 

використовується метод штрафу. При доведенні теорем збіжності для всіх задач 

використовується метод спеціальних інтегральних тотожностей (Мельник Т. А.). 

 Наукова новизна одержаних результатів 

В дисертації вперше одержано такі результати:  

    1.  Доведено теорему збіжності та збіжність інтегралів енергії для 

розв'язку лінійної еліптичної крайової задачі Сіньоріні в плоскому густому 

з'єднанні типу 2:1:1.  

    2.  Доведено теорему збіжності та збіжність інтегралів енергії для 

розв'язку лінійної еліптичної крайової задачі Сіньоріні в густому з'єднанні типу 

3:2:1.  

    3.  Доведено теорему збіжності для розв'язку лінійної параболічної 

крайової задачі Сіньоріні в густому з'єднанні типу 2:1:1.  

    4.  Доведено теорему збіжності для розв'язку лінійної параболічної 

крайової задачі Сіньоріні в густому з'єднанні типу 3:2:1. 
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    5.  Доведено теореми збіжності для розв'язку квазілінійної еліптичної 

крайової задачі в багаторівневому густому з'єднанні типу 3:2:1 та досліджено 

вплив нелінійних сингулярно збурених крайових умов на асимптотичну поведінку 

розв'язку.  

 

 Практичне значення одержаних результатів 

Результати дисертаційної роботи мають теоретичний характер та є ваговим 

внеском у теорію усереднення диференціальних рівнянь з частинними похідними 

в густих з'єднаннях. Вони можуть бути застосовані в різноманітних прикладних 

задачах, які моделюють фізичні та біологічні процеси в тонких складних 

конструкціях, які мають форму густих з'єднань. Результати можуть бути 

використані для подальших досліджень в Інституті НАН України, Інституті 

прикладної математики і механіки НАН  України, Фізико-технічному інституті 

низьких температур  ім.  Б.І. Вєркіна НАН України.  

 Особистий внесок здобувача 

Основні результати дисертаційної роботи отримані здобувачем самостійно. 

У спільних з науковим керівником працях Т.А. Мельнику належать постановка 

задач, визначення загальної схеми дослідження та аналіз отриманих результатів. 

Крім того, в статті [99] професору В.Л. Вендланду належать результати пунктів 7-

10. 

 Апробація результатів дисертації 

Результати дисертаційної роботи доповідалися та обговорювалися на 

наступних наукових семінарах, міжнародних та всеукраїнських конференціях: 

  

    1.  Науковий семінар кафедри математичної фізики Київського 

національного університету імені Тараса Шевченка "Асимптотичні та аналітичні 

методи математичної   фізики"  (керівники:  д.ф.-м.н., професор
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 Т.А.Мельник, д.ф.-м.н., професор В.Г.Самойленко), Київ, 6 жовтня 2009 р., 3 

квітня 2012 р., 27 травня 2015р., 26 травня 2016 р. 

    2.  Навчально-науковий семінар кафедри математичного і 

функціонального аналізу Прикарпатського  національного університету   імені    

Василя Стефаника   "Прикладний  нелінійний  аналіз"  (керівники: д.ф.-м.н., 

професор А.В.Загороднюк, к.ф.-м.н., доцент С.В.Шарин), Івано-Франківськ, 26 

вересня 2012 р. 

    3.  Семінар механіко-математичного факультету Львівського 

національного університету імені Івана Франка "Львівський міський семінар з 

диференціальних рівнянь" (керівники: професор М.І.Іванчов, професор 

П.І.Каленюк, член-кореспондент НАН України, професор Б.Й.Пташник), Львів, 5 

жовтня 2012р. 

    4.  Четверта всеукраїнська наукова конференція: Нелінійні проблеми 

аналізу, 10-12.09 2008, м. Івано-Франківськ. 

    5.  Second international conference for young mathematicians on differential 

equations and applications dedicated to Ya. B. Lopatinskii, Donetsk, 11-14.11.2008. 

    6.  Humboldt Kolleg " Mathematics and Life Sciences: Possibilities, 

Interlacements and Limits" , 05-08.08.2010, Kyiv. 

    7.  Друга міжуніверситетська наукова конференція з математики та фізики 

для студентів та молодих науковців, 28-29.04.2011, м. Київ. 

    8.  П'ята всеукраїнська наукова конференція: Нелінійні проблеми аналізу, 

19-21.09.2013, м. Івано-Франківськ. 

    9.  Міжнародна математична конференція: Диференціальні рівняння, 

обчислювальна математика, теорія функцій та математичні методи механіки, 23-

24.04.2014, м. Київ. 

    10.  Міжнародна міждисциплінарна конференція молодих вчених: 

Шевченківська весна, 1-3.04.2015, м. Київ.  
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  Публікації 

Основні результати дисертаційної роботи опубліковані у п'яти статтях у 

наукових фахових виданнях [81, 99, 29, 97, 98] та додатково висвітлені в 1 

препринті [80], а також в семи тезах, опублікованих у матеріалах конференцій [13, 

14, 105, 38, 39, 40, 41]. 

 Структура дисертації 

Дисертація складається зі вступу, чотирьох розділів, розбитих на підрозділи, 

висновків та списку використаних джерел. Обсяг дисертації становить 143 

сторінки. Список використаних джерел містить 116 найменувань. Дисертація 

містить 5 рисунків. 

Автор дисертації висловлює щиру подяку своєму науковому керівникові 

доктору фізико-математичних наук, професору Тарасу Анатолійовичу Мельнику 

за знання, отримані під його керівництвом, постановку розглянутих в 

дисертаційній роботі задач, постійну увагу та підтримку при їх розв'язанні.
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РОЗДІЛ 1 

 
Огляд літератури й основних результатів 

  
1.1  Огляд літератури 

 Багато математичних моделей явищ і процесів у фізиці, механіці, техніці та 

біології описуються задачами для рівнянь в частинних похідних, які залежать від 

малого параметра . Одним із класів таких задач є задачі в областях складної 

структури, локальні характеристики яких залежать від малого параметра  

(перфоровані області, каркасні конструкції, тонкі області, з'єднання тонких 

областей різних конфігурацій тощо). Безпосередній розв'язок задач в таких 

областях аналітичними або чисельними методами є складним, або практично 

неможливим. Тому, виникає задача заміни складної моделі простішою і 

обгрунтування правильності такої заміни, що приводить до доведення теорем про 

близькість розв'язку вихідної задачі до розв'язку простішої. 

Як зазначено у вступі, одним з типів крайових умов, які можуть бути 

заданими на межах областей складної структури, є умови Сіньоріні. 

Математичним апаратом дослідження крайових задач з такими умовами є теорія 

варіаційних нерівностей. Варіаційні нерівності виникають при розгляді явищ, для 

яких зв'язки, рівняння стану, формулювання фізичних законів змінюються при 

досягненні певними величинами деякого порогу (званого вільною межею). 

Першою задачею, сформульованою у вигляді варіаційної нерівності, була задача 

Сіньоріні, поставлена ним в 1959 році в роботі [112]. Ця задача була досліджена та 

розв'язана в статті [71]. Результати статті [71] були анонcовані в [72], [74], [75]. В 

задачі Сіньоріні є два альтернативних набори крайових умов та апріорі невідомо 

який з двох наборів умов виконується для кожної точки. Математично така 

ситуація описується наступними співвідношеннями:  
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 .íà0=,, dugudugu  

 Для цих умов, що характеризують стан односторонніх зв'язків, Сіньоріні 

запропонував термін "сумнівні граничні умови". Згодом ці умови стали називати 

умовами Сіньоріні. Цей тип умов найбільше відповідає моделюванню різних 

процесів в областях із складною структурою межі, оскільки наперед невідомо, яка 

з умов (умова Діріхле чи умова Неймана) на якій частині складної межі 

виконується. 

Варіаційні нерівності виникають природнім чином із умов розв'язності задач 

мінімізації з обмеженнями (див. [73]). Нехай дано функціонал  

 ,||
2

1
:=][ 2 dxfwwwI  

де функції w  належать множині .íàñ.ì.:)(:= 1

0 hwHwA  Тут h  та f  -- задані 

гладкі функції в області .  

Теорема 1.1 ([73], розд. 8) Якщо Au  -- єдиний мінімізатор функціоналу I  з 

множини A , тобто  

 ],[min=][ wIuI
Aw

 

тоді u  задовольняє варіаційну нерівність  

 .)()( Awdxuwfdxuwu  (1.1) 

  

 В [73] (розд. 8) показано, що на множині )}(>)(:{:= xhxuxO  функція 

задовольняє рівнянню Пуассона ,= fu  а на множині )}(=)(:{:= xhxuxC  

нерівності .fu  Таким чином, маємо  

 
.íàñ.ì.,

},>{íà=

fuhu

hufu
 

Множина OF :=  називається вільною межею.



15 

 

 

Детальний виклад теорії варіаційних нерівностей із застосуваннями  в  

прикладних задачах  можна знайти в книгах  таких  математиків: Ж.-Л. 

Ліонса, Г. Стампаккьї, Р. Гловінскі, Р. Тремольері, Г.Дюво, Д. Кіндерлерера, К. 

Байокки, А. Капелло, А. Фрідмана та інших (див. [87], [24], [78], [11], [15], [49], 

[45]). 

В роботі Фрідмана [45] доведені існування та єдиність варіаційної 

нерівності за наступних припущень. Нехай V  -- дійсний гільбертовий простір, *V  -

- спряжений до нього, ,  -- дужки двоїстості між V  і *V . Розглянемо в V  

замкнену, опуклу множину K . Нехай ),(ua  -- білінійна форма на VV . 

Припустимо, що вона обмежена та коерцитивна, тобто  

 ,),(:,0> PPPPucuaVuc  

 .),(:0> 2PPuuuaVu  

Теорема 1.2 ([45], глава 1) Нехай .*Vf  Тоді існує єдиний розв'язок Ku  

такої варіаційної нерівності  

 .,),( Kufuua  

 В роботі Ж.-Л. Ліонса [24] доведені теореми існування та єдиності для 

еліптичних нелінійних варіаційних нерівностей.  

Теорема 1.3 ([24], глава 2) Нехай K  - опукла замкнена необмежена 

множина в V . Нехай VKA :  - псевдомонотонний оператор, коерцитивний в 

наступному сенсі: існує таке Kv0 , що  

 ,,ÿêùî,
)),(( 0 Kvv

v

vvvA
PP

PP
 (1.2) 

 Тоді для заданого f  із V  існує Ku , для якого виконується  

 .),()),(( KvuvfuvuA  (1.3) 

 Теорема 1.4 ([24], глава 2) Якщо припустити, що  

 ,,,ïðè0>)),()(( 21212121 KuuuuuuuAuA  (1.4) 

 то нерівність (3) буде допускати не більше одного розв'язку. 
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Зауваження 1.1  Якщо A  - обмежений та семінеперервний оператор, то A  

- псевдомонотонний оператор.  

 Варіаційні нелінійні еліптичні нерівності зі змінними показниками 

нелінійності розглядалися в роботах [1], [2]. Еліптичні варіаційні нерівності в 

областях складної структури розглядались в працях О.А.Ковалевського ([20], [21], 

[84]). Для нелінійних еліптичних операторів ним в областях   складної   структури   

була   розвинута  теорія   G-збіжності  операторів  та   G-збіжності функціоналів, 

яка тісно пов'язана з теорією усереднення диференціальних рівнянь з частинними 

похідними (див. [16], [17], [18], [19], [82], [83]).  

В роботі Р. Гловінскі, Ж.-Л. Ліонса, Р. Тремольері [78] доведені існування та 

єдиність параболічної варіаційної нерівності за наступних умов: 

1) V  і H  - два гільбертових простори, причому HV , V  щільно та 

неперервно вкладається в H . Тоді .Vvvcv VH PPPP  Простір H  ототожнимо з 

його спряженим, тоді будемо мати VHV  (V  - спряжений до V ). Визначимо 

простір )(0,TW  за формулою  

 .);(0,=),;(0,|=)(0, 22 VTL
t

v
vVTLvvTW  

Визначимо підпростір простору )(0,TW  за формулою  

 .åëåìåíòçàäàíèé,=(0)),(0,|=)(0, 000 HuuvTWvvTW  

2) K  - замкнена опукла множина в V , 

3) 0u  - елемент, який фігурує в початкових умовах, 

4) );( VVA L , 

5) 0,>=,),( 2 constvvAv H PP  

6) ,),(=)(,),(=),( HH uAuuavAuvua  

7) ,: RKj  на K ; крім того цей функціонал напівнеперервний знизу, 

опуклий на K  та інтегровний для будь-якого ),;(0,2 KTLv  тобто <)(
0

dtvj

T

,
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8) ),;(0,2 VTLf  

9) ,][0,ì.â.äëÿ)(),(0,|= TtKtvTWvvK  

.][0,ì.â.äëÿ)(),(0,|= 00 TtKtvTWvvK  

За даних умов розглядається задача: знайти 
0Ku  таке, що  

 ,0,)]()([),(
00

KvdtujvjdtuvfAuu

T

H

T

 (1.5) 

 або еквівалентне формулювання цієї задачі: знайти 
0Ku  таке, що  

 ,0,)()(),( KvujvjuvfAuu H
 (1.6) 

 для майже всіх ].[0,Tt   

Теорема 1.5  ([78], глава 6) Якщо виконані умови 1)-9) і крім того,  

 ,(0)0,)(),;(0,= 0

2 HAufvjVTL
t

f
f  

то задача (5) (або (6)) має єдиний розв'язок u  такий, що  

 ).;(0,);(0,, 2 HTLVTLuu  

 Знаходженню класів існування та єдиності розв'язків для нових типів 

параболічних варіаційних нерівностей присвячені роботи [3], [4], [5], [6], [7], [23], 

[54]. 

В останні роки успішно розвивається теорія усереднення варіаційних 

нерівностей, які відповідають крайовим задачам в перфорованих областях з 

крайовими умовами Сіньоріні (див. [8], [9],[10], [43], [109],[42], [50]). 

Так у роботі А.Ю. Воробйова і Т.А. Шапошнікової [8] було розглянуто 

задачу  

 ;íà0=,,= uxfu  

 Sxhx
u

xguxhx
u

xgu íà)()()(),()(),(  (1.7) 

 в - періодичній перфорованій області . В (7) = ,  -  

обмежена область в 3,,nnR  з гладкою межею , =Q
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 ,0 < <1, =1,n

jx x j nn  - одиничний куб в nR , 
0G  - область в Q , 

0G  дифеоморфне 

замкненій кулі, QG0
, 

0= GaT ,  

 0,>==lim 1

1

0

constCa nn  (1.8) 

 TQY \= , ),(= zYz Z
 SS \=,= , 

),...,,(=),(),(),( 21

0

1

1

2 nHgChLf  - зовнішня одинична нормаль до S . 

Узагальненим розв'язком задачі (1.7) називається функція Ku  

:);()(= 1Hxv  )()( xgxv , яка задовольняє нерівність  

 dxuvdxuvfdxuvu
S

)()()(  

для довільного елемента Kv  

Узагальненим розв'язком задачі з перешкодою  

 ,0,=,, 000000 xhCfuguguhCfu  

 

 .0,=0 xu  (1.9) 

 є функція âì.â.)()(:)(= 0

100 xgxuHuKu , яка задовольняє варіаційну 

нерівность  

 dxuwhCfdxuwu )(()( 0000  

для довільного елемента 0Kw  

В цій роботі доведено, що узагальнений розв'язок u  задачі (1.7) при 

виконанні умови (1.8) слабко збігається до функції 0u , яка є узагальненим 

розв'язком усередненої задачі (1.9), при 0 . Також отримані оцінки швидкості 

збіжності розв'язків вихідної задачі до розв'язку усередненої. 

А.Ю. Воробйов в [10] розглядає періодично перфоровану область, яка має 

дві порожнини різного масштабу в комірці періодичності. На межі однієї з цих 

порожнин задана змішана крайова умова, а на іншій - умова Сіньоріні, причому 

порожнини зі змішаними крайовими умовами мають так 
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званий, "критичний"   розмір. Отримана гранична варіаційна задача і доведена 

теорема про збіжність розв'язку u  вихідної задачі до задачі усередненої при 

0 . 

Для випадку перфорованого 2-зв'язного  - періодичного (0,1))(  простору, 

в якому виділена обмежена область , С.Є. Пастуховою в [42] усереднено при 

0  крайову задачу в області  для еліптичного оператора другого порядку з 

односторонніми умовами типу Сіньоріні на межі "дирок"   і з умовою Діріхле на 

зовнішній межі. 

В статті Г.В. Сандракова [109] розглядається усереднення варіаційних 

нерівностей для задач з умовою Сіньоріні на внутрішній межі періодично 

перфорованих областей, і однорідними умовами Діріхле на зовнішній межі. 

Розглядаються також варіаційні нерівності для задач з перешкодою в 

перфорованих областях. Доведені твердження про відповідну збіжність розв'язків 

цих задач до розв'язків двоxмасштабних та макромасштабних граничних 

варіаційних нерівностей та представлені методи їх виведення. Для потенціальних 

операторів доведені твердження про зв'язок граничних варіаційних нерівностей з 

двохмасштабними та макромасштабними задачами мінімізації. 

Усередненню параболічної крайової задачі Сіньоріні в періодично та 

випадково перфорованій області присвячена робота А.Ю. Бєляєва [50]. В ній 

припускається, що межа області напівпроникна, що і демонструють крайові умови 

Сіньоріні для шуканої змінної. Збіжність розв'язку вихідної задачі до розв'язку 

усередненої задачі доведена за мінімальних припущень на початкові умови та 

геометрію межі. 

В роботах Т.А.Шапошнікової і М.М.Зубової [12], [114] та М.М.Зубової 

[115], [116] досліджувалась асимптотична поведінка розв'язків варіаційних 

нерівностей з односторонніми обмеженнями для бігармонічного оператора та 

оператора Лапласа на періодично розташованих підмножинах, що приєднуються 

вздовж межі області, коли діаметр підмножин, на яких задані 
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обмеження, а також період, з яким розташовані ці підмножини, прямують до нуля. 

Як було зазначено у вступі багато конструкцій мають форму густих 

з'єднань. Крайові задачі в таких областях вперше досліджувались в роботах 

Є.Я.Хруслова [46] та його спільних роботах з В.П.Котляровим [22], 

В.А.Марченком [25] та Г.В.Сузіковим [44], в яких вивчена асимптотична 

поведінка функції Гріна задачі Неймана для рівняння Гельмгольца в 

необмеженому густому з'єднанні.  

В працях F. Fleury i E.Sanchez-Palencia [76], J. Sanchez-Hubert i E.Sanchez-

Palencia [108] були знайденi усередненi рiвняння, якi описують акустичнi 

коливання в густих з'єднаннях, але не було доведено теорем збi- жностi. 

В роботах Т.А. Мельника та С.О. Назарова [100], [103], [102], [104], Т.А. 

Мельника [95], [91], [90], С.О. Назарова [106] дана класифiкацiя густих з’єднань. 

Густе з'єднання має особливий характер зв'язності: є точки в густому з'єднанні, 

відстань між якими є порядку )(O , в той час як довжина всіх кривих, які 

з'єднують ці точки і належать густому з'єднанню, є величиною порядку (1)O . В 

результаті не існує операторів продовження, які б були рівномірно обмеженими у 

відповідних просторах Соболєва (див. [89]). В той же час наявність рівномірно 

обмеженої сім'ї операторів продовження є типовим припущенням в переважній 

більшості існуючих схем усереднення для задач в перфорованих областях з 

крайовими умовами Неймана або Робіна (див., наприклад, [60], [61]). Крім того, 

густі з'єднання є неопуклими областями з негладкими межами. Отже, розв'язки 

крайових задач в таких областях мають лише мінімальну 1H -гладкість, хоча для 

доведення теорем збіжності в перфорованих областях деякі дослідники вимагають 

2H -гладкість розв'язку (див.[61]). Всі ці фактори створюють особливі труднощі 

при асимтотичному аналізі крайових задач в густих з'єднаннях. У згаданих працях 

Т.А. Мельника та С.О. Назарова розроблено асимптоти-
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чнi методи дослiдження основних крайових задач математичної фiзики в густих 

з’єднаннях рiзних типiв, а саме використовуючи метод двохмасштабних 

розвинень та метод узгоджених асимптотичних розвинень, побудовано першi 

члени асимптотики та доведено асимптотичнi оцiнки, вивчено вплив крайових 

умов, якi задаються на межах густих з'єднань, та геометричної конфiгурацiї густих 

з’єднань на асимптотичну поведiнку розв’язкiв (див. також [51], [52], [53])). Іншим 

шляхом асимптотичного аналізу крайових задач в густих з'єднаннях, 

запропонованим в цих роботах, є доведення теорем збіжності за допомогою 

спеціальних операторів продовження для розв'язків з простору )(1H  в простір 

),( 0

1 DH  де 
0D  - область, що містить густе з'єднання . 

Для усереднення задач з неоднорідними крайовими умовами Неймана та 

Фур'є, умовами Стеклова та нелінійними умовами третього роду в густих 

з'єднаннях Т.А. Мельником в [95], [91], [89], [93], [26] було запропоновано новий 

підхід з використанням спеціальних інтегральних тотожностей (тип густого 

з'єднання визначає вид інтегральної тотожності). 

В останні роки активно вивчаються крайові задачі в з'єднаннях більш 

складної структури, а саме в густих багаторівневих з'єднаннях( [27], [30], [32], 

[33], [34], [35], [65], [66],[70],[91], [94],[96]), в каскадних з'єднаннях ([31], [36], 

[37], [47], [55], [56], [57]), [58], [59],в густих з'єднаннях з розгалуженою 

структурою ([101]). 

Густе багаторівневе з'єднання  це густе з'єднання, в якому тонкі області, 

які приєдуються, поділені на скінченне число рівнів в залежності від їх 

геометричної конфігурації і крайових умов, заданих на їх межах. Крім того, тонкі 

області кожного рівня -періодично чергуються вздовж зони приєднання. 

В роботaх Т.А. Мельника [94], [91] та його спільних роботах з T.Durante, U. 

De Maio, C. Perugia [66], [65] розглядались задачі в плоских дворівнених 

з’єднаннях, а в [69] в дворівневому густому з'єднанні типу 3:2:1. В [94], 
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[91] дослiджувалась спектральна задача у плоскому дворівнєвому з'єднанні. Тонкі 

стержні товщиною порядку  з кожного рівня, який залежить від довжини, -

періодично чергуються. На вертикальних сторонах тонких стержнів задано 

крайові умови Фур'є. Вивчено асимптотичну поведінку власних значень та 

власних функцій при 0 . В роботi [66] на межах тонких стержнiв густого 

з'єднання задавались крайові умови Робiна. Використовуючи спецiальнi оператори 

продовження для розв’язку рiвняння Пуассона в такому з’єднанні, доведено 

теорему збiжностi. 

Асимптотична поведінка узагальнених розв'язків еліптичних крайових задач 

з почерговою зміною крайових умов в густих дворівневих з'єднаннях типу 2:1:1 та 

3:2:1 досліджувалась в роботах Т.А. Мельника, П.С. Ващука [27], [28], [96] та Т.А. 

Мельника, П.С. Ващука та T. Durante [70]. 

Усередненням крайових задач в густих дворівневих з'єднаннях типу 3:2:2 

присвячено праці Т.А. Мельника та U. De Maio [64], Т.А. Мельника, C. D'Apice, U. 

De Maio [62], Т.А. Мельника та Д.Ю. Садового [30], [35], [34], [33]. Такі з'єднання 

складаються з циліндра 0 , на який -періодично нанизано тонкі диски зі 

змінною товщиною. Тонкі диски поділяються на два класи в залежності від їх 

геометричної структури, а також від крайових умов, заданих на їх межах. В цих 

працях досліджено асимптотичну поведінку розв'язку лінійних та квазілінійних 

еліптичних та параболічних задач. Вивчено вплив геометричної конфігурації 

з'єднання та різних сингулярно збурених крайових умов, що чергуються, на 

асимптотичну поведінку розв'язку таких задач. 

Каскадне густе з'єднання складається з тіла з'єднання і двох класів 

приєднаних тонких областей, перші з яких мають скінченну висоту, а другі  

малу. Крім того, області з різних класів періодично чергуються. В такому 

з'єднанні Т.А. Мельник та Г.А. Чечкін в [31] розглянули лінійну еліптичну задачу, 

в якій тонкі стержні мають форму прямокутників, на поверхнях яких задаються 

умови Фур'є, різні для різних класів стержнів. Ці умови 



23 

 

залежать від деяких параметрів. За допомогою методу спеціальних інтегральних 

тотожностей досліджується асимптотична поведінка розв'язку задачі, коли число 

тонких стержнів з кожного класу необмежено зростає, а їх товщина прямує до 

нуля. Виявлено істотний вплив параметрів в крайових умовах на асимптотичну 

поведінку розв'язку. В подальшому різні типи задач в густих каскадних з'єднаннях 

розглядались в роботах [32], [36], [47], [55], [56], [57], [58], [59], [37].  

Густе з'єднання з розгалуженою структурою є об'єднанням тіла з'єднання та 

великої кількості тонких розгалужень, які -періодично розташовані вздовж зони 

приєднання. В статті Т.А. Мельника [101] розглядалася квазілінійна параболічна 

задача в такому з'єднанні. Розгалуження мають скінченне число рівнів. На 

розгалуженнях i -го рівня задаються нелінійні крайові умови Робіна 

gvxtv i =),,( 2
, де ,i  дійсні параметри. Виконано асимптотичний 

аналіз цієї задачі, коли кількість тонких розгалужень нескінченно зростає, а їх 

товщина прямує до нуля. Знайдено усереднену задачу та доведена теорема 

існування і єдиності розв'язку в анізотропному просторі Соболева. Побудовано 

асимптотичне наближення для розв'язку і вивчено вплив параметрів ,i . 

З наведеного огляду видно, що в науковій літературі відсутні роботи, в яких 

би досліджувалися варіаційні нерівності в густих з'єднаннях.  

2  Основні результати дисертації 

 Дисертаційна робота складається зі вступу, чотирьох розділів, висновків та 

списку використаних джерел. 

У вступі обгрунтовано актуальність, визначено мету і завдання дослідження, 

розкрито сутність та наукову новизну отриманих результатів. 

В першому розділі подано огляд літератури за темою дисертації і попередні 

відомості про отримані в дисертації результати.  
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У другому розділі досліджуються дві лінійні еліптичні задачі Сіньоріні в 

густих з'єднаннях типу 2:1:1 та 3:2:1.  

У підрозділі 2.1 розглядається крайова задача в плоскому густому з'єднанні 

, яке є об'єднанням деякої області 
0
 та великої кількості тонких стержнів, на 

вертикальних сторонах яких задано крайові умови Сіньоріні (густе з'єднання типу 

2:1:1). Вивчено асимптотичну поведінку розв'язку такої задачі при 0 , тобто 

коли кількість тонких стержнів необмежено зростає, а їх товщина прямує до нуля. 

Знайдено усереднену (граничну при 0 ) крайову задачу, яка є симбіозом 

звичайної крайової задачі для рівняння Пуассона в тілі густого з'єднання та 

варіаційної нерівності в прямокутнику, який заповнюється тонкими стержнями в 

граничному переході. В зоні з'єднання виставляються спеціальні умови 

спряження. Доведено теорему про існування та єдиність розв'язку такої 

нестандартної крайової задачі. Основним результатом цього підрозділу є 

доведення теореми збіжності послідовності розв'язків вихідної задачі до розв'язку 

усередненої задачі. Також доводиться збіжність інтегралів енергії вихідної задачі 

до інтегралів енергії усередненої задачі. 

У підрозділі 2.2 розглядається крайова задача в густому з'єднанні ,  яке є 

об'єднанням деякої просторової області 0  та великої кількості тонких криволі-

нійних циліндрів, на бічних поверхнях яких задано крайові умови Сіньоріні (густе 

з'єднання типу 3:2:1). Вивчено асимптотичну поведінку розв'язку такої задачі при 

0 , тобто коли кількість тонких криволінійних циліндрів необмежено зростає, а 

їх товщина прямує до нуля. Знайдено усереднену (граничну при 0 ) крайову 

задачу, яка є симбіозом звичайної крайової задачі для рівняння Пуассона в тілі 

густого з'єднання та варіаційної нерівності в паралелепіпеді, який заповнюється 

тонкими криволінійними циліндрами в граничному переході. В зоні з'єднання 

виставляються спеціальні умови спряження. Досліджується вплив геометрії 

циліндрів, які мають змінну товщину, на асимптотичну поведінку узагаль-
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неного розв'язку. Доведено теорему про існування та єдиність розв'язку такої 

нестандартної крайової задачі. Основним результатом цього підрозділу є 

доведення теореми збіжності послідовності розв'язків вихідної задачі до розв'язку 

усередненої задачі. Також доводиться збіжність інтегралів енергії вихідної задачі 

до інтегралу енергії усередненої задачі. 

У третьому розділі досліджуються дві лінійні параболічні задачі Сіньоріні в 

густих з'єднаннях, які описані в другому розділі (типу 2:1:1 та 3:2:1). За 

допомогою методу iнтегральних тотожностей доведено теореми збiжностi та 

показано, що умови Сiньорiнi трансформуються (при 0 ) в диференцiальнi 

співвідношення в областях, що заповнюється тонкими стержнями чи тонкими 

криволінійними циліндрами відповідно. 

У четвертому розділі розглядається квазілінійнa еліптична крайова задача в 

багаторівневому густому з'єднанні типу 3:2:1, яке є об'єднанням деякої області 

(тіла з'єднання) та великої кількості тонких циліндрів. Тонкі циліндри поділені на 

m  класів в залежності від їх геометричних характеристик і циліндри кожного 

класу -періодично чергуються вздовж деякої частини на межі тіла густого 

з'єднання. На їх бічних поверхнях задані крайові умови типу Сіньоріні.  

Вивчалась асимптотична поведінка розв'язку цієї задачі при 0 , тобто 

коли кількість тонких циліндрів з кожного класу нескінченно зростає і їх товщина 

прямує до 0. Встановлено два якісно різних випадки асимптотичної поведінки 

розв'язку, що залежать від значення коефіцієнтів збурення m

k
k

1=}{  в крайових 

умовах. Для кожного випадку доведено теорему збіжності. 

До кожного розділу (розділи 2-4) зроблені висновки щодо якісних 

характеристик отриманих результатів. В кінці дисертаційної роботи наведені 

загальні висновки.



26 

 

 

РОЗДІЛ 2  

  Усереднення еліптичних крайових задач Сіньоріні в густих з'єднаннях 

В цьому розділі розгладаються лінійні еліптичні крайові задачі в густих 

з'єднаннях типу 2:1:1 та 3:2:1. Густе з'єднання  типу 2:1:1 складається з деякої 

плоскої області 
0
, яка є тілом з'єднання, та великої кількості тонких стержнів з 

товщиною порядку 1= NO . Густе з'єднання типу 3:2:1 складається з деякої 

просторової області 
0
 та великої кількості тонких криволінійних циліндрів. В 

кожному із густих з'єднань розглядається крайова задача для рівняння Пуассона з 

неоднорідними крайовими умовами Сіньоріні. Для задачі в плоскому густому 

з'єднанні крайові умови Сіньоріні задаються на бічних сторонах тонких стержнів, 

а для задачі в з'єднанні типу 3:2:1 крайові умови Сіньоріні задаються на бічних 

поверхнях тонких криволінійних цидіндрів. Досліджується асимптотична 

поведінка розв'язків таких задач при 0 , тобто коли кількість тонких стержнів 

або тонких криволінійних циліндрів необмежено зростає, а їхня товщина прямує 

до нуля. 

 

2.1  Усереднення еліптичної крайової задачі Сіньоріні в густому 

з'єднанні типу 2:1:1 

  

2.1.1 Постановка задачі 

 Розглянемо плоске густе модельне з'єднання  (Рис.2.1), яке складається з 

області  

 ,)(<<0,<<0:),(== 121

2

210 xxaxxxx R  

де ])([0,1 aC , та великої кількості тонких стержнів  

 1,0,1,...,=,,0][,
2

<)
2

1
(:=)( 2

1 Njlx
h

j
x

xG j
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тобто G0= , де ).(=
1

0=

j

N

j

GG   

 

   
  

Рис. 2.1. Модельне плоске з'єднання типу 2:1:1. 
 

Тут la,  - додатні дійсні числа; h  - фіксоване число з інтервалу (0,1); N  - 

велике натуральне число, тому величина 
N

a
=  - малий дискретний параметр, який 

характеризує відстань між сусідніми тонкими стержнями, товщина яких рівна h . 

Позначимо через S  об'єднання вертикальних сторін тонких стержнів G , а 

через  - основи тонких стержнів. 

В області  розглядається задача  

 

),(\0,=)(

,0,=)(

,),(=)(

Sxxu

xxu

xxfxu

ν

 (2.1) 

 з неоднорідними крайовими умовами Сіньоріні на S   

 
0,=)()()()(

),()(),()(

xdxuxgxu

xdxuxgxu ν  (2.2) 

 де νν /=  - зовнішня нормальна похідна.
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Вважаємо, що dgf ,,  -- задані функції , причому 

);(),(),( 00

1

0

1

1

2 IIDHgDHdLf l
. Тут ,= 001 D  де ,0)()(0,=0 laD  -- 

прямокутник, який заповнюється тонкими стержнями в граничному переході, 

)( 0

1 DH  - простір Соболєва, 0=),(=);(
0

0

1

00

1

I
l

Il vDHvIIDH , 

.0=),(0,:=,=),(0,:= 21021 xaxxIlxaxxIl
 

 

2.1.2 Різні означення узагальненого розв'язку та їх еквівалентність  

  

В цьому пункті наведемо два різних означення узагальненого розв'язку 

задачі (2.1) -- (2.2) і доведемо їх еквівалентність. 

Припустимо, що існує класичний розв'язок задачі (2.1) -- (2.2). Нехай 0=g  в 

0 , домножимо рівняння задачі (2.1) на функцію )( gu  та проінтегруємо по . 

Використавши формулу Гріна-Остроградського, маємо  

 =)()(

0

dxguudxuudsguu
G

ν  

 

 ,)(=

0

dxgufdxfu
G

 (2.3) 

 де .,=
21 x

v

x

v
v  Інтеграл по межі  запишемо у вигляді суми:  

 =)( dsguuν  

 .)()()(=
)(\

dsguudsguudsguu
SS

ννν  

Оскільки 0== gu  на , то 0.=)( dsguuν  

З того, що 0=uν  на ),(\ S  маємо  

 0.=)(
)(\

dsguu
S

ν
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З умови 0=)( dugu ν
 на S  випливає, що  

 .))((=)( dsguxddsguu
SS

ν
 

Таким чином, інтегральна рівність (12) набуде вигляду  

 =)(

0

dxguudxuu
G

 

 

 .))(()(=

0

dsguxddxgufdxfu
SG

 (2.4) 

 Візьмемо довільну функцію );({= 1HK : g  м. с. на }S  та 

домножимо тепер рівняння задачі (2.1) на функцію )( g  і проінтегруємо по . 

Аналогічно як це було зроблено вище, отримаємо  

 =)(

0

dxgudxu
G

 

 .)()(=

0

dsgudxgfdxf
SG

ν  

Додамо і віднімемо в правій частині рівності інтеграл dsgxd
S

))(( :  

 dxfdxgudxu
G

00

=)(  

 .)))((())(()( dsgxdudsgxddxgf
SSG

ν  (2.5) 

 Оскільки )()(),()( xgxxdxuν  м.с. на ,S  то  

 0.)))((( dsgxdu
S

ν  (2.6) 

 На підставі (2.6) з рівності (2.5) випливає нерівність  

 dxgudxu
G

)(

0

 

 .))(()(

0

dsgxddxgfdxf
SG

 (2.7) 
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Означення 2.1  Узагальненим розв'язком задачі (2.1) -- (2.2) називається 

функція Ku , яка задовольняє інтегральну рівність (2.4) та нерівність (2.7) для 

довільної функції .K   

Означення 2.2  Узагальненим розв'язком задачі (2.1) -- (2.2) називається 

функція Ku , яка задовольняє таку інтегральну нерівність  

 dsuxddxufdxuu
S

))(()()(  (2.8) 

 для довільної функції K .  

Покажемо еквівалентність даних означень. Віднімаючи від нерівності (2.7) 

рівність (2.4), отримуємо нерівність (2.8). І навпаки, поклавши  

 
,,

,0,
=)(

0

Gxg

x
x  

(нагадаємо, що 0=g  на 0 ) в (2.8), отримаємо  

 dxugudxu
G

)(|| 2

0

 

 .))(()(

0

dsugxddxugfdxfu
SG

 (2.9) 

 Взявши  

 
,,)(2

,),(2
=)(

0

Gxgxu

xxu
x  

в (2.8), маємо  

 dxguudxu
G

)(|| 2

0

 

 .))(()(

0

dsguxddxgufdxfu
SG

 (2.10) 

 З нерівностей (2.9) та (2.10) випливає рівність  

 =)(|| 2

0

dxguudxu
G
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 ,))(()(=

0

dsguxddxgufdxfu
SG

 

яка співпадає з (2.4). Поклавши  

 
,,)()(

,),()(
=)(

0

Gxgxux

xxux
x  

в (2.8), де  довільна функція з ,K  отримаємо нерівність  

 dxgudxu
G

)(

0

 

 dsgxddxgfdxf
SG

))(()(

0

 

для довільної функції K , яка співпадає з (2.7). Тобто означення 2.1 та 2.2 

еквівалентні. 

 

2.1.3 Існування та єдиність узагальненого розв'язку 

 В просторі Соболєва );(1H  поряд з нормою  

 ,||=

2

1

22

)(1 dxuuu
H

PP  

введемо нову норму ,PP  яка породжується скалярним добутком  

 ).;(,,=),( 1Hvudxvuvu  

Лема 2.1 ([92]) Норми PP  та 
)(1H

PP  є рівномірно еквівалентні, тобто 

існують константи 0>1C  та 0>0  такі, що для всіх значень )(0, 0  та для 

довільних функцій );(1Hu   

 .1)(1 PPPPPP uCuu
H

 (2.11) 

  

Зауваження 2.1 Тут і надалі в роботі всі константи iC  та ic  не залежать 

від . 
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          Застосуємо теорему 1.2 до задачі (2.1) -- (2.2). Простір V  -- простір 

);(1H , а K = );({= 1HK : g  м. с. на }S ,  

 dxddxfFdxuua
S

=,,=),( .  

Покажемо, що для кожного фіксованого значення  множина K  -- 

замкнена. Нехай послідовність 
Nnn
 належить до K  та збігається до деякої 

функції  в );(1H . Із збіжності в );(1H  і компактності оператора сліду 

випливає збіжність в )(2 SL , а отже і збіжність м. с. до  по деякій 

підпослідовності в .S  Тому, переходячи до границі в нерівності gn
 на S , 

отримаємо, що g  м. с. на .S  

Покажемо, що множина K  -- опукла. Hехай [0,1].,, 21 K  Очевидно, 

що );()(1 1

21 H . Крім того,  

 )(=)()()(1)()()(1 21 xgxgxgxx  м. с. на S .  

Коерцитивність ),(ua  випливає з леми 2.1 та з рівності  

 
2 2

( , ) = | | = , ( =1).a u u u dx un n  

Використовуючи нерівність Коші-Буняковського, доводимо обмеженість: 

 
( ) ( )

2 2

( , ) = < .
L L

a u u dx u un n n n  

Лінійність фукціоналу F  випливає з лінійності інтегралів, а обмеженість з 

нерівності Коші-Буняковського та нерівності (2.11). 

Таким чином, на підставі теореми 1.2 існує єдиний розв'язок варіац ійної 

нерівності (2.8), а значить і задачі (2.1) -- (2.2). 

2.1.4 Апріорна оцінка 

 Крайові задачі в густих з'єднаннях з неоднорідними крайовими умовами 

Неймана, Фур'є, чи нелінійними крайовими умовами на границях тонких областей 

мають свої специфічні труднощі. Для усереднення таких крайових задач в роботах 

[95],[93] був запропонований новий підхід з використанням спеціальних 

інтегральних тотожностей. Будемо використовувати
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 наступну інтегральну тотожність (див. [93], Лема 1):  

 ),(=
2

1

1

1
2 GHvdxv

x
Ydxvdxv

h
x

GGS
 (2.12) 

 де ,
2

1
][=)(Y  ][  - ціла частина . 

Оскільки 1,||max YR  з (2.12) випливає нерівність  

 .
)(1

2

1

)(2 GHSL
vCv PPPP  (2.13) 

 Використовуючи інтегральну нерівність Коші-Буняковського та нерівність Коші з 

0>  ( 0),>0,>,2 212 babaab  за допомогою (2.13) та нерівності Фрідріхса, з 

(2.4) отримаємо  

 2

)
0

(1

1

11

2

)(23210

2 )(1)(||
DHL

gcucdxu PPPP  

 .)(1)(1 2

)
0

(1

1

33

2

)(2

1

22 DHL
dcfc PPPP  (2.14) 

 Вибираючи 321 ,,  так щоб 
2

1
<)( 3211c , отримаємо  

 .|| 2

)
0

(1

2

)
0

(1

2

)
1

(24

2

DHDHL
dgfcdxu PPPPPP  (2.15) 

 На підставі (2.11) з (2.15) випливає, що існують 0>3C  та 0>0  такі, що для будь-

якого )(0, 0 :  

 .3)(1 Cu
H

PP  (2.16) 

  

Зауваження 2.2 Тут і надалі записуючи )(0, 0  розуміємо всі значення 

дискретного параметра  з інтервалу )(0, 0 .  

 Нашою метою є вивчення асимтотичної поведінки узагальненого розв'язку 

u  задачі (2.1) -- (2.2) при 0 , тобто коли кількість стержнів необмежено 

зростає, а їх товщина прямує до нуля. 
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2.1.5 Формулювання основного результату 

 Введемо операцію продовження нулем для функцій з простору )(1 GH :  

 
,\0,

,),(
=)(

0 GDx

Gxxy
xy  (2.17) 

 де ,0)()(0,=0 laD  - прямокутник, який заповнюється тонкими стержнями в 

граничному переході при 0.  Очевидно, що внаслідок прямолінійності меж 

тонких стержнів продовження u  належить анізотропному простору Cоболєвавс  

 0=|),(:)(=);( 0

2

2
0

2

0

0,1

l
Ixl vDLvDLvIDH  (2.18) 

 та  

 .âì.ñ.=)( 0
22

Duu xx  (2.19) 

 Теорема 2.1 Для розв'язку u  задачі (2.1) -- (2.2) мають місце такі 

співвідношення:  

 0,ïðè

),(âñëàáêî0

),;(âñëàáêî

),(âñëàáêî|

0

2

1

0

0,1

0

0

1

0
0

DLu

IDHhuu

Huu

w

x

l

w

w

 (2.20) 

 де функція 
,),(

,),(
:=)(

00

00

0
Dxxu

xxu
xu  є єдиним узагальненим розв'язком задачі (2.21) -- 

(2.22)  

 

],[0,,0),(=,0)(

],[0,,0),(=,0)(

],[0,0,=),(

],[0,\0,=)(

,),(=)(

110
2

10
2

11010

110

00

00

axxuhxu

axxuxu

axlxu

axxu

xxfxu

xx

ν

 (2.21) 

  ,
0,=))(2)()())(()((

),()(

),(2)()(

0

0

2

2
0

0

0

2

2

Dx
xdxhfxuhxgxu

xgxu

xdxhfxuh

x

x

 (2.22)
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 яку будемо називати усередненою задачею для задачі (2.1) -- (2.2). Крім того, має 

місце збіжність інтегралів енергії  

 ),(=)(lim 00
0

uEuE  

де  

 .||||=)(,||=)( 2

0
2

0

2

0

0

00

2

0

dxuhdxuuEdxuuE x

D

 

Усереднена крайова задача є симбіозом звичайної крайової задачі для 

рівняння Пуассона в області 
0
 (тіло густого з'єднання) та одновимірних 

варіаційних співвідношень в прямокутнику, який заповнюється тонкими 

стержнями в граничному переході. В зоні з'єднання виставляються спеціальні 

умови спряження. Спочатку дамо означення узагальненого розв'язку цієї задачі та 

за допомогою загальної теорії варіаційних нерівностей доведемо його існування та 

єдиність. 

 

2.1.6 Різні означення узагальненого розв'язку усередненої задачі та їх 

еквівалентність 

  

Введемо поняття узагальненого розв'язку для задачі (2.21) -- (2.22). 

Домножимо перше рівняння задачі (2.21) на функцію 
0u  та проінтегруємо по 0 . 

Маємо  

 .= 0

0

00

0

00

0

dxfudxuudsuuν  (2.23) 

 Інтеграл по межі 0  запишемо у вигляді:  

 .)(= 1
0=

2

00
2

0

00

][0,\
0

00

0

dxuudsuudsuu
x

x

a

a

νν  

Враховуючи те, що 0=0uν  на ][0,\0 a , (2.23) запишемо у наступному вигляді  

 .)(= 1
0=

2

00
2

0

0

0

00

0

dxuudxfudxuu
x

x

a

 (2.24)
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 Проінтегруємо тепер рівняння задачі (2.22) по області 
0D , отримаємо  

 
1

=
2

00
2

0

1
0=

2

00
2

0

))(())(( dxguudxguuh
lx

x

a

x
x

a

 

 

 .)(2)(=)( 0

0

0

0

0
2

0
2

0

dxguddxgufhdxguuh
DD

xx

D

 (2.25) 

 Враховуючи те, що 0=0u  на 
lI , а 0=g  на 

lII0
 одержимо  

 =)()( 0
2

0
2

0

1
0=

2

00
2

0

dxguuhdxuuh xx

D
x

x

a

 

 .)(2)(= 0

0

0

0

dxguddxgufh
DD

 (2.26) 

 Додавши рівності (2.24) та (2.26), а також врахувавши умови спряження задачі 

(2.21), отримаємо наступну інтегральну рівність  

 =)( 0
2

0
2

0

00

0

dxguuhdxuu xx

D

 

 .)(2)(= 0

0

0

0

0

0

dxguddxgufhdxfu
DD

 (2.27) 

 Визначимо частково анізотропний простір Соболєва  

 ),(:)(=);,( 1

2

2
1

2

01 LuLuID xlH  

 ,);(|),(| 0

0,1

0

1

0
lD IDHuHu  

де );( 0

0,1

lIDH  визначений в (27). Із властивостей анізотропного простору Соболєва 

(див. [113]) випливає, що сліди 
0

:= uu  та 
0

:=
D

uu  на 0I  рівні. Крім того, оскільки 

сліди функцій з );( 0

0,1

lIDH  дорівнюють нулю на lI , то існує така стала 0C , що  

 ).;,(|||| 01

2

2

0

2

0

0

2

1

lx

D

IDudxudxuCdxu H



37 

 

 

В );,( 01 lIDH  розглянемо норму 
HPP , яка генерується скалярним добутком  

 ).;,(,,=),( 01
22

00

lxx

D

IDvudxvuhvuvu HH  

Визначимо множину }âì.ñ.:);,({= 0010 DgIDK lH  в );,( 01 lIDH . 

Замкненість та опуклість 
0K  доводиться аналогічно тому як це було зроблено в 

розділі 2.1.3. 

Візьмемо довільну функцію 
0K . Домножимо тепер перше рівняння задачі 

(2.21) на функцію  і проінтегруємо по 
0
, а рівняння задачі (2.22)домножимо на 

)( g  та проінтегруємо по 
0D . Аналогічно як це було зроблено вище, отримаємо  

 ,)(= 1
0=

2

0
2

0
0

0

0

dxudxfdxu
x

x

a

 (2.28) 

  dxguh xx

D

)(
2

0
2

0

 

 .)(2)()(

00

1
0=

2

0
2

0

dxgddxgfhdxuh
DD

x
x

a

 (2.29) 

 Додаючи рівність (2.28) та нерівність (2.29), отримуємо нерівність  

 dxguhdxu xx

D

)(
2

0
2

0

0

0

 

 .)(2)(

000

dxgddxgfhdxf
DD

 (2.30) 

 Нехай  

 
.),(

,),(
=)(

00

00

0
Dxxu

xxu
xu  

Означення 2.3  Узагальненим розв'язком задачі (2.21) -- (2.22) називається 

функція 00 Ku , яка задовольняє інтегральну рівність (2.27) та інтегральну 

нерівність (2.30) для довільної функції .0K  
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Означення 2.4  Узагальненим розв'язком задачі (2.21) -- (2.22) називається 

функція 
00 Ku , яка задовольняє таку інтегральну нерівність:  

 dxuuhdxuu xx

D

)()( 0
2

0
2

0

00

0

 

 dxuddxufhdxuf
DD

)(2)()( 0

0

0

0

0

0

 (2.31) 

 для довільної функції 
0K .  

Аналогічно до доведення еквівалентності означень 2.1 і 2.2 можна довести 

еквівалентність означень 2.3 і 2.4. 

Дамо третє означення узагальненого розв'язку задачі (2.21) -- (2.22). 

Означення 2.5  Узагальненим розв'язком задачі (2.21) -- (2.22) називається 

функція 00 Ku , яка задовольняє таку інтегральну нерівність  

 dxuhdxu xx

D

)()( 0
22

0

0

0

 

 dxuddxufhdxuf
DD

)(2)()( 0

0

0

0

0

0

 (2.32) 

 для довільної функції 0K .  

Доведемо еквівалентність означення 2.4 та означення 2.5. Додаючи до 

нерівності (2.31) нерівність  

 0,)()()()( 0
2

0
2

0
00

0

uudxuu xx
D

 

отримаємо нерівність (2.32). 

Нехай 0K . Тоді взявши 000 )(= Kutu , [0,1]t  в нерівності (2.32), 

отримаємо  

 dxututuhdxututu xx

D

))(())(())(())(( 0
2

00
2

0

000

0

 

 .))((2))(())(( 0

0

0

0

0

0

dxutddxutfhdxutf
DD
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Оскільки 0t , то дана нерівність еквівалентна наступній  

 dxuutuhdxuutu xx

D

)())(()())(( 0
2

00
2

0

000

0

 

 .)(2)()( 0

0

0

0

0

0

dxuddxufhdxuf
DD

 

Перейшовши в цій нерівності до границі при 0t , використавши теорему Лебега, 

отримаємо нерівність (2.31). 

Тобто означення 2.3, 2.4, 2.5 еквівалентні.  

 

2.1.7 Існування та єдиність узагальненого розв'язку усередненої задачі 

 В нашому випадку простір V  -- простір );,( 01 lIDH , а 
0= KK ,  

 Kudxuhdxuua xx

D

,,=),(
22

00

 

 .,2=,

000

KdxddxfhdxfF
DD

 

Коерцитивність ),(ua  випливає з рівності  

 ,.=||||=),( 22

2

0

2

0
HPPudxuhdxuuua x

D

 

Використовуючи нерівність Коші-Буняковського, доводиться обмеженість:  

 dxuhdxuua xx

D
22

00

),(  

 

 
1/2

2

0

1/2

2

0

|||| dxdxu  

 

 

1/2

2

2

0

1/2

2

2

0

|||| dxhdxuh x

D

x

D

 

 



40 

 

 =||||||||

1/2

2

2

0

2

0

1/2

2

2

0

2

0

dxhdxdxuhdxu x

D

x

D

 

 .,,= Kvuu HH PPPP  

Лінійність фукціоналу F  випливає з лінійності інтегралів, а обмеженість з 

нерівності Коші-Буняковського. 

Таким чином, на підставі теореми (1.2) існує єдиний розв'язок варіаційної 

нерівності (2.31), а значить і задачі (2.21) -- (2.22). 

2.1.8 Доведення теореми збіжності 

  1. З (2.16) випливає, що ,3)
0

(1 Cu
H

PP  
3)

0
(2 Cu
DL

PP  і 

1,2.=,3)
0

(2 iCu
DLi

x PP  Тому існує така підпослідовність }{}{  (яку знову 

позначимо через ), що  

 0,ïðè

1,2,=),(â

),(â

),(â

0

2

0

0

2

0
0

0

1

0
0

iDLu

DLhuu

Huu

i

w

Di
x

w

D

w

 (2.33) 

 де ,0u  ,0u  ,1  2  - деякі функції з відповідних просторів, які будуть визначені далі.  

Знайдемо .2  Для довільної функції )( 00 DC  на підставі (2.19) маємо  

 ===
22

0

2

0

dxudxudxu x

G

x

D

x

D

 

 .==
2

0

2
dxudxu x

D

x

G

 

Перейшовши в цій рівності до границі при 0,  отримаємо  

 ),(,= 00
2

0

0

2

0

DCdxuhdx x

DD

 (2.34) 

 звідки випливає, що 0
2

2 = uh x  майже скрізь в .0D
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Знайдемо .1
 Розглянемо таку тестову функцію  

 0,),(
,,)(

,0,

=)( 001
1

0

DC
Gxgx

x
Y

x

x  

де функція ][=)(1Y . Легко бачити, що K  і  

 .,,=)(
2

1
1

1

1
1 Gx

x
Y

x
Yg xx

 

Інтегральна нерівність (2.7) для розв'язку u  з тестовою функцією g  має вигляд  

 dxu
x

Yux

G

1
1

1
 

 

 ,
2

)(1
2

2

1
1 dxd

h
dxf

x
Y

SG

 (2.35) 

 де знаки + та - в S  визначають об'єднання правих чи лівих сторін тонких 

стержнів відповідно. Тоді за допомогою (2.13) та (2.16) маємо  

 

,

)||
2

)(1
||(

)
0

(13)
0

(1
0

1)
0

(2
1

2

0
1)(1122

22221

2
1

1
1

0

DHDHDHDLL

DHHSLSL

GLGLGLGL

SG

x

D

cdf

ucd

fuc

dxd
h

dxfu
x

Ydxu

PPPPPPPPPP

PPPPPPPP

PPPPPPPP
 

 звідки в граничному переході при 0  отримаємо  

 0.),(0= 001

0

DCdx
D

 (2.36) 

 Тобто 0=1  майже скрізь в .0D  

2. Покажемо, що сліди функцій 0u  та 0u  на 0I  рівні. Внаслідок компактності 

оператора сліду і першого співвідношення в (2.33), маємо  

 0,ïðè)(0,â,0)(,0)( 2

101 aLxuxu
s

 (2.37)
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 Розглянемо рівність  

 ),(0,â.ì.äëÿ,0)(=,0)( 11
1

1 axxu
x

xu h
 (2.38) 

 де R),(h
, -- 1-періодична функція, яка на відрізку [0,1] задається таким 

чином:  

 
1.|

2

1
<|

2
0,

,
2

|
2

1
|1,

=)(
h

h

h  

Відомо, що 0.ïðè(0,1)â 21 Lh
x w

h
 Тому, використовуючи цей факт а 

також (2.37) та (2.38), отримаємо  

 0.ïðè)(0,â,0)(,0)( 2

101 aLxuhxu
w

 (2.39) 

 З другого боку  

 211

0

111

0

)()(
1

=)(,0)( dxdxxxu
l

dxxxu
D

a

 

 ).(0,)()(
1

0211
2

2

0

aCdxdxxulx
l

x

D

 (2.40) 

 Перейшовши до границі в (2.40) при 0,  та врахувавши (2.34), одержимо  

 2110

0

110

0

)(
1

=)(,0)( dxdxxhu
l

dxxuh
D

a

 

 ),(0,)()(
1

02110
2

2

0

aCdxdxxvhlx
l

x

D

 (2.41) 

 звідки випливає, що  

 ).(0,)(,0)(=)(,0)( 0110

0

110

0

aCdxxudxxu

aa

 

Таким чином,  

 ).(0,ì.â.äëÿ,0)(=,0)( 11010 axxuxu  (2.42) 
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 Аналогічно можна показати, що слід 
l

Iu |0  дорівнює 0. 

3. Додамо до нерівності (2.8) нерівність  

 0,)()()()(
1122

0

uuuudxuu xx
G

xx
G

 

де  довільна функція з ),( 1

1C  така що 0=
l

I
 та g  в 

0D  ( K| ), отримаємо 

нерівність:  

 dxudxudxu xx

G

xx

G

)()(
2211

0

 

 

 .))(()( dsuxddxuf
S

 (2.43) 

 Використовуючи (2.12), перепишемо нерівність (2.43) в наступній формі  

 dx
x

dxudxu xxh

D

xx

D
22

1

0

11

00

)(  

 dxufdxf
x

dxufdxu
D

h

D

xx

D
0

1

00

22

0

)(  

 .))((
222

1

1

0

1

0

dxud
x

Y
h

dxud
h

dxd
x

h
x

GD

h

D

 (2.44) 

 Перейшовши в (2.44) до границі, коли 0,  і врахувавши всі отримані вище 

результати, маємо  

 dxuhdxu xx

D

)()( 0
22

0

0

0

 

 .)(2)()( 0

0

0

0

0

0

dxuddxufhdxuf
DD

 (2.45) 

 для довільної функції .íà0,=:)(= 01

1

1 DgCK
l

I
 

Зрозуміло,що множина 1K  є щільною у 0K , тому нерівність (2.45) має місце 

для довільної функції 0K . Оскільки усереднена задача має єдиний розв'язок, то 

всі міркування наведені вище мають місце для будь-якої 
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підпослідовності }{ '  послідовності }{ . Отже, співвідношення (2.20) 

виконуються, і функція )(0 xu  є єдиним узагальненим розв'язком крайової задачі 

(2.21) -- (2.22). 

4. З рівностей (2.4) та (2.27) одержимо:  

 dxgudxuuE
G

=||=)( 2  

 ,))(()(

0

dsguxddxgufdxfu
SG

 (2.46) 

  dxguhdxuhdxuuE xx

D

x

D
2

0
2

0

2

0
2

0

2

0

0

00 =||||=)(  

 .)(2)( 0

0

0

0

0

0

dxguddxgufhdxfu
DD

 (2.47) 

 Переходячи в рівності (2.46) до границі при 0 , врахувавши (2.47), отримаємо  

 ).(=)(lim 00
0

uEuE  

Теорема доведена.
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2.2  Усереднення еліптичної крайової задачі Сіньоріні в густому з'єднанні 

типу 3:2:1. 

 

В даному підрозділі буде розглядатися еліптична крайова задача Сіньоріні в 

просторовому густому з'єднанні, яке є об'єднанням деякої просторової області та 

великої кількості тонких криволінійних циліндрів. В порівнянні з попереднім 

підрозділом маємо інший тип густих з'єднань (3:2:1) та тонкі області, що густо та 

періодично приєднуються до тіла з'єднання, мають змінну товщину. 

Досліджується також вплив геометрії тонких циліндрів на асимптотичну 

поведінку узагальненого розв'язку.  

2.2.1 Постановка задачі  

Нехай a  та h  -- додатні дійсні числа, а N  -- велике натуральне число. 

Визначимо малий параметр наступним чином .=
N

a
 

Розглянемо тепер густе з'єднання  типу 1:2:3  (Рис. 2.2), що складається з 

області  

 ),(0,)(0,=),(=:),,(={= 021

3

3210 aaxxxRxxxx '  

 0}<<)( 3xx'  

та великої кількості тонких криволінійних циліндрів ),,(=
1

0=,
jiGG

N

ji
  

 ,)(<)
2

1
()

2

1
(,<<0:=),( 3

22221
3

3 xj
x

i
x

hxRxjiG  (2.48) 

 де функції  та  - гладкі та додатні на ][0,][0, aa  та ][0,h  відповідно. Крім того 

.
2

1
<<0  Зрозуміло, що тонкі криволінійні циліндри заповнюють парелелепіпед 

)(0,= 0 h  в граничному переході при  0).(N  

Зауваження 2.3 Можливий і більш загальний випадок криволінійних 

циліндрів  

 )},(),(,<<0:{=),( 32

1

1

1

3

3 xjxixhxxjiG R  (2.49)
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 де )( 3x  -- плоска область, що належить внутрішності квадрата 

1}<<01,<<0:),(={ 2121
 для всіх ][0,3 hx  та поверхня ]}[0,,:),{( 33 hxx  -

- гладка.  

  
 
 

Рис. 2.2. Модельне густе з'єднання типу 3:2:1.  
  

В області  розглядається задача:  

 
),(\0,=)(

,0,=)(

,),(=)(

Sxxu

xxu

xxfxux

ν

 (2.50) 

 з неоднорідними крайовими умовами Сіньоріні на S   

 
0,=)()()()(

),()(),()(

xdxuxgxu

xdxuxgxu

ν

ν  (2.51) 

 де νν /=  зовнішня нормальна похідна. Через S  позначено об'єднання бічних 

поверхонь тонких циліндрів, а об'єднання основ тонких циліндрів G  при hx =3  

позначено через .
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Нехай dgf ,,  -- задані функції. Припускаємо, що ),( 1

2Lf  де  

 ),(0,=,= 001 h  

 ,0=),(0,)(0,),(=:= 3210 xaaxxxx  

а функція 0},=|:)({=);(
0

1

0

1

h
h vHvHg  де ,=),(0,)(0,:= 3 hxaaxxh

 

та ).(1Hd  

 

2.2.2 Різні означення узагальненого розв'язку та їх еквівалентність, 

існування та єдиність узагальненого розв'язку  

 В просторі Соболєва ,0=:)(=);( 11 uHuH  визначимо підмножину  

 },ì.ñ.íà:);({= 1 SgHK
SS

 

де 
S
 -- слід функціїї  на поверхні S . Аналогічно як в пункті 2.1.3 можна 

показати, що K  замкнена та опукла для кожного фіксованого значення 0>  і як в 

пункті 2.1.2 даємо такі еквівалентні означення узагальнененого розв'язку. 

Означення 2.6  Узагальненим розв'язком задачі (2.50) -- (2.51) називається 

функція Ku , що задовольняє інтегральну рівність  

 =)(

0

dxguudxuu
G

 

 .))(()(=

0

dguxddxgufdxfu
SG

 (2.52) 

 та інтегральну нерівність  

 dxgudxu
G

)(

0

 

 .))(()(

0

dgxddxgfdxf
SG

 (2.53) 

 для довільної функції .K  
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 Означення 2.7  Узагальненим розв'язком задачі (2.50) -- (2.51) називається 

функція Ku , що задовольняє інтегральну нерівність  

 duxddxufdxuu
S

))(()()(  (2.54) 

 для довільної функції .K   

Аналогічно як в пункті 2.1.3 обгрунтовуємо, що для кожного фіксованого 

0>  існує єдиний узагальнений розв'язок задачі (2.50) -- (2.51). 

 

2.2.3 Апріорна оцінка  

  

Для доведення апріорної оцінки використаємо інтегральну тотожність ([89])  

 dxxYdxx
x

dx
xx

GG

x

S
=

33
2

3

2
|),()(=

|)(|1

)(
 (2.55) 

 для всіх  ).(1 GH  Тут  

 ,)(<)()(:=)(,
|)(|

)(
=)( 3

22

2
1

2

2

2
1

1

2

3

3

3
3 xx

x

xl
x R  (2.56) 

 |)(| 3x  - площа круга )( 3x ,  )( 3xl  - довжина )( 3x  для кожного фіксованого 

][0,3 hx . Допоміжна функція Y  є єдиним розв'язком наступної задачі Неймана:  

 

0,=),(

),(íà1=

),(â)(=

3

)
3

(

3)('

33

dxY

xY

xxY

x

ν  

 яка потім 1-періодично продовжується по 1  та 2 ; ,/= x  ))(),((=)(' 21ν . 

Щоб отримати (2.55) потрібно проінтегрувати останній інтеграл в (64) та 

використати крайові умови для Y та координати зовнішньої нормалі до бічних 

поверхонь для кожного з циліндрів ),( jiG , 11,...,=, Nji :  

 )).(,)/(),/((
|)(|1

1
= 321

2

3

2
xxx

x
ν  (2.57)
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Зауваження 2.4 Функцію  не спрощуємо в (2.55) щоб прийняти до уваги 

загальний вигляд тонких криволінійних циліндрів (2.49).  

В [89] також були доведені наступні нерівності  

 ,|),(|sup 0=3 CxY x

Gx

 (2.58) 

  ,|| 222

1

2 dxdxCd
G

x

G

x

S

 (2.59) 

  ,|| 222

2

2

x

S

x

GG

ddxCdx  (2.60) 

  ).(äëÿâñ³õ 1

)(1
2

1

3)(2 GHC
GHSL

PPPP  (2.61) 

 Використовуючи інтегральну нерівність Коші-Буняковського та нерівність Коші 

2122 baab  з 0>  для додатніх a  та ,b  та за допомогою (2.61) і нерівності 

Фрідріхса отримаємо з (2.52), що  

 2

)(23210

2 )(||
L

ucdxu PP  

 .)(1)(1)(1 2

)
0

(1

1

33

2

)(2

1

22

2

)
0

(1

1

11 DHLDH
dcfcgc PPPPPP  (2.62) 

Вибираючи 321 ,,  так, щоб ,
2

1
<)( 3210c  маємо  

 .|| 2

)
0

(1

2

)
0

(1

2

)
1

(24

2

DHDHL
dgfcdxu PPPPPP  (2.63) 

На підставі (2.11) з (2.63) випливає, що існують 0>3C  та 0>0  такі, що для 

будь-якого )(0, 0 :  

 .3)(1 Cu
H

PP  (2.64) 

  Нашою метою є вивчення асимтотичної поведінки узагальненого розв'язку u  

задачі (2.50), (2.51) при 0 , тобто коли кількість криволінійних циліндрів 

необмежено зростає, а їх товщина прямує до нуля.
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           2.2.4 Формулювання основного результату  

 Надалі через u  позначено продовження нулем u  в паралелепіпед 

)(0,= 0 h , який заповнюється тонкими криволінійними циліндрами в 

граничному переході при 0 , а саме  

 
.\0,

,),(
=)(

Gx

Gxxu
xu  (2.65) 

 Також визначимо характеристичну функцію  

 
.\0,

,1,
=)(

Gx

Gx
xG  

В ([89]) було доведено, що  

 0.ïðè)(âñëàáêî|| 2L
w

G
 (2.66) 

 Теорема 2.2  Для розв'язку u  задачі (59) -- (60) мають місце наступні 

співвідношення:  

 0,ïðè

2)1,=()(âñëàáêî0

),(âñëàáêî|)(|

),(âñëàáêî|)(|

),(âñëàáêî

2

2

0
3

3
3

2

03

0

1

0
0

iLu

Luxu

Luxu

Huu

w

i
x

x

w

x

w

w

 (2.67) 

 де функція  

 
,),(

,),(
=)(

0

00

0
xxu

xxu
xu  

є єдиним узагальненим розв'язком задачі (2.68) -- (2.69)  

 

,,0)(,0),(|(0)=|,0)(

,,0)(,0),(=,0)(

,),(0,=),(

,\0,=)(

,),(=)(

00
3

0
3

000

0

000

00

xxuxu

xxuxu

hxhxu

xxu

xxfxu

xx

h

x

ν

 (2.68)   
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,

0,=))()()(|)(|))(|)((|))(()((

),()(

),()()(|)(|))(|)((|

330
3

3
3

0

0

330
3

3
3

x

xdxlxfxxuxxgxu

xgxu

xdxlxfxxux

xx

xx

 (2.69) 

 яка називається усередненою задачею. Крім того, має місце збіжність 

інтегралів енергії  

 ),(=)(lim 00
0

uEuE  

де  

 .|||)(|||=)(,||=)( 2

0
3

3

2

0

0

00

2

0

dxuxdxuuEdxuuE x  

 

2.2.5 Різні означення узагальненого розв'язку та їх еквівалентність, 

існування та єдиність узагальненого розв'язку усередненої задачі  

  

Бачимо, що (2.68) -- (2.69) є нестандартною крайовою задачею, яка містить 

рівняння Пуассона в тілі з'єднання 0 , варіаційні співвідношення в паралелепіпеді 

 та умови спряження в зоні з'єднання 0 . 

Розглянемо частково анізотропний простір Соболєва  

 0}.=|),(|),(|)({=);( 0

1

0
1

2

3
1

2

1
h

xh uHuLuLuH  

Із властивостей анізотропного простору Соболєва (див. [113]) випливає, що сліди 

uu :=  та 
0

:= uu  на 0  рівні. Крім того, оскільки сліди функцій з );( 1 hH  

дорівнють нулю на h , то існує стала 0C  така, що  

 ).;(äëÿâñ³õ)||||( 1

2

3

2

0

0

2

1

hx udxudxuCdxu H  

В просторі );( 1 hH  розглянемо норму HPP , що породжується скалярним 

добутком  

 ).;(,,|)(|=),( 1
33

3

0

hxx vudxvuxdxvuvu HH  (2.70)
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 Визначимо підмножину  

 }.âñ.ì.:);({= 10 gK hH  

Зрозуміло, що 
0K  є замкненою та опуклою в ).;( 1 hH  

Нехай існує класичний розв'язок усередненої задачі (77) -- (78). Домножимо 

перше рівняння задачі (2.68) на функцію 
0u , проінтегруємо в 

0
 та використаємо 

формулу Гріна-Остроградського, маємо  

 .= 0

0

00

0

00

0

dxfudxuuduu xν  (2.71) 

 Інтеграл по 
0
 може бути записаний у вигляді  

 .)(=
0=

3

00
3

0

00

0
\

0

00

0

xduuduuduu
x

xxx νν  

Використовуючи крайову умову: 0=0uν  в 00 \ , отримаємо  

 .)(=
0=

3

00
3

0
0

0

00

0

xduudxufdxuu
x

x  (2.72) 

 Проінтегруємо рівняння задачі (2.69) в , маємо  

 xdguuxxdguux
hx

x

h

x
x

=
3

00
3

3
0=

3

00
3

3

0

))(|)((|))(|)((|  

 dxgufxdxguux xx )(|)(|=)(|)(| 030
3

0
3

3  

 .)()()( 03 dxguxdxl  (2.73) 

 Оскільки 0=0u  на h  та 0=g  в h0 , тому  

 =)(|)(|)|)((| 0
3

0
3

3
0=

3

00
3

3

0

dxguuxxduux xx
x

x  

 .)()()()(|)(|= 0303 dxguxdxldxgufx  (2.74)
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 Додамо (2.72) та (2.74). Використовуючи умови спряження для 
0u  та ,0u  маємо  

 =)(|)(| 0
3

0
3

300

0

dxguuxdxuu xx  

 .)()()(|)(|= 03030

0

dxgudxldxgufxdxuf  (2.75) 

 Тепер візьмемо довільну функцію  з 
0K  та домножимо першу рівність задачі 

(2.68) на  і проінтегруємо по .0
 Перше та третє співвідношення (2.69) 

домножимо на функцію )( g  і проінтегруємо по . Аналогічно як зроблено 

вище, маємо  

 ,)(=
0=

3

0
3

00

0

0

xdudxfdxu
x

x  (2.76) 

  xduxdxgux
x

xxx
0=

3

0
3

3

0

3
0

3
3 )|)((|)(|)(|  

 .)()()()()(|)(| 33 dxgxdxldxgxfx  (2.77) 

 Додамо (2.76) та (2.77). Тоді  

 dxguxdxu xx )(|)(|
3

0
3

30

0

 

 .)()()(|)(| 33

0

dxgdxldxgfxdxf  (2.78) 

Нехай  

 
.),(

,),(
=)(

0

00

0
xxu

xxu
xu  

 

Означення 2.8  Узагальненим розв'язком задачі (2.68) -- (2.69) називається 

функція 00 Ku , яка задовольняє таку інтегральну рівність  

 =)(|)(| 0
3

0
3

300

0

dxguuxdxuu xx
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 dxgudxldxgufxdxuf )()()(|)(|= 03030

0

 (2.79) 

 та інтегральну нерівність  

 dxguxdxu xx )(|)(|
3

0
3

30

0

 

 dxgdxldxgfxdxf )()()(|)(| 33

0

 (2.80) 

 для довільної функції 
0K .  

Аналогічно до доведення еквівалентності означень 2.1 та 2.2, можна 

показати еквівалентність означення  2.8 та наступного означення. 

 

Означення 2.9  Узагальненим розв'язком задачі (2.68) -- (2.69) називається 

функція 00 Ku , яка задовольняє таку інтегральну нерівність  

 dxuuxdxuu xx )(|)(|)( 0
3

0
3

300

0

 

 dxudxldxufxdxuf )()()(|)(|)( 03030

0

 (2.81) 

 для довільної функції 0K .  

Дамо ще одне означення узагальненого розв'язку (2.68) -- (2.69). 

Означення 2.10  Узагальненим розв'язком задачі (2.68) -- (2.69) називається 

функція 00 Ku , яка задовольняє таку інтегральну нерівність  

 dxuxdxu xx )(|)(|)( 0
33

30

0

 

 dxuxdxldxuxfxdxuf )()()()()(|)(|)( 03030

0

 (2.82) 

 для довільної функції 0K .  

Еквівалентність означень 2.9 та 2.10 показується аналогічно як в пункті 

2.1.6.
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         Нерівність (2.81) можна переписати в наступній формі  

 ,,),( 0KuFuu H
 (2.83) 

 де F  -- лінійний неперервний функціонал над );( 1 hH , який визначений 

наступним чином  

 ).;()(|)(|=, 133

0

hwdxwdxldxwfxdxwfwF H  

Застосовуючи теорему (1.2) аналогічно як це було зроблено в підрозділі 2.1.7, 

обгрунтовуємо існування та єдиність варіаційної нерівності (2.83) а, отже, 

усередненої задачі (2.68) -- (2.69). 

 

2.2.6 Доведення теореми збіжності  

 1. З апріорної оцінки (2.64) випливає, що  

 1,2,3)=(,,
)(2)(2)

0
(1 iuuu

Li
xLH

PPPPPP  

є рівномірно обмеженими по . Отже, існує підпослідовність },{}{  яку знову 

позначимо через , така що  

 0,

1,2,3=),(â

),(â|=:|)|)((||)(|

),(â|

2

2

0

1

33

0

1

0
0

iLu

Luuxxu

Huu

i

w

i
x

w

w

 (2.84) 

 де ,0u  ,0u  ,1  2 , 3  деякі функції, які будуть визначені далі. 

Спочатку визначимо 3 . Візьмемо довільну функцію )(0C  та за 

допомогою (2.55) виконаємо наступні обчислення:  

 dxudxudxu x

G

x

G

x
333

==  

 dxud
x

ux
xx

S
32

3

2

3 =
|)(|1

)(
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 .)(),()()()(
=3333 dxuxYxdxuxgx xx

G

 (2.85) 

Використовуючи (2.58) та (2.64), і переходячи до границі в цій тотожності 

при 0, отримаємо  

 ),(äëÿâñ³õ)|)(||)((|= 003
3

033 Cdxuxuxdx x  (2.86) 

 звідки одержимо, що існує узагальнена похідна 0
3
ux  та  

 .âñ.ì.|)(=| 0
3

33 xux x  

Тепер визначимо 21,=,ii . Розглянемо функції  

 21,=],[=)( iY iiii  (2.87) 

 де ][t  -- ціла частина t . За допомогою цих функцій виберемо наступні тестові 

функції:  

 0),(
2,1,=,,)(

,0,

=)( 0

0

C
iGxgx

x
Y

x

x i
i

i  

Оскільки 0iY  та 0 , 1,2.=, iKi  Легко переконатися, що  

 ,,,,=)(
3

1
1

2

1
1

1

1
11 Gx

x
Y

x
Y

x
Yg xxx  

 .,,,=)(
3

2
2

2

2
2

1

2
22 Gx

x
Y

x
Y

x
Yg xxx  

Підставляючи функції gi , i=1,2 в нерівність (2.53) для розв'язку u , маємо  

 

1,2.=,2

332211

id
x

Yddx
x

Yf

dx
xx

ux
Y

xx

ux
Y

xx

ux
Y

x

u

x
i

i

S

i
i

G

i
i

i
i

i
i

iG  



57 

 

 За допомогою (2.59) та (2.64) з попередньої нерівності отримаємо оцінку  

 | |i

i

i G

u x
dx Y u f dx

x
 

 
1 2 2

| |i

i x
L G L G

S

x
Y d d c un n n n  

 
2 2 2 2 1 1 1

( ) ( )
(

L G L G L S L S H H
f d c un n n n n n n n n n n n  

 ,) 2)(1)(1)(2)
1

(2 cdf
HHLL

PPPPPPPP  

 звідки, переходячи до границі при 0 , маємо 0=dxi  для всіх функцій 

0.),(0C  Це означає, що 0=i
 м. с. в 1,2.=, i  

2. Покажемо, що сліди функцій 
0

0 |u  та 
0

0 |u  рівні. Використовуючи 

неперервність оператора сліду, компактність вкладення )()( 0

2

0

1/2 LH  та перше 

співвідношення в (2.84), маємо  

 0.ïðè)(â,0)(,0)( 0

2

0 Lxuxu
s

 (2.88) 

 Розглянемо рівність  

 
0

0
( ,0) = ( ,0) äëÿ ì. â.( ,0) ,

x
u x u x x
°

 (2.89) 

 де 2

0
),( R , -- 1-періодична функція, яка визначена в квадраті 0  наступним 

чином:  

 
0

1, (0),
( ) =

0, [0,1] [0,1] \ (0).
 

Зрозуміло, що |(0)|
0

wx
 слабко в )( 0

2L  при 0.  Використовуючи (2.88), 

отримаємо, що права частина в (98) слабко збігається до 0|(0)| u  в )( 0

2L  при 

0 . 

З іншої сторони, за допомогою (2.55) маємо  

 dxxxu
h

xdxxu )()(
1

=)(,0)(

0
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 dxxuhxxxgdxxxuhx x )()()()()()()( 333
3

3
 

 dxuxYhxx xx

G

)(),()()(
=333

 (2.90) 

 для довільної функції )( 00C . Використовуючи результати отримані вище, та 

переходячи до границі в (2.90) при 0 , отримаємо:  

 dxxxux
h

dxxxu )()(|)(|
1

=)(,0)(|(0)| 030

0

 

 dxxuxhx x )(|)(|)( 0
3

33  

 =)()(|)(|)()()( 03333 dxxxuxxxghx  

 =)))(|)((|)()()(|)((|
1

= 03
3

303 dxxuxxhxxux
h

x
 

 ),(äëÿâñ³õ)(,0)(|(0)|= 000

0

Cdxxxu  (2.91) 

 звідки  

 .â.ì.äëÿ,0)(=,0)( 000 xxuxu  

3. Додамо до нерівності (2.54) нерівність  

 dxuudxuu xx

G

)()()()(
33

0

 

 0
2211

dxuudxuu xx

G

xx

G

 

де  довільна функція з )( 1

1C  така, що 0=|
h

 та g  в  K|( ). Отже, 

маємо  

 dxudxudxudxu xx

G

xx

G

xx

G

)()(
332211

0
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 ,))(()( x

S

duxddxuf  (2.92) 

 звідки за допомогою (2.55) маємо  

 dxudxudxu xxxx
2211

0

)(  

 dxufdxudx
x

xxxxG )(

0

3333
 

 dxufdxf
x

G

 dxxd
x

xx G )(|)(|1)( 2

3

2

3
 

 dxdxYx xx

G

)(|),(|)(|1
=

3

2

3

2  

 dxuxdxx )(|)(|1)( 2

3

2

3  

 .)(|),(|)(|1
=

3

2

3

2 dxudxYx xx

G

 (2.93) 

 Враховуючи (2.58) та (2.64), п'ятий та сьомий доданок з правої сторони нерівності 

(2.93) прямують до нуля. За допомогою (2.84) та результатів отриманих вище, 

можна перейти до границі в (2.93) при 0.  В результаті отримаємо нерівність  

 dxuxdxu xx )(|)(|)( 0
33

30

0

 

 .)()()()(|)(|)( 03030

0

dxuxdxldxufxdxuf  (2.94) 

 для довільної функції gCK
h

0,=|:)({= 1

1

1  в } . Зрозуміло, що 1K  є 

щільною в 0K , тому нерівність (2.94) виконується для 
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довільної функції .0K  Оскільки усереднена задача має єдиний розв'язок, то всі 

міркування наведені вище мають місце для будь-якої підпослідовності }{ '  

послідовності }{  . Отже, співвідношення (2.67) виконуються, і функція )(0 xu  є 

єдиним узагальненим розв'язком крайової задачі (2.68)-(2.69). 

4. З рівностей (2.52) та (2.79) маємо  

 dxgudxuuE
G

=||=)( 2  

 ,)()()(

0

x

SG

dguxddxgufdxuf  (2.95) 

  dxguxdxuxdxuuE xxx
3

0
3

3

2

0
3

3

2

0

0

00 |)(|=|||)(|||=)(  

 .)()()()(|)(| 03030

0

dxguxdxldxgufxdxuf  (2.96) 

 Переходячи до границі в (2.95) аналогічно як в (2.93) та беручи до уваги (2.96), 

маємо ).(=)(lim 000 uEuE  
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Висновки до розділу 2 

  

В цьому розділі досліджено асимптотичну поведінку розв'язків варіаційних 

нерівноcтей в густих з'єднаннях типу 2:1:1 та 3:2:1. Ці розв'язки є  узагальненими 

 розв'язками відповідних крайових   задач  Сіньоріні  (2.1) -- (2.2), (2.50) -- 

(2.51). Доведено,  що  при  0   розв'язок  задачі (2.1) -- (2.2)   прямує   в  

сенсі (2.20)  до   розв'язку  усередненої  задачі (2.21) -- (2.22). А розв'язок 

задачі (2.50) -- (2.51) прямує в сенсі (2.67) до розв'язку усередненої задачі (2.68) -- 

(2.69) при 0 . При цьому крайові умови Сіньоріні трансформуються в 

співвідношення (2.22) в прямокутнику 
0D , який заповнюється тонкими стержнями 

в граничному переході для задачі в плоскому з'єднанні та в співвідношення (2.69) 

в паралепіпеді , який заповнюється тонкими криволінійними циліндрами в 

граничному переході для задачі в з'єднанні типу 3:2:1. В результаті отримано 

нестандартні усереднені крайові задачі, які є симбіозом звичайної крайової задачі 

для рівняння Пуассона в тілі густого з'єднання та варіаційних співвідношень в 

прямокутнику або паралелепіпеді відповідно, а в зоні з'єднання фігурують 

спеціальні умови спряження. Доведено існування та єдиність таких нестандартних 

усереднених задач. Крім того, для задачі (2.50) -- (2.51) в підрозділі 2.2 вивчено 

вплив геометрії тонких криволінійних циліндрів (2.48). В результаті усереднені 

співвідношення залежать від функції , яка описує змінну товщину тонких 

циліндрів (див. (2.56)) та мають вигляд (2.69). 

Основним результатом цього розділу є доведення теорем збіжності 

послідовності розв'язків вихідних задач до розв'язків усереднених задач. 

Також доведено збіжність інтегралів енергії вихідних задач до інтегралів 

енергії усереднених задач, що є важливим результатом, оскільки єдиним 

природнім означенням збіжності для функціоналів, які задані на рефлексивних 

просторах і ростуть швидше за норму, є означення через збіжність інтегралів 

енергії. Тому доведення збіжності інтегралів енергії 
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та збіжності розв’язків – дуже важливий результат, який дає можливість вивчати 

варіаційні задачі і задачі оптимального керування в густих з’єднаннях, 

використовуючи прямий метод варіаційного числення ( див. [63]). 

З отриманих результатів випливає, що усереднені задачі є адекватними 

моделями задачі Сіньоріні в густих з'єднаннях. Цей факт дає можливість 

використовувати усереднені задачі, які є набагато простішими замість вихідних 

задач в різних прикладних задачах природознавства. 

Результати другого розділу опубліковано в статтях [81], [99] і додатково 

висвітлені в препринті [80] та доповідалися на конференціях [13], [14] і наукових 

семінарах кафедри математичної фізики Київського національного університету 

імені Тараса Шевченка "Асимптотичні та аналітичні методи математичної фізики"   

та семінарі механіко-математичного факультету Львівського національного 

університету "Львівський міський семінар з диференціальних рівнянь".
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РОЗДІЛ 3 

Усереднення параболічних крайових задач 

Сіньоріні в густих з'єднаннях. 

 

В цьому розділі розглядаються лінійні параболічні крайові задачі Сіньоріні в 

густих з'єднаннях, які описані в розділі 2. Як було показано в [67], [68] для 

усереднення параболiчних задач в перфорованих областях потрiбно вимагати 

додатковi припущення на початковi умови параболiчної задачi (див. також [110]). 

Подiбна ситуацiя зберiгається для параболiчних задач в густих з’єднаннях. 

Досліджується асимптотична поведінка розв'язків параболічних задач при 0 , 

тобто коли кількість тонких стержнів або тонких криволінійних циліндрів 

необмежено зростає, а їхня товщина прямує до нуля. 

 

3.1  Усереднення параболічної крайової задачі Сіньоріні в густому 

з'єднанні типу 2:1:1. 

 

3.1.1 Постановка задачі 

 В області  (густе з'єднання типу 2:1:1, яке детально описане в 1.1.1) 

розглянемо наступну крайову задачу  

 

,0,=,0)(

),(0,)(),(0,=),(

),(0,),(0,=),(

),(0,),(),,(),(=),(

0

xxu

Ttxtxu

Ttxtxu

Ttxtxftxutxu x

ν

 (3.1) 

 з однорідними умовами Сіньоріні на )(0,TS   

 0,=),(),(0,),(0,),( txutxutxutxu νν  (3.2) 

 де νν /=  -- зовнішня нормальна похідна,  .=
t

u
u
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          Задана функція f  належить простору ))(0,( 1

2 TL  та існує узагальнена 

похідна f  така, що  

 )),(0,( 1

2 TLf  (3.3) 

 де 
1
 -- внутрішність ,00 D   ,0).()(0,=0 laD  

 

3.1.2 Різні означення узагальненого розв'язку та їх еквівалентність, 

існування та єдиність узагальненого розв'язку 

  

Нехай ,  дужки спряження між 0}=|:)({:=);( 11 uHuH  та 

спряженим до нього 
*1 );(H . Нехай існує класичний розв'язок задачі (3.1) -- 

(3.2). Домножуючи рівняння задачі (3.1) на функцію ,u  інтегруючи в  та 

беручи до уваги крайові умови, отримаємо  

 .=, dxufdxuuuu  (3.4) 

Розглянемо наступні функціональні простори:  

 )},));((;(0,:));(;(0,{=)(0, *1212 HTLvHTLvTW  

 0}.=,0)(:)(0,{=)(0,0 vTWvTW  

Зауваження 3.1 Простір )(0,TW  належить простору ))(];([0, 2LTC , а 

отже рівність 0=,0)(v  має сенс (див. пропозицію 1.2 ([111, p. 106]).  

Також визначимо функціональні множини:  

 },íàñ.ì.0|:);({= 1 SvHvK S  

 ]},[0,âñ³õìàéæåäëÿ),(:)(0,{= TtKtvTWvK  

 ]},[0,âñ³õìàéæåäëÿ),(:)(0,{= 0

0 TtKtvTWvK  

де Sv |  позначає слід v  на поверхні .S  

Зрозуміло, що K  -- замкнена та опукла в ).;(1H
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          Тепер візьмемо довільну функцію ,K  домножимо рівняння задачі (3.1) 

на  та проінтегруємо в . Враховуючи крайові умови, аналогічно як раніше 

отримаємо: 

 

 .=, dsudxfdxuu
S

ν  (3.5) 

Оскільки 0uν  та 0  м. с. в ),(0,TS  маємо  

 0.dsu
S

ν  (3.6) 

Враховуючи (3.6), з рівності (3.5) випливає  

 ., dxfdxuu  (3.7) 

Означення 3.1  

Узагальненим розв'язком задачі (3.1) -- (3.2) називається така функція 

0Ku , що задовольняє рівність (3.4) та нерівність (3.7) для майже всіх )(0,Tt  

та довільної функції .K   

Означення 3.2  Узагальненим розв'язком задачі (3.1) -- (3.2) називається 

така функція 0Ku , що задовольняє нерівність  

 dxufdxuuuu )()(,  (3.8) 

 для майже всіх )(0,Tt  та довільної функції ,K  або, що еквівалентно, 

наступну нерівність  

 .)()(,
000

Kdtdxufdtdxuudtuu

TTT

 (34.9) 

 Аналогічно як в розділі 2 можна показати, що означення 3.1 та 3.2 еквівалентні.  

Зрозуміло, що наступний функціонал  

 )),;(;(0,,:=, 12

00

HTLvdtdxvfdtvF

TT
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належить простору )));((;(0, *12 HTL  та із умов (3.3) існує узагальнена похідна 

F , така, що  

 òà)));((;(0, *12 HTLF  (3.10) 

 )).;(;(0,,=, 12

00

HTLvdtdxvfdtvF

TT

 

Легко переконатися, що всі умови (одна із них включає (3.10)) теореми 1.5 

для задачі (3.1) -- (3.2) в сенсі означення 3.2 виконуються, отже для задачі (3.1) -- 

(3.2) існує єдиний розвязок u  такий, що  

 )).(;(0,));(;(0,, 212 LTLHTLuu  

 

3.1.3 Апріорна оцінка 

  

Використовуючи інтегральну нерівність Коші-Буняковського та нерівність 

Коші з 0>  0)>0,>,(2 212 babaab , та за допомогою (2.13) та нерівності 

Фрідріхса отримаємо з (3.4) наступне  

 2

)(2

1

11

2

)(210

2 )(1||,
LL

fcucdxuuu PPPP  

для м. в. ).(0,Tt  Вибираючи 1  так, щоб ,
2

1
<10c  одержимо  

 2

)(22

2||,
L

fcdxuuu PP  (3.11) 

 для майже всіх )(0,Tt . Інтегруючи (3.11) по t  та використовуючи рівність 

,
2

1
=,

)(2L
u

dt

d
uu PP  отримаємо  

 .)(max
2

))(2;(0,23

2

));(1;(0,2)(2
][0, LTLHTLLTt

fcutu PPPPPP  (3.12) 

 

Оцінимо .
))(0,(2 TL

u PP  Для цього застосуємо метод штрафу. Розглянемо таку 

наближену задачу: 
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,0,=,0)(

),(0,)(),(0,=),(

),(0,),(0,=),(

),(0,),(,)(
1

=

),(0,),(),,(),(=),(

0

xxu

Ttxtxu

Ttxtxu

TStxuu

Ttxtxftxutxu xt

ν

ν

 (3.123) 

 де  -- довільне додатне число та  

 
âèïàäêó.³íøîìóâ0,

0;ÿêùî,
=)(

uu
u  

Нагадаємо, що ));(;(0, 12 HTLu  така, що )));((;(0, *12 HTLut  -- 

узагальнений розв'язок задачі (3.13), якщо 0=,0)(u  та виконується наступна 

інтегральна тотожність:  

 dxfdsudxuu
S

t =)(
1

,  (3.14) 

 для довільної функції ));(;(0, 12 HTL  та для майже всіх ).(0,Tt  

Знову внаслідок (3.3) маємо, що )).;(;(0, 12 HTLut  Отже, можна взяти 

ut=  в (3.14) та отримати для майже всіх )(0,Tt   

 dxtxuddxxut

t

22

0

|),(|
2

1
|),(|  

 .=)(
1

00

dxdufddsuu t

t

t

S

t

 (3.15) 

 Оскільки  

 0,)(
2

1
=)(

2

00

dsdtudsdtuu t

S

t

t

S

t
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то з (3.15) одержимо наступну оцінку  

 .1))(0,(2))(0,(2 Cfu
TLTLt PPPP  (3.16) 

 Взявши u=  в (3.14), маємо  

 dxufdsuudxudxuu
S

t =)(
1

|| 2  (3.17) 

 для майже всіх ).(0,Tt  Враховуючи те, що 0,)( dsuu
S

 аналогічно як при 

доведенні оцінки (3.12) отримаємо з (3.17) наступну оцінку  

 .)(max 2));(1;(0,2)(2
)(0,

Cutu
HTLLTt

PPPP  (3.18) 

 Використовуючи (3.16) та (3.18), маємо  

 .3))(0,(1 Cu
TH

PP  

Отже, існує функція ))(0,(1 THw  така, що  

 )),(0,(âñëàáêî 1 THwu
w

 (3.19) 

  ))(0,(âñèëüíî 2 TLwu
s

 (3.20) 

 при 0 . Доведемо, що w  є розв'язком задачі (106)-(107). 

Перейдемо до границі при 0  в тотожності (3.14), та проінтегруємо її по 

)(0,T  з довільною тестовою функцією .= Kv  Беручи до уваги 

0)(
1

0
dtdsvu

S

T

 та збіжності (3.19) і (3.20), маємо  

 .
000

Kvdtdxvfdtdxvwdtdxvw

TT

t

T

 (3.21) 

Взявши u=  в (3.14) та враховуючи  

 dxdtufdtdxudxdtw

TTT

0
0

2

0
0

2

0

liminf||liminf||
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 ,=
000

dxdtwwdtdxfwdtdxuu t

TT

t

T

 

отримуємо, що w  задовольняє нерівність  

 .||
0

2

00

dxdtwfdxdtwdtdxww

TT

t

T

 (3.22) 

 Віднімаючи нерівність (3.22) від (3.21), маємо  

 dtdxwvwdtdxwvw

T

t

T

)()(
00

 

 .)(
0

Kvdtdxwvf

T

 (3.23) 

Це означає, що w  -- узагальнений розв'язок задачі (3.1) -- (3.2). Оскільки 

(3.1) -- (3.2) має єдиний розв'язок, то uw =  та )),;(;(0, 12 HTLu  

)).(0,(2 TLu  

Використовуючи (3.12) та (3.16), одержимо наступну оцінку  

 .)(max 4))(0,(2));(1;(0,2)(2
)(0,

Cuutu
TLtHTLLTt

PPPPPP  (3.24) 

 Нашою метою є вивчення асимтотичної поведінки узагальненого розв'язку 

u  задачі (3.2) -- (3.2) при 0 , тобто коли кількість стержнів необмежено 

зростає, а їх товщина прямує до нуля. 

 

3.1.4 Формулювання основного результату 

  

Визначимо продовження нулем в 0D  для функцій, визначених на :G   

 
).(0,\),(0,

),(0,),(),,(
=),(

0 TGDtx

TGtxtxu
txu  (3.25)
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Внаслідок прямолінійності меж тонких стержнів для розв'язку u  маємо 

));(;(0,:= 0

0,12

| l
G

IDHTLuu  та ,=)(
22
uu xx

 де  

 ,0=),(ïîõ³äíàóçàã.:)(=);( |0

2

2
0

2

0

0,1

l
I

xl vDLvDLvIDH  (3.26) 

  

 .0=),(0,:=,=),(0,:= 21021 xaxxIlxaxxIl
 (3.27) 

 

Теорема 3.1  Для розв'язку u  задачі (3.1) -- (3.2) виконуються наступні 

співвідношення:  

 0,ïðè

)),(0,(âñëàáêî

)),(;(0,âñëàáêî0

)),;(;(0,âñëàáêî

))),(0,(âñëàáêî

0

2

0

0

22

1

0

0,12

0

0

1

0
0

|

TDLuhu

DLTLu

IDHTLuhu

THuu

t

w

t

w

x

l

w

w

 (3.28) 

 та функція  

 
),(0,),(),,(

),(0,),(),,(
:=),(

00

00

0
TDtxtxu

Ttxtxu
txu  (3.29) 

 є єдиним розв'язком задачі (3.30) -- (3.31):  

 

,0,=,0)(

),(0,)(0,),(0,=),,(

),(0,\),(0,=),(

),(0,)(0,),(),,0,(=),0,(

),(0,)(0,),(),,0,(=),0,(

),(0,),(),,(=),(),(

10

110

000

110
2

10
2

11010

000

xxu

Tatxtlxu

TItxtxu

Tatxtxuhtxu

Tatxtxutxu

Ttxtxftxutxu

xx

xt

ν

 (3.30) 

  ),(0,),(

0,=

0,),(

),,(),(),(

0

0

2

2
00

0

0

2

2
0

TDtx

fuuu

txu

txftxutxu

xt

xt

 (3.31) 

 яка називається усередненою задачею для задачі (3.1) -- (3.2).  
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3.1.5 Різні означення узагальненого розв'язку усередненої задачі та їх 

еквівалентність, існування та єдиність узагальненого розв'язку 

  

Розглянемо частково анізотропний простір Соболєва  

 
,íà),0(=),0(),;(

),(),(:)(=);,(

00

0,1

0
|

0

1

0
|1

2

2
1

2

01

IIDH

HLLIDV

l
D

xl

 

 де );( 0

0,1

lIDH  визначений в (131), 
0I  та 

lI  визначені в (132). В цьому просторі 

розглянемо норму 
VPP , що породжується скалярним добутком  

 ).;,(,,=),( 01
22

00

lxx

D

V IDVudxuhdxuu  

Також визначимо простір )(=)( 1

2

1 LH  із скалярним добутком  

 .=),(

00

dxvuhdxvuvu
D

H  

Зрозуміло, що вкладення )();,( 101 HIDV l  щільне та неперервне ([104]). Отже, 

розглянемо трійку просторів *VHV  з дужками спряження 0,  між V  та ,*V  де 

),;,(:= 01 lIDVV  ),(:= 1HH  та .);,(:=
*

01

*

lIDVV  

Припустимо, що існує гладка функція 0u , що задовольняє співвідношення 

усередненої задачі (3.30) -- (3.31). Домноживши перше рівняння задачі (3.30) на 

функцію 0u , проінтегрувавши по 0  та використавши крайову умову на ][0,\0 a , 

знаходимо  

 .= 10=
2

00=
2

0
2

0

0

0

00

0

00

0

dxuudxfudxuudxuu
xxx

a

t  (3.32) 

 Проінтегруємо рівняння 0=0

2

2
00 fuuu xt  задачі (3.31) по 0D  та, використавши 

крайову умову на lx =2 , отримаємо  

 10=
2

00=
2

0
2

0

dxuuh
xxx

a
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 .= 0

0

0
2

0
2

0

00

0

dxufhdxuuhdxuuh
D

xx

D

t

D

 (3.33) 

 Додамо (3.32) та (3.33). Використовуючи умови спряження для 
0u  та 

0u  на ,0I  

маємо  

 .),(=),(),( 00000 HVHt ufuuuu  (3.34) 

 Розглянемо функціональні простори  

 ,)));,((;(0,)),;,(;(0,=)(0, *

01

2

01

2

ll IDVTLvIDVTLvTW  

 .0=,0)(:)(0,=)(0,0 vTWvTW  

Також визначимо наступні функціональні множини:  

 ,âñ.ì.0:);,(= 0010 DvIDVvK l
 

 ,][0,âñ³õìàéæåäëÿ),(:)(0,= 00 TtKtvTWvK  

 .][0,âñ³õìàéæåäëÿ),(:)(0,= 00

0

0 TtKtvTWvK  

Зрозуміло, що 0K  замкнена та опукла в ).;,( 01 lIDV  

Тепер візьмемо довільну функцію  з 0K  та домножимо перше рівняння 

задачі (3.30) на  та проінтегруємо по .0  Аналогічно як раніше, одержимо  

 .= 10=
2

0=
2

0
2

0
0

0

0

0

0

dxudxfdxudxu
xxx

a

t  (3.35) 

 Домножимо рівняння (3.31) на  та проінтегруємо по .0D  Оскільки 0,  маємо  

 .10=
2

0=
2

0
2

0
0

2
0

2

0

0

0

dxuhdxfhdxuhdxuh
xxx

a

D

xx

D

t

D

 (3.36) 

 Додамо (3.35) та (3.36) та використовуючи другу умову спряження на 0I , маємо  

 .),(),(),( 00 HVHt fuu  (3.37)
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Означення 3.3  Узагальненим розв'язком задачі (3.30) -- (3.31) називається 

функція 0

00 Ku , яка задовольняє рівність  

 ,),(=),(, 000000 HVt ufuuuu  

та нерівність  

 
HVt fuu ),(),(, 000

 

для майже всіх )(0,Tt  та для довільної функції .0K   

 Означення 3.4  Узагальненим розв'язком задачі (3.30) -- (3.31) називається 

функція 0

00 Ku , яка задовольняє нерівність  

 
HVt ufuuuu ),(),(, 000000

 (3.38) 

 для майже всіх )(0,Tt  та для довільної функції .0K   

 

Аналогічно до доведення еквівалентності означень 2.1 та 2.2, можна 

показати еквівалентність означень 3.3 та 3.4. Наведемо ще одне означення.  

Означення 3.5  Узагальненим розв'язком задачі (3.30) -- (3.31) називається 

функція 0

00 Ku , яка задовольняє нерівність  

 HVt ufuuu ),(),(, 00000  (3.39) 

 для майже всіх )(0,Tt  та для довільної функції ,0K  або, що еквівалентно, 

наступну нерівність  

 .),(),(, 00

0

0

0

000

0

Kdtufdtudtuu H

T

V

T

t

T

 (3.40) 

  

 Щоб показати еквівалентність означень 3.4 та  3.5, додамо нерівність  

 0,)()()()( 0
2

0
2

0

00

0

dxuuhdxuu xx

D

 

до нерівності (3.38) та отримаємо (3.39). Взявши )(= 00 usu  в (3.39), де  

довільна функція з 0K  та [0,1],s  маємо  

 .),()),((, 0000000 HVt ufuusuuu
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Переходячи до границі при 0s , отримаємо (3.38). 

Розглянемо наступний функціонал  

 ).;(0,,)(:=, 2

00
0

00

0

VTLvdtdxvfhdxvfdtvF
D

TT

 

Зрозуміло, що 
0F  належить простору );(0, *2 VTL  та використовуючи (3.3) існує 

узагальнена похідна 
0F  така, що  

 òà);(0, *2

0 VTLF  (3.41) 

 ).;(0,,)(=, 2

00
0

00

0

VTLvdtdxvfhdxvfdtvF
D

TT

 

Отже, всі умови (одна з них -- це включення (3.41)) теореми 1.5 

виконуються для усередненої задачі (3.30) -- (3.31) в сенсі означення 3.4, і, як 

наслідок з цієї теореми, задача (3.30) -- (3.31) має єдиний узагальнений розв'язок 

0u  такий, що  

 )).(;(0,);(0,, 1

22

00 LTLVTLuu  

3.1.6 Доведення теореми збіжності 

 1. З апріорної оцінки (3.24) випливає, що  

 ,,, 0))
0

(2;(0,20))(0,
0

(20))
0

(1;(0,2 CuCuCu
DLTLTLtHTL

PPPPPP  

 .1,2,=, 0))(0,
0

(20))
0

(2;(0,2 CuiCu
TDLtDLTLi

x PPPP  

 Тому ми можемо вибрати підпослідовність }{}{  (яку знов позначимо через ) 

таку, що  

 0,ïðè

)),(0,(â=

)),(0,(â=

)),(0,(â

)),(0,(â

)),(0,(â

0

2

3

0

2

2
22

0

2

1
1

0

2

0

0

1

0
0

|

TDLuu

TDLuu

TDLu

TDLhuu

THuu

w

tt

w

xx

w

x

w

w

 (3.42)
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 де ,0u  ,0u  ,1
 

2
, 

3
 -- деякі функції, які будуть визначені далі. 

Спочатку визначимо .2
 Для довільної функції )( 00 DC  маємо  

 ).(0,âñ³õìàéæåäëÿ=)(=
2

0

2

0

2

0

Ttdxudxudxu x

D

x

D

x

D

 

Переходячи до границі в цій рівності при 0,  отримаємо  

 ),(0,âñ³õìàéæåäëÿ=
2

0

0

2

0

Ttdxuhdx x

DD

 (3.43) 

 звідки випливає, що 0
2

2 = uh x  м.с. на ).(0,0 TD  

Аналогічно визначимо .3
 Легко переконатися, що  

 )).(0,(= 00

0
0

0
0

TDCdtdxudtdxu t

D

T

t

D

T

 

Переходячи до границі в цій рівності при 0 , використовуючи другу та 

останню границі в (3.42), одержимо  

 )),(0,(= 000

0
0

3

0
0

TDCdtdxuhdtdx t

D

T

D

T

 (3.44) 

 звідки випливає, що 
03 = uh t
 м. с. в ).(0,0 TD  

Тепер визначимо .1  Розглянемо функцію  

 0,)),(0,(
),(0,),(,

),(0,),(0,

=),( 001
1

0

TDC
TGtx

x
Y

Ttx

tx  

де ][=)(1Y . Легко бачити, що K  та  

 ).(0,),(,,=),(
2

1
1

1

1
1 TGtx

x
Y

x
Ytx xxx  

Підставляючи  в (3.7) для розв'язку u  та беручи до уваги те, що 

))(0,(2 TLut , маємо  

 dxu
x

Y
x

u
dxu

x
Y

G

t

G

)()( 1
1

1

1
1
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 .1
1 dx

x
Yf

G

 

Використовуючи (3.24), отримаємо з попередньої нерівності наступну 

оцінку  

 dtdxux

TD
1

)(0,
0

 

 )||( 1
1

)(0,

dtdxufu
x

Y t

TG

 

 
GLGLGLGL

T

fuc 2222

0

1 PPPPPPPP  

 ,
))

0
(1;(0,22)(2)(2 DHTLGLGLt cdtu PPPPPP  

звідки отримаємо в граничному переході (при 0)   

 0.)),(0,(0= 001

)(0,
0

TDCdtdx
TD

 (3.45) 

Отже, 0=1  м. с. в ).(0,0 TD  

2. Покажемо, що сліди 
0

0 I
u  and 

0
0 I

u  рівні. Внаслідок компактності 

оператора сліду та першого співвідношення в (3.42) маємо  

 0.ïðè)(0,â.ì.äëÿ)(â),0,(),0,( 0

2

101 TtILtxutxu
s

 (3.46) 

Розглянемо наступну рівність  

 ),(0,),(),0,(=),0,( 011
1

1 TItxtxu
x

txu h
 (3.47) 

 де R),(h , -- 1-періодична функція визначена на [0,1] наступним чином: 

 
1.|

2

1
<|

2
0,

,
2

|
2

1
|1,

=)(
h

h

h  
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Відомо, що 0.ïðè(0,1)â 21 Lh
x w

h
 Використовуючи цей факт та (3.47), 

отримаємо для майже всіх )(0,Tt   

 0.ïðè)(â),0,(),0,( 0

2

101 ILtxuhtxu
w

 (3.48) 

 З іншої сторони  

 =)(),0,( 111

0

dxxtxu

a

 

 211
2

2

0

211

0

)(),()(
1

)(),(
1

= dxdxxtxulx
l

dxdxxtxu
l

x

DD

 (3.49) 

 для майже всіх )(0,Tt  та для довільної функції ).( 00 IC  Переходячи до границі 

в (3.49) при 0 , використовуючи (3.43), маємо  

 =)(),0,( 1110

0

dxxtxuh

a

 

 dxxtxuhlx
l

dxxxuh
l

x

DD

)(),()(
1

)(),(
1

= 10
2

2

0

10

0

 

 звідки  

 )()(),0,(=)(),0,( 001110

0

1110

0

ICdxxtxudxxtxu

aa

 

для майже всіх ),(0,Tt  тобто  

 ).(0,òàâñ³õìàéæåäëÿ),0,(=),0,( 011010 TtIxtxutxu  

3. В першому пункті ми по суті довели, що для майже всіх 0Dx   

 0.ïðè)(0,ñëàáêîâ),(),( 1

0 THxuhxu
w

 (3.50) 

 Оскільки 0,=| 0=tu  границя (3.50) означає, що 0.=| 0=0 tu  Очевидно, що і 0=| 0=0 tu  

виконується. З (2.12) випливає, що для майже всіх )(0,Tt  має місце наступна 

нерівність  

 dxxtxu
x

Ydxxtxu x

GD

))(),(()(),(0
1

1

0

 (3.51)
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 для довільної функції )( 00 DC  такої, що 0  в .0D  Переходячи до границі в 

(3.51) при 0, отримаємо наступну нерівність  

 0,),()(),(0 000

0

DCdxxtxuh
D

 

яка означає, що 00u   м. с. в ).(0,0 TD  Отже, функція 
0u  визначена в (3.29) 

належить множині .0

0K  

4. З (3.24) та першої границі в (3.42) випливає, що ),(|),( 0
0

TuTu
s

 сильно в 

)( 0

2L  при 0.  Також з (3.24) випливає, що існує підпослідовність }{}{  (яку 

знов позначимо через ) така, що  

 0.ïðè),(âñëàáêî),(),( 0

2

0 DLTwTu
w

 

Покажемо, що .),,(=),( 000 DxTxuhTxw  Переходячи до границі при 0  в 

наступній рівності  

 ),()(),(=)(),( 0

2

00
0

DLvdxxvTxudtdxxvtxu
D

t

D

T

 

 ми отримаємо  

 ),()(),(=)(),( 0

2

0

0

0

0
0

DLvdxxvTxwdtdxxvtxuh
D

t

D

T

 

чи  

 ).()(),(=)(),( 0

2

0

0

0

0

DLvdxxvTxwdxxvTxuh
DD

 

Використовуючи слабку напівнеперервність норми в Гільбертовому просторі, 

маємо  

 )),(),((liminf
2

)
0

(2

2

)
0

(2
0 DLL

TuTu PPPP  

 .),(=),(),( 2

0

2

0
0

2

)
0

(20 HDL
TuTuhTu PPPPPP
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З цієї нерівності отримаємо  

 .),(liminf 00

00
0

dtuudtdxuu Ht

T

t

T

 (3.52) 

5. Додамо нерівність  

 0|||)(||)(| 2

1

2

2

2

0

dxudxudxu x

G

x

G

 

до (3.8) та проінтегруємо по ).(0,T  Тут  довільна функція з наступної множини  

 .][0,äëÿâñ³õíà0=,íà0:])[0,(= 01

11

0 TtIDTCK l
 

Використовуючи те, що )),(0,(2 TLut  маємо  

 dtdxudtdxudtdxuu xx

G

TT

t

T

11
0

0
00

)()(  

 ,)()(
0

22
0

dtdxufdtdxu

T

xx

G

T

 

 яка може бути переписана в наступній формі  

 dtdxudtdxudtdxu

T

t

D

T

t

T

)(

0
0

0
0

0
0

 

 dtdxudtdx
x

dtdxu xx

D

T

xh

D

T

xx

D

T

22

0
0

2

2

1

0
0

11

0
0

)(  

 dtdxufdtdxuu

T

t

T

)(

0
00

 

 .

0
0

1

0
0

dtdxufdtdxf
x

D

T

h

D

T

 (3.53)
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            Переходячи до границі в (3.53) при 0  та використовуючи (3.52) та 

(3.42), маємо наступну інтегральну нерівність  

 dtdxudtdxuhdtdxu

T

t

D

T

t

T

)( 0

0
0

0

0
0

0

0
0

 

 dtdxuudtdxuhdtdxh Ht

T

xx

D

T

x

D

T

),()( 00

0

0
22

0
0

2

2

0
0

 

 ,)( 0

0
0

0
0

0

0
0

dtdxufhdtdxfhdtdxuf
D

T

D

TT

 

яка може бути записана наступним чином  

 .),(),(),( 10

0

0

0

00

0

Kdtufdtudtuu H

T

V

T

Ht

T

 (3.54) 

 Оскільки 
1K  є щільною в ,0

0K  то інтегральна нерівність (159) виконується для 

довільної функції 0

0K , звідки разом із включенням 0

00 Ku  доведеним в третьому 

пункті випливає, що функція 0u  є узагальненим розв'язком усередненої задачі 

(3.30) -- (3.31) (див. означення 3.5). 

Враховуючи єдиність розв'язку задачі (3.30) -- (3.31) зрозуміло, що всі 

міркування, описані вище мають місце для будь-якої підпослідовності }{ , яку ми 

обрали на початку доведення. 
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3. 2  Усереднення параболічної крайової задачі Сіньоріні в густому 

з'єднанні типу 3:2:1. 

 

3.2.1 Постановка задачі 

 В області  (густе з'єднання  типу 1:2:3 , яке розглядалося в 2.2.1) 

розглянемо наступну крайову задачу:  

 

0},={0,=,0)(

),(0,))(\(),(0,=),(

),(0,),(0,=),(

),(0,),(),,(),(=),(

txxu

TStxtxu

Ttxtxu

Ttxtxftxutxu x

ν

 (3.55) 

 з однорідними умовами Сіньоріні на )(0,TS   

 0,=),(),(0,),(0,),( txutxutxutxu νν
 (3.56) 

 де 
ν

ν =  -- зовнішня нормальна похідна, .:=
t

u
u  

Дана функція f  належить простору ))(0,( 1

2 TL  та існує узагальнена 

похідна f  така, що  

 )),(0,( 1

2 TLf  (3.57) 

 де 
01 = , ),(0,= 0 h  ),(0,)(0,),(=:= 210 aaxxxx  .0=3x  Будемо також 

використовувати позначення =h  :x  ),(0,)(0, aax  .=3 hx  

 

3.2.2 Різні означення узагальненого розв'язку та їх еквівалентність. 

Існування та єдиність узагальненого розв'язку задачі 

  

Нехай ,  -- дужки спряження між простором 0}=:)({=);( |

11 uHuH  

та спряженим до нього 
*1 );(H . Припустимо, що існує класичний розв'язок 

задачі (3.55) -- (3.56). Домноживши рівняння задачі (3.55) на функцію ,u  

проінтегрувавши в  та використавши крайові 
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умови для ,u  отримаємо таку рівність  

 .=, dxufdxuuuu  (3.58) 

 Розглянемо наступні функціональні простори  

 )},));((;(0,)),;(;(0,{=)(0, *1212 HTLvHTLvTW  

 0}.=,0)(:)(0,{=)(0,0 vTWvTW  

Зауваження 3.2 З огляду на твердження 1.2 ([111], с. 106) простір )(0,TW  

вкладається в простір ))(];([0, 2LTC , тому рівність 0=,0)(v  має сенс.  

 Також визначимо такі функціональні множини  

 },íà0|:);({= 1 SvHvK S  

 )},(0,âñ³õìàéæåäëÿ),(:)(0,{= TtKtvTWvK  

 )},(0,âñ³õìàéæåäëÿ),(:)(0,{= 0

0 TtKtvTWvK  

де Sv |  позначає слід функції v  на поверхні S . 

Очевидно, шо K  -- замкнена та опукла множина в );(1H . 

Домножимо рівняння задачі (3.55) на довільну функцію K  та 

проінтегруємо в . Аналогічно як це було зроблено раніше, використавши 

крайові умови, отримаємо  

 .=, dudxfdxuu
S

ν  (3.59) 

 Оскільки 0uν  та 0  м. с. на )(0,TS , то  

 0.du
S

ν  (3.60) 

 Використовуючи (3.60), з рівності (3.59) маємо, що  

 ., dxfdxuu  (3.61)
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Означення 3.6  Узагальненим розв'язком задачі (3.55) -- (3.56) називається 

функція 0Ku , яка задовольняє рівність (3.58) та нерівність (3.61) для майже 

всіх )(0,Tt  та для довільної функції .K   

 Наведемо еквівалентне означення узагальненого розв'язку.  

Означення 3.7  Узагальненим розв'язком задачі (3.55) -- (3.56) називається 

функція 0Ku , яка задовольняє нерівність  

 dxufdxuuuu )()(,  (3.62) 

 для майже всіх )(0,Tt  та для довільної функції K , або, що еквівалентно, 

наступну нерівність  

 .)()(,
000

Kdtdxufdtdxuudtuu

TTT

 (3.63) 

  

 Аналогічно як в розділі 2 можна показати еквівалентність означень 3.6 та 

3.7. 

Очевидно, що наступний функціонал  

 )),;(;(0,,:=, 12

00

HTLvdtdxvfdtvF

TT

 

належить простору )));((;(0, *12 HTL . Крім того, на підставі (3.57) існує 

узагальнена похідна F  така, що  

 òà)));((;(0, *12 HTLF  (3.64) 

 )).;(;(0,,=, 12

00

HTLvdtdxvfdtvF

TT

 

 Тепер легко переконатися, що всі умови (одна із них це є включення (3.64)) 

теореми 1.5 для задачі (3.55) -- (3.56) виконуються в сенсі означення 3.6, і, як 

наслідок з цієї теореми, задача (3.55) -- (3.56) має єдиний розв'язок u  такий, що  

 )).(;(0,));(;(0,, 212 LTLHTLuu  
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3.2.3 Апріорна оцінка 

  

Використовуючи нерівність Коші-Буняковського та нерівність Коші 

2122 baab  з 0>  та довільними додатніми числами a  та b , за допомогою 

(2.11) отримаємо з (3.58), що  

 2

)(2

1

11

2

)(210

2 )(1||,
LL

fcucdxuuu PPPP  

для майже всіх )(0,Tt . Вибираючи 
1
 так, щоб ,

2

1
<10c  маємо  

 2

)(22

2||,
L

fcdxuuu PP  (3.65) 

 для майже всіх )(0,Tt . Інтегруючи (3.65) по )(0,t  та використовуючи 

співвідношення  

 ,
2

1
=,

)(2L
u

dt

d
uu PP  

виводимо  

 .)(max
2

))(2;(0,23

2

));(1;(0,2)(2
)(0, LTLHTLLTt

fcutu PPPPPP  (3.66) 

 Оцінимо .
))(0,(2 TL

u PP  Для цього застосуємо метод штрафу. Розглянемо таку 

наближену задачу:  

 

,0,=,0)(

),(0,)(),(0,=),(

),(0,),(0,=),(

),(0,),(,)(
1

=

),(0,),(),,(),(=),(

0

xxu

Ttxtxu

Ttxtxu

TStxuu

Ttxtxftxutxu xt

ν

ν

 (3.67) 

 де  - довільне додатнє число,  

 
âèïàäêó.ìóïðîòèëåæíîâ0,

0;ÿêùî,
=)(

uu
u
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Нагадаємо, що функція ));(;(0, 12 HTLu  така, що )));((;(0, *12 HTLut  -- 

узагальнений розв'язок (3.67), якщо 0=,0)(u  та виконується наступна інтегральна 

тотожність:  

 dxfdudxuu
S

t =)(
1

,  (3.68) 

 для довільної функції ));(;(0, 12 HTL  та для майже всіх ).(0,Tt  

Знову, внаслідок (3.57), маємо, що )).;(;(0, 12 HTLut  Тому можна взяти 

ut=  в (3.68) та отримати для всіх )(0,Tt , що  

 dxtxuddxxut

t

22

0

|),(|
2

1
|),(|  

 .=)(
1

00

dxdufdduu t

t

t

S

t

 (3.69) 

 Оскільки  

 0,)(
2

1
=)(

2

00

dtdudtduu t

S

t

t

S

t

 

то внаслідок (3.69) має місце наступна оцінка  

 .1))(0,(2))(0,(2 Cfu
TLTLt PPPP  (3.70) 

 Взявши u=  в (3.68), маємо  

 dxufduudxudxuu
S

t =)(
1

|| 2  (3.71) 

 для майже всіх ).(0,Tt  Враховуючи те, що  

 0,)( duu
S

 (3.72) 

 аналогічно як при доведенні оцінки (3.66 ), виводимо з (3.71)  

 .)(max 2)),(1;(0,2)(2
)(0,

Cutu
HTLLTt

PPPP  (3.73)
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 Використовуючи оцінки (3.70) та (3.73), отримуємо  

 .3))(0,(1 Cu
TH

PP  

Тому, існує функція ))(0,(1 THw  така, що  

 )),(0,(âñëàáêî 1 THwu
w

 (3.74) 

  ))(0,(âñèëüíî 2 TLwu
s

 (3.75) 

 при 0 . Доведемо, що w  -- розв'язок задачі (3.55) -- (3.56). 

Перейдемо до границі при 0  в тотожності (3.68) та проінтегруємо її по 

)(0,T  з довільною тестовою функцією .= Kv  Використовуючи те, що  

 0)(
1

0
dtdvu

S

T

 

та збіжності (3.74) і (3.75), виводимо  

 .
000

Kvdtdxvfdtdxvwdtdxvw

TT

t

T

 (3.76) 

 Взявши u=  в (3.68) та враховуючи (3.72), виводимо  

 dxdtufdtdxudxdtw

TTT

0
0

2

0
0

2

0

liminf||liminf||  

 .=
000

dxdtwwdtdxfwdtdxuu t

TT

t

T

 

Отже, w  задовольняє нерівність  

 .||
0

2

00

dxdtwfdxdtwdtdxww

TT

t

T

 (3.77) 

 Віднімаючи нерівність (3.77) від (3.76), маємо  

 dtdxwvfdtdxwvwdtdxwvw

TT

t

T

)()()(
000

 (3.78)
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 для довільної Kv . Отже, w  -- узагальнений розв'язок задачі (3.55) -- (3.56). 

Оскільки задача (3.55) -- (3.56) має єдиний розв'язок, то uw =  та 

)),;(;(0, 12 HTLu  )).(0,(2 TLu  

З (3.66) та (3.70) випливає нерівність  

 .)(max 4))(0,(2));(1;(0,2)(2
)(0,

Cuutu
TLtHTLLTt

PPPPPP  (3.79) 

  Нашою метою є вивчення асимптотичної поведінки узагальненого розв'язку u  

задачі (3.55) -- (3.56) при 0, тобто коли число тонких криволінійних циліндрів 

необмежено зростає, а їх товщина прямує до нуля. 

 

3.2.4 Формулювання основного результату та його обговорення 

 Позначимо через u  продовження нулем функції u  на паралелепіпед 

)(0,)(0,= 0 Th , який заповнюється тонкими криволінійними циліндрами при 

0 , а саме  

 
).(0,)\(),(0,

),(0,),(),,(
=),(

TGtx

TGtxtxu
txu  (3.80) 

 Нехай  

 ,)(<)
2

1
()

2

1
(:=)(,

|)(|

)(
=)( 3

22

2

2

1

2

3

3

3
3 xx

x

xl
x R  

де |)(| 3x  -- площа )( 3x , а  )( 3xl  -- довжина )( 3x  для кожного фіксованого 

][0,3 hx . 

Також визначимо характеристичну функцію  

 
.\0,

,1,
=)(

Gx

Gx
xG  

Відомо (див. [89]), що  

 0.ïðè)(âñëàáêî|| 2L
w

G  (3.81)
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Теорема 3.2  Послідовність розв'язків u  задачі (3.55) -- (3.56) задовольняє 

співвідношення:  

 

)),(0,(âñëàáêî|)(|

2)1,=()),(;(0,âñëàáêî0

)),(;(0,âñëàáêî|)(|

)),(;(0,âñëàáêî|)(|

)),(0,(âñëàáêî

2

03

22

22

0
3

3
3

22

03

0

1

0
0

TLuxu

iLTLu

LTLuxu

LTLuxu

THuu

t

w

t

w

i
x

x

w

x

w

w

 (3.82) 

 при 0  та функція  

 
)(0,),(),,(

),(0,),(),,(
=),(

0

00

0
Ttxtxu

Ttxtxu
txu  (3.83) 

 є єдиним узагальненим розв'язком задачі (3.84) -- (3.85)   

10

0

000

00
3

0
3

000

000

0,=),0,(

),(0,),,(0,=),,(

),(0,)\(),(0,=),(

),(0,),0,(),,0,(|(0)=|),0,(

),(0,),0,(),,0,(=),0,(

),(0,),(),,(=),(),(

xtxu

Tthxthxu

Ttxtxu

Ttxtxutxu

Ttxtxutxu

Ttxtxftxutxu

h

xx

xt

ν

 (3.84) 

 

),(0,),(

0,=)|)(|)|)((||)(|(

0,),(

),,(|)(|)),(|)((|),(|)(|

30
3

3
3

030

0

30
3

3
3

03

Ttx

fxuxuxu

txu

txfxtxuxtxux

xxt

xxt

 (3.85) 

 яку будемо називати усередненою задачею для задачі (3.55) -- (3.56).  

3.2.5 Різні означення узагальненого розв'язку усередненої задачі та їх 

еквівалентність. Існування та єдиність узагальненого розв'язку усередненої 

задачі 

 Розглянемо частково анізотропний простір Соболєва  

 0}.=|),(|),(|)({=);( 0

1

0
1

2

3
1

2

1
h

xh uHuLuLuH
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З властивостей анізотропних просторів Соболєва (див. [113]) випливає, що сліди 

обмежень uu :=  та 
0

:= uu  на 
0
 рівні. Крім того, оскільки сліди функцій з 

);( 1 hH  дорівнюють нулю на ,h
 існує стала 

0C  така, що  

 ).;(äëÿâñ³õ)||||( 1

2

3

2

0

0

2

1

hx udxudxuCdxu H  

В просторі );( 1 hH  введемо норму 
HPP , що породжена скалярним добутком  

 ).;(,,|)(|=),( 1
33

3

0

hxx vudxvuxdxvuvu HH  (3.86) 

 Також розглянемо простір )(=)( 1

2

1 LV  із скалярним добутком  

 .|)(|=),( 3

0

dxvuxdxvuvu V  

Очевидно, що вкладення )();( 11 VH h  щільне та неперервне. Тому можна 

розглянути трійку просторів *HVH  з відповідними дужками спряження 0,  

між H  та ,*H  де ),;(:= 1 hHH  ),(:= 1VV  та .);(:=
*

1

*

hHH  

Припустимо, що існує гладка функція 0u , що задовольняє співвідношення 

усередненої задачі (3.84) -- (3.85). Домноживши рівняння задачі (3.84) на функцію 

0u , проінтегрувавши по 0  та використавши крайову умову на 00 \ , знаходимо  

 .)(=
0=

3

00
3

0
0

0

00

0

00

0

xduudxufdxuudxuu
x

xt  (3.87) 

 Проінтегрувавши рівняння задачі (3.85) в  та використавши крайову умову на 

h , маємо  

 dxuuxxduux t
x

x 003
0=

3

00
3

3

0

|)(|)|)((|
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 .|)(|=|)(| 030
3

0
3

3 dxufxdxuux xx  (3.88) 

 Додамо (3.87) та (3.88). Використовуючи умови спряження для 
0u  та ,0u  

отримаємо  

 .),(=),(),( 00000 VHV ufuuuut  (3.89) 

 Розглянемо функціональні простори  

 )},;(0,),;(0,{=)(0, *22 HTLvHTLvTW  

 0}.=,0)(:)(0,{=)(0,0 vTWvTW  

Також визначимо такі функціональні множини  

 },íàñ.ì.0:{=0 vHvK  

 )},(0,âñ³õìàéæåäëÿ),(:)(0,{= 00 TtKtvTWvK  

 )}.(0,âñ³õìàéæåäëÿ),(:)(0,{= 00

0

0 TtKtvTWvK  

Очевидно, шо 0K  -- замкнена та опукла в );( 1 hH . 

Домножимо перше рівняння задачі (3.84) на  з 0K  та проінтегруємо в .0  

Аналогічно, як описано вище, маємо  

 ,)(=
0=

3

0
3

00

0

0

0

0

xdudxfdxudxu
x

xt  (3.90) 

 Першу нерівність (3.85) домножимо на  та проінтегруємо по .  Оскільки 0,  

виводимо  

 dxuxdxux xxt
3

0
3

303 |)(||)(|  

 .|)(|)|)((| 3
0=

3

0
3

3

0

dxfxxdux
x

x  (3.91) 

 Додавши (3.90) та (3.91) та використавши другу умову спряження на h , маємо  

 .),(),(),( 00 VHV fuut  (3.92)
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         Отже, розв'язок усередненої задачі (3.84) -- (3.85) задовольняє 

співвідношення (3.89) та (3.92). Використовуючи їх, можна дати наступні 

означення узагальненого розв'язку задачі (3.84) -- (3.85). 

Означення 3.8  Узагальненим розв'язком задачі (3.84) -- (3.85) називається 

функція 0

00 Ku , яка задовольняє рівність  

 ,),(=),(, 000000 VH ufuuuut  

та нерівність  

 VH ),(),(, 000 fuut  

для майже всіх )(0,Tt  та для довільної функції .0K   

Означення 3.9  Узагальненим розв'язком задачі (3.84) -- (3.85) називається 

функція 0

00 Ku , яка задовольняє нерівність  

 VH ),(),(, 000000 ufuuuut  (3.93) 

 для майже всіх )(0,Tt  та для довільної функції 0K .  

 Можна показати еквівалентність означень 3.8 та 3.9, як це показано в 

розділі 2. Наведемо ще одне означення. 

Означення 3.10  Узагальненим розв'язком задачі (3.84) -- (3.85) називається 

функція 0

00 Ku , яка задовольняє нерівність  

 VH ),(),(, 00000 ufuuut  (3.94) 

 для майже всіх )(0,Tt  та для довільної функції 0K  або, що еквівалентно, 

наступну нерівність  

 .),(),(, 00

0

0

0

000

0

Kdtufdtudtuu V

T

H

T

t

T

 (3.95) 

         Щоб показати еквівалентність означень 3.9 та  3.10, додамо нерівність  

 0)()(|)(|)()( 0
3

0
3

300

0

dxuuxdxuu xx  

до нерівності (3.93) та отримаємо (3.94).
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           Взявши )(= 00 usu  в нерівності (3.94), де  довільна функція з 
0K  та 

[0,1]s , маємо  

 .),()),((, 0000000 VH ufuusuuut  

Перейшовши до границі при 0s , одержимо (3.93). 

Розглянемо наступний функціонал  

 ).;(0,,)|)(|(:=, 2

3

0
0

00

0

HTLvdtdxvfxdxvfdtvF

TT

 

Очевидно, що 
0F  належить простору );(0, *2 HTL . Завдяки (3.57) існує узагальнена 

похідна 
0F  така, що  

 òà);(0, *2

0 HTLF  (3.96) 

 ).;(0,,)|)(|(=, 2

3

0
0

00

0

HTLvdtdxvfxdxvfdtvF

TT

 

 Отже, всі умови (одна з них -- це включення (3.96)) теореми 1.5 виконуються для 

усередненої задачі (3.84) -- (3.85) в сенсі означення 3.9 і, як наслідок з цієї 

теореми, задача (3.84) -- (3.85) має єдиний узагальнений розвязок 0u , такий що  

 )).(;(0,);(0,, 1

22

00 LTLHTLuu  

 

3.2.6 Доведення теореми збіжності 

 1. Використовуючи (3.79), маємо  

 ,,, 0))(2;(0,20))(0,
0

(20))
0

(1;(0,2 CuCuCu
LTLTLtHTL

PPPPPP  

 .1,2,3,=, 0))(0,(20))(2;(0,2 CuiCu
TLtLTLi

x PPPP  

 Тому можна вибрати підпослідовність }{}{  (яку знову позначимо ) таку, що  
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)),(0,(â

)),(0,(â

)),(0,(â|=:|)|)((||)(|

)),(0,(â|

2

4

2

2

0

1

33

0

1

0
0

TLu

TLu

TLuuxxu

THuu

w

t

i

w

i
x

w

w

 (3.97) 

 при 0 , де 1,2,3=i , а ,0u  ,0u  ,1
 

2
, 

3
, 

4
 -- деякі функції, які будуть визначені 

згодом. 

Спочатку визначимо 
3
. Використовуючи (2.55), для довільної функції 

)(0C  маємо:  

 =
|)(|1

)(
==

2

3

2

3

333
x

S

x

G

x

G

x d
x

ux
dxudxudxu  

 dxuxxdxu x )()(= 33
3

 

 ).(0,â.ì.äëÿ)(),()(
=33 TtdxuxYx xx

G

 (3.98) 

 Використовуючи (2.58) та (3.79), перейдемо до границі в даній тотожності при 

0  та отримаємо  

 ),(0,â.ì.äëÿ)|)(||)((|= 03
3

033 Ttdxuxdxuxdx x  (3.99) 

 звідки маємо, що існує узагальнена похідна 0
3
ux  та 0

3
33 |)(=| ux x  м. с. в 

).(0,T  

Аналогічно визначимо .4  Легко переконатися, що  

 )).(0,(= 0

00

TCdtdxudtdxu t

T

t

T
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Перейдемо до границі в даній тотожності, використовуючи другу та останню 

границю в (3.97), одержимо  

 )),(0,(|)(|= 003

0

4

0

TCdtdxuxdtdx t

TT

 (3.100) 

 звідки випливає, що 
034 |)(=| ux t

 м. с. в ).(0,T  

Тепер визначимо 21,=,ii
. Розглянемо функції  

 21,=],[=)( iY iiii
 (3.101) 

 де ][t  -- ціла частина t . За допомогою цих функцій виберемо наступні тестові 

функції:  

 
2,1,=),(0,),(),,(

),(0,),(0,

=),(
0

iTGtxtx
x

Y

Ttx

tx i
i

i  

для довільної 0.),(0,(0 TC  Оскільки 0iY  та 0 , 1,2.=, iKi  Легко 

переконатися, що  

 ,,,=
3

1
1

2

1
1

1

1
11 xxx

x
Y

x
Y

x
Y  

 ,,,=
3

2
2

2

2
2

1

2
22 xxx

x
Y

x
Y

x
Y  

де ).(0,),( TGtx  Підставляючи i , i=1,2 в нерівність (166) для розв'язку u  та 

враховуючи те, що ))(0,(2 TLut , одержимо  

 
2211

1
1 )(

xx

ux
Y

xx

ux
Y

x

u
dxu

x
Y i

i
i

i

iG

t

G

 

 

 1,2.=,
33

idx
x

Yfdx
xx

ux
Y i

i

G

i
i  

 За допомогою (3.79), з попередньої нерівності виводимо нерівність 
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1,2,=,

||

))(1;(0,22)(2)(2

2222

0

1

)(0,)(0,

icdtu

fuc

dtdxufu
x

Ydtdxu

HTLGLGLt

GLGLGLGL

T

t
i

i

TG
i

x

T

PPPPPP

PPPPPPPP  

 звідки, перейшовши до границі при 0 , одержимо  

 0.)),(0,(0= 0

)(0,

TCdxdti

T

 (3.102) 

 З (3.102) отримаємо, що 0=i
, i=1,2 м. с. в ).(0,T  

2. Покажемо, що сліди 
0

0 |u  та 
0

0 |u  рівні. За допомогою неперервності 

оператору сліду, компактного вкладення )()( 0

2

0

1/2 LH  та першого 

співвідношення в (3.97), маємо  

 ).(0,â.ì.äëÿ0ïðè)(â),0,(),0,( 0

2

0 TtLtxutxu
s

 (3.103) 

 Розглянемо рівність  

 ),(0,),0,(â.ì.äëÿ),0,(=),0,( 0
0

Ttxtxu
x

txu  (3.104) 

 де 2

0
),( R , -- 1-періодична функція визначена на квадраті 0  наступним 

чином  

 
.(0)\[0,1][0,1]0,

,(0)1,
=)(

0
 

Відомо, що |(0)|
0

wx
 слабко в )( 0

2L  при 0.  Використовуючи цей факт та 

(3.103), отримаємо, що права частина (3.104) збігається до 0|(0)| u  слабко в )( 0

2L  

при 0 .
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З другого боку, за допомогою (2.55) маємо  

 dxxtxu
h

xdxtxu )(),(
1

=)(),0,(

0

 

 dxxuhxxxdxxtxuhx x )()()()()(),()( 333
3

3
 

 dxuxYhxx xx

G

)(),()()(
=333

 (3.105) 

 для майже всіх )(0,Tt  та для довільної функції )( 00C . Використовуючи 

результати збіжності, отримані вище, та переходячи до границі в (210) при 0 , 

отримаємо наступну тотожність:  

 

dxxtxu

dxtxuxxhxxux
h

dxxtxuxxxhx

dxtxuxhx

dxxtxux
h

dxxtxu

x

x

)(),0,(|(0)|=

))),(|)((|)()()(|)((|
1

=

)(),(|)(|)()()(

),(|)(|)(

)(),(|)(|
1

=)(),0,(|(0)|

0

0

03
3

303

03333

0
3

33

030

0

 

 для всіх )( 00C  та для майже всіх )(0,Tt , звідки  

 ).(0,òàâñ³õìàéæåäëÿ),0,(=),0,( 000 Ttxtxutxu  

3. В першому пункті фактично доведено, що для майже всіх x   

 0.ïðè)(0,ñëàáêîâ),(||),( 1

0 THxuxu
w

 (3.106) 

 Оскільки 0,=| 0=tu  границя (3.106) означає, що 0.=| 0=0 tu  Очевидно, що і 0=| 0=0 tu .
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          З (2.55) маємо, що для майже всіх )(0,Tt  виконується наступна нерівність  

 dxxtxuxYdxxtxux xx

G

))(),((|),()(),()(0
=

33
 (3.107) 

 для всіх )(0C  таких, що 0  в .  Переходячи до границі в (3.107) при 

0, отримаємо  

 0,),()(),()(0 003 Cdxxtxux  

яка означає, що 00u   м. с. в ).(0,T  

Отже, функція 
0u  визначена в (3.83) належить до множини .0

0K  

4. З (3.79) та першої границі (3.97) виводимо, що ),(|),( 0
0

TuTu
s

 сильно в 

)( 0

2L  при 0.  Також з (3.79) випливає, що можна вибрати підпослідовність 

}{}{  (яку знову позначимо через ) таку, що  

 0.ïðè)(âñëàáêî),(),( 2

0 LTwTu
w

 

Покажемо, що .),,(|)(=|),( 030 xTxuxTxw  Перейшовши до границі при 0  в 

наступній тотожності  

 ),()(),(=)(),( 2

0

LvdxxvTxudtdxxvtxut

T

 

 маємо  

 ),()(),(=)(),(|)(| 2

003

0

LvdxxvTxwdtdxxvtxux t

T

 

або  

 ).()(),(=)(),(|)(| 2

003 LvdxxvTxwdxxvTxux
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Використовуючи слабку напівнеперервність норми в гільбертовому просторі, 

маємо  

 )),(),((liminf
2

(2

2

)
0

(2
0 LL

TuTu PPPP  

 .),(=),(||),(| 2

0

2

)(20

2

)
0

(20 VLL
TuTuTu PPPPP  

З цієї нерівності отримаємо  

 .),(liminf 00

00
0

dtuudtdxuu Vt

T

t

T

 (3.108) 

 

5. Додамо нерівність  

 0|||||)(||)(| 2

1

2

2

2

3

2

0

dxudxudxudxu x

G

x

G

x

G

 

до (3.62) та проінтегруємо її по )(0,T . Тут  -- довільна функція з наступної 

множини  

 .][0,íà0=,íà0:])[0,(= 1

11

0 TtTCK h
 

Використовуючи те, що ))(0,(2 TLut , маємо  

 dtdxudtdxudtdxuu xx

G

TT

t

T

11
0

0
00

)()(  

 ,)()(
0

33
0

22
0

dtdxufdtdxudtdxu

T

xx

G

T

xx

G

T

 (3.109) 

 яка може бути переписана у наступній формі 

 dtdxuudtdxudtdxu t

T

t

T

t

T

00
0

0

 

 dtdxudtdxudtdxu xx

T

xx

TT

22
0

11
0

0
0

)(
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 dtdxudtdx
x

xx

T

xh

T

33
0

2

3

1

0

 

 .)(
0

1

0
0

0

dtdxufdtdxf
x

dtdxuf

T

h

TT

 (3.110) 

 Переходячи до границі в (3.110) при 0  та використовуючи (3.108) та (3.97), 

отримаємо таку інтегральну нерівність  

 dtdxuudtdxuxdtdxu Vt

T

t

T

t

T

)(|)(| 00

0

03

0

0

0
0

 

 dtdxxdtdxu x

TT

2

3
3

0

0

0
0

|)(|)(  

 dtdxufdtdxux

T

xx

T

)(|)(| 0

0
0

0
33

3

0

 

 .|)(||)(| 03

0

3

0

dtdxfuxdtdxfx

TT

 (3.111) 

 Нерівність (3.111) може бути переписана у вигляді  

 .),(),(),( 1

00

0

0

0

00

0

Kdtufdtudtuu V

T

H

T

Vt

T

 (3.112) 

 Оскільки множина 1

0K  щільна в ,0K  інтегральна нерівність (3.112) виконується 

для всіх 0K . Разом з включенням 0

00 Ku , яке доведене в пункті 3, це означає, 

що функція 0u  є узагальненим розв'язком усередненої задачі (3.84) -- (3.85) (див. 

означення 3.10). 

Враховуючи єдиність розв'язку задачі (3.84) -- (3.85), зрозуміло, що всі 

міркування, описані вище, мають місце для будь-якої підпослідовності }{ , яку 

було обрано на початку доведення. Отже, теорему 4.2 доведено.
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Висновки до розділу 3 

  

В цьому розділі досліджено асимптотичну поведінку узагальнених розв'язків 

параболічних варіаційних нерівностей в густих з'єднаннях типу 2:1:1 та 3:2:1. Ці 

розв'язки є узагальненими розв'язками відповідних крайових задач Сіньоріні (3.1) 

-- (3.2), (3.55) -- (3.56). Для отримання рівномірної оцінки для 
))(0,(2 TLtu PP  

відносно параметра  використовувався метод штрафу. Як було показано в [67], 

[68] для усереднення параболiчних задач в перфорованих областях потрiбно 

вимагати додатковi припущення на початковi умови параболiчної задачi (див. 

також [110]). Подiбна ситуацiя зберiгається для параболiчних задач в густих 

з’єднаннях. Тому припускалося, що функція ),( txf  належить простору ))(0,( 1

2 TL  

та існує узагальнена похідна f  така, що  

 )),(0,( 1

2 TLf  (3.113) 

 де 1  об'єднання тіла з'єднання та прямокутника, що заповнюється тонкими 

стержнями в граничному переході, або паралелепіпеда, що заповнюється тонкими 

циліндрами в граничному переході, для задач в густих з'єднаннях типу 2:1:1 та 

3:2:1 відповідно. Здійснено перехід до границі в варіаційній нерівності (3.8), що 

відповідає вихідній задачі (3.1) -- (3.2), та отримано варіаційну нерівність (3.54), 

що відповідає усередненій задачі (3.30) -- (3.31) для густого з'єднання типу 2:1:1. 

Для з'єднання типу 3:2:1 здійснено перехід до границі в варіаційній нерівності 

(3.62), що відповідає вихідній задачі (3.55) -- (3.56), та отримано варіаційну 

нерівність (3.112), що відповідає усередненій задачі (3.84) -- (3.85). 

Основним результатом цього розділу є доведення теорем збіжності 

послідовності розв'язків вихідних задач до розв'язків усереднених задач. 

З отриманих результатів випливає, що усереднені задачі є адекватними 

моделями задачі Сіньоріні в густих з'єднаннях. Цей факт дає можливість 
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використовувати усереднені задачі, які є набагато простішими, замість вихідних 

задач в різних прикладних задачах природознавства. 

Результатати третього розділу опубліковано в статтях [29],[97] та 

доповідалися на конференціях [38], [105], а також наукових семінарах кафедри 

математичної фізики Київського національного університету імені Тараса 

Шевченка "Асимптотичні та аналітичні методи математичної фізики"   та 

навчально-науковому семінарі кафедри математичного і функціонального аналізу 

Прикарпатського національного університету імені Василя Стефаника 

"Прикладний нелінійний аналіз". 
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РОЗДІЛ 4 

Усереднення квазілінійних нерівностей в 

багаторівневому густому з'єднанні 

 

У даному розділі розглядається квазілінійнa еліптична крайова задача в 

багаторівневому густому з'єднанні, яке є об'єднанням деякої області (тіла 

з'єднання) та великої кількості тонких циліндрів. Тонкі циліндри поділені на m  

класів в залежності від їх геометричних характеристик та крайових умов, які 

задаються на бічних поверхнях циліндрів. Крім того, циліндри кожного класу -

періодично чергуються вздовж деякої поверхні на межі тіла густого з'єднання. На 

бічних поверхнях тонких циліндрів задані нелінійні граничні умови типу 

Сіньоріні, в яких введено спеціальні коефіцієнти збурення m

k
k

1=}{ . 

Досліджується асимптотична поведінка розв'язку такої задачі при 0 , 

тобто коли кількість тонких циліндрів необмежено зростає, а їхня товщина прямує 

до нуля, а також вплив параметрів збурення m

kk 1=}{  на поведінку розв'язків. 

 

4.1  Постановка задачі 

 

Нехай B  -- об'єднання скінченної кількості плоских однозв'язних областей 

mBB ,...,1 , що не перетинаються та не дотикаються. Крім того, mkCBk 1,...,=,  та 

множина B  строго розміщується в квадраті 1<<1,0<<0:),(== 2121W , тобто 

Wk

m

k

BB
1=

= . 

Розглянемо модельне багаторівневе густе з'єднання  типу 1:2:3  (Рис. 4.1), 

яке складається з області  

 )},(<<0),(0,)(0,=),(=:{= 321

3

0

'' xxaaQxxxRx  

де )(1 QC  та 0,>=)(min 0xQx  та великої кількості тонких циліндрів 
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 ),(=
1=

kGG
m

k

 

які розділені на m  класів:  

 .1,2,...,=,,0](,),(:=)( 3
21

1

0=,

mkdxBj
x

i
x

xkG kk

N

ji

 (4.1) 

Тут N  -- велике натуральне число, 
N

a
=  -- малий дискретний параметр, що 

характеризує відстань між сусідніми тонкими циліндрами та їхню товщину. 

Кожен клас характеризується площею поперечного перерізу 
kB  та довжиною 

тонких циліндрів 
kd . 

Позначимо через )(kS  -- об'єднання бічних поверхонь тонких циліндрів 

)(kG  та через ).(:=
0=

kSS
m

k

 Також нехай )(=)( 0 kGkQ  ( mk 1,2,...,= ) -- множина 

на 0  по якій приєднуються тонкі циліндри )(kG  до .0   

  

 

   
 

 
Рис. 4.1.  Густе багаторівневе з'єднання типу 3:2:1.
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В області  розглядається наступна крайова задача:  

 

),(|=|,|=|

),(\0,=

,0,=

),(0,=)(

,,=)(

00=
33

00=
33

00=
3

00=
3

0

0

00

kQxuauuu

Sxu

xu

kGxuua

xfuu

xxkxxxx

kk

ν

 (4.2) 

 з квазілінійними крайовини умовами на )(kS   

 
0,=))(()(

0,)(,

uhuagu

uhuagu

k
k

kk

k
k

kk

ν

ν  (4.3) 

 де 
ν

ν =  -- зовнішня нормальна похідна, 0},>:{ 300 xx  

0,>|| 20  0,>ka  де 20 ||  - поверхнева міра Лебега 0 . 

Нехай .=
1=

01 k

m

k

D  Тут mkdQD kk 1,...,=,0),(=  -- паралелепіпеди, що 

заповнюються циліндрами k-го рівня відповідно в граничному переході при 0 . 

Відносно функцій заданих в постановці задачі будемо вважати, що 

виконуються наступні умови: 

1) функція f  належить простору )( 1

2L ; 

2) функції m

kkg 1=}{  належать простору ),({=);( 11

kk DHQDH  0};=|Q  

3) функції m

kk

m

kk h 1=0= }{,}{  неперервні за Ліпшицем (що еквівалентно умові 

)(, 1, Rlockk Wh ) та існують додатні сталі 0>1c  і 0>2c  такі, що  

 ;1,...,=,â.ì.äëÿ,)(,)( 2121 mkscshccsc kk R  (4.4) 

4) у випадку 1<
0

k  припускаємо, що 0
0

kg  та  

 .àáñîðáö³¿)íóëüîâî¿(óìîâè0=(0)
0

kh  (4.5)
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4.2  Варіаційні постановки крайової задачі 

 

В просторі Соболєва ,0=:)(=);(
0

1

0

1 uHuH  визначимо підмножину  

 },1,...,=),(ì.ñ.íà:);({=
)()(0

1 mkkSgH
kSkkS

K  

де через 
S
 позначено слід функції  на поверхні S . Множина K  -- замкнена та 

опукла для кожного фіксованого значення 0.>  

Оскільки для кожного }{1,...,mk  функція 
kg  належить до ),;(1 QDH k

 то 

можна вважати, що 0=kg  в 
0
. Отже, функція  

 
mkkGxg

x
x

k 1,...,=),(,

,0,
=)(

0
G  

належить до );( 0

1H  та .KG  

Припустимо, що існує класичний розв'язок задачі (4.2) -- (4.3). Домножимо 

рівняння задачі (220) на Gu , та проінтегруємо в . Використавши крайові 

умови, маємо  

 dxuudxguuadxuu k

kG

k

m

k

)()( 0

0
)(1=

0

 

 .))((=)()(
)(1=

0
)(1=

xkk

kS

k

m

k

kk

kG

m

k

dguuhdxfudxguu  (4.6) 

Тепер візьмемо довільну функцію K  та домножимо рівняння задачі (4.2) 

на G . Аналогічно до зробленого вище отримаємо  

 dxudxguadxu k

kG

k

m

k

)()( 0

0
)(1=

0

 

 dguhdxgu kk

kS

k

m

k

kk

kG

m

k

))(()()(
)(1=)(1=
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 .))(()(=
)(1=

0

xk
k

kk

kS

m

k

duhuagdxf ν  (4.7) 

 Оскільки ,1,...,=),(0,)(, mkkSxuhuag k
k

kk ν
 то  

 0.))(()(
)(1=

xk
k

kk

kS

m

k

duhuag ν  (4.8) 

 Використовуючи (4.8) з рівності (4.7) випливає нерівність 

 dxudxguadxu k

kG

k

m

k

)()( 0

0
)(1=

0

 

 ..))(()()(

0
)(1=)(1=

dxfdguhdxgu xkk

kS

k

m

k

kk

kG

m

k

 (4.9) 

 Означення 4.1  Узагальненим розв'язком задачі (4.2) -- (4.3) називається функція 

Ku , яка задовольняє рівність (4.6) та нерівність (4.9) для довільної функції 

.K   

Дамо тепер варіаційну операторну постановку задачі (4.2) -- (4.3). 

Позначимо через *

0

1 ));((H  спряжений простір до );( 0

1H  та визначимо 

нелінійний оператор *

0

1

0

1 ));(();(: HHA  наступним співвідношенням  

 dxvudxvuadxvuvu
kG

k

m

k

)(=),( 0
0

)(
1=0

A  

 ),;(,)()( 0

1

)(
1=

)(
1=

Hvudvuhdxvu xk
kS

k

m

k

k
kG

m

k

 

де ,  дужки спряження між *

0

1 ));((H  та ).;( 0

1H  

Тоді означення 4.1 може бути переписане в наступній формі. 

Означення 4.2  Узагальненим розв'язком задачі (4.2) -- (4.3) називається 

функція Ku , яка задовольняє таку рівність  

 GGA uFuu ,=),(  (4.10)



107 

 

 та нерівність  

 .,),( KGGA Fu  (4.11) 

  

 В (4.10) та (4.11) функціонал *

0

1 ));((HF  визначається наступним чином 

dxfvvF
0

:=,  для довільної функції ).;( 0

1Hv  Зрозуміло, що .
)

0
(2L

fCF PPPP  

Наведемо еквівалентне означення узагальненого розв'язку. 

Означення 4.3  Узагальненим розв'язком задачі (4.2) -- (4.3) називається 

функція Ku , яка задовольняє таку нерівність  

 .,),( KA uFuu  (4.12) 

           Покажемо, що означення 4.2 та 4.3 еквівалентні. Віднімаючи рівність (4.10) 

від нерівності (4.11), отримаємо (4.12). Підставляючи G=  в (4.12), одержимо  

 .,),( uFuu GGA  

Взявши Gu2=  в (230), отримаємо обернену нерівність  

 .,),( GGA uFuu  

Отже (4.10) виконується. Поклавши Gu=  в (4.12), де  -- довільна функція 

з ,K  маємо (4.11). 

 

4.3  Існування та єдиність узагальненого розв'язку. 

Апріорна оцінка 

 

Надалі часто будемо використовувати наступні тотожності (див. [95])  

 )),((|)(
||

= 1

=
)()()(

kGHvdxvYdxv
B

l
dv xxk

kGkGk

k
x

kS

 (4.13) 

 .1,...,= mk  Тут || kB  -- площа плоскої області ,kB  kl  -- довжина ,kB  а kY  -- єдиний 

розв'язок наступної задачі:  
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0,=)(

,1,=)(

,),(=,=)(

)(

21

1

dY

BY

BBlY

k
k

B

kk

kkkk

ν
 (4.14) 

 який потім -періодично продовжується по 
1
 та 

2
. В [95] доведено, що  

 .|)(|sup kk

k
B

cY  (4.15) 

 Використовуючи нерівність Коші з  ( 0>,,
4

2
2 ba

b
aab ) та (4.15), отримаємо з 

(4.13) наступні нерівності:  

 ,|| 2

)(

2

)(

2

1

2

)(
dxvdxvCdv

kG
x

kG
x

kS
 (4.16) 

 x
kS

x
kGkG

dvdxvCdxv 2

)(

2

)(

2

2

2

)(
||  (4.17) 

 для довільної функції .1,...,=)),((1 mkkGHv  

З умови (4.4) так само як в [89]), виводимо нерівності  

 |,||(0)||)(|,(0))((0) 3

2

2

2

1 scssscssssc kkkkk
 (4.18) 

  

 |||(0)||)(|,(0))((0) 3

2

2

2

1 schshshscsshshsc kkkkk
 (4.19) 

 які виконуються для всіх Rs  та .1,...,= mk  

Встановимо деякі властивості оператора .A  

 1. Використовуючи (4.18) та (4.19) та нерівність Коші з 0> , маємо  

 dxvdxvcdxvcvv (0)||),( 0

0

2

0

1

2

0A  

 x

kS

k

m

k

k

G

m

kkG

m

k

dvcdxvdxvc 2

)(

1

1=1=

2

)(

1

1=

(0)  

 dxvvcdvh
Hxk

kS

k

m

k

2

0

0

2

)(14

)(1=

|(0)|(0) PP
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x

kS

k
k

m

kkG

k

m

k

dvhdxv 2

)(1=

2

)(1=

|(0)||(0)|  

 ,|)(||(0)||)(||(0)||||(0)|
4

1

1=1=

300 kShkG k
k

m

k

k

m

k

 

де ),...,(1,min= 10 maac  та ).,(min= 104 ccc  Тут варто зазначити, що загальна міра |)(| kG  

тонких циліндрів має порядок (1)O , а загальна міра |)(| kS  бічних поверхонь 

тонких циліндрів )(kG  має порядок ).( 1O  

Тоді, враховуючи умову нульової абсорбції у випадку якщо 1<
0

k
, та 

використовуючи (234), можна обрати потрібне , щоб виконувалася нерівність  

 ).;(, 0

1

2

2

1 HvCvCvv PPA  (4.20) 

 Ця нерівність означає, що оператор A  коерцитивний. 

 2. Покажемо, що оператор A  монотонний. Враховуючи умову (4.4), маємо  

 2121 ),()( uuuu AA  

 dxuucdxuuadxuu
kG

k

m

k

2

21

0

1

2

21

)(1=

2

21

0

)(|)(||)(|  

 .)()( 2

210

2

21

)(

1

1=

2

21

)(1=

1 PP uucduucdxuuc
kS

k

m

kkG

m

k

 

Отже, оператор A  -- строго монотонний. 

 3. Покажемо, що оператор A  семінеперервний. Справді, дійснозначна 

функція  

 21 ),([0,1] uvuA  

є неперервною на [0,1] для всіх фіксованих Kvuu ,, 21 , оскільки функції kk h,,0  є 

неперервними, та має місце теорема Лебега про мажоровану збіжність.
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           4. Покажемо, що оператор A  обмежений. Використовуючи нерівність 

Коші-Буняковського, (2.11) та (4.18), (4.19), отримаємо наступну нерівність:  

 dxvucdxvucvu |||)||(0)(|),( 30

0

5A  

 xk

kS

k

m

k

k

kG

m

k

dvuchdxvuc ||| )||(0)(|||| )||(0)(| 3

)(1=

3

)(1=

 

 
x

kS

kk
k

m

k

dvShvcvuc 2

)(

)(

1

1=

65 |||(0)|PPPPPP  

 .2

)(

2

)(

1

1=

3 x

kS

x

kS

k

m

k

dvduc  (4.21) 

 Використовуючи (4.16) та умову нульової абсорбції у випадку якщо 1,<
0

k
 маємо  

 PPPPPPA vuuCvu k

m

kk

k

k

k

)(1),(
1

1
0

=

1
1

0

1=

0  

 ).;(,)(1 0

1

1 HvuvuC PPPP  

Отже, оператор A  -- обмежений, строго монотонний, та семінеперервний, тобто є 

псевдомонотонним (див. зауваження 1.1.) Отже, на підставі теорем 1.3, 1.4 існує 

єдиний розв'язок варіаційної нерівності (4.12) для кожного фіксованого  . 

 5. Використовуючи (4.20), (4.21) та умову нульової абсорбції (4.5), 

отримаємо з (4.10), що  

 .
44

3 2

)
0

(2
625

4

2

2

2

1 L
f

Cc
cuCuC PPPGPPPPP  

Обираючи 0> , так щоб 
2

1
<

3

1C
 одержимо наступну апріорну оцінку:  

 .1 2

)(1

1=

2

)
0

(20

2

k
DHk

m

k
L

gfCu PPPPPP  (4.22)
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          Нашою метою є вивчення асимптотичної поведінки узагальненого розв'язку 

u  задачі (4.2) -- (4.3) при 0, тобто, коли число тонких циліндрів необмежено 

зростає, а їх товщина прямує до нуля, та вивчення впливу параметрів }{ k
 на 

асимптотичну поведінку розв'язків. 

 

4  Теорема збіжності у випадку mkk 1,...,=1,  

Продовження нулем функції, визначеної на )(kG , позначимо через:  

 
),(\0,

),(),(
=)(

)(

kGDx

kGxxv
xv

k

k

 (4.23) 

 де ,0)(= kk dQD  -- паралелепіпеди, що заповнюються тонкими циліндрами )(kG  

в граничному переході при 0 , mk 1,...,= . Зрозуміло, що продовження 

належать анізотропному простору Соболєва )}(:)({=)( 2

3

20,0,1

kxkk DLvDLvDW  із 

скалярним добутком  

 .=),(
33)(0,0,1 dxvuvuvu xx

k
Dk

DW
 

Теорема 4.1 (випадок $_k, k=1,...,m$)  Послідовність розв'язків 0>}{u  

задачі (4.2) -- (4.3) задовольняє співвідношення:  

 0ïðè

1,2=),(âñëàáêî0

),(âñëàáêî||

),;(âñëàáêî

2

)(

0,0,1)(

0

)(

00

1

0
0

iDLu

DWuBu

Huu

k

w
k

i
x

k

k

k

w
k

w

 (4.24) 

 для .1,...,= mk  Тут багатолиста функція  

 
,1,...,=,),(

,),(
=)(

)(

0

00

0
mkDxxu

xxu
xu

k

k
 (4.25) 

 є єдиним розв'язком задачі (4.26) -- (4.27):  
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,1,...,=0,=)(

,,0)(,0),(||=,0)(

,1,...,=,=

),(\0,=)(,0,=

,,=)(

=
3

)(

0
3

)(

0
3

0

1=

0
3

0=
3

00=
3

)(

0

000000

0000

mku

QxxuBaxu

mkuu

Qxxuxu

xfuu

k
dx

k

x

k

xkk

K

k

x

xx

k

x

ν

 (4.26) 

 ,
0,=))()(||||)((

,),()(||||
)(

0,1

)(

0

)(

0

2

33

)(

0

)(

0

)(

0,1

)(

0

)(

0

2

33
kk

kk
k

k

kk

k

xxkkk

k

k

kk

kk
k

k

kk

k

xxkk
Dx

uhluBuBagu

guuhluBuBa
 (4.27) 

 яку будемо називати усередненою задачею для задачі (4.2) -- (4.3).  

 

4.5  Варіаційні постановки для усередненої задачі, існування та єдиність 

її узагальненого розв'язку 

 

Розглянемо простір )(...)()(:= 2

1

2

0

2

0 mDLDLLV  із скалярним добутком  

 ,=),(
1=

00
0

0
dxvudxvuvu kk

k
D

m

k

V
 

де ),...,,(= 10 muuuu  та ).,...,,(= 10 mvvvv  Також визначимо гільбертовий простір  

 òà)(),;(:{:= 0,0,1

00

1

000 kk DWuHuu VH  

 

 }1,...,=,â.ì.äëÿ,0)(=,0)(0 mkQxxuxu k  

з скалярним добутком  

 .=),(
33

1=

00

0

0
dxvuvudxvuvu kxkxkk

k
D

m

k

H  

Зауважимо, що для функції з анізотропного простору )(0,0,1

kDW  існує слід на Q , 

який позначаємо ,0)(xuk . Також визначимо підмножину  

 }.1,...,=,âñ.ì.:{= 00 mkDg kkkHK
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Зрозуміло, що 
0K  -- замкнена та опукла в .0H  

Для усередненої задачі (4.26) -- (4.27) визначимо оператор *

00: HHA   

 dxvudxvuBadxvuvu kxkx

k
D

kk

m

k

000

0

33
1=

00

0

0 )(||:=,A  

 ,,)()(|| 0,1

1=1=

HvudxvuhldxvuB kkk

k
D

k
k

m

k

kkk

k
D

k

m

k

 

де 
0,  -- дужки спряження між *

0H  та .0H  За допомогою (4.18),  (4.19) аналогічно 

як в підрозділі 3 доводимо, що оператор A  коерцитивний, строго монотонний, 

обмежений та семінеперервний. 

Аналогічно як для вихідної задачі можна дати еквівалентні означення 

узагальненого розв'язку задачі (4.26) -- (4.27). Для цього визначимо багатолисту 

функцію  

 
.1,...,=,),(

,0,
=)(

0

mkDxxg

x
xg

kk

 

Зрозуміло, що .0Kg  

Означення 4.4  Узагальненим розв'язком задачі (4.26) -- (4.27) називається 

функція 00 Ku , яка задовольняє таку рівність  

 00000 ,=, uFguuA  

та нерівність  

 ,,, 0000 KA Fgu  

де лінійний функціонал *

0HF  визначений наступним чином:  

 .:=, 00
0

0 HvdxvfvF  

Означення 4.5  Узагальненим розв'язком задачі (4.26) -- (4.27) називається 

така функція 00 Ku , яка задовольняє таку нерівність  

 .,, 000000 KA uFuu  (4.28)
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          З (4.4) виводимо таку нерівність:  

 dxuBadxu k

kx

k
D

kk

m

k

2)(

0
3

1=

2

0

0

|)(||||)(|  

 dxuuBdxuu k

k

k

kkk

k
D

k

m

k

)())()((||)))(()(( )(

0

)(

0

1=

000000

0

 

 .0)())()(( 0

)(

0

)(

0,1

1=

Kdxuuhhl k

k

k

kkk

k
D

k
k

m

k

 (4.29) 

 Використовуючи цю нерівність, можна дати ще одне означення узагальненого 

розв'язку.  

Означення 4.6  Узагальненим розв'язком задачі (4.26) -- (4.27) називається 

така функція 
00 Ku , яка задовольняє таку нерівність  

 .,, 00000 KA uFu  (4.30) 

          Покажемо, що дані означення еквівалентні. Взявши довільну багатолисту 

функцію 000 )(= Kutu ψ  )[0,1],( 0Kψt  в нерівності (4.30), маємо  

 ,,)),(( 000000 uFuutu ψψψA  

звідки, використовуючи семінеперервність оператора ,A  отримаємо (4.28). 

Додаючи нерівність (4.29) до (4.28), маємо (4.30). 

Отже, на підставі теорем 1.3 та 1.4 та властивостей оператора A  робимо 

висновок, що усереднена задача (4.26) -- (4.27) має єдиний розв'язок. 

 

6  Доведення теореми збіжності 

З апріорної оцінки (4.22) випливає, що 
)

0
(1H

u PP , 
)(2

)(

k
DL

k

u PP , 
)(2

)(

k
DL

k

i
x u PP  

( 1,2,3=i , ,1,...,= mk ) рівномірно обмежені відносно . Тому можна вибрати 

підпослідовність }{}{  (знову позначимо через
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 ) таку, що  

 

),(âñëàáêî

),(âñëàáêî|=:|)|(|||

),(âñëàáêî|

2)(

)(

2)(

0

)(1

)(

0

1

0
0

k

k

i

w
k

i
x

k

k

k

k

kk

w
k

w

DLu

DLuBuBBu

Huu

 (4.31) 

 при 0 , де ,0u  ,)(

0

ku  ,)(k

i
 mk 1,...,= , 1,2,3=i  -- деякі функції, які будуть визначені 

далі. 

 1. Спочатку визначимо }{ )(k

i
. Розглянемо довільну функцію )(0 kDC . 

Оскільки ,=)(

)(

3

)(

3

k

x

k

x uu  то  

 .1,...,=),(= 0
3

)()(

3
mkDCdxudxu kx

k

k
D

k

x
k

D
 

Переходячи до границі при 0  в цій тотожності, отримаємо  

 ),(||= 0
3

)(

0

)(

3 kx

k

k
D

k

k

k
D

DCdxuBdx  (4.32) 

 звідки випливає, що існує узагальнена похідна )(

0
3

k

x u  та )(

0
3

)(

3 |=| k

xk

k uB  м. с. в ,kD  

.1,...,= mk  

Розглянемо функції 1,2,=],[=)( jZ jjjj  де ][t  -- ціла частина t . За 

допомогою даних функцій визначимо для кожного },{1,0 mk  наступні тестові 

функції:  

 

),(),(

),(),()(

,0,

=)( 0
00

0

)
0

(

kGxxg

kGxxgx
x

Z

x

x

k

kk

j

j

k

j  (4.33) 

 де 
0

0},{\}{1,...,1,2,= kkmkj  -- довільна додатня функція з ).(
0

0 kDC  

Оскільки 0jZ  та 0,k  функції Km

k

kk

1=
0

)
0

(

2

)
0

(

1 },{  та  

 1,2,=
),(),(

),(\0,

=)()(
0

0

0
)

0
(

j
kGxx

x
Z

kGx

xGx
k

j

j

k

j  
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 ),(â)(00,,=)( 0
0

1
1

00

)
0

(

1 kGZg k

x

kk

k
 

 ).(â)(0,0,=)( 0
0

2
2

00

)
0

(

2 kGZg k

x

kk

k
 

Підставляючи }{
)

0
(k

j  в інтегральну нерівність (4.9), отримаємо  

 dxuZadxua k

j
x

j

kG

kk
j

x

kG

k
0

)
0

(
00

)
0

(
0

)(  

 .)()()()(
00

)
0

(

1
0

00
)

0
(

xk

j
x

jk

kS

k

k

j
x

jk

kG

dZuhdxZu  (4.34) 

 Використовуючи (4.18), (4.19), (4.16) та (4.22), з (4.34) отримаємо оцінку:  

 
)

0
(1

00
2)

0
(1

0
1

0

)
0

(

0

)|(0)(|||
k

DHkk
k

DHkk

k

j
x

k
D

ucucdxu PPPPPPPP  

 ,=)|(0)(| 1)
0

(1
00

3
0 Cuhc

k
DHkk

k
PPPP  

звідки маємо, що 0==
)

0
(

2

)
0

(

1

kk
 м. с. в ,

0
kD  .1,...,=0 mk  

 2. З неперервності оператору сліду, компактності вкладення )()( 21/2 QLQH  

та першого співвідношення (4.31), маємо  

 0.ïðè)(âñèëüíî,0)(0),0( 2

0 QLxuxu  

Розглянемо 1-періодичні функції  

 .1,...,=
.\[0,1][0,1]0,

,1,
=)( mk

B

B

k

k

k  

Відомо, що  

 0.ïðè)(ñëàáêîâ||)( 2 QLBk

w
x

k  (4.35) 

Оскільки 0),0()(=0),0(

)(

xu
x

xu k

k

 м. с. в ,Q   

 0.ïðè)(âñëàáêî,0)(||0),0( 2

0

)(

QLxuBxu k

w
k

 

З іншої сторони,  

 dxxxudxxxu
d

xdxxu

k

xk

k

k
Dk

k

Q

))()()()()((
1

=)(,0)(

)(

3
3

)()(
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для довільної функції )(0 QC  та }.{1,...,mk  Переходячи до границі в цій 

рівності та беручи до уваги друге співвідношення (4.31) та результати, отримані 

вище, одержимо  

 ,))()()()()((
||

=)(,0)(|| )(

0
3

3

)(

00 dxxxudxxxu
d

B
xdxxuB k

xk

k

k
Dk

k

Q

k  

де  

 .1,...,=,â.ì.äëÿ,0)(=,0)( )(

00 mkQxxuxu k  

 3. Покажемо, що  

 .1,...,=,âñ.ì.)(

0 mkDgu kk

k  (4.36) 

 Для цього візьмемо невід'ємну функцію )( kDC  та підставимо u  в (4.13) 

замість .v  Оскільки 0  та ,Ku  отримаємо  

 xk

kS

xxk

kG

k

k
Dk

k dgdxuYdxu
B

l

)(
=

)(

)(

)(|)(
||

 

 .)(|)()(
||

=
=

)(

dxgYdxg
B

l
kxxk

kG

k
x

k

k
Dk

k  (4.37) 

 Враховуючи (4.22), другу границю (4.31) та (4.15), перейдемо до границі (4.37) 

при 0.  Отже, маємо  

 0,),(,)(

0 kk
k

D

k

k
D

DCdxgdxu  

звідки випливає (4.36). 

 4. Розглянемо наступну множину багатозначних функцій:  

 

}.1,...,=,äëÿ,0)(=,0)(

,1,...,=,â),(

0,=|),(:),...,,{(:=),...,,(

0

0
0001010

mkQxxx

mkDgDC

CDDC

k

kkkkk

mmG

 (4.38)
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 Очевидно, що для всіх ),...,,( 10 mG DDC  звуження )|,...,|,( )((1)10 mGmG
 належить 

до .K  

Тепер додамо до (4.12) нерівність  

 dxuadxu x

kG

k

m

k

2

3
)(1=

2

0

|)(||)(|  

 dxuadxua x

kG

k

m

k

x

kG

k

m

k

2

2
)(1=

2

1
)(1=

||||  

 dxuudxuu kk

kG

m

k

)))(()(()))(()((
)(1=

00

0

 

 0,)))(()((
)(1=

xkk

kS

k

m

k

duuhh  

де  -- довільна функція з ).,...,,( 10 mG DDC  Отримаємо  

 dxuadxuadxu xx

kG

k

m

k

xx

kG

k

m

k
22

)
(1=

11
)(1=

0

)(  

 dxudxudxua k
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 яку за допомогою (4.13) можна переписати у вигляді  

 dxuadxuadxu kx
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 dxuh
B
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 (4.40) 

 Враховуючи (4.15), (4.22), (4.35), результати збіжності (4.24) отримані в першому 

пункті доведення та припущення, що 1k
, перейдемо до границі в (4.40) при 

0.  Одержимо наступну нерівність  
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 (4.41) 

 для довільної багатолистої функції ).,...,,( 10 mG DDC  

Оскільки ),...,,( 10 mG DDC  є щільною в ,0K  інтегральна нерівність (4.41) 

виконується для довільної багатолистої функції .0K  Дана нерівність та 

нерівність (4.36) означають, що багатолистна функція 0u  визначена в (243) є 

єдиним розв'язком в нерівності (4.30)(означення 4.6) та, отже, є узагальненим 

розв'язком усередненої задачі (4.26) -- (4.27). Враховуючи єдиність розв'язку 

задачі (4.26) -- (4.27) зрозуміло, що всі міркування, описані вище, мають місце для 

будь-якої підпослідовності }{ , обраної на початку доведення. Отже, теорему 

збіжності доведено. 

7  Теорема збіжності, випадок 1<
0

k  

Тепер припустимо, що для деякого 0= kk  параметр 1<
0

k  та інші параметри 

}{ k  більші або рівні 1; для визначеності нехай 1,=0k  тобто, 
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.,2,=1,1,<1 mkk
 У цьому випадку додатково припустимо, що виконується 

умова нульової абсорбції (4.5). 

Теорема 4.2 (випадок $_1<1, _k 1, k=2,,m$)  Нехай виконуються умови 1)-

4). Послідовність розв'язків 
0>}{u  задачі (4.2) -- (4.3) задовольняє співвідношення:  
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 (4.42) 

 при 0 , де 
0u  є єдиним узагальненим розв'язком наступної задачі:  

 
),(\íà0=òà,íà0=
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 (4.43) 

 а функція )(

0

ku  для всіх }{2,..,mk  є єдиним узагальненим розв'язком такої задачі:   
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 (4.44) 

  

 

8  Узагальнені розв'язки усереднених задач 

 

Означення 4.7  Узагальненим розв'язком задачі (4.43) називається така 

функція );( 00

1

0 QHu , яка задовольняє інтегральну тотожність  

 ),;()( 00

1

00
0

0
0

QHdxvudxu  (4.45) 

 де 0}.=|:)({:=);(
0

0

1

00

1

QuHuQH   

Використовуючи (4.4) та основні результати з теорії квазілінійних крайових 

задач, доводимо, що задача (4.43) має єдиний розв'язок.
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        Для задачі (4.44) при фіксованому }{2,..,mk  визначимо анізотропний простір 

Соболєва }óâñåíñ³ñë³ä0=|:)({:=);( 0,0,10,0,1

Qkk uDWuQDW  та визначимо оператор 

*0,0,10,0,1 ));(();(: QDWQDW kkkA  наступним співвідношенням  

 dxvuhldxvuBdxvuBavu k

k
D

k
k

k

k
D

kxx

k
D

kkkk )()(||||=, ,1
33

A  

для всіх ),;(, 0,0,1 QDWvu k
 де 

k,  -- дужки спряження між *0,0,1 ));(( QDW k
 та 

).;(0,0,1 QDW k
 

Також визначимо підмножину  

 }.âñ.ì.:);({= 0,0,1

kkkk DguQDWuK  

Зрозуміло, що 
kK  -- замкнена та опукла в ).;(0,0,1 QDW k

 

Використовуючи (4.18), (4.19) та нерівність Коші з 0,>  аналогічно як в 

підрозділі 3, доводимо, що оператор kA  - коерцитивний, строго монотонний, 

обмежений та семінеперервний. Тоді, аналогічно як для вихідної задачі, можна 

дати еквівалентні означення узагальненого розвязку задачі (4.44) для довільного 

фіксованого }{2,..,mk .  

Означення 4.8  Узагальненим розв'язком задачі (4.44) називається така 

функція 
k

ku K)(

0
, яка задовольняє рівність  

 0=, )(

0

)(

0 kk

kk

k guuA  

та нерівність  

 .0,)(

0 kkk

k

k gu KA  

Означення 4.9  Узагальненим розв'язком задачі (4.44) називається така 

функція k

ku K)(

0 , яка задовольняє нерівність  

 .0, )(

0

)(

0 kk

kk

k uu KA  

 Означення 4.10  Узагальненим розв'язком задачі (4.44) називається така 

функція k

ku K)(

0 , яка задовольняє нерівність  

 .0, )(

0 kk

k

k u KA  

Використовуючи Теореми 1.3, 1.4, задача (4.44) має єдиний розв'язок.



122 

 

4.9  Доведення теореми збіжності ( 1).<
0

k
 

 1. Апріорна оцінка (4.22) була доведена для довільних значень параметрів 

}{ k
. Тому переходячи до підпослідовності, яку знову позначимо через }{  так 

само, як це було зроблено в першому пункті доведення теореми 4.1, отримаємо 

такі границі:  
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 при 0 . 

Використовуючи (4.18), (4.19), (4.22) та умову абсорбції (4.5), отримаємо з 

інтегральної нерівності (4.5) наступну нерівність:  

 dxuucucufduc
LLx
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 (4.46) 

 Тоді за допомогою (4.17) маємо  

 ,|| 3

2

(1)

11
12

(1)

2

2
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(1)
CdudxuCdxu x

S
x

GG
 

де 0.>2;1min:= 1  Отже  

 0.ïðè)(âñèëüíî0 1

2

(1)

DLu
s

 (4.47) 

   2. Міркуючи аналогічно як в другому пункті доведення теореми 4.1, доводимо 

.1,...=,â.ì.äëÿ,0)(=,0)( )(

00 mkQxxuxu k  Однак тепер з (4.48) випливає, що 

.â.ì.äëÿ0=,0)((1)

0 Qxxu  Тому  

 .1,...=,â.ì.äëÿ0=,0)(=,0)( )(

00 mkQxxuxu k  (4.48)
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   3. Так само як в пункті 3 доведення теореми 4.3 доводимо включення  

 .,2,=,)(

0 mku k

k K  (4.49) 

 

  4. Розглянемо довільну функцію )( 00 C  таку, що 0.=|
0

0 Q
 Зрозуміло, 

що функція  
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mkkGxxg
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де ,R  належить до .K  Записуючи нерівність (4.11) з ,=  одержимо  

 .)( 0
0

00
0

0
0

dxfdxudxu  

Замінюючи  на ,  та враховуючи описану вище нерівність, отримаємо  

 .=)( 0
0

00
0

0
0

dxfdxudxu  (4.50) 

Оскільки 
0

0
| uu

w

 слабко в );( 00

1H  та сильно в ),( 0

2L  можна перейти до 

границі по підпослідовності послідовності }{  в (4.50). В результаті маємо 

тотожність  

 0.=|),(,=)(
0

0000

0

000

0

00

0

QCdxfdxudxu  

Оскільки слід функції 0u  на Q  рівний нулю (див. 4.48), то 0u  є єдиним 

узагальненим розв'язком задачі (4.43). 

  5. Позначимо через );,,,( 10,0 QDDC mG  підмножину ),,,( 10 mG DDC  (див. 

(4.38)), яка має додаткову властивість: компонента 01  (нагадаємо, що 01g ). 

Зрозуміло, що  

 ,2,...,=,0,=,0)(=,0)(0 mkQxxx k  

для всіх ).;,,,( 10,0 QDDC mG



124 

 

             Підставляючи звуження )|,...,|,0( )((1)0 mGmG
 для довільної 

);,,,( 10,0 QDDC mG
 в нерівність (4.39) та переходячи до границі при 0  

аналогічно як в четвертому пункті доведення теореми 4.1, знаходимо  
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 (4.51) 

 для довільної багатолистої функції ).;,,,( 10,0 QDDC mG  Тут суттєво 

використано умову 0=(0)1h  та (4.47). 

Тепер візьмемо довільне }.,{2,0 mk  Використовуючи (4.48) та (4.49), 

можна розглянути (4.51) з наступною багатолистою функцією:  
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де 
0

k
 -- довільна функція з .

0
kK  В результаті маємо  
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Дана варіаційна нерівність означає, що 
)

0
(

0

k
u  є розв'язком задачі (4.44) (див. 

означення 4.10). Враховуючи єдиність розв'язку задачі (4.44), зрозуміло, що всі 

міркування, описані вище, мають місце для будь-якої підпослідовності }{ , 

обраної на початку доведення. Отже, теорему збіжності доведено.
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Висновки до розділу 4 

 

В цьому розділі вивчалась асимптотична поведінка розв'язку квазілійної 

еліптичної задачі (4.2) -- (4.3) в багаторівневому густому з'єднанні  при 0 , 

тобто, коли кількість тонких циліндрів з кожного класу нескінченно зростає і їх 

товщина прямує до 0. Основними припущеннями на нелінійні члени були умови 

(4.4). В багатьох наукових роботах для нелінійних членів )(s  квазілінійних 

рівнянь є такі припущення: 

|)|(1|)(| sCs  для кожного Rs  і деякої сталої C ; 

2

2

1 ||)( CsCss  для всіх Rs  і відповідних констант 00,> 21 CC . 

З нашої умови (4.4) випливають ці стандартні припущення (див. 4.18). 

Відомо, що багато фізичних процесів, особливо в хімії та медицині, мають 

монотонний характер. Таким чином, природно розглядати спеціальні монотонні 

умови для нелінійних членів, які були запропоновані в дисертації. Наприклад, 

функція  

 0),>,(
1

=)( k
ks

s
s  

яка відповідає гіпотезі Міхаеліса-Ментена в біохімічних реакціях і моделі 

Ленгмюра кінетичної абсорбції (див. [61], [107]), задовольняє умову нульової 

абсорбції (4.5), якщо 0f . 

Крайові умови (4.3) означають, що існує потік величини через деяку частину 

бічних сторін тонких циліндрів.  Як видно з результатів, ці  умови    істотно    

впливають    на   асимптотичну    поведінку    розв'язку    задачі    (4.2) -- (4.3). Для 

вивчення впливу крайових взаємодій на асимптотичну поведінку розв'язку, ми 

вводимо спеціальні коефіцієнти збурення .1,...,=, mkk  

Встановлено два якісно різних випадки асимптотичної поведінки розв'язку 

задачі (4.2) -- (4.3), які визначаються значеннями коефіцієнтів збурення m

k
k

1=}{  в 

крайових умовах. Для кожного випадку доведено тео-
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рему збіжності, яка показує, що розв'язок збігається до розв'язку відповідної 

нестандартної усередненої задачі, а квазілінійні крайові умови трансформуються у 

відповідні варіаційні співвідношення в області, що заповнюється тонкими 

циліндрами з кожного класу. 

Якщо фізичні властивості тонких циліндрів з різних класів є подібними, 

тобто mkk 1,...,=1, , тоді узагальнений розв'язок усередненої задачі (4.26) -- (4.27) 

є багатолистою функцією, а тому фізичні процеси в тонких циліндрах 

багаторівневого з'єднання, які моделюються крайовою задачею (4.2) -- (4.3), мають 

багатофазну структуру. 

Якщо для деякого 1<
0

k
, тоді взаємодія між бічними поверхнями тонких 

циліндрів цього класу із зовнішнім середовищем відіграє домінуючу роль в 

асимптотичній поведінці розв'язку задачі. В результаті розв'язок в тонких 

циліндрах цього класу прямує до 0, а вихідна задача при 0  розпадається на 

крайову задачу в тілі з'єднання та просторові варіаційні нерівності в областях, що 

заповнюється тонкими циліндрами з кожного класу в граничному переході. 

З отриманих результатів випливає, що усереднені задачі є адекватними 

наближеннями для варіаційної нерівності, що відповідає квазілійній еліптичній 

задачі в багаторівневому густому з'єднанні. Цей факт дає можливість 

використовувати усереднені задачі, які є набагато простішими, замість вихідних 

задач в різних прикладних задачах природознавства. 

Результати четвертого розділу опубліковано в статті [98] та доповідалися на 

конференціях [40], [41], [39] і науковому семінарі кафедри математичної фізики 

Київського національного університету імені Тараса Шевченка "Асимптотичні та 

аналітичні методи математичної фізики".
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ВИСНОВКИ 

В дисертаційній роботі досліджена асимптотична поведінка узагальнених 

розв'язків лінійних еліптичних та параболічних крайових задач Сіньоріні в густих 

з'єднаннях типу 2:1:1 та 3:2:1 та квазілійної еліптичної крайової задачі в 

багаторівневому густому з'єднанні з сингулярно збуреними нелінійними 

крайовими умовами типу Сіньоріні, коли кількість компонент густого з'єднання 

необмежено зростає, а їх товщина прямує до нуля. 

Основні результати дисертаційної роботи:  

    1.  Доведено теорему збіжності та збіжність інтегралів енергії для 

розв'язку лінійної еліптичної крайової задачі Сіньоріні в плоскому густому 

з'єднанні типу 2:1:1.  

    2.  Доведено теорему збіжності та збіжність інтегралів енергії для 

розв'язку лінійної еліптичної крайової задачі Сіньоріні в густому з'єднанні типу 

3:2:1.  

    3.  Доведено теорему збіжності для розв'язку лінійної параболічної 

крайової задачі Сіньоріні в густому з'єднанні типу 2:1:1.  

    4.  Доведено теорему збіжності для розв'язку лінійної параболічної 

крайової задачі Сіньоріні в густому з'єднанні типу 3:2:1.  

    5.  Доведено теореми збіжності для розв'язку квазілінійної еліптичної 

крайової задачі в багаторівневому густому з'єднанні типу 3:2:1 та досліджено 

вплив нелінійних сингулярно збурених крайових умов на асимптотичну поведінку 

розв'язку. 

З отриманих результатів випливає, що усереднені задачі є адекватними 

наближеннями для варіаційних нерівностей, що відповідають еліптичним та 

параболічним крайовим задачам Сіньоріні в густих з'єднаннях типу 2:1:1 та 3:2:1 

та квазілінійній еліптичній крайовій задачі в багаторівневому густому з'єднанні з 

сингулярно збуреними нелінійними крайовими умовами 
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типу Сіньоріні. Цей факт дає можливість використовувати усереднені задачі, які є 

набагато простішими, замість вихідних задач в різних прикладних задачах 

природознавства.
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