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АНОТАЦIЯ

Скибицький Н.М. Робастнi алгоритми для комбiнаторних задач маршрути-

зацiї та трейдингу — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiальнi-

стю 113 — “Прикладна математика” (11 — “Математика та статистика”). — Ки-

ївський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, 2026.

У роботi отримано новi теоретичнi результати у п’яти галузях дискретної

математики, що стали пiдґрунтям для побудови робастних методiв оптимiза-

цiї. Зокрема, дослiджено алгебраїчнi властивостi операцiї побiтового додавання

в контекстi адитивної комбiнаторики. Для iнтервальних множин натуральних

чисел A та B доведено, що розмiр їхньої побiтової суми |A ⊕ B| має лiнiйну

верхню оцiнку вiдносно розмiрiв вихiдних множин, що суттєво покращує на-

ївну квадратичну оцiнку. На основi цього теоретичного результату побудовано

алгоритм, який дозволяє знаходити множину A⊕B за полi-логарифмiчний час.

У галузi рядкових алгоритмiв розроблено новий метод декомпозицiї Лiн-

дона, який використовує шарувату архiтектуру структур даних та монотон-

ний стек. Цей результат має важливе значення для задач лексикографiчного

упорядкування, зокрема для ефективного обернення перетворення Барроуза—

Вiллера, що застосовується в системах стиснення даних.

Встановлено зв’язок мiж задачами обчислення згорток послiдовностей та

комбiнаторною оптимiзацiєю. У роботi встановлено зведення задачi про (min,+)

згортку до окремого випадку задачi комiвояжера з квотою, що дозволило за-

стосувати результати теорiї тонкої обчислювальної складностi для аналiзу ефе-

ктивностi алгоритмiв маршрутизацiї.

Для структур даних типу дерево розв’язано задачi пошуку та пiдрахунку

зигзагоподiбних послiдовностей. Запропоновано ефективнi алгоритми, що базу-
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ються на методi динамiчного програмування, використаннi найменшого спiль-

ного предка (англ. lowest common ancestor) та технiцi злиття “вiд меншого до

бiльшого”. Цi методи переважають пiдходи, що ґрунтуються на декомпозицiї

центроїдiв та декомпозицiї “важкий—легкий” (англ. heavy-light decomposition).

Дослiджено реберну зв’язнiсть регулярних графiв, зокрема циркулянтних.

Запропоновано конструктивнi методи пошуку та пiдрахунку мiнiмально зв’яз-

них циркулянтних графiв, що знаходить застосування у проєктуваннi надiйних

мережевих топологiй, стiйких до вiдмов окремих ланок.

У прикладнiй частинi роботи побудовано ефективнi алгоритми розв’язуван-

ня задач комбiнаторної оптимiзацiї в умовах невизначеностi. Запропоновано

методи, що використовують структури даних, динамiчне програмування, метод

гiлок та меж, кластеризацiю та генетичнi алгоритми. Проведено теоретичний

аналiз констант апроксимацiї та ефективностi.

Проведено ряд обчислювальних експериментiв, що пiдтвердили перевагу

розроблених методiв над класичними евристиками для задач, якi не допуска-

ють константної апроксимацiї за полiномiальний час. Показано, що хоча такi

методи не є алгоритмами апроксимацiї з гарантованою оцiнкою, вони мають

практичне значення для задач робастної оптимiзацiї.

У дисертацiї запропоновано новi перспективнi алгоритми та отриманi новi

теоретичнi результати про обчислювальну складнiсть алгоритмiв. Теоретичне

значення мають методи доведень теорем про збiжнiсть iнтегральних характе-

ристик та теорем про екстремальнi оцiнки. Розробленi алгоритми та програмнi

засоби можуть бути використанi для планування маршрутiв безпiлотних лi-

тальних апаратiв, оптимiзацiї логiстичних процесiв, аналiзу геномних послiдов-

ностей у бiоiнформатицi та в системах алгоритмiчної торгiвлi на фiнансових

ринках.

Ключовi слова: задача комiвояжера, динамiчне програмування, безпiлотний

лiтальний апарат, чисельнi методи, математичне моделювання, комп’ютерне мо-

делювання, генетичний алгоритм, невизначенiсть, топологiчна структура.
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ABSTRACT

Skybytskyi N.M. Robust algorithms for combinatorial problems of routing and

trading — Qualification scientific work in the form of manuscript.

Thesis for degree of doctor of philosophy, speciality 113 — “Applied mathematics”

(11 — “Mathematics and statistics”). — Taras Shevchenko National University of

Kyiv, Kyiv, 2026.

The work presents new theoretical results in five domains of discrete mathemati-

cs, which serve as a foundation for constructing robust optimization methods. Speci-

fically, the algebraic properties of the bitwise addition operation are investigated

within the context of additive combinatorics. For interval sets of natural numbers

A and B, it is proven that the size of their bitwise sum |A⊕ B| has a linear upper

bound relative to the sizes of the initial sets, which significantly improves upon

the naive quadratic bound. Based on this theoretical result, an algorithm has been

constructed that allows finding the set A⊕B in polylogarithmic time.

In the field of string algorithms, a new method for Lyndon decomposition has

been developed, utilizing a layered data structure architecture and a monotonic

stack. This result is significant for lexicographical ordering problems, particularly

for the efficient inversion of the Burrows-Wheeler Transform, which is widely applied

in bioinformatics for genome analysis and in data compression systems.

A deep connection has been established between problems of sequence convoluti-

on computation and combinatorial optimization. Thesis investiages the (min,+)-

convolution, for which, unlike classical convolution, no strongly subquadratic algori-

thm exists. A reduction of this problem to the special case of the quota traveling

salesman problem is established, enabling the application of fine-grained computati-

onal complexity theory results to analyze the efficiency of routing algorithms.

For tree-based data structures, the problems of searching for and counting zigzag
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sequences have been solved. Effective algorithms are proposed based on dynamic

programming, the lowest common ancestor (LCA) concept, and the “small-to-large”

merging technique. These methods outperform approaches based on centroid or

heavy-light decomposition (HLD).

In the context of graph theory, the edge connectivity of regular graphs, speci-

fically circulant graphs, has been investigated. Constructive methods for searching

and counting minimally connected circulants are proposed, which is crucial for desi-

gning reliable network topologies resilient to individual link failures.

The objective of the applied part of the work is to construct effective algorithms

for solving combinatorial optimization problems under uncertainty. Methods utilizi-

ng data structures, dynamic programming, the branch-and-bound method, clusteri-

ng, and genetic algorithms are proposed. A theoretical analysis of approximation

constants and efficiency has been conducted.

A series of computational experiments was performed, confirming the superiority

of the developed methods over classical heuristics for problems that do not admit

constant-factor approximation in polynomial time. It is demonstrated that although

such methods are not formally approximation algorithms with guaranteed bounds,

they possess significant practical value for robust optimization problems.

The work holds both theoretical and practical significance. The obtained analyti-

cal results contribute to fine-grained computational complexity theory, the theory of

algorithms, and robust optimization. Results of the experimental part demonstrate

the practical value of the developed software tools, which can be used for UAV route

planning, logistics process optimization, and decision-making under uncertainty.

Key words : traveling salesman problem, dynamic programming, unmanned aerial

vehicle, numerical methods, mathematical modeling, computer modeling, genetic

algorithm, uncertainty, topological structure.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Сучаснi прикладнi задачi в галузях логiстики, фi-

нансового аналiзу та обробки великих даних все частiше вимагають розв’язання

проблем комбiнаторної оптимiзацiї в умовах невизначеностi. Класичнi методи

оптимiзацiї, орiєнтованi на детермiнованi вхiднi данi, часто виявляються не-

стiйкими до збурень, що призводить до суттєвого погiршення якостi рiшень на

практицi. Водночас, зростання обсягiв даних вимагає розробки нових, ефектив-

нiших алгоритмiв для базових дискретних структур.

Актуальнiсть теми зумовлена необхiднiстю подолання розриву мiж теоре-

тичними оцiнками обчислювальної складностi та практичними потребами в ро-

бастних алгоритмах. Зокрема, важливим є дослiдження алгебраїчних власти-

востей побiтових операцiй, рядкових алгоритмiв та структур даних на деревах

i графах, якi слугують фундаментом для побудови ефективних методiв мар-

шрутизацiї БПЛА та фiнансових стратегiй. Розробка методiв, що поєднують

гарантовану точнiсть з обчислювальною ефективнiстю, є критично важливою

для систем пiдтримки прийняття рiшень.

Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є розробка та теоретичне об-

ґрунтування ефективних наближених та робастних алгоритмiв для розв’язання

задач комбiнаторної оптимiзацiї, а також дослiдження фундаментальних вла-

стивостей дискретних структур, що лежать в їхнiй основi.

Задачi дослiдження:

• Дослiдити алгебраїчнi властивостi операцiї побiтового додавання для iн-

тервальних множин та розробити ефективний алгоритм обчислення її

результату.

• Розробити новий метод лексикографiчної декомпозицiї рядкiв (розкладу

Лiндона) для оптимiзацiї обробки текстових даних.
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• Встановити зв’язок мiж задачами обчислення згорток послiдовностей та

комбiнаторною оптимiзацiєю, зокрема звести задачу (min,+)-згортки до

задачi комiвояжера.

• Побудувати ефективнi алгоритми пошуку та пiдрахунку зигзагоподi-

бних послiдовностей у деревоподiбних структурах даних.

• Дослiдити реберну зв’язнiсть регулярних графiв (циркулянтiв) та роз-

робити методи пошуку мiнiмально зв’язних топологiй.

• Розробити математичнi моделi та алгоритми кластеризацiї рухомих об’єктiв

для задач маршрутизацiї БПЛА в умовах невизначеностi.

• Побудувати та дослiдити робастнi стратегiї торгiвлi акцiями, що мiнiмi-

зують жаль при коливаннях ринку.

Об’єкт дослiдження. Задачi комбiнаторної оптимiзацiї на дискретних

структурах (графах, деревах, рядках) та процеси прийняття рiшень в умовах

невизначеностi.

Предмет дослiдження. Методи побудови, аналiзу складностi та оцiнки

ефективностi наближених i робастних алгоритмiв для задач дискретної мате-

матики та оптимiзацiї.

Методи дослiдження. У роботi використано апарат теорiї алгоритмiв

та обчислювальної складностi (зокрема, теорiї тонкої складностi), методи ди-

намiчного програмування, теорiї графiв, адитивної комбiнаторики, метод гiлок

i меж, а також евристичнi пiдходи (генетичнi алгоритми) та методи математи-

чного моделювання.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основними результатами,

якi визначають наукову новизну та виносяться на захист, є такi результати:

• Фундаментальнi алгоритми:

1. Вперше доведено лiнiйну верхню оцiнку розмiру побiтової суми iнтер-

вальних множин та запропоновано полiлогарифмiчний алгоритм для її

знаходження.
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2. Розроблено новий алгоритм розкладу Лiндона на основi шаруватої ар-

хiтектури даних та монотонного стека, що є важливим для задач сти-

снення даних (обернення перетворення Барроуза-Вiлера).

3. Встановлено звiднiсть задачi обчислення (min,+)-згортки до спецiаль-

ного випадку задачi комiвояжера (Quota TSP), що дозволяє застосувати

результати теорiї детальної складностi до аналiзу маршрутизацiї.

4. Запропоновано новi ефективнi алгоритми пошуку зигзагоподiбних послi-

довностей у деревах та конструктивнi методи аналiзу реберної зв’язностi

циркулянтних графiв.

• Прикладна оптимiзацiя:

5. Розроблено iнтегральну метрику близькостi для рухомих об’єктiв та ал-

горитми їхньої кластеризацiї, що дозволяє оптимiзувати маршрути груп

БПЛА.

6. Запропоновано робастнi методи для задачi торгiвлi акцiями, якi, на вiд-

мiну вiд класичних пiдходiв, забезпечують стiйкiсть розв’язкiв до флу-

ктуацiй вхiдних даних.

7. Експериментально доведено перевагу розроблених методiв над класи-

чними евристиками для задач, що не допускають апроксимацiї зi сталим

множником за полiномiальний час.

Практичне значення отриманих результатiв. Розробленi алгоритми

та програмнi засоби можуть бути використанi для планування маршрутiв безпi-

лотних лiтальних апаратiв, оптимiзацiї логiстичних процесiв, аналiзу геномних

послiдовностей у бiоiнформатицi та в системах алгоритмiчної торгiвлi на фiнан-

сових ринках. Результати теоретичних дослiджень можуть бути впровадженi в

навчальнi курси з теорiї алгоритмiв та дискретної математики.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдження здiй-

снив науковий керiвник роботи доктор фiзико-математичних наук, професор

Семенов Володимир Вiкторович.
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Автор залучив магiстра Унiверситету Денисова Костянтина Iгоровича до

дослiдження згорток для здобуття останнiм досвiду наукових дослiджень. У

спiльних публiкацiях авторовi дисертацiї належать [1].

Всi iншi теоретичнi результати, доведення теорем, розробка алгоритмiв, їхня

програмна реалiзацiя та проведення обчислювальних експериментiв виконанi

здобувачем самостiйно.

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано в наукових працях [1–3].

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї представленi

на конференцiях:

• XXII International Scientific-Practical Conference “Shevchenkivska Vesna”

(Київ, 11 квiтня 2024); [4]

• XVII International Scientific and Practical Conference “Information Techno-

logies and Automation” (Одеса, 31 жовтня–1 листопада 2024); [5]

• XXIII International Scientific-Practical Conference “Shevchenkivska Vesna”

(Київ, 10 квiтня 2025); [6]

• XXI International Workshop “Dynamical System Modeling and Stability

Investigations” (Київ, 8–10 травня 2025); [7]

• XII Всеукраїнська наукова-практична конференцiя студентiв, аспiрантiв

та молодих вчених “Об’єднанi наукою: перспективи мiждисциплiнарних

дослiджень” (Київ, 20–21 листопада 2025); [8]

• XIV International Scientific and Practical Conference “Modern Cybernetics:

Glushkov Readings” (Київ, 30 грудня 2025). [9]

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з двох анота-

цiй українською та англiйською мовами, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв,

списку використаних джерел та одного додатку. Повний обсяг дисертацiї стано-

вить 128 сторiнок, з них основний текст займає 113 сторiнок. Робота мiстить 29

рисункiв та 7 таблиць. Список використаних джерел налiчує 137 найменувань.

Перший роздiл присвячено огляду лiтератури за темою дисертацiї. Проана-
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лiзовано фундаментальнi засади неперервної та дискретної оптимiзацiї, мiсце

оптимiзацiї в умовах невизначеностi. Розглянуто теоретико-графовi основи ком-

бiнаторної оптимiзацiї, класи складностi (зокрема NP-повноту) та iснуючi пiд-

ходи до розв’язання задач: точнi, наближенi та евристичнi алгоритми. Окре-

слено вiдкритi питання робастної апроксимацiї, задачi маршрутизацiї БПЛА та

методологiю проведення обчислювальних експериментiв.

Другий роздiл мiстить фундаментальнi результати в теорiї алгоритмiв. До-

слiджено бiтовi операцiї над множинами, рядковi алгоритми (лексикографiчна

декомпозицiя), згортки послiдовностей (зокрема мiнiмум-плюс згортка), а та-

кож алгоритми на деревах (зигзагоподiбнi послiдовностi) та графах (реберна

зв’язнiсть регулярних графiв). Цi результати створюють теоретичну базу для

побудови бiльш складних оптимiзацiйних методiв.

Третiй роздiл присвячено прикладним задачам маршрутизацiї та класте-

ризацiї безпiлотних лiтальних апаратiв (БПЛА). Запропоновано математичну

формалiзацiю циклiчних переваг, яка унеможливлює задання повного поряд-

ку, та розроблено алгоритмiчнi пiдходи TLGA. Введено iнтегральну метрику

близькостi рухомих об’єктiв та на її основi побудовано алгоритми кластериза-

цiї. Наведено результати чисельних експериментiв.

Четвертий роздiл розглядає задачу визначення найкращого часу для тор-

гiвлi акцiями в контекстi робастної оптимiзацiї. Проведено порiвняльний ана-

лiз класичних задач та розв’язкiв iз робастними постановками, що врахову-

ють невизначенiсть ринкових даних. Запропоновано методи побудови робастних

розв’язкiв, якi мiнiмiзують жаль.

Подяка. Автор щиро вдячний:

• своєму науковому керiвнику, доктору фiзико-математичних наук, про-

фесору Семенову Володимиру Вiкторовичу за всебiчну пiдтримку, цiннi

поради та формування високої математичної культури пiд час пiдготов-

ки дисертацiї;
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• магiстру Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка

Костянтину Денисову за спiльний розвиток у сферi спортивного про-

грамування та плiднi дискусiї, що сприяли розширенню алгоритмiчного

свiтогляду;

• аспiранту Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевчен-

ка Андрiю Уразовському за постiйну дружню пiдтримку та створення

сприятливого академiчного середовища;

• аспiранту Бостонського унiверситету Драґосу Рiстаче та випускнику

ОНУ iменi I. I. Мечникова Дмитру Плюснову за натхненну спiвпрацю в

межах мiжнародних змагань з програмування та обмiн цiнним практи-

чним досвiдом;

• випускнику Iндiйського технологiчного iнституту у Мадрасi Нiшанку

Сурешу та випускнику Iндiйського технологiчного iнституту у Хара-

ґпурi Рею Шреяну за конструктивний обмiн iдеями щодо оптимiзацiї

алгоритмiв та обговорення найкращих практик розробки програмного

забезпечення.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Цей огляд розпочинається з визначення мiсця задач оптимiзацiї у матема-

тицi. В оглядi видiлено задачi комбiнаторної оптимiзацiї та проведено порiв-

няльний аналiз iз задачами неперервної оптимiзацiї. Комбiнаторна оптимiзацiя

також вiдома як дискретна завдяки скiнченнiй природi множини можливих

розв’язкiв вiдповiдних задач.

Аналiз ключових праць пiдкреслює важливiсть робастної оптимiзацiї i до-

зволяє видiлити її основнi вiдмiнностi вiд класичної оптимiзацiї. Робастна опти-

мiзацiя також вiдома як оптимiзацiя в умовах невизначеностi вхiдних даних, що

прямо протиставляється класичнiй оптимiзацiї в умовах визначеностi.

Наступною метою огляду є класифiкацiя алгоритмiв пошуку розв’язкiв ро-

бастних задач. Скiнченнiсть множини можливих розв’язкiв дозволяє побудову

алгоритму повного перебору для пошуку оптимального розв’язку, що породжує

потребу в подiлi алгоритмiв за швидкодiєю. В оглядi проаналiзованi основнi ре-

зультати теорiї складностi обчислень та пiдкреслена потреба у побудовi алго-

ритмiв з полiномiальним часом роботи.

Водночас, деякi задачi робастної оптимiзацiї є занадто складними для по-

будови оптимального розв’язку за полiномiальний час. Одним зi способiв спро-

щення таких задач є перехiд до задач пошуку наближеного розв’язку, що до-

зволяє подальшу побудову алгоритмiв апроксимацiї. Такi алгоритми знаходять

розв’язок, що несуттєво вiдрiзняється вiд оптимального. Вони вiдрiзняються

як вiд точних, так i вiд евристичних алгоритмiв, проте мають спiльнi елементи

з обома класами. Синтезом результатiв цiєї частини огляду є науковi роботи

присвяченi побудовi схем апроксимацiї з полiномiальним часом роботи.

Проведений аналiз дозволяє видiлити задачi робастної оптимiзацiї, для яких
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ще не розроблено схеми апроксимацiї з полiномiальним часом роботи. Огляд

iдентифiкує такi задачi в галузях побудови оптимальних маршрутiв, розкладiв

та бюджетних планiв, та окреслює перспективнi пiдходи до їхнього пошуку.

Завершується огляд науковими роботами щодо органiзацiї обчислювальних

експериментiв та iнтерпретацiї отриманих результатiв.

1.1. Фундаментальнi засади оптимiзацiї

Перший пiдроздiл огляду визначає мiсце оптимiзацiї у сучаснiй прикладнiй

математицi, порiвнює та протиставляє неперервну та дискретну оптимiзацiю, а

також пiдкреслює важливiсть розгляду робастних постановок оптимiзацiйних

задач в умовах невизначеностi.

1.1.1. Мiсце оптимiзацiї у прикладнiй математицi. Не буде пере-

бiльшенням стверджувати, що будь-яка задача прикладної математики має

справу з певною спрощеною моделлю об’єктивної фiзичної реальностi, яка по-

стiйно уточнюється шляхом порiвняння теоретичних та експериментальних ре-

зультатiв. Такий пiдхiд подiляють як iноземнi, так i українськi дослiдники.

Зокрема, фундаментальна праця Box та спiвавторiв “Statistics for experimenters”

[10] заклала основи статистичного пiдходу до моделювання, а його афоризм “всi

моделi хибнi, але деякi з них кориснi” став крилатим у науковiй спiльнотi, пiд-

креслюючи наближений характер будь-якої математичної абстракцiї.

1.1.1.1. Моделювання та коректнiсть задач. В українськiй матема-

тичнiй школi питання загальної теорiї оптимальних алгоритмiв та їх застосуван-

ня до реальних моделей детально висвiтлено у монографiї академiкiв I. В. Сергi-

єнка, В. К. Задiраки та О. М. Литвина [11]. Автори наголошують на важливостi

врахування похибок вхiдних даних та обчислень при побудовi алгоритмiв, що є

критичним для практичної реалiзацiї чисельних методiв на ЕОМ.

Не менш важливо розумiти, що розв’язки, отриманi з математичних моде-
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лей, використовуються для прийняття рiшень та керування складними система-

ми. Значущiсть питань iснування та єдиностi розв’язкiв пiдкреслюють ґрунтов-

нi науковi дослiдження. Класична монографiя Jacques-Louis Lions [12] з теорiї

оптимального керування системами, що описуються диференцiальними рiвнян-

нями з частинними похiдними, розглядає фундаментальнi питання коректностi

постановок задач керування та iснування оптимальних розв’язкiв у функцiо-

нальних просторах.

У вiтчизнянiй лiтературi питання моделювання складних динамiчних проце-

сiв, зокрема задач динамiки з розподiленими параметрами, глибоко дослiджено

у працi В. В. Скопецького, В. А. Стояна та Ю. Г. Кривоноса [13]. Автори придi-

ляють значну увагу оберненим задачам, якi часто виникають при iдентифiкацiї

параметрiв фiзичних моделей, де оптимiзацiйнi методи є ключовим iнструмен-

том знаходження розв’язку.

1.1.1.2. Iтерацiйнi методи та їх збiжнiсть. Питання збiжностi методiв

розв’язування оптимiзацiйних задач, зокрема варiацiйних нерiвностей, актив-

но розробляються школою В. В. Семенова. У роботах з Ю. В. Малiцьким та

О. С. Харьковим [14–16] дослiджено умови сильної збiжностi проксимальних

та екстраградiєнтних методiв. Розробленi авторами пiдходи дозволяють буду-

вати ефективнi алгоритми для задач, де класичнi градiєнтнi методи можуть не

збiгатися або працювати повiльно.

Крiм того, для забезпечення обчислювальної стiйкостi розв’язкiв широко за-

стосовуються спецiалiзованi iтерацiйнi процедури. Дослiдження збiжностi мето-

дiв типу проекцiї та скорочення, а також методiв для нелiнiйних задач компле-

ментарностi представленi у роботах Kanzow [17], Pang i Gabriel [18]. Подальший

розвиток цi методи отримали у працях She-feng i Pu-sheng [19] та Tseng [20], якi

запропонували модифiкацiї з покращеними характеристиками збiжностi.

Окремий iнтерес становлять методи, що поєднують оптимiзацiю з теорiєю

нейродинамiчних систем. Питання стiйкостi процесiв навчання у таких систе-
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мах, зокрема в моделях з пiслядiєю, дослiджували А. В. Шатирко та спiвавто-

ри [21]. Для задач великої розмiрностi з обмеженнями ефективним виявився ме-

тод ADMM з прискоренням Нестерова, модифiкацiї якого розробляли В. А. Гри-

горенко та iн. [22], а також методи L-BFGS-B для задач з простими обмежен-

нями [23].

1.1.2. Неперервна та дискретна оптимiзацiя. Фундаментальна вiд-

мiннiсть мiж неперервною та комбiнаторною оптимiзацiєю полягає у природi

множини допустимих розв’язкiв.

1.1.2.1. Опукла та неперервна оптимiзацiя. У неперервнiй оптимiза-

цiї ключовими є поняття опуклостi та диференцiйовностi. Класичним пiдручни-

ком, що систематизує знання з опуклої оптимiзацiї, є книга Boyd i Vandenberghe

[24]. Вона стала настiльною книгою для дослiдникiв, якi працюють з методами,

що гарантують знаходження глобального екстремуму. Важливим розширенням

цього апарату є напiввизначене програмування (SDP), огляд якого наведено у

роботi Boyd i Vandenberghe [25], що вiдкриває шляхи до релаксацiї складних

дискретних задач.

Вагомий внесок у розвиток теорiї опуклого аналiзу та теорiї операторiв у

гiльбертових просторах зробили Bauschke i Combettes [26], чия монографiя є

важливим джерелом для розумiння збiжностi iтерацiйних алгоритмiв нерухо-

мої точки. Окрiм того, С. I. Ляшко та В. В. Семенов [27] запропонували еконо-

мiчнi модифiкацiї методiв типу Корпелевич для монотонних задач рiвноваги,

а Ю. Малiцький [28,29] розвинув методи проектованого вiдбитого градiєнта та

алгоритми золотого перетину для варiацiйних нерiвностей.

Сучаснi дослiдження у неперервнiй оптимiзацiї виходять за рамки евклiдо-

вих просторiв. Наприклад, робота Chen та спiвавторiв [30] розглядає прискорен-

ня оптимiзацiї у просторi ймовiрнiсних мiр, що є актуальним для задач машин-

ного навчання та транспорту мас. Також розробляються ефективнi методи про-

ектування на ℓ1-кулю для задач навчання у високих розмiрностях [31]. Окрему
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увагу слiд придiлити узагальненому методу елiпсоїдiв, унiфiковане представле-

ння якого надали П. Стецюк та спiвавтори [32].

1.1.2.2. Дискретна оптимiзацiя на графах. На противагу цьому, ком-

бiнаторна оптимiзацiя оперує на дискретних структурах, таких як графи. Ба-

гато задач тут формулюються у термiнах цiлочисельного програмування або

аналiзу ефективностi рiшень, як-от методи DEA (data envelopment analysis).

Проблеми застосування DEA до неточних даних розглядали Lee i Zhu [33]. Та-

кож важливим є розгляд багатокритерiальних задач теорiї прийняття рiшень,

детальний огляд яких надає Sayin [34].

Базовi поняття теорiї графiв, необхiднi для формулювання задач на мере-

жах, викладено у класичних пiдручниках Bollobas [35] та Diestel [36, 37]. Цi

працi описують властивостi зв’язностi, парувань та екстремальнi властивостi

графiв, якi є фундаментом для побудови алгоритмiв. Фундаментальнi питання

перелiчувальної комбiнаторики, що визначають потужнiсть простору пошуку

та складнiсть перебору, висвiтлено у працi Stanley [38].

Українська школа робить значний внесок i в дискретну оптимiзацiю. На-

приклад, пiдхiд до розв’язання дискретних задач векторної оптимiзацiї на ком-

бiнаторних множинах перестановок запропоновано у роботi Н. В. Семенової,

Л. М. Колєчкiної та А. Н. Нагiрної [39]. Цей напрямок дозволяє ефективно ви-

рiшувати задачi впорядкування та розмiщення без повного перебору варiантiв.

1.1.3. Оптимiзацiя в умовах невизначеностi. Класичнi методи опти-

мiзацiї часто припускають точнiсть вхiдних даних. Проте на практицi данi мо-

жуть бути неточними або зашумленими. Це призвело до виникнення напрямку

робастної оптимiзацiї.

1.1.3.1. Теоретичнi основи робастностi. Основоположною працею у

цiй галузi є книга Ben-Tal i Nemirovski [40], а також їхня пiзнiша робота спiльно

з El Ghaoui [41]. Вони розробили методологiю розв’язання задач, де параме-
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три належать певним множинам невизначеностi (елiпсоїдальним, полiедраль-

ним тощо), гарантуючи допустимiсть розв’язку для будь-якої реалiзацiї неви-

значеностi. Важливим результатом є дослiдження Bertsimas i Sim [42], якi за-

пропонували пiдхiд “price of robustness”. Цей метод дозволяє контролювати рi-

вень консерватизму розв’язку, балансуючи мiж надiйнiстю та вартiстю цiльової

функцiї.

Сучаснi пiдходи iнтегрують методи машинного навчання в оптимiзацiю. Так,

Goerigk i Kurtz [43] розглядають робастну оптимiзацiю, керовану даними, з ви-

користанням глибоких нейронних мереж для побудови множин невизначеностi.

Оглядова стаття Aissi та спiвавторiв [44] систематизує пiдходи до мiнiмаксних

версiй задач комбiнаторної оптимiзацiї, якi є природним формулюванням роба-

стних задач на графах. Зокрема, мiнiмакснi пiдходи часто застосовуються для

задач вибору елементiв з iнтервальними даними, як це описано у Kasperski [45].

1.1.3.2. Конфлiктно-керованi системи та стiйкiсть. Українськi вче-

нi також активно працюють з задачами в умовах невизначеностi та конфлiкту.

Монографiя А. А. Чикрiя [46] присвячена конфлiктно-керованим процесам, що

є узагальненням iгрових задач динамiки, де невизначенiсть моделюється як дiя

супротивника. У контекстi диференцiальних iгор, якi є близькими до робастного

керування, варто вiдзначити класичнi роботи Isaacs [47] та Friedman [48]. Пита-

ння стiйкостi систем, що є ключовим для робастностi, дослiджуються у роботах

В. В. Пiчкура [49, 50], де розглядається практична стiйкiсть диференцiальних

включень та технологiчних процесiв.

Статистичнi аспекти моделювання невизначеностi, зокрема для економiчних

систем, розглядаються у роботах Golodnikov та спiвавторiв [51]. Також важли-

вим є коректний вибiр ймовiрнiсних розподiлiв для моделювання стохастичних

даних, наприклад, розподiлу фон Мiзеса, детальний аналiз якого наведено у

роботi Benlakhdar та iн. [52].
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1.1.3.3. Застосування у фiнансах та аналiзi часових рядiв. Окре-

мий пласт прикладних задач з високим рiвнем невизначеностi становлять задачi

фiнансової математики. Тут робастнiсть iнтерпретується через призму адеква-

тностi моделей реальним динамiчним процесам.

Дослiдники розглядають моделi стохастичної волатильностi та їх вплив на

цiноутворення активiв, а також застосування мультифрактального броунiвсько-

го руху для моделювання цiн акцiй [53]. Для прогнозування часових рядiв широ-

ко використовуються моделi ARIMA, ефективнiсть яких дослiджено Jarrett [54]

та Mondal [55].

Важливим аспектом сучасних дослiджень є iнтеграцiя гетерогенних даних.

Наприклад, Nuij та iн. [56] розробляють фреймворки для включення новин-

ного фону в торговi стратегiї. Технiчний аналiз лiмiтних книг заявок з вико-

ристанням згорткових нейромереж для прогнозування цiн розглянуто у роботi

Tsantekidis та iн. [57].

Аналiз ефективностi торгових стратегiй на рiзних ринках наведено у роботах

Vijh [58] та Fifield [59]. Також Wu та iн. [60] пропонують адаптивнi стратегiї на

основi глибокого навчання з пiдкрiпленням.

1.1.3.4. Робастнiсть мережевих структур. У контекстi мережевих си-

стем робастнiсть часто розглядається як здатнiсть мережi зберiгати зв’язнiсть

та працездатнiсть при атаках або випадкових вiдмовах вузлiв. Li та iн. [61] про-

понують стратегiї оцiнки та пiдсилення мереж проти каскадних вiдмов. Dashti

та iн. [62] дослiджують стiйкi самоорганiзованi мережi в мультиагентних систе-

мах. Для специфiчних застосувань, таких як Iнтернет речей, аналiз робастностi

з використанням регулярних графiв проведено у роботi Dhuli та iн. [63].

1.2. Комбiнаторна оптимiзацiя та складнiсть алгоритмiв

Цей роздiл присвячений методам розв’язання задач комбiнаторної оптимiза-

цiї, класифiкацiї алгоритмiв за їхньою точнiстю та складнiстю, а також аналiзу
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структур, на яких цi задачi визначаються.

1.2.1. Теоретико-графовi основи. Оскiльки багато задач комбiнатор-

ної оптимiзацiї формулюються мовою графiв, властивостi топологiї мережi є

визначальними для побудови та аналiзу алгоритмiв.

1.2.1.1. Випадковi та складнi мережi. Класичнi роботи Erdős i Rényi

[64] заклали основи теорiї випадкових графiв, показавши умови виникнення

гiгантської компоненти зв’язностi. Albert i Barabási [65] розвинули статистичну

механiку складних мереж, запропонувавши моделi безмасштабних мереж (англ.

scale-free networks), що бiльш точно описують реальнi комунiкацiйнi та соцiальнi

структури.

1.2.1.2. Симетричнi графiчнi структури. Особливу увагу в лiтерату-

рi придiлено регулярним та симетричним структурам, якi часто виступають

як екстремальнi випадки або бажанi топологiї для проектування робастних ме-

реж. Boesch i Tindell [66] дослiджували зв’язнiсть циркулянтних графiв, що є

важливим для надiйностi мереж. Gatt [67] та Лiсковець [68] незалежно займа-

лися перелiком таких графiв, що дозволяє оцiнити рiзноманiтнiсть доступних

топологiй. Huang та iн. [69] показали оптимальнiсть циркулянтних графiв як

топологiй з низькою затримкою передачi даних.

Крiм того, дослiджуються властивостi сильно регулярних графiв. Brouwer

i Mesner [70], а також Cioabă [71] вивчали зв’язок мiж власними числами та

реберною зв’язнiстю регулярних графiв. Ganesan [72] аналiзував умови iсну-

вання зв’язних регулярних графiв, а Wu та iн. [73] дослiджували робастнiсть

регулярних ґратчастих структур на основi поняття природної зв’язностi.

1.2.1.3. Зв’язнiсть та динамiчнi процеси. З погляду вразливостi ме-

реж, критичними параметрами є реберна зв’язнiсть та наявнiсть парувань.

Harary [74] надав класичнi результати щодо максимальної зв’язностi графiв.

Nagamochi i Ibaraki [75] систематизували алгоритми обчислення зв’язностi. Су-
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часнi дослiдження розширюють цi результати: Henning i Yeo [76] вивчають па-

рування у графах iз заданим максимальним степенем, а Suil i West [77] — у

регулярних графах. Škoviera i Varša [78] довели NP-повноту задачi про iндекс

досконалого парування для кубiчних графiв.

Також розглядаються динамiчнi процеси на графах. Šubelj [79] запропону-

вав методи обчислення добре збалансованих кiстякових дерев, що важливо для

розподiлених алгоритмiв. Yoneda та iн. [80] встановили нижнi оцiнки зв’язностi

мережi, що гарантують синфазну синхронiзацiю осциляторiв.

1.2.1.4. Алгоритми для потокових задач. Класична книга Cormen

та спiвавторiв [81] описує базовi алгоритми на графах. Особливе мiсце займа-

ють потоковi задачi. Варто вiдзначити пiонерськi роботи Ford i Fulkerson [82],

якi сформулювали теорему про максимальний потiк та мiнiмальний розрiз.

Edmonds i Karp [83] покращили цi методи, забезпечивши полiномiальну скла-

днiсть. Dinitz [84] запропонував концепцiю шаруватих мереж. Tardos [85] розро-

били перший сильно полiномiальний алгоритм для циркуляцiї мiнiмальної вар-

тостi. Бiльш сучаснi пiдходи проштовхування перед-потоку Goldberg i Tarjan

[86] та недавнiй прорив Chen та iн. [87], якi досягли майже лiнiйного часу ви-

конання для задач про максимальний потiк, демонструють постiйний прогрес

у цiй галузi.

Специфiчнi точнi методи для задачi комiвояжера розвивалися з середини

XX столiття, починаючи з робiт Croes [88]. Сучасний аналiз дрiбнозернистої

складностi варiантiв TSP наведено у роботi de Berg та iн. [89].

1.2.2. Класи складностi та NP-повнота. Центральним поняттям у те-

орiї алгоритмiв є поняття обчислювальної складностi. Задачi комбiнаторної

оптимiзацiї часто належать до класу NP -складних задач.

Канонiчним джерелом з теорiї NP -повноти є книга авторiв Garey та Johnson

“Computers and Intractability” [90]. Вона мiстить визначення класiв P , NP , NP -

complete, а також розлогий каталог вiдомих складних задач. Johnson, Papadi-
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mitriou i Steiglitz [91] також надають широкий огляд алгоритмiв та локального

пошуку у комбiнаторнiй оптимiзацiї.

Фундаментальну роль у становленнi теорiї вiдiграла стаття Karp [92], який

продемонстрував полiномiальнi зведення мiж 21 комбiнаторною задачею, довiв-

ши їхню NP -повноту. Це, зокрема, стосується задачi комiвояжера та задачi про

рюкзак. Останнiми роками набуває популярностi так звана тонка складнiсть,

яка дозволяє розрiзняти складнiсть задач всерединi полiномiального класу або

доводити нижнi оцiнки, базуючись на сильних гiпотезах, про що детально пише

Williams [93,94].

1.2.3. Точнi, наближенi та евристичнi алгоритми. Iснує три основнi

пiдходи до розв’язання складних комбiнаторних задач: точнi методи, алгоритми

апроксимацiї та евристики.

1.2.3.1. Точнi алгоритми та структури даних. Цi методи гарантують

знаходження глобального оптимуму, але часто мають експоненцiйну складнiсть

у найгiршому випадку. Монографiя Korte i Vygen [95] дає вичерпний огляд те-

орiї та точних алгоритмiв комбiнаторної оптимiзацiї, включаючи методи лiнiй-

ного програмування та цiлочисельної оптимiзацiї. Для покращення швидкодiї

методiв динамiчного програмування та роботи з графами критично важливими

є ефективнi структури даних, такi як купи Фiбоначчi, запропонованi Fredman

i Tarjan [96], та технiки прискорення динамiчного програмування, розробленi

Eppstein та iн. [97].

1.2.3.2. Алгоритми апроксимацiї. Оскiльки пошук точних розв’язкiв

NP -складних задач для великих розмiрностей є непрактичним, важливу роль

вiдiграють алгоритми, що знаходять розв’язок за полiномiальний час iз гаран-

тованою похибкою. Знаковим результатом є робота Christofides [98], який за-

пропонував алгоритм для метричної задачi TSP з гарантованим коефiцiєнтом

апроксимацiї 3/2. Цей результат залишається одним iз найкращих для загаль-
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ного випадку метричної TSP протягом десятилiть. Для геометричних постано-

вок задачi Arora [99] розробив полiномiальну схему апроксимацiї, що дозволяє

знаходити розв’язок iз довiльною точнiстю (1 + ε).

1.2.3.3. Евристичнi алгоритми. Для практичних застосувань часто ви-

користовуються методи, що не дають теоретичних гарантiй, але демонструють

високу ефективнiсть “у середньому”. Сюди вiдносяться генетичнi алгоритми,

iдеологiя яких була започаткована Holland [100]. Iншим потужним методом є

iмiтацiя вiдпалу, застосована до комбiнаторних задач Kirkpatrick [101]. Окре-

мий клас становлять алгоритми мурашиних колонiй, детально описанi у книзi

Dorigo i Stützle [102]. Л. Ф. Гуляницький дослiджував питання диверсифiка-

цiї пошуку в таких алгоритмах [103], що покращує їхню здатнiсть виходити з

локальних екстремумiв.

1.2.4. Кластеризацiя та попереднi перетворення. Для задач мар-

шрутизацiї великої розмiрностi часто застосовують декомпозицiю через класте-

ризацiю. Огляд алгоритмiв iєрархiчної кластеризацiї наведено у роботi Ran та

iн. [104]. Також важливими є пiдходи до кластеризацiї мереж, що еволюцiону-

ють, описанi Hartmann та iн. [105], якi дозволяють враховувати динамiку змiни

структури графу.

У контекстi задачi комiвояжера, Guttmann-Beck та iн. [106] дослiдили апро-

ксимацiйнi алгоритми для кластеризованої TSP, де вiдвiдування мiст згрупо-

вано. Вплив врахування внутрiшньокластерних та мiжкластерних вiдстаней на

ефективнiсть маршрутизацiї розглянуто у роботах Sheng та iн. [107], якi фоку-

суються на мiжкластерних зв’язках, та Ding та iн. [108], якi пропонують дво-

рiвневий генетичний алгоритм.
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1.3. Вiдкритi питання робастної апроксимацiї

Незважаючи на значний прогрес, iснує клас робастних задач комбiнаторної

оптимiзацiї, для яких питання ефективної апроксимацiї залишається вiдкритим.

Зокрема, це стосується задач, що можуть бути зведенi до обчислення згорток

або їх узагальнень.

1.3.1. (min, +) згортки. У роботi Н. М. Скибицького та К. I. Денисо-

ва [1] показано обчислювальну еквiвалентнiсть одновимiрної задачi комiвояже-

ра з квотами та (min,+)-згортки. Це вiдкриває новi можливостi для перене-

сення результатiв складностi мiж цими областями. Також дослiджено робастнi

постановки задач фiнансової математики, зокрема задачу про оптимальний час

купiвлi та продажу акцiй в умовах невизначеностi [2], що зводиться до пошуку

шляхiв на специфiчних графах.

Цi задачi вимагають розробки нових схем апроксимацiї, оскiльки iснуючi

точнi алгоритми для згорток та спорiднених задач про рюкзак мають обме-

ження. Як показано у роботах Bringmann i Cassis [109, 110], а також Cygan та

iн. [111], iснують бар’єри складностi, що унеможливлюють створення суттєво

швидших точних алгоритмiв. Дослiдження у цiй галузi також тiсно пов’язанi з

комбiнаторними задачами на намистах та згортками, якi вивчали Bremner та

iн. [112]. Побудова ефективних наближених алгоритмiв для таких структур є

актуальним напрямком дослiджень.

1.3.2. Маршрутизацiя БПЛА.

1.3.2.1. Загальнi пiдходи та специфiка БПЛА. Важливим класом

прикладних задач є маршрутизацiя безпiлотних лiтальних апаратiв (БПЛА).

Це динамiчна галузь, де класичнi моделi VRP (англ. vehicle routing problem)

адаптуються до специфiчних обмежень дронiв, таких як заряд батареї та ван-

тажопiдiймальнiсть. Загальний огляд методiв маршрутизацiї транспортних за-

собiв наведено у статтi Laporte [113]. Однак специфiка БПЛА вимагає враху-
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вання нових факторiв. Зокрема, Arsie i Frazzoli [114] дослiджували ефективну

маршрутизацiю декiлькох транспортних засобiв без прямої комунiкацiї, покла-

даючись на розподiленi протоколи. Murayama [115] аналiзував компромiс мiж

робастнiстю зв’язностi мережi роботiв та їх зоною покриття. Також важливим є

врахування керованостi динамiчних мереж зi змiнною топологiєю, як у системах

“лiдер-послiдовник” [116], та моделювання намiрiв агентiв у робототехнiцi [117].

1.3.2.2. Огляд нацiональних та закордонних дослiджень. Україн-

ськi дослiдники Ю. Ф. Кучеренко та iн. [118] аналiзують досвiд застосування

груп БПЛА у мережецентричних операцiях, акцентуючи на координацiї дiй.

В. А. Лупандiн та iн. [119] розглядають тенденцiї створення груп БПЛА та

перспективи їх розвитку. Л. Ф. Гуляницький разом iз колегами [120] дослiджує

конкретнi алгоритмiчнi аспекти задачi маршрутизацiї дронiв, а В. П. Горбулiн

та iн. [121] пропонують методи оптимiзацiї маршрутiв команд БПЛА за наяв-

ностi альтернативних та динамiчних депо.

Серед закордонних дослiджень варто видiлити роботу Savuran i Karakaya

[122] щодо оптимiзацiї маршрутiв БПЛА, що запускаються з рухомого носiя.

Сучаснi логiстичнi пiдходи включають iнтеграцiю вантажiвок та дронiв для

операцiй “останньої милi”, як це описано у роботi Long та iн. [123]. Також набу-

вають актуальностi “зеленi” маршрути: Kuo та iн. [124] застосовують генетичнi

алгоритми (NSGA-II) для мiнiмiзацiї викидiв вуглецю при доставцi дронами.

1.4. Методологiя проведення обчислювальних експериментiв

1.4.1. Тестовi набори даних. Для верифiкацiї теоретичних оцiнок ефе-

ктивностi алгоритмiв необхiдне проведення чисельного моделювання. Методо-

логiя експериментального аналiзу алгоритмiв ґрунтується на принципах, викла-

дених у класичних працях з алгоритмiв та структур даних. Важливим аспектом

є використання стандартизованих наборiв даних для забезпечення вiдтворюва-

ностi результатiв. У контекстi потокових задач, фундаментальна монографiя
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Ahuja, Magnanti i Orlin [125] надає не лише теоретичний базис, але й прикла-

ди тестування алгоритмiв на мережах. Для задач комiвояжера та їх варiацiй

стандартом де-факто є використання бiблiотек типу TSPLIB, що дозволяє по-

рiвнювати результати з вiдомими бенчмарками, як це робиться у роботах з

алгоритмiв апроксимацiї (наприклад, [106,108]).

1.4.2. Метрики робастностi та ефективностi. Оцiнка робастностi ме-

реж та алгоритмiв вимагає специфiчних метрик, вiдмiнних вiд простого часу

виконання. Abbas та iн. [126] пропонують методи покращення зв’язностi мереж

за допомогою довiрених вузлiв, що може бути використано як модель для гене-

рацiї тестових графiв з рiзним рiвнем стiйкостi. Wandelt та iн. [127] розглядають

оцiнку робастностi транспортних мереж через використання спiльнот, що також

дає iнструментарiй для створення реалiстичних тестових сценарiїв, наближених

до реальних iнфраструктурних мереж. Експерименти повиннi оцiнювати не ли-

ше час виконання, але й якiсть отриманих розв’язкiв, використовуючи метрики

на кшталт price of robustness [42], на великих вибiрках даних.

1.5. Висновки до роздiлу 1

Позитивними рисами iснуючих рiшень є:

• Висока гнучкiсть моделювання — розробленi методи здатнi працювати

з рiзними типами множин невизначеностi (елiпсоїдальнi, полiедральнi,

сценарнi) та рiзною топологiєю мереж (циркулянтнi, випадковi графи),

що дозволяє адаптувати їх до широкого класу задач.

• Математична обґрунтованiсть — бiльшiсть пiдходiв супроводжуються

строгими теоретичними результатами, що включають доведення повно-

ти (класи P та NP ), оцiнки коефiцiєнтiв апроксимацiї (схеми PTAS) та

аналiз збiжностi iтерацiйних процедур.

• Прикладна спрямованiсть — алгоритми адаптованi до конкретних зав-

дань реального свiту: маршрутизацiя дронiв з урахуванням заряду бата-
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реї, оптимiзацiя фiнансових портфелiв в умовах стохастичної волатиль-

ностi, забезпечення стiйкостi комунiкацiйних мереж.

• Алгоритмiчне забезпечення — наявнiсть стандартизованих бенчмаркiв

(наприклад, TSPLIB) та розвинених бiблiотек для лiнiйного програму-

вання полегшує порiвняння та впровадження методiв.

Водночас виявленi i суттєвi обмеження:

• Обчислювальна складнiсть — багато ключових задач (зокрема, варiан-

ти TSP та рюкзака) є NP -складними, що унеможливлює використання

точних методiв для задач великої розмiрностi у реальному часi.

• Консерватизм розв’язкiв — класичнi мiнiмакснi пiдходи до робастностi

часто призводять до надмiрно обережних рiшень, що характеризується

високою цiною робастностi.

• Залежнiсть вiд вхiдних припущень — ефективнiсть методiв критично

залежить вiд коректностi вибору множини невизначеностi; порушення

цих припущень може суттєво знизити якiсть розв’язку.

• Проблеми апроксимацiї — для певних класiв задач, таких як робастнi

згортки, побудова ефективних схем апроксимацiї з полiномiальним ча-

сом роботи залишається вiдкритим питанням через iснуючi бар’єри скла-

дностi.

Пiдсумовуючи, хоча галузь робастної комбiнаторної оптимiзацiї є розвину-

тою та багатою на пiдходи, унiверсального методу, який би одночасно поєднував

полiномiальну складнiсть, гарантовану точнiсть та низький рiвень консервати-

зму, наразi не iснує. Це залишає простiр для подальших дослiджень, результати

яких, зокрема побудова нових апроксимацiйних схем та експериментальна пе-

ревiрка їх ефективностi, будуть представленi у наступних роздiлах роботи.
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РОЗДIЛ 2

ФУНДАМЕНТАЛЬНА ТЕОРIЯ АЛГОРИТМIВ

2.1. Вступ

Сфера теоретичної iнформатики зазнала суттєвих змiн зумовлених глобаль-

ними технологiчними трендами та локальними українськими викликами остан-

нiх рокiв. Наразi фундаментальнi дослiдження вже не сприймаються виключно

як абстрактнi а розглядаються крiзь призму їхнього застосування у галузi на-

цiональної безпеки, захисту критичної iнфраструктури, та кiбербезпеки.

Ефективнi алгоритми пов’язанi зi зв’язнiсть графiв, криптографiчними при-

мiтивами, структурними властивостями таких об’єктiв як дерева та рядки ста-

ють iнструментами подвiйного призначення. Водночас в Українi зростає значе-

ння теорiї прийняття рiшень в умовах невизначеностi та розширення теорети-

чних основ алгоритмiв апроксимацiї.

В Українi дослiдженнями у цьому напрямку займаються передусiм Київ-

ський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Iнститут кiбернетики

iменi В.М. Глушкова НАН України та Iнститут математики НАН України. Са-

ме створенi в межах цих закладiв науковi школи вiдiграють провiдну роль в

розробцi алгоритмiв в умовах невизначеностi та строгих бюджетних обмежень.

В цьому роздiлi представлено новi теоретичнi результати у п’яти галузях

теорiї алгоритмiв та дискретної математики: властивостях операцiї побiтового

додавання, рядкових алгоритмах, алгоритмах на деревах, теорiї тонкої обчи-

слювальної складностi та реберної зв’язностi регулярних графiв.

Отриманi результати є пiдґрунтям для дослiдження робастних версiй роз-

глянутих задач та побудови алгоритмiв апроксимацiї для них у роздiлi 3 та

роздiлi 4 дисертацiї.
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2.1.1. Бiтовi операцiї. Одним з класичних будiвельних блокiв сучасної

iнформатики є операцiя побiтового виключного або, яка позначається симво-

лом ⊕ та читається як ксор англiйською мовою. Її прикладне значення складно

переоцiнити, адже її застосування охоплюють криптографiчнi примiтиви, коди

виправлення помилок, методи генерацiї псевдовипадкових чисел, але не обме-

жуються перелiченими галузями.

На противагу класичнiй арифметичнiй операцiї додавання +, ксор виконує-

ться порозрядно без переносiв у наступний розряд. Приклад такого додавання

зображено на рис. 2.1.
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Рис. 2.1: Порiвняння результатiв додавання (а) та побiтового додавання (б).

Така особливiсть породжує багато унiкальних алгебраїчних властивостей.

Зокрема, (N0,⊕) можна розглядати як комутативну (абелеву) групу iзоморфну

прямiй сумi злiченної кiлькостi Z2. Така структура часто породжує складнi

закономiрностi попри свою простоту на рiвнi окремих цифр (бiтiв).

В галузi адитивної комбiнаторики вивчаються множини вигляду

A+B = {a+ b|a ∈ A, b ∈ B} , (2.1.1)

де A,B ⊂ N0, або A,B ⊂ Zp для простого p та було отримано багато класичних

результатiв, як-то
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Теорема 1 (Кошi—Девенпорта). Для довiльного простого p та непоро-

жнiх A,B ⊂ Zp виконується нерiвнiсть

|A+B| ⩾ min(p, |A|+ |B| − 1). (2.1.2)

Бiльше подiбних результатiв можна знайти у вiдомiй книзi Стенлi [38]. Та-

кий результат спонукає дослiдження властивостей поелементної суми множин

в iнших групах, зокрема у вже згаданiй (N0,⊕). Вводиться поняття:

Означення 1. Побiтовою поелементною сумою множин A,B ⊂ N0 будемо

називати множину

A⊕B = {a⊕ b|a ∈ A, b ∈ B} , (2.1.3)

що прямо вiдповiдає рiвнянню (2.1.1).

Для множин A,B загального вигляду питання пошуку структури у множинi

A ⊕ B та оцiнки її розмiру є досить складним, тож вiдповiдний пiдроздiл на-

томiсть зосереджений на множинах спецiального вигляду. А саме, розглянуто

A,B що є пiвiнтервалами [a, c) та [b, d) натуральних чисел. Приклад взаємодiї

iнтервалiв пiд дiєю ксору зображено на рис. 2.2.

Центральними результатами вiдповiдного пiдроздiлу є аналог теореми 1:

Теорема 2. Для непорожнiх iнтервальних множин A,B ⊂ N0 виконує-

ться спiввiдношення

|A⊕B| ⩽ C(|A|+ |B|), (2.1.4)

де C > 0 — певна дiйсна константа.

та побудова алгоритму, що дозволяє за полi-логарифмiчний час знайти мно-

жину A⊕B для заданих iнтервалiв A,B.

Зауваження 1. На вiдмiну вiд теореми 1, оцiнка зверху а не знизу, оскiль-

ки оцiнка знизу в рiвняннi (2.1.4) є тривiальною ти випливає з iн’єктивностi

ксору: |{a} ⊕B| = |B| для довiльних a ∈ N0 та B ⊂ N0.

Зауваження 2. Така лiнiйна верхня оцiнка суттєво краща за наївну ква-

дратичну оцiнку |A⊕B| ⩽ |A| · |B|.



36

2 3 4 5
Y [2, 6)

4

5

6

7

X
[4

,8
)

6 7 0 1

7 6 1 0

4 5 2 3

5 4 3 2

Рис. 2.2: Матриця взаємодiї вiдрiзкiв [2, 6) та [4, 8) при операцiї ксор.

Цi результати були отриманi автором одноосiбно i апробовано на конференцiї

Шевченкiвська весна 2025.

2.1.2. Рядковi алгоритми. У галузi рядкових алгоритмiв важливе мiсце

посiдають задачi лексикографiчного упорядкування та декомпозицiї рядкiв. До

числа прикладних застосувань таких алгоритмiв входять пошуки повторiв у

геномах в бiоiнформатицi, ефективне стиснення даних та побудова вдалих iн-

дексiв для швидкого пошуку iнформацiї в iнтернетi.

Як правило, задачi iз рядками потребують створення масивних структур

даних, як-то суфiкснi масиви, масив найдовших спiльних префiксiв, або навiть

суфiкснi автомати. Бiльш детальний опис суфiксних структур даних та їхнiх
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застосувань мiститься у роботах Манбера [128] та Крочемора [129].

У багатьох прикладних задачах одним iз перших крокiв є певна декомпо-

зицiя або перетворення тексту на зручнiший для подальшої обробки. Одним з

найвiдомiших подiбних крокiв є перетворення Барроуза—Вiллера (BWT):

Означення 2. Перетворенням Барроуза—Вiллера рядка s називається ря-

док iз символiв останнього стовпчика матрицi Барроуза—Вiллера рядка s.

Означення 3. Матрицею Барроуза—Вiллера рядка s називається матриця,

рядками якої є циклiчнi зсуви рядка s вiдсортованi лексикографiчно.

Ефективний алгоритм побудови BWT, як правило, використовує суфiксний

масив рядка s.

Означення 4. Суфiксним масивом рядка s називається масив iндексiв, якi

є позицiями початку суфiксiв s у лексикографiчно вiдсортованому порядку.

Для ототожнення циклiчних зсувiв та суфiксiв до рядка s достатньо допи-

сати певний символ що в ньому не зустрiчається та вважати його бiльшим за

усi справжнi символи s. Оскiльки iснують лiнiйнi за часом алгоритми побудови

суфiксного масиву, то й BWT теж можна побудувати за лiнiйний час O(n), де

n позначає довжину рядка s, тобто кiлькiсть символiв.

BWT було б не дуже корисним якби не iснувало способу його обернути.

Для вiдновлення рядка s за його BWT зазвичай використовують декомпозицiю

(факторизацiю) Лiндона. Спершу дається означення слова Лiндона:

Означення 5. Непорожнiй рядок w називається словом Лiндона, якщо вiн

є строго меншим у лексикографiчному порядку за всi свої власнi суфiкси.

Приклад 1. Словами Лiндона є, зокрема, a, b, ab, aab, abb. Натомiсть,

aba (суфiкс a < aba), ba не є словами Лiндона.

Означення 6. Декомпозицiєю Лiндона рядка s називається його розбиття

s = w1|w2| . . . |wk, де усi wi є словами Лiндона, а також w1 ⩾ w2 ⩾ · · · ⩾ wk.

Лiндон з колегами довели що таке розбиття єдине, а згодом Дюваль [130]

винайшов алгоритм який дозволяє знайти такий розклад за лiнiйний час O(n).
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Зауважимо, що тут i надалi пiд О-великим розумiється складнiсть в найгiр-

шому випадку, а не в середньому.

У вiдповiдному пiдроздiлi означується альтернативний спосiб декомпозицiї

рядка на слова Лiндона та запропоновано ефективний алгоритм побудови такої

декомпозицiї з використанням монотонного стеку.

Забiгаючи наперед анонсовано, що розроблений алгоритм використовує ша-

рувату архiтектуру з кiлькох структур даних зображених на рис. 2.3.

a b a c a b aInput String (S)

0 1 2 3 4 5 6

6 4 0 2 5 1 3Suffix Array (SA)

1 3 1 0 2 0LCP Array

Sparse Table (RMQ)

Рис. 2.3: Iлюстрацiя рiвневої архiтектури алгоритму.

Цi результати були отриманi у спiвавторствi з Нiшанком Сурешем, випу-

скником Iндiйського технологiчного iнституту у Мадрасi. Результати лягли в

основу однiєї з задач мiжнародного вiдкритого змагання з програмування.

2.1.3. Згортки послiдовностей. Операцiя згортки є фундаментальним

будiвельним блоком не лише в дискретнiй оптимiзацiї, але й в неперервнiй.

Щоправда, розумiння згортки тут суттєво вiдрiзняється. Так, у галузi матема-

тичного аналiзу як правило означають (+, ·) згортку:
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Означення 7. Неперервною (+, ·) згорткою двох функцiй f, g : R → R

називають функцiю h : R → R визначену спiввiдношенням

h(z) = (f ∗ g)(z) =
∫ ∞

−∞
f(x)g(z − x)dx. (2.1.5)

В дискретнiй математицi поняття (+, ·) згортки теж iснує i знаходить не-

обмеженi практичнi застосування. Зрештою, самих лише згорткових штучних

нейронних мереж достатньо аби увiковiчити поняття згортки у колективнiй

пам’ятi людства. Наведемо означення для повноти:

Означення 8. Дискретною (+, ·) згорткою двох послiдовностей f, g : Z →

R називають послiдовнiсть h : Z → R визначену спiввiдношенням

h[n] = (f ∗ g)[n] =
∞∑

m=−∞
f [m] · g[n−m]. (2.1.6)

Такий запис має прояснити назву плюс-помножити згортки, адже операцiя

додавання не зустрiчалася явно у рiвняннi (2.1.5).

Добре вiдомi алгоритми швидкого обчислення згортки скiнченних послiдов-

ностей довжини n, бiльшiсть яких заснованi на швидкому перетвореннi Фур’є

та мають лiнеаритмiчний час роботи O(n log n). Дисертацiя не зупиняється на

внутрiшнiх механiзмах перетворення Фур’є та способi його обчислення, адже

вони не стали у пригодi при побудовi вiдповiдного алгоритму.

Натомiсть дається означення мiнiмум-плюс згортки:

Означення 9. (min,+) згорткою двох послiдовностей f, g : Z → R нази-

вають послiдовнiсть h : Z → R визначену спiввiдношенням

h[n] =
∞
min

m=−∞
(f [m] + g[n−m]). (2.1.7)

Напротивагу швидкому перетворенню Фур’є для рiвняння (2.1.6), для скiн-

ченної версiї рiвняння (2.1.7) поки що не знайдено суттєво суб-квадратного ал-

горитму. А саме, Циган та iншi [111] висунули гiпотезу про мiн-плюс згортку:

Гiпотеза 1. Для жодного ε > 0 не iснує алгоритму який за час O(n2−ε)

обчислює (min,+) згортку довiльних послiдовностей довжини n.
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Зауваження 3. Гiпотеза допускає iснування несуттєво суб-квадратних

алгоритмiв. Бремнер з колегами [112] запропонували алгоритм з обчислю-

вальною складнiстю O
(
n2(log logn)3

log2 n

)
.

Бiльше про вiдмiннiсть мiж виразами O(n2−ε) та O
(
n2(log logn)3

log2 n

)
можна про-

читати у роботах з теорiї тонкої обчислювальної складностi, наприклад у Вi-

льямза [93,94]. В цiй галузi встановлюють нижнi оцiнки складностi алгоритмiв

з класу P , деякi з яких є точними.

Зауваження 4. Також iснує багато спецiальних випадкiв вхiдних даних

для яких (min,+) згортку можна обчислити за час O(n log n). Сюди вiднося-

ться як задачi з монотонними та опуклими послiдовностями, так i псевдо-

полiномiальнi алгоритми час роботи яких залежить вiд вхiдних значень а не

лише їхнього розмiру, тобто кiлькостi бiтiв необхiдних для запису.

У пiдроздiлi встановлено зв’язок задачi про мiнiмум-плюс згортку з окремим

випадком задачi комiвояжера з квотою. Отриманi зведення достатньо швидкi

i дозволяють використовувати результати теорiї тонкої обчислювальної скла-

дностi та переносити їх з однiєї задачi на iншу.

Цi результати отримано у спiвавторствi з К.I. Денисовим, студентом факуль-

тету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального унiверситету

iменi Тараса Шевченка. Результати були апробованi на конференцiї ITIA 2024

та опублiкованi у 2-ому випуску Журналу обчислювальної та прикладної мате-

матики за 2024-ий рiк.

2.1.4. Послiдовностi у деревах. Окрiм бiтових операцiй, масивiв та

рядкiв в теорiї алгоритмiв зачасту можна зустрiти графи. Найпростiшими гра-

фами є дерева, тож бiльшiсть дослiджень доцiльно розпочинати саме з них.

Зрештою, множина дерев мiститься у множинi графiв, тож складнiсть алгори-

тму для знаходження певного об’єкту у загальному графi не може бути меншою

за складнiсть для дерева. Водночас у математицi часто зустрiчаються знако-

змiннi послiдовностi. Дамо формальне
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Означення 10. Послiдовнiсть (an)
∞
n=1 називається знакозмiнною якщо або

a1, a3, · · · > 0 ∧ a2, a4, · · · < 0, (2.1.8)

або

a1, a3, · · · < 0 ∧ a2, a4, · · · > 0. (2.1.9)

Вони тiсно пов’язанi з зигзагоподiбними послiдовностями. Дамо формальне

Означення 11. Послiдовнiсть (an)
∞
n=1 називається зигзагоподiбною якщо

a1 > a2 < a3 > a4 < . . . ∨ a1 < a2 > a3 < a4 > . . . . (2.1.10)

Зв’язок мiж ними визначає

Лема 1. Префiкснi суми кожної знакозмiнної послiдовностi є зигзагоподi-

бною послiдовнiстю, а рiзницевим масивом кожної зигзагоподiбної послiдов-

ностi є знакозмiнна послiдовнiсть.

Для повноти наводяться означення:

Означення 12. Послiдовнiсть префiксних сум b послiдовностi a визначає-

ться спiввiдношеннями

bn =
n∑

k=1

ak. (2.1.11)

Означення 13. Рiзницевий масив d послiдовностi c визначається спiввiд-

ношеннями

dn = cn+1 − cn. (2.1.12)

Окрiм пошуку зигзагоподiбних послiдовностей важливi прикладнi задачi

аналiзу геномiв та високомолекулярних сполук потребують вмiти нумерувати

або ж принаймнi рахувати кiлькiсть таких послiдовностей.

У масивi задача пошуку найдовшої знакозмiнної пiдпослiдовностi розв’язує-

ться за лiнiйний час O(n) методами динамiчного програмування. Узагальнення

цiєї задачi на дерева є складнiшим через нелiнiйну структуру.

У вiдповiдному пiдроздiлi послiдовно розв’язано двi задачi пiдрахунку зи-

гзагоподiбних послiдовностей у деревах з бiнарними та довiльними числовими
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мiтками. Побудованi алгоритми застосовують методи динамiчного програму-

вання на деревах, поняття найменшого спiльного предка та метод злиття вiд

меншого до бiльшого.

Також було розглянуто пiдходи, що ґрунтуються на центроїднiй та heavy-

light декомпозицiях введених Бендером [131] та Слейтором [132], проте отриманi

алгоритми виявилися громiздкими та менш ефективними.

Цi результати були отриманi у спiвавторствi з Нiшанком Сурешем, випу-

скником Iндiйського технологiчного iнституту у Мадрасi та Реєм Шреяном, ви-

пускником Iндiйського технологiчного iнституту у Хараґпурi. Результати лягли

в основу однiєї з задач мiжнародного вiдкритого змагання з програмування.

2.1.5. Регулярнi графи. Останнiй пiдроздiл теоретичної частини при-

свячений ребернiй зв’язностi регулярних графiв. Такi графи з однаковими сте-

пенями усiх вершин знаходять застосування у проєктуваннi реальних мереж

з фiзичними обмеженнями, як-то енергомережi, дорожнi мережi, та мережевi

комутатори.

Нехай G = (V,E) — простий неорiєнтований граф, де V — множина вершин,

а E ⊆ V × V — множина ребер. Порядок графа позначається як n = |V |, а

кiлькiсть ребер як m = |E|.

Означення 14. Граф G називається k-регулярним, якщо ступiнь кожної

вершини v ∈ V дорiвнює k:

∀v ∈ V : deg v = k (2.1.13)

Важливим пiдкласом регулярних графiв є циркулянтнi графи.

Означення 15. Для натуральних чисел 0 < s1 < · · · < sl ⩽ n/2 граф

Cs1,s2,...,sl
n = ({0, 1, . . . , n − 1}, {(u, v)|∃i : v = u + si (mod n)} називається цир-

кулянтним графом або просто циркулянтою.

Їхня структура тiсно пов’язана з групою (Zn,+), де n позначає кiлькiсть

вершин у графi.
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Рис. 2.4: Приклад циркулянти з парними n i k.

Для багатьох застосувань важливою характеристикою графа є його реберна

зв’язнiсть — мiнiмальна кiлькiсть ребер якi необхiдно видалити з графа так,

щоб вiн перестав бути зв’язним. Така пiдмножина ребер також називається

(глобальним) мiнiмальним розрiзом.

Основними класичними результатами тут є

Теорема 3. Реберна зв’язнiсть k-регулярного циркулянтного графа з кро-

ками s1, . . . , sl для яких gcd(s1, . . . , sl, n) = 1 дорiвнює k.

Гiпотеза 2. Довiльна k-регулярна циркулянта або незв’язна або має ре-

берну зв’язнiсть k.

Вiдповiдний пiдроздiл натомiсть зосереджено на погано зв’язаних циркулян-

тнах. У ньому запропоновано конструктивнi способи пошуку таких мiнiмально

зв’язних графiв та обговорено питання їхнього пiдрахунку.

Цi результати були отриманi у спiвавторствi з науковим керiвником В.В. Се-

меновим, доктором фiзико-математичних наук та професором Київського на-

цiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Результати були апробованi

на конференцiї DSMSI 2025.
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2.2. Побiтова поелементна сума множин

Перш нiж переходити до формулювання та доведення основних результатiв,

введемо строгi математичнi означення об’єктiв нашого дослiдження.

Означення 16. Нехай N0 — множина невiд’ємних цiлих чисел. Для x, y ∈

N0 операцiя побiтового додавання x⊕ y визначається наступним чином: якщо

x =
∑∞

i=0 xi2
i та y =

∑∞
i=0 yi2

i, де xi, yi ∈ {0, 1}, то

x⊕ y =
∞∑
i=0

(xi + yi (mod 2))2i. (2.2.1)

Ми розглядаємо розширення цiєї операцiї на множини.

Означення 17. Для двох множин X, Y ⊆ N0 їх побiтовою сумою називає-

ться множина:

X ⊕ Y = {x⊕ y | x ∈ X, y ∈ Y }. (2.2.2)

Основним об’єктом нашої уваги є вiдрiзки послiдовних цiлих чисел. В те-

орiї алгоритмiв та обчислень такi вiдрiзки часто представляють собою блоки

пам’ятi, вiкна даних або часовi iнтервали.

Означення 18. Вiдрiзком довжини k з початком у точцi x називається

множина [x, x+ k).

Гiпотеза 3. Для будь-якого натурального k > 1 та будь-яких невiд’ємних

цiлих x, y:

|[x, x+ k)⊕ [y, y + k)| ⩽ 4(k − 1). (2.2.3)

Одержане доведення гiпотези 4(k−1) є громiздким, тож натомiсть наведемо

просте доведення дещо слабшої, але асимптотично еквiвалентної оцiнки.

Теорема 4. Для будь-якого натурального k ⩾ 5 та будь-яких невiд’ємних

цiлих x, y:

|[x, x+ k)⊕ [y, y + k)| ⩽ 5(k − 2). (2.2.4)

Доведення Теореми 4. Доведемо, що f(n) ⩽ 5(n − 2) для n ⩾ 5 методом

математичної iндукцiї.
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База iндукцiї: у роботi [6] було доведено, що функцiя f володiє властивi-

стю перiодичностi, що дозволило знайти f(5) = 12 та f(6) ⩽ 16 перебором з

вiдтинанням. Перевiримо нерiвнiсть для n = 5 та n = 6: для n = 5 формула

дає 5 · 3 = 15 ⩾ 12 = f(5), а для n = 6, формула дає 5 · 4 = 20 ⩾ 16 ⩾ f(16).

Крок iндукцiї: Припустимо, що твердження вiрне для всiх m < n. Розгля-

немо n. У роботi [6] також було доведено, що f(2k), f(2k + 1) ⩽ 2f(k + 1).

1. n парне, n = 2k.

Маємо f(2k) ⩽ 2f(k + 1). Оскiльки k ⩾ 3 (бо n ⩾ 6), то k + 1 < 2k, i

можна застосувати припущення iндукцiї до f(k + 1).

f(k + 1) ⩽ 5((k + 1)− 2) = 5(k − 1). (2.2.5)

Тодi f(2k) ⩽ 2 · 5(k − 1) = 10(k − 1) = 10k − 10.

Нам потрiбно довести, що ця величина не перевищує нашу цiльову оцiн-

ку для 2k: 5(2k − 2) = 10k − 10.

Отримуємо 10k− 10 ⩽ 10k− 10. Нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть,

отже твердження вiрне.

2. n непарне, n = 2k + 1.

f(2k + 1) ⩽ 2f(k + 1) ⩽ 2 · 5(k − 1) = 10k − 10. (2.2.6)

Цiльова оцiнка: 5((2k + 1)− 2) = 5(2k − 1) = 10k − 5.

Перевiряємо: 10k−10 ⩽ 10k−5. Це еквiвалентно −10 ⩽ −5, що очевидно

вiрно.

Таким чином, крок iндукцiї доведено для всiх n. Теорема доведена.

Цей результат є важливим кроком вперед, оскiльки вiн математично стро-

го обґрунтовує лiнiйнiсть, вiдкидаючи можливiсть поганих конфiгурацiй, якi

могли б дати надлiнiйний рiст.

Розглянемо узагальнення задачi на випадок вiдрiзкiв рiзної довжини та до-

слiдили внутрiшню структуру множини XOR-сум.
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Рис. 2.5: Порiвняння лiнiйної верхньої оцiнки 5(k− 2) з квадратичною оцiнкою

k2 та реальними значеннями f(k) для k до 30.
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Нехай маємо два вiдрiзки довжинами k1 та k2, де k1 ⩽ k2. Позначимо

g(k1, k2) = maxx,y |[x, x+ k1)⊕ [y, y + k2)|.

Твердження 1. Для k1 ⩽ k2, g(k1, k2) = O(k2).

Тобто верхня межа залежить лiнiйно вiд довжини довшого вiдрiзка.

Доведення. Довший вiдрiзок [y, y+k2) можна подати як об’єднання ⌈k2/k1⌉

вiдрiзкiв довжини k1. Нехай Y =
⋃m−1

i=0 Yi, де Yi — вiдрiзок довжини k1, а

m ≈ k2/k1. Тодi X ⊕ Y = X ⊕ (
⋃

Yi) =
⋃
(X ⊕ Yi). Потужнiсть об’єднання не

перевищує суми потужностей: |X⊕Y | ⩽
∑m−1

i=0 |X⊕Yi|. За основною теоремою,

кожен доданок |X ⊕ Yi| ⩽ 5(k1 − 2) ≈ 5k1. Тодi загальна сума ⩽ k2
k1
· 5k1 = 5k2.

Отже, |X ⊕ Y | ⩽ 5k2.

Цей результат має цiкаву iнтерпретацiю: якщо довгий потiк даних сканує-

ться коротким вiкном за допомогою XOR, ентропiя результату обмежена дов-

жиною потоку, а не добутком довжин.

Множина [x, x+ k)⊕ [y, y + k), як правило, не є суцiльним вiдрiзком. Мно-

жина мiстить пропущенi числа. Виявилено, що структура дiрок нагадує стру-

ктуру фракталу, що виникає при побудовi трикутника Паскаля за модулем 2

(трикутник Серпiнського). Це не дивно, оскiльки операцiя XOR тiсно пов’язана

з додаванням в полi F2.

На основi рекурсивної леми можна побудувати алгоритм обчислення f(k)

значно швидший за перебiр. Замiсть перевiрки всiх x, y, можна використовувати

динамiчне програмування на деревi бiтових представлень. Це вiдкриває шлях

до обчислення точних значень f(k) для k ≈ 109 i вище, що неможливо методом

прямого перебору. Складнiсть такого алгоритму оцiнюється як O(k log2 3) або на-

вiть полiлогарифмiчна вiд k при використаннi технiки цифрового динамiчного

програмування (англ. digit dynamic programming).
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Рис. 2.6: Чорнi клiтинки позначають пари x, y для яких x&y = 0. Ця структура

нагадує трикутник Серпiнського.
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2.3. Лексикографiчна декомпозицiя рядка

Нехай S — рядок довжини n над скiнченним впорядкованим алфавiтом.

Нехай A — спочатку порожнiй рядок. Визначимо операцiю над S наступним

чином:

1. Знайти пiдрядок S[l . . . r], який є лексикографiчно найбiльшим серед

усiх пiдрядкiв S. У разi неоднозначностi обрати будь-який.

2. Приєднати S[l . . . r] до кiнця рядка A.

3. Видалити S[l . . . r] з S, об’єднавши частини, що залишилися:

S := S[1 . . . l) + S(r . . . n].

Такi операцiї повторюються доки S не стане порожнiм. Необхiдно знайти кiн-

цеве значення A.

Для побудови ефективного алгоритму спочатку доведемо ключову власти-

вiсть максимального пiдрядка.

Лема 2. Лексикографiчно найбiльший пiдрядок рядка S завжди є суфiксом.

Доведення. Припустимо вiд супротивного, що максимальний пiдрядок M =

S[l . . . r] не є суфiксом, тобто r < n. Розглянемо пiдрядок M ′ = S[l . . . r + 1].

Оскiльки M ′ має M як префiкс, i M ′ довший за M , то в лексикографiчному

порядку M ′ > M . Це суперечить припущенню, що M є максимальним. Отже,

r = n, i M є суфiксом.

З леми 2 випливає, що на кожному кроцi видаляється суфiкс поточного

рядка. Це означає, що лiва частина рядка залишається незмiнною, i початковий

рядок S фактично розбивається на блоки справа налiво. Нехай S розбивається

на пiдрядки Bk, Bk−1, . . . , B1, де B1 — перший знайдений максимальний суфiкс,

B2 — максимальний суфiкс залишку i так далi. Тодi вiдповiдь A = B1 + B2 +

· · · + Bk. Зауважимо, що в термiнах iндексiв початкового рядка це вiдповiдає

вибору послiдовностi iндексiв розбиття 1 = ik < ik−1 < · · · < i1 ⩽ n.

Будемо обробляти рядок справа налiво та пiдтримувати стек iндексiв L, що
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l r |S|

M = S[l r]

M ′ = M + S[r + 1]

M ′ > M

Рис. 2.7: Iлюстрацiя леми 2. Якщо максимальний пiдрядок не є суфiксом, можна

розширити його на один символ праворуч, отримавши бiльший пiдрядок.

S : B4 B3 B2 B1

A : B1 B2 B3 B4

  

Рис. 2.8: Iлюстрацiя розбиття рядка на блоки за допомогою максимальних су-

фiксiв. Результат A утворюється конкатенацiєю блокiв у зворотному порядку.
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представляють початки потенцiйних оптимальних суфiксiв.

Algorithm Solve(S):

1. Побудувати масив найдовших спiльних префiксiв (LCP)

2. Побудувати розрiджену таблицю над LCP

3. Iнiцiалiзувати стек L = [n + 1].

4. for i вiд n до 1:

while L.size() >= 2:

x = L.top()

y = L.second_top()

if CompareSubstrings(i, y, x, y):

L.pop()

else:

break

L.push(i)

5. Вiдновити вiдповiдь A, використовуючи iндекси зi стеку L.

Функцiя CompareSubstrings порiвнює S[i1 . . . j1) та S[i2 . . . j2):

• Знаходимо довжину найдовшого спiльного префiкса

l = lcp(S[i1 . . . ), S[i2 . . . )) (2.3.1)

• Обмежуємо l мiнiмальною довжиною порiвнюваних пiдрядкiв:

l = min(l, j1 − i1, j2 − i2).

• Якщо l бiльше або дорiвнює довжинi коротшого пiдрядка, то довшим

вважається той, що має бiльшу довжину. У алгоритмi завжди порiвню-

ємо S[i . . . y) та S[x . . . y), де i < x, тому перший рядок завжди довший

i мiстить другий як префiкс. Отже, якщо l ⩾ y − x, перший рядок ле-

ксикографiчно бiльший.

• Якщо l < y − x, порiвнюємо символи S[i1 + l] та S[i2 + l].

Теорема 5. Запропонований алгоритм має часову складнiсть O(n).
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Рис. 2.9: Iлюстрацiя порiвняння пiдрядкiв за допомогою масиву найдовших

спiльних префiксiв. Використання розрiдженої таблицi дозволяє швидко зна-

ходити довжину спiльного префiкса.
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Доведення. Побудова суфiксного масиву (англ. suffix array) та масиву най-

довших спiльних префiксiв (англ. longest common prefix ) займає O(n) [128].

Кожен iндекс i додається до стеку рiвно один раз. Кожен iндекс може бути

видалений зi стеку не бiльше одного разу. Отже, кiлькiсть операцiй зi стеком

O(n). Використання розрiдженої таблицi (англ. sparse table) для масиву най-

довших спiльних префiксiв дозволяє виконувати порiвняння за O(1).

Сумарна складнiсть O(n) при використаннi лiнiйних алгоритмiв побудови

суфiксного масиву. Просторова складнiсть становить O(n) для зберiгання рядка

та допомiжних масивiв.

Для порiвняння, наївний алгоритм, що шукає максимальний суфiкс шля-

хом прямого перебору на кожному кроцi, має складнiсть O(n2) у найкращому

випадку i O(n3) з урахуванням порiвняння рядкiв, що є неприйнятним.

2.4. Мiнiмум-плюс згортка

Нехай задано двi цiлочисельнi послiдовностi A = (a0, a1, . . . , an−1) та B =

(b0, b1, . . . , bn−1). Задачею про (min,+) згортку є обчислення послiдовностi C =

(c0, c1, . . . , c2n−2), де кожен елемент визначається як:

ck = min
i+j=k

(ai + bj), для 0 ⩽ k ⩽ 2n− 2. (2.4.1)

Тут iндекси i та j пробiгають значення вiд 0 до n− 1.

Гiпотеза 4. У стандартнiй моделi обчислень не iснує алгоритму, який

розв’язує задачу (min,+) згортки для послiдовностей довжини n з елемента-

ми порядку O(poly(n)) за час O(n2−ε) для будь-якого фiксованого ε > 0.

Зауважимо, що на вiдмiну вiд класичної згортки, яка обчислюється за лi-

неаритмiчний час O(n log n) через швидке перетворення Фур’є (FFT), (min,+)

згортка визначена над тропiчним напiвкiльцем (R ∪ {∞},min,+), для якого

невiдомо аналогiв теореми про згортку, що дозволяли б таку ж ефективнiсть.

Найкращий вiдомий алгоритм, запропонований Bremner et al., має складнiсть
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   S = abacaba
i S[i]  /  

7 'a'  . Push 7. 7

6 'b' ba > a  Pop 7. Push 6. 6

5 'a' aba < ba  Push 5. 6 5

4 'c' caba > ba  Pop 6.
caba > aba  Pop 5. Push 4. 4

3 'a' acaba < caba  Push 3. 4 3

2 'b' bacaba > acaba  Pop 3.
bacaba < caba  Push 2. 4 2

1 'a' abacaba < bacaba  Push 1. 4 2 1

  (   : 1, 2, 4):

a
1

b
2

a
3

c
4

a
5

b
6

a
7

B3 (a) B2 (ba) B1 (caba)

Рис. 2.10: Приклад роботи алгоритму для рядка S = abacaba. Показано вибiр

максимальних суфiксiв на кожному кроцi та формування вiдповiдi A.

O
(
n2(log logn)3

log2 n

)
[112], що є лише асимптотично трохи кращим за тривiальний

O(n2).

Задача k-TSP полягає у пошуку найкоротшого маршруту, що вiдвiдує що-

найменше k точок iз заданої множини V у метричному просторi. У однови-

мiрному випадку множина точок X = {x0, x1, . . . , xn−1} розташована на дiй-

снiй прямiй. Без обмеження загальностi вважатимемо, що точки вiдсортованi:

x0 ⩽ x1 ⩽ . . . ⩽ xn−1. Задача 1D all k-TSP полягає в обчисленнi вартостi опти-

мального маршруту yk для кожного можливого розмiру квоти k ∈ {1, . . . , n}.

Лема 3. Для 1D k-TSP оптимальний набiр з k точок завжди є неперерв-

ним пiдвiдрiзком вiдсортованої послiдовностi точок. Тобто, iснує iндекс i,



55

такий що оптимальний набiр точок є {xi, xi+1, . . . , xi+k−1}. Довжина найко-

ротшого маршруту, що вiдвiдує цi точки, дорiвнює xi+k−1 − xi.

Доведення. Розглянемо довiльний набiр з k точок S ⊂ X. Нехай xmin —

мiнiмальна координата в S, а xmax — максимальна. Будь-який маршрут, що

вiдвiдує всi точки з S, повинен вiдвiдати xmin i xmax. Оскiльки рух вiдбувається

на прямiй, вiдстань мiж цими точками є нижньою межею довжини маршру-

ту. Маршрут, що просто йде вiд xmin до xmax, досягає цiєї межi i має довжину

xmax − xmin. Щоб мiнiмiзувати цю величину, нам необхiдно вибрати k точок

так, щоб рiзниця мiж максимальною та мiнiмальною була найменшою. Нехай

зафiксовано xmin = xi та xmax = xj (i < j). Кiлькiсть точок, доступних у iнтер-

валi [xi, xj], дорiвнює j− i+1. Щоб задовольнити квоту, повинно виконуватися

j − i+ 1 ⩾ k. Оскiльки функцiя цiлi xj − xi монотонно зростає зi збiльшенням

j (при фiксованому i), оптимальним є вибiр мiнiмально можливого j, тобто

j = i+k−1. Це вiдповiдає вибору рiвно k послiдовних точок: xi, . . . , xi+k−1.

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

  ( )

  (  )

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

  ( )

  ( )

Рис. 2.11: Iлюстрацiя до Леми 3.
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Отже, задачу 1D all k-TSP можна формалiзувати як обчислення послiдов-

ностi Y = (y1, . . . , yn), де:

yk =
n−k
min
i=0

(xi+k−1 − xi). (2.4.2)

Наївне обчислення за цiєю формулою вимагає O(n) операцiй для кожного k,

що сумарно дає O(n2).

У цьому пiдроздiлi наведено конструктивнi доведення зведення однiєї задачi

до iншої, уточнюючи алгоритмiчнi кроки та аналiз складностi.

Теорема 6. Задача 1D all k-TSP лiнiйно зводиться до задачi (min,+) згор-

тки. Тобто, якщо Tconv(n) — час розв’язання згортки, то 1D all k-TSP роз-

в’язується за Ttsp(n) = O(n) + Tconv(n).

Доведення. Нехай x = (x0, . . . , xn−1) — вхiдний вiдсортований масив точок.

Наша мета — обчислити yk згiдно з (2.4.2). Сформуємо двi послiдовностi A та

B довжини n:

ai = xn−1−i, i = 0, . . . , n− 1, (2.4.3)

bj = −xj, j = 0, . . . , n− 1. (2.4.4)

Це перетворення вимагає O(n) часу. Нехай C — (min,+) згортка послiдов-

ностей A та B:

cm = min
i+j=m

(ai + bj).

Розкриємо вираз для cm, пiдставляючи означення A та B:

cm = min
i+j=m

(xn−1−i − xj).

Виразимо i через m та j: i = m− j. Пiдставимо у iндекс при x:

n− 1− i = n− 1− (m− j) = n− 1−m+ j.

Тодi:

cm = min
j
(xj+(n−1−m) − xj).
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  (  A)   (  B)

a0

0

ai

i

an 1

n-1

bn 1

n

bj

n+j

b0

2n-1

 ( )

Cost = max min = bj ( ai)

n

 X:

Рис. 2.12: Iлюстрацiя до Теореми 6.

Порiвняємо отриманий вираз iз цiльовою формулою (2.4.2):

yk = min
j
(xj+k−1 − xj). (2.4.5)

Вирази пiд знаком мiнiмуму стають iдентичними, якщо покласти розмiр вiкна

(n− 1−m) рiвним (k − 1).

k − 1 = n− 1−m =⇒ k = n−m.

Або, еквiвалентно, m = n− k. Таким чином, k-й елемент розв’язку задачi TSP

(де k — кiлькiсть точок) точно вiдповiдає (n− k)-му елементу результату згор-

тки:

yk = cn−k. (2.4.6)

Оскiльки iндекси згортки m пробiгають значення вiд 0 до 2n − 2, покриваємо

всi необхiднi значення k вiд 1 до n (при m вiд n−1 до 0). Решта значень згортки

можуть бути вiдкинутi. Отже, алгоритм для згортки повнiстю розв’язує задачу

1D all k-TSP.

Зворотне зведення є бiльш нетривiальним через вимогу задачi TSP щодо

впорядкованостi вхiдного масиву.
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Теорема 7. Задача (min,+) згортки для послiдовностей з елементами

в дiапазонi [0,W ] зводиться до задачi 1D all k-TSP. Якщо Ttsp(N,W) — час

розв’язання 1D all k-TSP для N точок з координатами до W, то згортка

обчислюється за O(n) + Ttsp(2n,O(nW )).
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( )  x′i = xi + 2Wi

Рис. 2.13: Iлюстрацiя до Теореми 7.

Доведення. Нехай задано довiльнi послiдовностi A та B довжини n.

Крок 1: Конструювання об’єднаного масиву. Розглянемо масив X дов-

жини 2n, побудований наступним чином:

X = (−a0,−a1, . . . ,−an−1, bn−1, bn−2, . . . , b0). (2.4.7)

Формально:

xi =

−ai, 0 ⩽ i < n,

b2n−1−i, n ⩽ i < 2n.
(2.4.8)

Розглянемо вираз для 1D k-TSP на цьому масивi для конкретного “зсуву”

(або квоти). Нехай шукаємо мiнiмум рiзницi xright − xleft, де xright береться з

другої половини масиву (частина B), а xleft — з першої (частина −A). Нехай

xleft = xi = −ai (0 ⩽ i < n). Нехай xright = xj = b2n−1−j (n ⩽ j < 2n). Тодi

рiзниця:

xj − xi = b2n−1−j − (−ai) = ai + b2n−1−j.

Хочемо, щоб це вiдповiдало ai + bu при фiксованiй сумi iндексiв i + u = m.
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Покладемо u = 2n− 1− j. Тодi умова i+ u = m перетворюється на:

i+ (2n− 1− j) = m =⇒ j − i = 2n− 1−m.

Величина j − i у задачi TSP вiдповiдає K − 1, де K — кiлькiсть точок у вiкнi.

Тобто, поклавши квоту K = 2n−m, отримаємо:

yK = min
j−i=K−1

(xj − xi) = min
i+(2n−1−j)=m

(ai + b2n−1−j) = min
i+u=m

(ai + bu) = cm.

Крок 2: Забезпечення монотонностi. Масив X, побудований на першо-

му кроцi, не обов’язково є вiдсортованим, що порушує умову вхiдних даних для

1D k-TSP. Для виправлення цього застосуємо технiку лiнiйного зсуву. Визна-

чимо модифiкований масив X ′:

x′i = xi + 2i ·W. (2.4.9)

Перевiримо умову сортування x′
i+1 ⩾ x′i:

x′i+1 − x′i = (xi+1 + 2(i+ 1)W )− (xi + 2iW ) = (xi+1 − xi) + 2W.

Оскiльки за умовою вхiднi данi обмеженi, ak, bk ∈ [0,W ], то будь-який елемент

xk ∈ [−W,W ]. Максимально можлива рiзниця мiж двома довiльними елемен-

тами становить W − (−W ) = 2W . Отже, xi+1 − xi ⩾ −2W . Пiдставляючи це,

отримуємо:

x′i+1 − x′i ⩾ −2W + 2W = 0.

Таким чином, послiдовнiсть X ′ є неспадною.

Крок 3: Вiдновлення результату. Застосуємо алгоритм 1D all k-TSP до
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X ′, отримавши значення y′k.

y′k = min
j−i=k−1

(x′j − x′i)

= min
j−i=k−1

((xj + 2jW )− (xi + 2iW ))

= min
j−i=k−1

(xj − xi + 2W (j − i))

= min
j−i=k−1

(xj − xi) + 2W (K − 1)

= yk + 2W (K − 1).

Звiдси yk = y′k − 2W (K − 1). Знаючи yk, отримуємо cm (де m = 2n− k).

Зауваження: максимальне значення елемента в X ′ становить приблизно W+

2(2n)W ≈ 4nW . Це збiльшення дiапазону значень є платою за зведення. Воно

вносить логарифмiчний множник у складнiсть.

Нехай є алгоритм для 1D all k-TSP, що дає наближений розв’язок. Постає

питання перенесення наближення на задачу (min,+) згортки.

1. Припустимо, алгоритм для TSP повертає ỹk таке, що yk ⩽ ỹk ⩽ yk + δ.

Оскiльки cm = y2n−m − const (у зворотньому зведеннi, пiсля корекцiї на

2W (K − 1)), адитивна похибка зберiгається без змiн.

c̃m = ỹ2n−m − shift ⩽ y2n−m + δ − shift = cm + δ.

Отже, зведення є адитивно-стiйким.

2. Припустимо, що маємо (1 + ε)-наближення для TSP на масивi X ′:

ỹ′k ⩽ (1 + ε)y′k.

Розкриємо вираз через вихiднi змiннi згортки:

c̃m + shift ⩽ (1 + ε)(cm + shift).

c̃m ⩽ (1 + ε)cm + ε · shift.

Величина зсуву shift = 2W (k − 1) ≈ 2W · n для k = n. Це значення

є дуже великим порiвняно з цiльовим значенням згортки cm (яке може
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бути порядку W ). Фактична похибка становить ε · cm + ε · 2nW . Навiть

при малому ε, доданок ε · 2nW може домiнувати над самим значенням

розв’язку.

Це призводить до важливого негативного результату:

Наслiдок 1. Стандартне зведення через лiнiйний зсув x′i = xi + 2iW не

зберiгає коефiцiєнт мультиплiкативної апроксимацiї. Полiномiальна схема

наближення (англ. polynomial-time approximation scheme) для 1D all k-TSP на

великих координатах не трансформується автоматично у PTAS для (min,+)

згортки.

Опуклi послiдовностi вiдiграють ключову роль у швидких алгоритмах ди-

намiчного програмування [109]. Послiдовнiсть A називається опуклою, якщо

ai+1 − ai ⩾ ai − ai−1 для всiх i.

Теорема 8. Лiнiйна трансформацiя x′i = xi + C · i, використана для сор-

тування масиву у Теоремi 7, зберiгає властивiсть опуклостi вихiдної послi-

довностi.

Доведення. Друга скiнченна рiзниця для X ′ виглядає так:

∆2x′i = x′i+1 − 2x′i + x′i−1

= (xi+1 + C(i+ 1))− 2(xi + Ci) + (xi−1 + C(i− 1))

= (xi+1 − 2xi + xi−1) + C(i+ 1− 2i+ i− 1)

= ∆2xi.

Отже, X ′ є опуклою тодi й лише тодi, коли X є опуклою.

Наслiдок. Вiдомо, що (min,+) згортка двох опуклих послiдовностей (або

навiть однiєї опуклої та однiєї довiльної) може бути обчислена за час O(n) за

допомогою алгоритму SMAWK або методiв Eppstein et al. [97]. Завдяки нашо-

му зведенню, це означає, що задача 1D all k-TSP може бути розв’язана за

O(n), якщо множина точок X має властивiсть “прискореного зростання” (вiд-

станi мiж сусiднiми точками зростають), що вiдповiдає опуклостi координат. Це
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суттєве покращення порiвняно з загальним випадком.

2.5. Зигзагоподiбнi послiдовностi у деревах

Нехай T = (V,E) — зв’язний ациклiчний граф (дерево) з множиною вершин

V , |V | = N . Кожнiй вершинi v ∈ V зiставлено мiтку Av ∈ {1, 2}. Послiдовнiсть

вершин S = (v1, v2, . . . , vk) довжини k ⩾ 2 називається зигзагоподiбною, якщо

виконуються двi умови:

1. Топологiчна умова: Вершини v1, . . . , vk лежать на простому шляху в

деревi, причому порядок їх слiдування в S вiдповiдає порядку їх вiдвi-

дування при русi вiд v1 до vk.

2. Знакова умова: Значення мiток суворо чергуються. Для випадку бi-

нарних мiток {1, 2} це означає, що для всiх 1 ⩽ i < k, Avi ̸= Avi+1
.

Необхiдно знайти кiлькiсть унiкальних зигзагоподiбних послiдовностей. Двi по-

слiдовностi вважаються рiзними, якщо вони вiдрiзняються довжиною або набо-

ром вершин. Послiдовнiсть (v1, . . . , vk) та (vk, . . . , v1) вважаються iдентичними

(неорiєнтованi шляхи).

1

2 2

1 1 1 1

:
1 -> 2 -> 1

( )   

1

2 2

1 1 1 1

1

2 2

2 1 1 1

×
:

2 -> 2

( )  

Рис. 2.14: Приклад дерева з мiтками та зигзагоподiбними послiдовностями.



63

Для розв’язання задачi використаємо метод динамiчного програмування на

деревi. Вкоренимо дерево у вершинi 1.

Стани динамiчного програмування. Для кожної вершини u визначимо DP [u]

як кiлькiсть зигзагоподiбних послiдовностей, що починаються в u i повнiстю

лежать у пiддеревi u. Для зручностi обчислень будемо вважати одиночну вер-

шину u послiдовнiстю довжини 1. Оскiльки мiтки набувають лише значень 1

та 2, введемо допомiжнi величини для агрегацiї iнформацiї з дiтей:

• S1[u] — сума DP [v] для всiх v у пiддеревi u, таких що Av = 1.

• S2[u] — сума DP [v] для всiх v у пiддеревi u, таких що Av = 2.

Алгоритм складається з одного обходу в глибину. Для кожної вершини u

виконуємо наступнi дiї:

1. Рекурсивно обробляємо всiх дiтей v ∈ children(u).

2. Обчислюємо S1[u] та S2[u] як суму вiдповiдних значень дiтей.

3. Обчислюємо DP [u]:

• Якщо Au = 1, то продовжити шлях можна лише у вершини з мiткою

2. Отже, DP [u] = 1 +
∑

v∈children(u) S2[v].

• Якщо Au = 2, аналогiчно DP [u] = 1 +
∑

v∈children(u) S1[v].

4. Оновлюємо SAu
[u] додаванням DP [u].

5. Пiдраховуємо вiдповiдь, розглядаючи u як найменшого спiльного предка

для кiнцiв шляху.

Будь-який шлях у деревi має унiкальну вершину u, яка є LCA для його

кiнцiв. У цiй точцi можливi два випадки формування зигзагоподiбної послiдов-

ностi:

Випадок А: Вершина u входить у послiдовнiсть. Це означає, що ми

з’єднуємо два шляхи, що йдуть вниз вiд u у рiзнi пiддерева. Оскiльки u є точкою

з’єднання, сусiднi до неї вершини в обох гiлках повиннi мати мiтку, вiдмiнну вiд

Au. Кiлькiсть таких пар гiлок обчислюється як сума добуткiв вiдповiдних сум

S для пар дiтей. Нехай target = 3− Au (протилежне значення). Тодi кiлькiсть
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комбiнацiй:

CountA =
∑

vi,vj∈children(u),i<j

Starget[vi] · Starget[vj]

Це можна обчислити за O(deg(u)) використовуючи префiкснi суми або формулу

квадрата суми: ∑
i<j

xixj =
1

2

(
(
∑

xi)
2 −

∑
x2i

)

( ) ( )

u (LCA)

vi vj

S2[vi] S2[vj]

 :  u '   

: 2 1 2

Count =
i j

S2[vi] × S2[vj]
1 1

1

2 2

Рис. 2.15: Iлюстрацiя Випадку А: Вершина u є LCA i входить у послiдовнiсть.

Випадок Б: Вершина u є LCA, але не входить у послiдовнiсть. Це

можливо, якщо шлях проходить “через” u транзитом, але сама u не задовольняє

умовi чергування вiдносно сусiдiв, або ми просто пропускаємо її. Але згiдно з

умовою задачi (easy version), це еквiвалентно з’єднанню гiлки, що починається

з 1, та гiлки, що починається з 2, якi походять з рiзних пiддерев дiтей u.

CountB =
∑

vi,vj∈children(u),i̸=j

S1[vi] · S2[vj]

Це значення дорiвнює:

(
∑

S1[v]) · (
∑

S2[v])−
∑

(S1[v] · S2[v])
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S1[vi] S2[vj]

 : '  1 2   u

Count =
i j

S1[vi] × S2[vj]

u
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Рис. 2.16: Вершина u є LCA, але не входить у послiдовнiсть.

Загальна вiдповiдь є сумою CountA+CountB по всiх вершинах u, плюс вне-

сок вертикальних шляхiв (врахованих у DP ). Оскiльки ми враховували шляхи

довжини 1, у кiнцi вiднiмаємо N .

Теорема 9. Запропонований алгоритм коректно обчислює кiлькiсть зи-

гзагоподiбних послiдовностей за час O(N).

Доведення. Коректнiсть. Алгоритм розглядає кожну можливу послiдов-

нiсть рiвно один раз у точцi її найменшого спiльного предка (LCA). Роздiлення

на випадки (LCA входить у послiдовнiсть чи нi) покриває всi можливi топологi-

чнi конфiгурацiї шляхiв. Використання динамiчного програмування гарантує,

що ми коректно пiдраховуємо кiлькiсть продовжень шляху вглиб дерева.

Складнiсть. Алгоритм вiдвiдує кожну вершину один раз. У кожнiй верши-

нi виконується фiксована кiлькiсть арифметичних операцiй над агрегованими

значеннями вiд дiтей. Обчислення комбiнаторних сум оптимiзовано до O(1) за

допомогою попередньо обчислених сум та сум квадратiв (або за один прохiд

по дiтях). Отже, часова складнiсть є лiнiйною — O(N). Просторова складнiсть
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u

v1

 1

v2

 2

v3

 1

DP[v1] DP[v2] DP[v3]

:
S1[u] DP[v1] + DP[v3]
S2[u] DP[v2]

Рис. 2.17: Схема роботи алгоритму DFS для обчислення кiлькостi зигзагоподi-

бних послiдовностей.

O(N) для зберiгання стеку рекурсiї та масивiв мiток.

Для порiвняння, наївний перебiр усiх пар вершин (u, v) з перевiркою шляху

займав би O(N 3) або O(N 2) часу, що неприпустимо для N = 105.

2.6. Реберна зв’язнiсть регулярних графiв

Iснування регулярних графiв пiдпорядковується фундаментальному закону,

вiдомому як Лема про рукостискання.

Лема 4 (Про рукостискання). У будь-якому скiнченному неорiєнтова-

ному графi сума ступенiв усiх вершин дорiвнює подвоєнiй кiлькостi ребер:∑
v∈V

deg(v) = 2|E| (2.6.1)

Для k-регулярного графа це означає: n · k = 2|E|.

Звiдси випливає важлива необхiдна умова iснування: добуток nk повинен
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бути парним числом. Це означає, що неможливо побудувати k-регулярний граф

непарного порядку n, якщо k також є непарним.

A

B

C

D

E

F

G

H

Рис. 2.18: Парне n i непарне k

У випадках, коли умова парностi nk не виконується (тобто n i k непарнi),

розглядається клас майже регулярних графiв.

Означення 19. Граф називається майже k-регулярним, якщо ступенi всiх

вершин дорiвнюють k, за винятком однiєї вершини, яка має ступiнь k − 1 (або

k + 1, залежно вiд контексту).

Цi графи вiдiграють критичну роль у нашому аналiзi, оскiльки вони часто

виникають як iндукованi пiдграфи при розрiзаннi регулярного графа.

Ключовим об’єктом нашого дослiдження є реберна зв’язнiсть.

Означення 20. Для пiдмножини вершин S ⊂ V (S ̸= ∅, S ̸= V ), розрiзом

∂(S) називається множина ребер, що з’єднують вершини з S з вершинами з

доповнення T = V \ S:

∂(S) = {(u, v) ∈ E | u ∈ S, v ∈ T} (2.6.2)
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Рис. 2.19: Непарне n i парне k
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Рис. 2.20: Майже регулярний граф для непарних n i k
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Розмiр розрiзу позначається як |∂(S)|.

Означення 21. Реберною зв’язнiстю λ(G) графа G називається мiнiмаль-

ний розмiр розрiзу серед усiх можливих пiдмножин S:

λ(G) = min
∅⊊S⊊V

|∂(S)| (2.6.3)

Для будь-якого k-регулярного графа очевидно, що λ(G) ⩽ k, оскiльки роз-

рiз, що вiддiляє одну вершину вiд решти графа, завжди мiстить рiвно k ребер.

Теорема 10. Нехай G — зв’язний k-регулярний граф порядку n. Мiнiмаль-

но можливе значення реберної зв’язностi λmin(n, k) визначається такими

умовами:

1. Випадок парного k:

• Якщо k < n < 2k + 2, то λmin = k.

• Якщо n ⩾ 2k + 2, то λmin = 2.

2. Випадок непарного k (k > 1):

• Якщо k < n < 2k + 2, то λmin = k.

• Якщо n = 2k + 2, то λmin = 2.

• Якщо n > 2k + 2, то λmin = 1.

Зауваження: Умова n > k є обов’язковою для iснування будь-якого регулярного

графа без кратних ребер та петель.

Для доведення теореми нам знадобиться оцiнка кiлькостi ребер у розрiзi

через розмiр меншої компоненти розбиття.

Лема 5 (Квадратична оцiнка розрiзу). Нехай (S, T ) — розбиття вер-

шин k-регулярного графа, i нехай |S| = x. Тодi розмiр розрiзу задовольняє

нерiвнiсть:

|∂(S)| ⩾ x(k + 1− x) (2.6.4)

Доведення. Розглянемо суму ступенiв вершин у множинi S. Вона дорiвнює

k · x. Ця сума складається з двох частин:

1. Ребра, що повнiстю лежать всерединi S (позначимо їх кiлькiсть e(S)).

Кожне таке ребро враховується двiчi.
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2. Ребра розрiзу ∂(S), що з’єднують S з T . Кожне таке ребро враховується

один раз.

Отже, маємо балансове рiвняння: kx = 2e(S) + |∂(S)|. Звiдси |∂(S)| = kx −

2e(S). Оскiльки граф простий, e(S) ⩽
(
x
2

)
= x(x−1)

2 . Пiдставивши це в рiвняння,

отримуємо: |∂(S)| ⩾ kx− 2 · x(x−1)
2 = x(k + 1− x).

1 k/2 k
   |S|

 
 |

(S
)|

 (|S| = 1)  (|S| = k)

 

 
 

  |S|

Рис. 2.21: Iлюстрацiя леми про ємнiсть розрiзу.

Проведено аналiз, розбиваючи простiр параметрiв (n, k) на областi.

Випадок 1: Малi графи (n < 2k + 2). Нехай S — менша компонента,

|S| ⩽ k. Функцiя f(x) = x(k + 1 − x) на iнтервалi x ∈ [1, k] досягає мiнiмуму

на кiнцях (k). Отже, будь-який розрiз має розмiр щонайменше k. Таким чином,

λmin = k.

Випадок 2: Парне k та великi графи (n ⩾ 2k + 2). Розрiз розмiру 1

неможливий через обмеження парностi (сума ступенiв у компонентi S стала б

непарною k|S| − 1). Розрiз розмiру 2 можливий i може бути сконструйований

шляхом “зшивання” двох регулярних графiв.

Випадок 3: Непарне k та критичний порядок n = 2k+2. Для iснува-

ння 1-розрiзу необхiдно, щоб |S| було непарним (для збереження парностi суми

ступенiв). З Леми 3.2, для малого розрiзу необхiдно |S| > k. При n = 2k + 2,
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єдиний варiант |S| = k + 1, але це число парне (бо k непарне). Суперечнiсть.

Тому мiнiмальний розрiз — 2.

Випадок 4: Непарне k та дуже великi графи (n > 2k+2). Тут можна

обрати |S| так, щоб задовольнити умови парностi та уникнути обмежень Леми

3.2. Можна побудувати мiст мiж двома майже регулярними графами.

Конструктивна побудова та перелiк екстремальних графiв. Далi деталiзо-

вано процедуру генерацiї графiв, що реалiзують нижнi межi. Метод злиття зi

змiною ребер дозволяє створювати графи з розрiзом розмiру 2.

Алгоритм 1 (Генерацiя 2-зв’язного регулярного графа).

1. Вхiд: Парне k, n ⩾ 2k + 2.

2. Базовi компоненти: Згенеруйте випадковi k-регулярнi графи G1 та G2.

3. Операцiя Swap: Видалити e1 ∈ G1, e2 ∈ G2 та додати перехреснi ребра

мiж кiнцями.

4. Результат: Пара нових ребер утворює глобальний мiнiмальний розрiз.

    

u v

 ( = 1)

:  k-  
    u  v  k,  min = 1

Рис. 2.22: Екстремальний граф для n > 2k + 2 та непарного k.

Унiкальнiсть структури для n = 2k + 2 (Непарне k). Екстремальний граф
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для цього випадку є унiкальним з точнiстю до iзоморфiзму. Вiн складається з

двох повних графiв Kk+1, у кожному з яких видалено по одному ребру, i кiнцi

цих ребер з’єднанi навхрест.

  Ck + 1   Ck + 1

 

 | (S)| = 2

u

v

x

y

Рис. 2.23: Екстремальний граф для n = 2k + 2 та непарного k.

Гiпотеза 5. Нехай G = CS
n — зв’язний циркулянтний граф ступеня k.

Тодi його реберна зв’язнiсть λ(G) завжди дорiвнює k.

Експериментальна верифiкацiя на вибiрцi з понад 106 графiв не виявила

жодного контрприкладу. Результати перевiрки розмiщенi на GitHub [133].

Запропоновано евристичний алгоритм для пiдвищення надiйностi мережi:

iдентифiкувати компоненти розрiзу та виконати серiю операцiй Swap мiж ре-

брами, що лежать глибоко всерединi компонент, та ребрами розрiзу.

Нашi екстремальнi графи (два кластери, з’єднанi малою кiлькiстю ребер)

будуть мати алгебраїчну зв’язнiсть µ2 ≈ 0. Запропоновано використовувати

спектральний монiторинг як ранню систему попередження для мережевих адмi-

нiстраторiв.
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Таблиця 2.1

Зведена таблиця екстремальних значень зв’язностi

Ступiнь k Порядок n λmin

Парний k < n < 2k + 2 k

Парний n ⩾ 2k + 2 2

Непарний k < n < 2k + 2 k

Непарний n = 2k + 2 2

Непарний n > 2k + 2 1

2.7. Висновки до роздiлу 2

У роздiлi здiйснено комплексне дослiдження алгоритмiчних та комбiнатор-

них властивостей фундаментальних дискретних структур. Отриманi результа-

ти дозволили суттєво покращити часовi оцiнки для низки класичних задач та

встановити новi теоретичнi межi для графiв i числових послiдовностей.

Основнi науковi та практичнi здобутки роздiлу полягають у наступному:

1. Доведено, що потужнiсть множини XOR-суми двох вiдрiзкiв довжини k

обмежена зверху величиною 5(k−2) для всiх k ⩾ 5. Цей фундаменталь-

ний результат дозволив здiйснити редукцiю складностi задачi з квадра-

тичної до лiнiйної. Отримана оцiнка надає суворi гарантiї щодо обме-

женостi простору значень у системах, що використовують iнтервальнi

XOR-операцiї, а запропонований метод доведення на основi бiтової ре-

курсiї демонструє ефективнiсть поєднання експериментального аналiзу

з математичною iндукцiєю.

2. Для задачi конкатенацiї лексикографiчно максимальних пiдрядкiв фор-

малiзовано її зведення до послiдовного вибору суфiксiв. Розроблено ал-

горитм iз часовою складнiстю O(n), що базується на використаннi суфi-

ксного масиву та монотонного стеку. Теоретичний аналiз та порiвняння

з наївними методами пiдтверджують значну перевагу запропонованого
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пiдходу.

3. Встановлено алгоритмiчну еквiвалентнiсть мiж задачами 1D k-TSP та

(min,+) згорткою, що дозволяє переносити результати оптимiзацiї мiж

цими доменами. Обґрунтовано гiпотезу про вiдсутнiсть алгоритму зi

складнiстю O(n2−ε) для 1D all k-TSP. Показано, що для практично ва-

жливого випадку опуклих даних складнiсть зменшується до лiнiйної,

попри технiчнi виклики, пов’язанi з розширенням дiапазону значень до

O(nW ).

4. Представлено лiнiйний алгоритм пiдрахунку знакозмiнних шляхiв у де-

ревах з мiтками, що використовує декомпозицiю за найменшим спiль-

ним предком. Продемонстровано унiверсальнiсть технiки об’єднання “вiд

меншого до бiльшого”, яка дозволяє звести квадратичну складнiсть до

лiнеаритмiчної у задачах пiдрахунку шляхiв з обмеженнями.

5. Виведено точнi формули для мiнiмальної реберної зв’язностi λmin ре-

гулярних графiв та систематизовано спектр “найгiрших” топологiй. На

основi отриманих меж надано рекомендацiї щодо використання цирку-

лянтних топологiй для пiдвищення надiйностi критичних систем.

Розроблений у цьому роздiлi математичний апарат та алгоритмiчнi кон-

струкцiї складають теоретичне пiдґрунтя для розв’язання прикладних задач

у подальших частинах роботи:

• Ефективнi методи розв’язання k-TSP та аналiз зв’язностi графiв будуть

адаптованi для побудови алгоритмiв керування роєм дронiв у третьому

роздiлi.

• Алгоритми швидкої обробки рядкiв та iнтервальних оцiнок (XOR-суми)

знайдуть застосування при моделюваннi стратегiй на фiнансових ринках

у четвертому роздiлi.
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РОЗДIЛ 3

МАРШРУТИЗАЦIЯ ТА КЛАСТЕРИЗАЦIЯ БПЛА

3.1. Вступ

3.1.1. Маршрутизацiя лiтальних апаратiв. У роздiлi розглядається

проблема оптимiзацiї траєкторiї групи безпiлотних лiтальних апаратiв (БПЛА),

яким доручено перехоплення заданого масиву з n рухомих цiлей у d-вимiрному

евклiдовому просторi, де d ∈ {2, 3}. Нашi зусилля зосередженi саме на розв’я-

заннi комбiнаторних аспектiв цiєї задачi, таких як розбиття цiлей мiж переслi-

дувачами та впорядкування цiлей. Також ми застосовуємо ряд спрощень, якi

дозволяють легко розв’язувати локальнi задачi переслiдування “один-на-один”.

Ця задача є природним варiантом задачi маршрутизацiї БПЛА (UAVRP) з

динамiчними депо [121]. Її практичне застосування є критично важливим для

вiйськової стратегiї, морського патрулювання та логiстичних операцiй, що ви-

магають взаємодiї з активами пiд час їх транзиту. Проблема класифiкується як

NP-важка, оскiльки зводиться до класичної задачi комiвояжера (TSP) у грани-

чному випадку нульових швидкостей цiлей.

Особливу складнiсть вносить нелокальнiсть функцiї вартостi: змiна порядку

вiдвiдування цiлей нелiнiйно трансформує часовi ряди прибуття та геометрiю

подальших сегментiв маршруту, що робить конвенцiйнi евристики локального

пошуку (наприклад, 2-opt) неефективними. У роздiлi формалiзовано концепцiю

впорядковуючої сили цiльової функцiї та доведено теорему про обмеженiсть

простору допустимих значень довжин маршрутiв розмiрнiстю конфiгурацiйно-

го простору задачi. Наведено формалiзований приклад системи з трьох цiлей,

що демонструє виникнення нетранзитивних (циклiчних) переваг у виборi мар-

шруту, що фундаментально вiдрiзняє динамiчну задачу вiд статичної.
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Класична задача комiвояжерата її узагальнення — задача маршрутизацiї

транспортних засобiв — є фундаментальними проблемами комбiнаторної опти-

мiзацiї. У класичнiй постановцi задано набiр статичних вузлiв, i метою є знахо-

дження перестановки P = (p1, p2, . . . , pn), що мiнiмiзує сумарну вартiсть пере-

мiщення, яка зазвичай виражається через евклiдову вiдстань або час подорожi.

Проте сучаснi сценарiї застосування безпiлотних систем, описанi Горбулi-

ним, Гуляницьким та Сергiєнком [121], виходять за межi статичних графiв.

Задача маршрутизацiї БПЛА з рухомими цiлями (англ. moving target TSP,

MT-TSP) вимагає не просто вiдвiдування фiксованих координат, а просторово-

часового перехоплення. Це означає, що координати цiлi i є функцiєю часу xi(t).

Вiдповiдно, вартiсть ребра графа cij перестає бути константою i стає функцiєю

cij(tarrival at i), що залежить вiд моменту завершення попереднього етапу мiсiї.

Ця залежнiсть породжує ефект пам’ятi у цiльовiй функцiї: рiшення, прийняте

на початку маршруту, впливає на положення всiх наступних цiлей у момент

їхнього майбутнього перехоплення. Це явище, яке ми називаємо нелокальнiстю

функцiї вартостi, унеможливлює пряме застосування класичних методiв деком-

позицiї та локального пошуку.

У статичнiй TSP широко застосовується евристика 2-opt, запропонована

Croes [88]. Вона базується на локальному покращеннi маршруту шляхом усу-

нення перетинiв ребер. Наприклад, для маршруту A → B → C → D, якщо

сума довжин |AB| + |CD| > |AC| + |BD|, то вигiднiше змiнити порядок на

A → C → B → D.

У контекстi рухомих цiлей цей принцип не працює. Замiна ребра (A,B) на

(A,C) змiнює час прибуття в точку C, а отже i її координати. Це, в свою чергу,

змiнює час вильоту з C до B, що змiнює координати B у момент перехопле-

ння. Отже, локальна змiна топологiї маршруту викликає глобальнi збурення

всiєї траєкторiї, що вимагає повного перерахунку розкладу для кожної iтерацiї

оптимiзацiї.
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3.1.2. Кластеризацiя рухомих об’єктiв. У пiдроздiлi представлено но-

вий метод кластеризацiї об’єктiв, що рухаються лiнiйно, розроблений для пiд-

вищення ефективностi розв’язання задач маршрутизацiї. Метод базується на

модифiкацiї iснуючого алгоритму k-медоїдiв iз використанням альтернативно-

го поняття близькостi рухомих об’єктiв, що враховує їхню просторово-часову

динамiку.

Обговорюється застосування розробленого пiдходу в дворiвневому алгори-

тмi для задачi маршрутизацiї групи безпiлотних лiтальних апаратiв (БПЛА),

метою яких є перехоплення декiлькох динамiчних цiлей. Проведено порiвняль-

ний аналiз рiзних стратегiй кластеризацiї на основi iснуючого набору даних

випадково згенерованих сценарiїв. Чисельнi експерименти, наведенi у статтi,

встановлюють практичнi переваги запропонованої стратегiї кластеризацiї над

класичним методом k-середнiх.

Сучасна логiстика та управлiння транспортними потоками стикаються з чи-

сленними викликами, якi можуть бути формалiзованi як складнi задачi мар-

шрутизацiї. Такi задачi часто включають обмежену або багатокритерiальну

оптимiзацiю i, отже, можуть слугувати унiверсальною моделлю для рiзнома-

нiтних промислових логiстичних завдань, вiд доставки вантажiв до управлiння

мiським трафiком.

Проте, навiть найновiшi дослiдження в галузi задач маршрутизацiї, такi як

роботи Zhou, що стосуються модульних транспортних засобiв [134] або врахува-

ння викидiв вуглецю в контекстi екологiчної стiйкостi у роботах Lou [135], зосе-

реджуються переважно на стацiонарних цiлях. Цi обмеження, хоч i спрощують

математичне моделювання, надаючи дослiдникам прямий доступ до великого

iнструментарiю класичної комбiнаторної оптимiзацiї, також накладають суттє-

вi обмеження на практичну застосовнiсть отриманих результатiв у складнiших

i бiльш динамiчних сценарiях.

На вiдмiну вiд комерцiйних областей логiстики, де статичнiсть є допустимим

спрощенням, оборонна промисловiсть та сектори реагування на надзвичайнi си-
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туацiї вже давно зiткнулися з практичною важливiстю врахування плинних,

високодинамiчних та невизначених ситуацiй. Теорiя диференцiальних iгор бу-

ла розроблена саме для врахування складної динамiки цiлей, де кожен агент

системи може змiнювати свою поведiнку у вiдповiдь на дiї iнших.

На перетинi цих напрямкiв дослiджень лежить задача маршрутизацiї гру-

пи БПЛА для перехоплення групи динамiчних цiлей. Як задача типу “багато-

до-багатьох”. Вона має очевиднi комбiнаторнi елементи, як-то розподiл цiлей

мiж перехоплювачами i визначення порядку обслуговування. Саме на них зосе-

реджується ця робота. Водночас, на останньому етапi “один-на-один” доречно

використати високоефективнi iнструменти переслiдування та перехоплення з

теорiї конфлiктно-керованих процесiв, розробленi в [46].

Як динамiчна задача, де положення цiлей змiнюється безперервно, багато

iснуючих комбiнаторних методiв маршрутизацiї не можуть бути застосованi до

неї безпосередньо без суттєвої модифiкацiї або дискретизацiї часу, що може

призвести до втрати точностi.

Ранiше ми запропонували новий дворiвневий алгоритм для UAVRP з лi-

нiйно рухомими цiлями. Початковий крок складався з кластеризацiї цiлей для

зведення вихiдної задачi великої розмiрностi до кiлькох менших задач типу

“один-на-багатьох”. Цей крок декомпозицiї довiв свою ефективнiсть за певних

умов, зокрема коли цiлi утворювали щiльнi, повiльно змiннi групи. Однак вiн не

змiг покращити евристику найближчого сусiда в загальному випадку, особливо

коли цiлi мали високi вiдноснi швидкостi.

Причиною такої поведiнки був невiдповiдний метод кластеризацiї, який iгно-

рував вектори швидкостi цiлей та їхнє прогнозоване положення у часi, спира-

ючись виключно на миттєвий знiмок системи. У цьому роздiлi ми вдоскона-

лили метод кластеризацiї, щоб вiн явно враховував положення цiлей у часi.

Ми вiдтворили чисельнi експерименти та провели детальне порiвняння наївної

кластеризацiї за початковою позицiєю з покращеною версiєю, яка використовує

зважений iнтеграл вiдстанi як альтернативну мiру близькостi цiлей.
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3.2. Основна частина

3.2.1. Впорядковуюча сила. Спершу розглянемо один БПЛА. Нехай

задано множину його цiлей T = {1, . . . , n} та початкову позицiю БПЛА p0.

Стан i-ї цiлi в момент часу t описується вектором pi(t) ∈ Rd. Для лiнiйного

руху pi(t) = pi,0+ vit, де vi — вектор швидкостi. БПЛА має максимальну швид-

кiсть Vmax. Задача полягає у знаходженнi перестановки σ ∈ Sn та послiдовностi

моментiв часу t1, . . . , tn, таких що tk ⩾ tk−1 та:

∥pσ(k)(tk)− pσ(k−1)(tk−1)∥ ⩽ Vmax(tk − tk−1) (3.2.1)

з мiнiмiзацiєю функцiоналу tn (англ. makespan) або сумарної пройденої вiдстанi.

Для лiнiйного випадку час перехоплення ∆t мiж точкою вильоту A (в момент

tstart) i цiллю B визначається з квадратного рiвняння:

∥(pB,0 + vB(tstart +∆t))− A∥2 = (Vmax∆t)2 (3.2.2)

Рiвняння iлюструє нелiнiйну залежнiсть часу перехоплення вiд параметрiв руху.

Одним iз ключових теоретичних результатiв даного дослiдження є аналiз

iнформацiйної ємностi простору рiшень.

Означення 22. Нехай S — множина допустимих екземплярiв задачi, а C =

{c1, . . . , cn!} — множина всiх можливих перестановок (маршрутiв). Визначимо

вiдображення g : S → Pn!, де Pn! — множина перестановок iндексiв розв’язкiв,

таке що g(x) впорядковує розв’язки за зростанням вартостi цiльової функцiї.

Величину log |g(S)| назвемо впорядковуючою силою функцiї f .

Розглянемо вiдображення g : S → Rn!, де g(x) = (L1(x), . . . , Ln!(x)) — ве-

ктор довжин усiх можливих маршрутiв.

Теорема 11. Для всiх n > Γ−1(2d), де Γ — гамма-функцiя, iснує комбiнацiя

з n! дiйсних чисел, яка не може бути реалiзована як набiр довжин маршрутiв

для жодного екземпляра евклiдової задачi MT-TSP.

Доведення. Екземпляр з n лiнiйно рухомими цiлями у d-вимiрному просторi

повнiстю визначається початковими координатами та векторами швидкостей
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Рис. 3.1: Схематична iлюстрацiя ефекту хвилi: змiна часу прибуття до цiлi

впливає на її позицiю в момент перехоплення, що змiнює вартiсть наступно-

го сегмента маршруту.

кожної цiлi. Це дає 2d параметрiв на одну цiль, отже розмiрнiсть простору

вхiдних даних dim(S) = 2dn. Довжина конкретного маршруту є неперервною

функцiєю вiд цих 2dn змiнних. Таким чином, ми маємо вiдображення з простору

R2dn у простiр Rn!.

Оскiльки факторiал зростає значно швидше за лiнiйну функцiю (n! ≫ 2dn

для великих n), то згiдно з теоремою про iнварiантнiсть областi та властивостя-

ми розмiрностi Хаусдорфа, образ цього вiдображення є многовидом розмiрностi

щонайбiльше 2dn у просторi розмiрностi n!. Це означає, що “майже всi” точки

у Rn! є недосяжними.

Iншими словами, структура евклiдового простору накладає жорсткi алге-

браїчнi залежностi мiж довжинами рiзних маршрутiв. Наприклад, неможливо

незалежно змiнювати довжину одного маршруту, не впливаючи на довжини

iнших, що мають спiльнi ребра. Вираз Γ−1(2d) у формулюваннi теореми є апро-

ксимацiєю точки перетину функцiй n! та 2dn, показуючи, що навiть для вiдно-

сно малих n задача є перевизначеною топологiчними обмеженнями.
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Рис. 3.2: Схематична iлюстрацiя: простiр можливих довжин маршрутiв утворює

многовид низької розмiрностi у високовимiрному просторi всiх перестановок.

Цей результат є фундаментальним, оскiльки вiн вказує на те, що простiр

пошуку MT-TSP, попри свою величезну комбiнаторну складнiсть, має внутрi-

шню структуру низької розмiрностi, яку потенцiйно можна використовувати

для побудови ефективних алгоритмiв.

3.2.2. Формалiзацiя циклiчних переваг та неможливiсть задання

повного порядку. Однiєю з найбiльш контрiнтуїтивних властивостей MT-

TSP є порушення транзитивностi переваг, що унеможливлює просте сортування

цiлей за близькiстю.

Розглянемо систему з трьох цiлей A,B,C, що знаходяться у вершинах рiвно-
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стороннього трикутника зi стороною L, зображену на рис. 3.3. Нехай у момент

часу t = 0 цiлi починають рух уздовж сторiн трикутника проти годинникової

стрiлки зi швидкiстю v. БПЛА знаходиться в центрi трикутника. Позначимо

f(X → Y ) як час, необхiдний для перехоплення цiлi X, а потiм цiлi Y .

Аналiз:

1. Якщо БПЛА спочатку летить до A, вiн витрачає час ∆t1. За цей час

цiль B змiщується вздовж сторони BC, вiддаляючись вiд вершини B,

але потенцiйно наближаючись до точки перехоплення, якщо БПЛА ру-

хатиметься вiд A.

2. Однак, критичним є взаємне розташування. Рух цiлей створює ситуацiю,

аналогiчну грi “камiнь-ножицi-папiр”.

• Перехоплення A робить B зручнiшою наступною цiллю (вона рухає-

ться назустрiч або пiд зручним кутом).

• Але якщо почати з B, то C стає зручнiшою.

• Якщо почати з C, то A стає зручнiшою.

( )  A B ( )

UAV

A

BC

( )  B A ( )

UAV

A

BC

Рис. 3.3: Iлюстрацiя трикутного парадоксу: рух цiлей створює циклiчнi переваги

у виборi порядку перехоплення.
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Це призводить до циклiчної нерiвностi вартостей маршрутiв:

tn(A → B) < tn(B → A)

tn(B → C) < tn(C → B)

tn(C → A) < tn(A → C)

Бiльше того, у повному циклi може виникнути ситуацiя:

tn(A → B → C → A) < tn(A → C → B → A) (3.2.3)

Це означає, що порядок обходу A ≺ B ≺ C ≺ A є оптимальним у локальному

сенсi (мiж парами), але глобально створює цикл. Це доводить неможливiсть

задання лiнiйного порядку на множинi рухомих цiлей, який би коректно вiд-

ображав їх вартiсть для маршрутизацiї.

3.2.3. Кластеризацiя та TLGA. Враховуючи описанi вище труднощi,

застосування точних методiв обмежене малими розмiрностями. Для знаходже-

ння розв’язкiв задач практичного масштабу доцiльно використовувати багато-

рiвневi пiдходи.

Дворiвневий генетичний алгоритм (англ. two-level genetic algorithm, TLGA):

Як зазначено у Горбулiна та iн. [121] та пiдтверджено Ding [108], ефективним є

пiдхiд “роздiляй i володарюй”:

1. Кластеризацiя: групування рухомих об’єктiв. Оскiльки об’єкти рухаю-

ться, класичний k-means модифiкується для врахування векторiв швид-

костi. Liu та iн. запропонували об’єкти з подiбними векторами швидкостi

та просторовою близькiстю об’єднуються в кластери [136].

2. Глобальна маршрутизацiя: знаходження оптимального порядку вiдвiду-

вання кластерiв. Одним з пiдходiв тут є наближене розв’язання TSP, де

вузлами є центроїди груп.

3. Локальна маршрутизацiя: побудова Гамiльтонового шляху всерединi ко-

жного кластера. Тут вже можна врахувати точнi кiнематичнi рiвняння,
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оскiльки всерединi кластера вiдстанi меншi, i похибки лiнеаризацiї менш

критичнi.

3.2.4. Близькiсть рухомих об’єктiв. Ми моделюємо цiлi нашої задачi

маршрутизацiї як кортежi їхнiх початкових позицiй z
(0)
i = (x

(0)
i , y

(0)
i ) та векторiв

швидкостi żi = ci ·wi, де ci представляє скалярну швидкiсть цiлi, а wi = (ui, vi)

— одиничний вектор, що задає напрямок руху. Тут 1 ⩽ i ⩽ n, де n позна-

чає загальну кiлькiсть цiлей у системi. Припускається, що рух є рiвномiрним i

прямолiнiйним на розглядуваному часовому горизонтi, що є стандартним при-

пущенням для короткострокового тактичного планування.

У нашiй попереднiй роботi ми застосували стандартний алгоритм кластери-

зацiї k-середнiх. Метод вирiшує задачу оптимiзацiї мiнiмiзацiї суми квадратiв

вiдстаней всерединi кластера (англ. within-cluster sum of squares, WCSS). Фор-

мально, маючи набiр об’єктiв x1, x2, . . . , xn, необхiдно розбити їх на k непере-

тинних кластерiв S1, S2, . . . , Sk з метою мiнiмiзацiї функцiоналу:

k∑
i=1

∑
x∈Si

|x−mi|2 → min, (3.2.4)

де mi — центроїд (середнє геометричне) кластера i.

На практицi використання цього методу вимагає, щоб базовий простiр, з

якого походять об’єкти x1, x2, . . . , xn, був d-вимiрним евклiдовим простором для

деякого натурального d. В iншому випадку визначення центроїда mi у рiвняннi

(3.2.4) стає нетривiальним завданням. У просторi траєкторiй, де об’єктами є

функцiї часу, поняття “середнього” може не мати фiзичного змiсту або призво-

дити до траєкторiй, якi неможливо реалiзувати (наприклад, усереднення двох

траєкторiй, що розходяться в протилежнi боки, дасть нерухому точку, що не

вiдповiдає динамiцi жодної з цiлей).

Ранiше ми розглядали лише часткову кластеризацiю цiлей за їхнiми поча-

тковими позицiями z
(0)
i . Це iнтуїтивно зрозумiлий пiдхiд, оскiльки початкова

позицiя є первинною евклiдовою компонентою опису цiлi. Однак, нашi чисельнi
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експерименти переконливо показали, що такий пiдхiд не дає прийнятних ре-

зультатiв у певних практичних сценарiях, особливо коли швидкостi об’єктiв є

значними порiвняно з вiдстанню мiж ними.

Тому виникає необхiднiсть iнтеграцiї векторiв швидкостi у процес попере-

дньої обробки та кластеризацiї. Вектор швидкостi також представляється па-

рою дiйсних чисел, тому може виникнути спокуса запустити алгоритм k-means

у 2d-вимiрному евклiдовому просторi (у нашому випадку d = 4, простiр ста-

нiв R4). Однак, швидкостi додатково обмеженi областю Bmax(ci), тобто кулею

з центром у початку координат iз радiусом, що дорiвнює максимальнiй швид-

костi будь-якої цiлi. Штучне визначення близькостi як евклiдової вiдстанi мiж

векторами їхнiх компонент, вирiвняних по осях (координати плюс швидкостi), є

методологiчно некоректним через рiзну фiзичну розмiрнiсть величин (вiдстань

вимiрюється в метрах, швидкiсть — у метрах за секунду). Це створює проблему

масштабування: змiна одиниць вимiрювання часу або вiдстанi може кардиналь-

но змiнити результати кластеризацiї.

3.2.4.1. Фундаментальний контрприклад незалежностi компонент.

Навiть якщо вiдкинути проблему розмiрностi, трактування початкових позицiй

i швидкостей як незалежних компонент у сенсi:

d((zi, wi), (zj, wj)) = f(dz(zi, zj), dw(wi, wj)) (3.2.5)

неминуче призведе до логiчних суперечностей незалежно вiд вибору функцiї

агрегацiї f та метрик dz i dw. Бiльше того, це твердження справедливе навiть

у одновимiрному просторi R1, не кажучи вже про довiльний Rd з d > 1.

Для iлюстрацiї розглянемо двi цiлi (zi, wi) = (0, 1) та (zj, wj) = (1,−1). У да-

ному випадку цiлi знаходяться на вiдстанi 1 одиниця одна вiд одної i рухаються

назустрiч зi швидкiстю 1. Це означає, що через час t = 0.5 вони зустрiнуться в

точцi 0.5. Така конфiгурацiя надає iдеальну можливiсть для перехоплення обох

цiлей одним агентом за короткий промiжок часу.
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Тепер розглянемо iншу пару цiлей (zk, wk) = (0,−1) та (zl, wl) = (1, 1).

Геометрично початковi позицiї тi самi (0 i 1), i вектори швидкостей мають тi

самi модулi, але протилежнi напрямки розходження. Вони вiддаляються одна

вiд одної, i вiдстань мiж ними з часом лише зростає (D(t) = 1 + 2t). Очевидно,

що стратегiя перехоплення для другої пари має бути принципово iншою.

Незважаючи на цю очевидну семантичну та тактичну рiзницю, формальне

застосування метрики (3.2.5) дає iдентичнi результати:

d((zi, wi), (zj, wj)) = f(dz(zi, zj), dw(wi, wj))

= f(dz(0, 1), dw(1,−1))

= f(dz(0, 1), dw(−1, 1)) (в силу симетрiї метрики)

= f(dz(zk, zl), dw(wk, wl))

= d((zk, wk), (zl, wl)). (3.2.6)

Тут ми неодноразово використовували властивiсть симетрiї, якою повинна во-

лодiти будь-яка коректна метрика dw. Цей простий контрприклад чiтко демон-

струє, що надзвичайно важко — якщо взагалi можливо — пiдiбрати такий вибiр

функцiй f , dz та dw, який зробив би результуючу метрику d значущою для

динамiчних задач.

0 1

( )  

0 1

( )  

Рис. 3.4: Приклад демонструє вiдсутнiсть семантично змiстовної метрики

3.2.5. Iнтегральна метрика близькостi. Зазначений вище контрпри-

клад дає пiдказку для вирiшення проблеми. А саме, пара цiлей (i, j) у сцена-
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рiї зближення стає iдентичною парi (k, l) через певний промiжок часу, якщо

розглядати їх миттєвi положення. Це спостереження спонукає нас визначити

близькiсть рухомих цiлей не як статику, а як середню евклiдову вiдстань мiж

ними протягом певного часового iнтервалу. Оскiльки часовий горизонт є безпе-

рервним, природно визначити це середнє через визначений iнтеграл за часом:

d(i, j) =

∫ T

0

dz(zi(t), zj(t))dt. (3.2.7)

Таке пряме визначення можливе за умови вiдповiдного вибору T . Однак, зав-

дання апрiорного вибору T є досить складним. Бiльше того, для розбiжних

траєкторiй вiдстань зростає лiнiйно з часом, тому iнтеграл буде домiнуватися

значеннями на кiнцi iнтервалу. Тому доцiльно ввести вагову функцiю, яка б

надавала бiльшої значущостi близькостi на раннiх етапах. Це формулюється

математично як невласний iнтеграл:

d(i, j) =

∫ ∞

0

dz(zi(t), zj(t))g(t)dt, (3.2.8)

де g(t) ⩾ 0 — вагова функцiя, що вiдображає вiдносну вагу моменту часу t.

Нижче ми наводимо суворе математичне доведення, яке встановлює необхi-

днi та достатнi умови для вагової функцiї g(t). Нехай рух двох довiльних цiлей

i та j описується рiвняннями лiнiйної динамiки:

zi(t) = z
(0)
i + wit, zj(t) = z

(0)
j + wjt,

де wi = ciwi — вектори швидкостi. Миттєва вiдстань мiж ними:

D(t) = dz(zi(t), zj(t)) = ∥(z(0)i − z
(0)
j ) + (wi − wj)t∥.

Введемо позначення: ∆z = z
(0)
i −z

(0)
j та ∆w = wi−wj. Тодi D(t) = ∥∆z+∆wt∥.

Лема 6 (про лiнiйну оцiнку росту). Для будь-яких двох лiнiйно рухо-

мих об’єктiв функцiя вiдстанi D(t) має лiнiйний порядок зростання, тобто

iснують такi доданi константи Cmin, Cmax > 0 та час T0, що для всiх t > T0:

Cmint ⩽ D(t) ⩽ Cmaxt, якщо ∥∆w∥ ̸= 0.
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Доведення. Верхня оцiнка випливає безпосередньо з нерiвностi трикутника:

D(t) = ∥∆z +∆wt∥ ⩽ ∥∆z∥+ ∥∆w∥t.

При t → ∞, доданок з t домiнує. Можемо вибрати Cmax = ∥∆w∥ + ε. Для

нижньої оцiнки використаємо зворотну нерiвнiсть трикутника:

D(t) = ∥∆wt+∆z∥ ⩾
∣∣∥∆w∥t− ∥∆z∥

∣∣.
Для t > ∥∆z∥

∥∆w∥ , вираз пiд модулем є додатним. При великих t, D(t) ≈ ∥∆w∥t.

Теорема 12 (про збiжнiсть). Iнтеграл I =
∫∞
0 D(t)g(t)dt збiгається тодi

i лише тодi, коли збiгаються моменти нульового та першого порядку вагової

функцiї: ∫ ∞

0

g(t)dt < ∞ ∧
∫ ∞

0

t · g(t)dt < ∞.

Доведення. Розглянемо вираз для D(t).

I =

∫ ∞

0

∥∆z +∆wt∥g(t)dt.

1. Достатнiсть. Нехай
∫∞
0 tg(t)dt < ∞ та

∫∞
0 g(t)dt < ∞. Використовуючи верх-

ню оцiнку з леми 6 (D(t) ⩽ ∥∆z∥+ ∥∆w∥t):

I ⩽
∫ ∞

0

(∥∆z∥+ ∥∆w∥t)g(t)dt = ∥∆z∥
∫ ∞

0

g(t)dt+ ∥∆w∥
∫ ∞

0

tg(t)dt.

Оскiльки обидва iнтеграли у правiй частинi збiжнi, то I також збiгається.

2. Необхiднiсть. Нехай ∆w ̸= 0. Використовуючи нижню оцiнку

D(t) ⩾ ∥∆w∥t− ∥∆z∥ (3.2.9)

для великих t > T ∗:∫ ∞

T ∗
D(t)g(t)dt ⩾ ∥∆w∥

∫ ∞

T ∗
tg(t)dt− ∥∆z∥

∫ ∞

T ∗
g(t)dt.

Якщо iнтеграл I збiгається, то це вимагає збiжностi домiнуючого члена

∥∆w∥
∫

tg(t)dt. (3.2.10)
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Наслiдок 2. Функцiя g(t) повинна спадати на нескiнченностi швидше,

нiж 1/t2. Ми пропонуємо використовувати

g1(t) =
1

(t+ 1)3
(3.2.11)

або

g2(t) =
1

(t+ 1)2 log2(t+ 1)
. (3.2.12)

3.2.6. Алгоритми кластеризацiї на основi iнтегральної метрики.

Використовуючи введене визначення метрики, ми можемо обчислити матрицю

попарних вiдстаней A = {ai,j}, де ai,j = d(i, j).

Оптимальним вибором для метричних просторiв, де визначена лише вiд-

стань, є метод k-медоїдiв. Вiн вирiшує задачу мiнiмiзацiї суми вiдмiнностей все-

рединi кластера:
k∑

i=1

∑
x∈Si

d(x, xci) → min, (3.2.13)

де xci ∈ Si — обраний представник кластера i.

( ) K-Means ( ) K-Medoids

Рис. 3.5: Порiвняння кластеризацiї k-середнiх та k-медоїдiв
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3.2.7. Чисельнi експерименти та результати. Опишемо методологiю

проведення обчислювальних експериментiв. Всього було проведено чотири екс-

перименти. Кожен з них складався з 30 сценарiїв (наборiв вхiдних даних). Отри-

манi результати у кожному експериментi групували та вiзуалiзували кiлькома

способами.

У кожному з сценарiї частина даних була сталою, а решта обиралися випад-

ково з певного ймовiрнiсного розподiлу. В усiх експериментах: n = 30, m = 4,

ci ∈ [5, 25], c′j = 30. Для вiдтворюваностi експериментiв, ми опублiкували вико-

ристанi генератори випадкових чисел та отриманi набори даних на GitHub [137].

Порiвняно три стратегiї: без кластеризацiї, k-середнiх та k-медоїдiв.

У першому сценарiї початковi позицiї та напрямки руху цiлей випадковi. Усi

розподiли у цьому експериментi рiвномiрнi:

• початковi позицiї цiлей обираються з [−1000, 1000]× [−1000, 1000];

• кут руху вибирається з напiв-iнтервалу [0, 2π).

Таблиця 3.1

Результати для випадкових позицiй та швидкостей

Стратегiя avg. len avg. makespan

None 32,774 13,412

k-means 55,654 30,034

k-medoids 38,676 17,746

У другому сценарiї початковi позицiї скупченi а напрямки руху випадковi:

• обираються m випадкових центрiв скупчення зi згаданого квадрата;

• для кожного центра обирається декiлька точок з кулi з цим центром та

радiусом 150.

У третьому сценарiї початковi позицiї випадковi а напрямки руху скупченi:

• обираються m випадкових кутiв зi згаданого напiв-iнтервалу;

• для кожного кута обирається декiлька напрямкiв руху розподiлу фон

Мiзеса з цим кутом як центром та параметром κ = 8.
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Таблиця 3.2

Результати для кластеризованих позицiй

Стратегiя avg. len avg. makespan

None 30,226 10,936

k-means 35,062 15,973

k-medoids 29,730 14,006
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 R = 1

Рис. 3.6: Приклад (нормалiзованих) векторiв з розподiлу фон Мiзеса.

3.3. Висновки до роздiлу 3

Задача маршрутизацiї БПЛА для перехоплення рухомих цiлей є суттєво

складнiшою за класичнi варiацiї VRP через залежнiсть метрики вiд часу. Дове-

дено, що простiр розв’язкiв має специфiчнi топологiчнi обмеження, а динамiка

руху породжує ефекти нетранзитивностi переваг. Показано, що врахування не-

лiнiйних факторiв є критично необхiдним для побудови реалiстичних планiв по-

льоту. Запропоновано iєрархiчний пiдхiд iз використанням кластеризацiї який

дозволив ефективно знайти наближенi рiшення для задач великої розмiрностi.

У роздiлi всебiчно розглянуто проблему кластеризацiї динамiчних об’єктiв у
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Таблиця 3.3

Результати для кластеризованих швидкостей (роїв)

Стратегiя avg. len avg. makespan

None 35,701 14,462

k-means 48,818 28,109

k-medoids 34,694 16,239

контекстi маршрутизацiї БПЛА. Доведено, що незалежний розгляд позицiй та

швидкостей призводить до логiчних помилок. Запропоновано нову iнтегральну

метрику та доведено теорему про її збiжнiсть. Чисельнi експерименти пiдтвер-

дили перевагу методу k-medoids з iнтегральною метрикою, особливо в сценарiях

зi складною кiнематикою цiлей.
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РОЗДIЛ 4

РОБАСТНА ТОРГIВЛЯ АКЦIЯМИ

4.1. Вступ

У цьому роздiлi дисертацiї розглянуто декiлька варiантiв задачi керування

портфелем акцiй за рiзних моделей фiнансового ринку. Одразу зазначимо, що

ми застосовуємо ряд спрощень для зведення задачi до суто комбiнаторної. Втiм,

навiть одержана спрощена модель може бути застосована на деяких сильно

подiльних ринках, таких як криптовалютнi.

Класична лiтература найчастiше моделює акцiї за допомогою методiв сто-

хастики. На цьому етапi дослiдники стикаються з проблемою вибору моделi ре-

альностi, яка була б достатньо простою для аналiзу, але водночас вiдображала

б ключовi властивостi ринку, як-то волатильнiсть та важкi хвости розподiлiв.

Цiна певної акцiї в розрiзi часу, як правило, моделюється випадковим проце-

сом. Традицiйним прикладом є броунiвський рух. Вiн же лежить в основi моделi

цiноутворення опцiонiв Блека—Шоулза. Однак, Bianchi та iншi [53] з’ясували,

що реальнi ринковi данi часто демонструють фрактальнi властивостi не прита-

маннi стандартними гауссiвськими моделями.

Щойно певна модель обрана постає питання передбачення поведiнки окре-

мих акцiй та ринку в цiлому в майбутньому. Прогнозування цiн акцiй є окремою

задачею, основнi методи розв’язання якої наразi можна роздiлити на два великi

класи. Класичнi економетричнi методи запропонованi Mondal та Jarrett конку-

рують тут iз новiтнiм пiдходами штучного iнтелекту.

Наприклад, Kim та Tsantekidis продемонстрували ефективнiсть нейронних

мереж для передбачення цiн за iсторичними даними. Втiм, жоден з методiв на-

разi не володiє здатнiстю точно передбачити точковi значення p(t) цiн у час t у



94

нетривiальних моделях. Натомiсть усi методи надають або певний ймовiрнiсний

розподiл, або ж довiрчi iнтервали [l(t), r(t)] з певним рiвнем довiри.

Третiм етапом є вибiр торгової стратегiї. Вiн же i є фокусом цього роздiлу.

Перш за все тут потрiбно обрати метрику для оптимiзацiї. Класичною стра-

тегiєю є максимiзацiя очiкуваного прибутку, тобто прибутку у середньому. До

такої фiлософiї науки вiдносяться, зокрема, недавнi роботи Wu [60]. Другою

стратегiєю є максимiзацiя прибутку в найгiршому випадку. Вона лiквiдує не-

долiки усереднення, проте створює новi проблеми. Нашою метою є мiнiмiзацiя

так званого жалю вiдносно оптимального рiшення, яке можна було б прийняти

в умовах визначеностi.

4.2. Основна частина

Основнi результати цього пiдроздiлу було опублiковано у статтi [2].

4.2.1. Класичнi задачi. У цьому пiдроздiлi наведено огляд усiх класи-

чних задач що розглядаються надалi. Проаналiзовано їхнi схожi риси та основнi

вiдмiнностi. Пояснене практичне значення всiх вхiдних параметрiв.

Означення 23. Розглядається задача iз дискретним часом на горизонтi в

n послiдовних днiв; цiна певної акцiї у день 1 ⩽ i ⩽ n позначається pi.

Вхiдними даними кожної класичної задачi є послiдовнiсть p1, . . . , pn цiн в n

послiдовних днiв.

Означення 24. Транзакцiєю називається пара iндексiв 1 ⩽ i < j ⩽ n. Вона

вiдповiдає купiвлi акцiї у день i та продажу в день j.

Означення 25. Розкладом I називається послiдовнiсть iз k ⩾ 0 транзакцiй.

Для простоти комп’ютерного представлення усi днi записуються пiдряд: 1 ⩽

i1 < i2 < · · · < i2k ⩽ n.

Означення 26. У бiльшостi задач прибутком транзакцiї i, j є значення

виразу profit(i, j) = pj − pi. Прибутком розкладу I є значення знакозмiнної
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суми:
profit(I) = −pi1 + pi2 − pi3 + pi4 − . . .− pi2k−1

+ pi2k

= (pi2 − pi1) + (pi4 − pi3) + . . .+ (pi2k − pi2k−1
).

(4.2.1)

Зауваження 5. Вiд’ємнi члени вiдповiдають купiвлi акцiй у днi непарнi

i1, i3, . . . , i2k−1 та витратi грошей на це, тодi як додатнi члени вiдповiдають

продажу акцiй у парнi днi i2, i4, . . . , i2k та отриманню за це грошей.

Вводяться також поняття комiсiї та охолодження:

Означення 27. Деякi задачi додають комiсiю f до кожної транзакцiї, то-

дi прибутком транзакцiї i, j є значення виразу profit(i, j; f) = pj − pi − f .

Прибуток розкладу I змiнюється вiдповiдно:

profit(I; f) = (pi2 − pi1 − f) + (pi4 − pi3 − f) + . . .+ (pi2k − pi2k−1
− f)

= profit(i1, . . . , i2k)− k · f.
(4.2.2)

Зауваження 6. Комiсiя змушує оптимальний розв’язок мiстити лише

високоприбутковi транзакцiї. Зокрема, вона нагадує метод регуляризацiї.

Задача з охолодженням накладає дещо суворiшi обмеження на I.

Означення 28. Перiодом охолодження d називається обмеження вигляду

i2j+1 > i2j + d ∀j = 1, . . . , k − 1. (4.2.3)

Зауваження 7. Така змiна вiдповiдає наявностi перiоду охолодження, що

триває d днiв, мiж послiдовними операцiями продажу та купiвлi у цьому

порядку. Надалi d = 1. Зауважте, що немає необхiдностi чекати ще один

день мiж послiдовними операцiями купiвлi та продажу.

Метою кожної задачi є максимiзацiя прибутку. Iншими словами, потрiбно

скласти розклад, що має максимально можливе значення вiдповiдного визна-

чення прибутку.

Зауваження 8. Може iснувати кiлька розв’язкiв з однаковим значенням

прибутку; у цьому випадку немає необхiдностi перераховувати їх усi, i будь-

який з них вважається допустимим значенням, що повертається.
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Тепер ми готовi сформулювати самi задачi:

Задача 1 (одна транзакцiя). За заданою послiдовнiстю p1, . . . , pn зна-

йти розклад I з k ⩽ 1 що максимiзує значення формули (4.2.1).

Задача 2 (двi транзакцiї). За заданою послiдовнiстю p1, . . . , pn знайти

розклад I з k ⩽ 2 що максимiзує значення формули (4.2.1).

Задача 3 (k транзакцiй). За заданою послiдовнiстю p1, . . . , pn та зада-

ним K знайти розклад I iз k ⩽ K що максимiзує значення формули (4.2.1).

Задача 4 (безлiмiт). За заданою послiдовнiстю p1, . . . , pn знайти розклад

I що максимiзує значення формули (4.2.1).

Задача 5 (комiсiя). За заданою послiдовнiстю p1, . . . , pn знайти розклад

I що максимiзує значення формули (4.2.2).

Задача 6 (охолодження). За заданою послiдовнiстю p1, . . . , pn знайти

розклад I з умовою формули (4.2.3) що максимiзує значення формули (4.2.1).

Зауваження 9. Усi задачi з обмеженою кiлькiстю транзакцiй вводять

лише обмеження нерiвностi замiсть обмежень рiвностi. Це запобiгає вклю-

ченню до оптимальних розв’язкiв збиткових транзакцiй лише задля викона-

ння обмеження рiвностi. Зокрема, виконання навiть однiєї операцiї не має

практичного сенсу, якщо послiдовнiсть p є спадною.

4.2.2. Класичнi розв’язки. У цьому пiдроздiлi оглядово наведено стан-

дартнi розв’язки всiх класичних задач. Спостереження щодо методiв динамi-

чного програмування використанi в наступних роздiлах.

Усi задачi 1–6 можна розв’язати за допомогою методiв динамiчного про-

грамування. Всi розклади складаються з окремих транзакцiй i прибуток вiд

транзакцiй у формулi (4.2.1) не залежить вiд решти розкладу.

Добре вiдомо, що динамiчне програмування є стандартним методом для ба-

гатьох задач з оптимальною пiдструктурою. Воно складається з двох основних

частин: визначення станiв — компактних представлень пiдзадач, та переходiв
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— вiдношень мiж значеннями станiв. У рештi цього пiдроздiлу розглянуть рiзнi

види параметрiв у межах стану.

Як вже зазначалося, стани всiх пiдзадач мiститимуть день m, що позначає

префiкс 1, . . . ,m днiв. Повна задача матиме m = n.

Спочатку обговорюються стани тримати (hold), продано (sold) та охолодже-

ння (cold). Оскiльки задачi 4, 6 та 5 не обмежують кiлькiсть транзакцiй k,

iнформацiю про кiлькiсть транзакцiй не включається до стану пiдзадачi. На-

томiсть стан залежить вiд того, чи утримуються акцiї в кiнцi дня m. Задача 6

додатково враховує можливiсть перебування в перiодi охолодження, якщо акцiї

щойно продано попереднього дня m − 1. Переходи в цих задачах є такими, де

mp означає максимальний прибуток (max profit).

• необмежена кiлькiсть транзакцiй iз задачi 4:

mp(m, hold) = max(mp(m− 1, hold),mp(m− 1, sold)− pm);

mp(m, sold) = max(mp(m− 1, sold),mp(m− 1, hold) + pm).
(4.2.4)

• комiсiя за транзакцiю iз задачi 5:

mp(m, hold) = max(mp(m− 1, hold),mp(m− 1, sold)− pm);

mp(m, sold) = max(mp(m− 1, sold),mp(m− 1, hold) + pm − f).
(4.2.5)

Зауважте, що наступнi формули є еквiвалентними, оскiльки кiнцевою

вiдповiддю є mp(n, sold):

mp(m, hold) = max(mp(m− 1, hold),mp(m− 1, sold)− pm − f);

mp(m, sold) = max(mp(m− 1, sold),mp(m− 1, hold) + pm).

• перiод охолодження iз задачi 6:

mp(m, hold) = max(mp(m− 1, hold),mp(m− 1, sold)− pm);

mp(m, sold) = max(mp(m− 1, sold),mp(m− 1, cold));

mp(m, cold) = mp(m− 1, hold) + pm.

(4.2.6)

Тепер обговорюються стани кiлькiсть транзакцiй. Задачi 1, 2 та 3 передбача-

ють обмежену кiлькiсть транзакцiй. Тому iнформацiя про кiлькiсть транзакцiй

включається до стану пiдзадачi.
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Зауваження 10. Можна зберiгати явний параметр hold/sold або замi-

нити його неявним iндексом j у розкладi. Це можливо, оскiльки парнiсть j

однозначно визначає тип операцiї (купiвля або продаж). Переходи в усiх цих

задачах є такими:

mp(m, j) = max(mp(m− 1, j),mp(m− 1, j − 1) + (−1)jpm). (4.2.7)

Зауваження 11. Зауважте, що основна вiдмiннiсть мiж трьома задача-

ми полягає не в переходах. Натомiсть вiдрiзняється розташування кiнцевої

вiдповiдi: maxj=0..K mp(n, 2j). K = 1 у задачi 1, i K = 2 у задачi 2.

4.2.3. Робастнi задачi. У цьому пiдроздiлi представлено робастнi вер-

сiї всiх задач. Дано означення розв’язкiв з максимальним прибутком у най-

гiршому випадку та розв’язкiв з мiнiмальним жалем (англ. regret). Наведено

спостереження, якi дозволили узагальнити розв’язки з попереднього пiдроздi-

лу для знаходження максимального прибутку в найгiршому випадку. Нарештi,

показано, що розв’язок з мiнiмальним жалем може вiдрiзнятися вiд розв’язку

з максимальним прибутком у найгiршому випадку.

Означення 29. Усi робастнi задачi замiнюють послiдовнiсть pi двома послi-

довностями li та ri додатних чисел, що позначають дiапазони цiн певної акцiї

протягом n послiдовних днiв. А саме, li ⩽ pi ⩽ ri виконується для кожного

i = 1, . . . , n.

Означення 30. Природно, визначення прибутку також потребує коригу-

вання. Однак це коригування є семантичним, а не символьним:

profit(I; p) = −pi1 + pi2 − pi3 + pi4 − . . .− pi2k−1
+ pi2k

= (pi2 − pi1) + (pi4 − pi3) + . . .+ (pi2k − pi2k−1
).

(4.2.8)

Iншими словами, рiзниця полягає в тому, що значення прибутку тепер за-

лежить вiд конкретної реалiзацiї цiн p, яка задовольняє заданим обмеженням

(l, r). Зауважте, що увесь розклад фiксується до того, як стають вiдомi цiни.
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Зауваження 12. Зауважте, що класичну версiю можна звести до роба-

стної, поклавши li = pi = ri. Тому розв’язок робастної версiї не може бути

асимптотично швидшим за оптимальний розв’язок її класичної версiї.

Означення 31. Мiнiмiзуючи це визначення за реалiзацiєю p, визначається

прибуток у найгiршому випадку (англ. worst-case) розкладу I:

worst-case profit(I; p) = min
p

profit(i1, . . . , i2k; p)

= (li2 − ri1) + (li4 − ri3) + . . .+ (li2k − ri2k−1
).

(4.2.9)

Останнє перетворення можливе, оскiльки обмеження є незалежними одне

вiд одного. Цiльова функцiя є лiнiйною за кожним зi своїх аргументiв pm. От-

же, вона досягає свого мiнiмального значення в однiй з граничних точок. Най-

гiршим сценарiєм при купiвлi акцiй є rm, а найгiршим сценарiєм при продажу

акцiй є lm.

Розв’язки за допомогою динамiчного програмування, представленi в роздiлi

про класичнi розв’язки, можуть знайти розв’язок iз максимальним прибутком

у найгiршому випадку для робастної задачi. Щоб адаптувати цi розв’язки, по-

трiбно замiнити кожне входження pm у (4.2.4)–(4.2.7) на lm або rm.

Означення 32. Щоб визначити жаль (англ. regret) розв’язку, спочатку

потрiбно визначити втрати у найгiршому випадку (англ. worst-case loss) роз-

в’язку I вiдносно iншого розв’язку J .

worst-case loss(I; J) = max
p

(profit(J ; p)− profit(I; p)). (4.2.10)

Означення 33. Жаль розв’язку I — це максимальнi втрати у найгiршо-

му випадку серед усiх можливих розв’язкiв J , де argmaxJ часто називають

оптимальним розв’язком:

regret(I) = max
J

worst-case loss(I; J). (4.2.11)

Розв’язок з мiнiмальним жалем — це той, що має найменший можливий

жаль. Важливо розумiти, що мiнiмiзацiя жалю вiдрiзняється вiд максимiзацiї

прибутку в найгiршому випадку.
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Приклад 2. Розглянемо два днi з дiапазонами цiн (1, 3) та (2, 4) вiд-

повiдно. Є два розв’язки: нiчого не робити з I = ( ), або купити i про-

дати з I = (1, 2). Їхнi прибутки в найгiршому випадку становлять 0 та

minp(p2−p1) = 2−3 = −1 вiдповiдно. Їхнiй жаль становить maxp(0−0, (p2−

p1)−0) = maxp(0, p2−p1) = 4−1 = 3 та maxp(0−(p2−p1), (p2−p1)−(p2−p1)) =

maxp(p1 − p2, 0) = 3− 2 = 1 вiдповiдно.

У таблицi 4.1 наведено порiвняльний аналiз розв’язкiв. Пiдкреслено опти-

мальний розв’язок за кожним критерiєм (стовпчиком).

Таблиця 4.1

Порiвняння прибуткiв у найгiршому випадку та жалю для двох

розкладiв на дiапазонах цiн (1, 3) та (2, 4).

розклад прибуток жаль

I = ( ) 0 3

I = (1, 2) −1 1

Отже, розв’язком з максимальним прибутком у найгiршому випадку є

нiчого не робити, а розв’язком з мiнiмальним жалем — купити i продати.

Результат iнтерпретується на користь мiнiмiзацiї жалю на ринку що зро-

стає.

Наступний приклад демонструє, що розв’язки можуть збiгатися, зокрема у

випадку ринку що спадає.

Приклад 3. Розглянемо два днi з дiапазонами цiн (2, 4) та (1, 3) вiд-

повiдно. Є два розв’язки: нiчого не робити з I = ( ), або купити i про-

дати з I = (1, 2). Їхнi прибутки в найгiршому випадку становлять 0 та

minp(p2−p1) = 1−4 = −3 вiдповiдно. Їхнiй жаль становить maxp(0−0, (p2−

p1)−0) = maxp(0, p2−p1) = 3−2 = 1 та maxp(0−(p2−p1), (p2−p1)−(p2−p1)) =

maxp(p1 − p2, 0) = 4− 1 = 3 вiдповiдно.

У таблицi 4.2 наведено порiвняльний аналiз розв’язкiв. Пiдкреслено опти-

мальний розв’язок за кожним критерiєм (стовпчиком).
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Таблиця 4.2

Порiвняння прибуткiв у найгiршому випадку та жалю для двох

розкладiв на дiапазонах цiн (2, 4) та (1, 3).

розклад прибуток жаль

I = ( ) 0 1

I = (1, 2) −3 3

Отже, як розв’язок з максимальним прибутком у найгiршому випадку,

так i розв’язок з мiнiмальним жалем — це нiчого не робити.

Перший приклад можна додатково модифiкувати, щоб показати, що жаль

двох розв’язкiв може вiдрiзнятися як завгодно сильно. Зокрема, у випадку двох

днiв з дiапазонами цiн (1, x+1) та (x, 2x), розв’язок iз максимальним прибутком

у найгiршому випадку має жаль 2x− 1, тодi як мiнiмальний жаль дорiвнює 1.

Зокрема, не iснує константи C, такої що:

regret(max worst-case profit solution) ⩽ C · regret(min regret solution).

Тому необхiдний новий ефективний метод для знаходження або навiть на-

ближення (з точнiстю до константного множника) мiнiмального жалю.

4.2.4. Робастнi розв’язки. У цьому пiдроздiлi розроблено ефективнi ал-

горитми для знаходження розв’язкiв з мiнiмальним жалем для всiх обговорених

задач.

Почнемо з аналiзу визначення жалю. (4.2.11) та (4.2.10) разом дають такий

вираз:

regret(I) = max
J

worst-case loss(I; J) = max
J,p

(profit(J ; p)− profit(I; p)).

Отже, необхiдно розглянути вираз

min
I

max
J,p

(profit(J ; p)− profit(I; p)). (4.2.12)
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Розглянемо довiльний день i. Розклади I та J можуть купувати акцiї в цей

день, продавати акцiї або нiчого не робити. Згiдно з правилом добутку, всього

iснує 9 випадкiв.

1. Розклад I купує акцiї в день i.

а) Обидва розклади купують акцiї в день i. Жаль не залежить вiд ре-

алiзацiї цiни pi;

б) Розклад I купує акцiї в день i, а розклад J продає акцiї в день i.

maxp у формулi жалю передбачає, що потрiбно встановити pi = ri.

Це означає, що розклад I заплатить бiльше, а розклад J заробить

бiльше;

в) Розклад I купує акцiї в день i, а розклад J нiчого не робить. Вста-

новлюємо pi = ri;

2. Розклад I продає акцiї в день i.

а) Розклад I продає акцiї в день i, а розклад J купує акцiї в день i.

Встановлюємо pi = li, щоб розклад I заробив менше, а розклад J

заплатив менше;

б) Обидва розклади продають акцiї в день i. Жаль не залежить вiд

реалiзацiї цiни pi;

в) Розклад I продає акцiї в день i, а розклад J нiчого не робить. Вста-

новлюємо pi = li;

3. Розклад I нiчого не робить в день i.

а) Розклад I нiчого не робить в день i, а розклад J купує акцiї в день

i. Встановлюємо pi = li;

б) Розклад I нiчого не робить в день i, а розклад J продає акцiї в день

i. Встановлюємо pi = ri;

в) Обидва розклади нiчого не роблять в день i. Жаль не залежить вiд

реалiзацiї цiни pi;

Аналiз пiдсумовано в таблицi 4.3. Прочерк вказує на те, що жаль не зале-

жить вiд значення pi.



103

Таблиця 4.3

Кожна комiрка мiстить значення pi, що призводить до

максимального жалю для заданої пари операцiй у розкладах I та J .

I \J купiвля пропуск продаж

купiвля – ri ri

пропуск li – ri

продаж li li –

Отже, маючи фiксовану пару розкладiв I та J , можна знайти цiни p, що

призводять до максимального жалю. Зокрема, можна обчислити їх за лiнiйний

час.

Залишається проаналiзувати поведiнку виразу виду minI maxJ . Це нагадує

гру двох осiб. Як i ранiше, частина min-max передбачає наявнiсть певної опти-

мальної пiдструктури й iснує багато пiдзадач, що перекриваються.

Це основнi характеристики задачi динамiчного програмування. Рiзниця по-

лягає в тому, що цього разу потрiбно включити поточний стан обох гравцiв.

Спочатку обговорюються стани утримувати, продано та охолодження. Цей

пiдроздiл обговорює застосування пiдходу динамiчного програмування до ро-

бастних задач 4, 6 та 5.

Як i ранiше, стан залежить вiд того, чи утримує розклад I акцiї в кiнцi дня

m. Тепер стан також залежить вiд того, чи утримує розклад J акцiї в кiнцi дня.

Робастна задача 6 додатково враховує можливiсть того, що I та J можуть

перебувати в перiодi охолодження, якщо вони щойно продали акцiї попередньо-

го дня m − 1. Переходи в цих задачах є такими, де mr означає мiнiмальний

жаль (англ. minimum regret).
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• необмежена кiлькiсть транзакцiй iз робастної задачi 4:

mr(m, hold, hold) = min(max(mr(m− 1, hold, hold),

mr(m− 1, hold, sold)− lm),

max(mr(m− 1, sold, hold) + rm,

mr(m− 1, sold, sold)));

mr(m, hold, sold) = min(max(mr(m− 1, hold, hold) + rm,

mr(m− 1, hold, sold)),

max(mr(m− 1, sold, hold) + 2rm,

mr(m− 1, sold, sold) + rm));

mr(m, sold, hold) = min(max(mr(m− 1, hold, hold)− lm,

mr(m− 1, hold, sold)− 2lm),

max(mr(m− 1, sold, hold),

mr(m− 1, sold, sold)− lm));

mr(m, sold, sold) = min(max(mr(m− 1, hold, hold),

mr(m− 1, hold, sold)− lm),

max(mr(m− 1, sold, hold) + rm,

mr(m− 1, sold, sold))).

(4.2.13)

Як бачите, рiвняння дещо громiздкi. Замiсть цього їх можна представи-

ти у виглядi матрицi: 
0 −lm rm 0

rm 0 2rm rm

−lm −2lm 0 −lm

0 −lm rm 0

 (4.2.14)
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• комiсiя за транзакцiю iз робастної задачi 5:
0 −lm − f rm + f 0

rm 0 2rm + f rm + f

−lm −2lm − f 0 −lm − f

0 −lm rm 0

 (4.2.15)

• перiод охолодження iз робастної задачi 6 має матрицю 9× 9, яку можна

побудувати аналогiчно.

Тепер обговорюються стани кiлькiсть транзакцiй. Робастнi задачi 1, 2 та 3

передбачають обмежену кiлькiсть транзакцiй. Тому iнформацiя про кiлькiсть

транзакцiй включається до стану пiдзадачi.

Можна зберiгати явний параметр hold/sold або замiнити його неявними iн-

дексами i та j у вiдповiдному розкладi. Це можливо, оскiльки парнiсть i та j

однозначно визначає типи операцiй (купiвля або продаж). Переходи в усiх цих

задачах є такими:

mr(m, i, j) = min(max(mr(m− 1, i, j),

mr(m− 1, i, j − 1) + f0,(−1)j(lm, rm)),

max(mr(m− 1, i− 1, j) + f(−1)i,0(lm, rm),

mr(m− 1, i− 1, j − 1) + f(−1)i,(−1)j(lm, rm))).

(4.2.16)

Тут f — це матриця функцiй (з дещо нестандартними iндексами −1, 0 та

1), що обчислюють змiну жалю на основi таблицi 4.3. Конкретнi неважливi,

адже основним результатом є те, що певний розв’язок методом динамiчного

програмування є можливим.

Зауваження 13. Зауважте, що основна вiдмiннiсть мiж трьома задача-

ми полягає не в переходах. Натомiсть вiдрiзняється розташування кiнцевої

вiдповiдi: maxi=0..K,j=0..K mr(n, 2i, 2j). K = 1 у задачi 1, i K = 2 у задачi 2.

Незважаючи на появу матриць 4× 4 та 9× 9, їхнi розмiри не включаються

до аналiзу часової складностi, оскiльки вони є константними вiдносно кiлькостi

днiв. Отже, отриманi розв’язки для робастних задач 4, 6 та 5 мають час O(n).
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Складнiсть розв’язку розробленого для робастної задачi 3 O(nk2), оскiль-

ки кiлькiсть станiв зросла на множник O(k). Зокрема, часова складнiсть для

робастних задач 1 та 2 все ще становить O(n), оскiльки K = O(1).

Загалом, часова складнiсть майже усiх розв’язкiв залишилася такою ж, як i

у їхнiх не робастних вiдповiдникiв. Вiдкритим залишається питання, чи iснують

бiльш оптимальнi розв’язки для робастної версiї цiєї задачi.

Гiпотеза 6. Бiльш ефективними алгоритмами для цiєї задачi будуть схе-

ми апроксимацiї з певним константним множником, що залежить вiд по-

треб конкретного екземпляра задачi.

4.3. Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi було всебiчно дослiджено деякi класичнi та робастнi моделi

дискретної торгiвлi акцiями. Сформульовано робастнi аналоги усiх класичних

задач для iнтервальної моделi невизначеностi майбутнiх цiн акцiй. Це розширює

iнструментарiй доступний майбутнiм дослiдникам для моделювання процесу

керування портфелем.

Наведено конструктивнi пiдтвердження того, що мiнiмаксна постановка ко-

жної з розглянутих оптимiзацiйних задач вiдрiзняється вiд постановки з мiнiмi-

зацiєю жалю. Наведенi приклади мають пiдказати практикантам коли доцiльно

використовувати кожну iз дослiджених цiльових функцiй.

Для усiх робастних постановок побудовано алгоритми мiнiмiзацiї жалю з

полiномiальними часом роботи. Така швидкодiя є необхiдною вимогою життє-

здатностi методу у суворих практичних реалiях.

Закладено основи тонкого аналiзу обчислювальної складностi усiх розгля-

нутих задач. Майбутнi дослiдження в цiй галузi є другим прiоритетом пiсля

одержання полiномiальних алгоритмiв. Також поглиблено та розширено фун-

даментальне розумiння ширини застосування робастної оптимiзацiї у галузi до-

слiдження операцiй
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi наведено теоретичне узагальнення i нове вирiшен-

ня актуальної наукової задачi побудови ефективних наближених та робастних

алгоритмiв для проблем комбiнаторної оптимiзацiї, що характеризуються ви-

сокою обчислювальною складнiстю або невизначенiстю вхiдних даних. Розро-

бленi методи дозволяють подолати обмеження класичних пiдходiв при роботi з

фундаментальними дискретними структурами та прикладними задачами мар-

шрутизацiї.

Основнi науковi та практичнi результати роботи полягають у такому:

1. Вперше одержано лiнiйну верхню оцiнку потужностi побiтової суми

iнтервальних множин, що спростовує гiпотезу про квадратичну зале-

жнiсть. На основi цього теоретичного результату розроблено швид-

кий алгоритм обчислення побiтової суми з полiлогарифмiчною часовою

складнiстю, що суттєво пiдвищує ефективнiсть обробки даних у задачах

адитивної комбiнаторики.

2. Набули подальшого розвитку алгоритми лексикографiчного аналiзу

рядкових даних. Запропоновано новий пiдхiд до побудови розкладу

Лiндона, що базується на шаруватiй архiтектурi даних та використаннi

монотонного стека. Це дозволило оптимiзувати процедури, критичнi для

бiоiнформатики та систем стиснення даних.

3. Встановлено фундаментальний зв’язок мiж задачами обчислення згор-

ток числових послiдовностей та задачами маршрутизацiї. Зокрема, до-

ведено звiднiсть задачi обчислення (min,+)-згортки до спецiального

випадку задачi комiвояжера, що дозволило застосувати результати тео-

рiї детальної складностi для аналiзу алгоритмiв оптимiзацiї.
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4. Удосконалено методи аналiзу деревоподiбних структур даних. Роз-

роблено ефективнi алгоритми пошуку та пiдрахунку зигзагоподiбних

пiдпослiдовностей у деревах, якi, на вiдмiну вiд пiдходiв на основi де-

композицiї центроїдiв, забезпечили кращi показники часової складностi.

5. Дiстало подальшого розвитку дослiдження топологiчних властиво-

стей регулярних графiв. Запропоновано конструктивнi методи визна-

чення реберної зв’язностi циркулянтних графiв, що є необхiдним для

проєктування вiдмовостiйких мережевих архiтектур.

6. Запропоновано алгоритм маршрутизацiї групи безпiлотних лiталь-

них апаратiв в умовах невизначеностi. Обґрунтовано введення iнте-

гральної метрики близькостi рухомих об’єктiв та на її основi побудо-

вано алгоритми кластеризацiї, якi враховують динамiку змiн взаємного

розташування об’єктiв, що дозволяє пiдвищити ефективнiсть логiсти-

чних операцiй.

7. Розроблено робастнi методи оптимiзацiї для задач фiнансового ринку.

Побудовано стратегiї торгiвлi, якi мiнiмiзують жаль в iнтервальних

сценарiях поведiнки ринку, та експериментально пiдтверджено їхню пе-

ревагу над класичними евристиками в умовах високої волатильностi.

Таким чином, у дисертацiйнiй роботi досягнуто поставленої мети. Отриманi

результати у сукупностi складають основу для створення нових iнформацiй-

них технологiй робастної оптимiзацiї та можуть бути використанi при розробцi

спецiалiзованого програмного забезпечення для систем пiдтримки прийняття

рiшень у логiстицi, фiнансовому секторi та обробцi великих даних.
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