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Abstract. This paper proposes modification of the simplest model
of the infectious disease in the conditions of pharmacotherapy taki-
ng into account influence of small-scale spatial distributed diffusion
influences. The singular disturbed model problem with time-delay is
reduced to a sequence of problems without time-delay for which the
corresponding representations of the asymptotic expansions of soluti-
ons are constructed. We present the results of numerical experiments
that characterize the influence of spatial distributed diffusion «redi-
stributions» of infectious disease factors on the development of the
process on condition of pharmacotherapy. The decrease in the maxi-
mum level of concentration of pathogenic antigens in the locus of
infection due to their diffusion «redistribution» is illustrated.
Keywords: Infectious disease model, , dynamic systems, asymptotic
methods, singularly perturbed problems.

Анотацiя. Запропоновано модифiкацiю найпростiшої моделi iн-
фекцiйного захворювання в умовах типу фармакотерапiї з ураху-
вання впливу малих просторово розподiлених дифузiйних впли-
вiв. Сингулярно збурену задачу iз запiзненням зведено до по-
слiдовностi задач без запiзнення, для яких побудованi вiдповiд-
нi представлення асимптотичних розвинень розв’язкiв. Наведенi
результати числових експериментiв, що характеризують вплив
просторово розподiлених дифузiйних «перерозподiлiв» факторiв
iнфекцiйного захворювання на розвиток iнфекцiйного захворю-
вання в умовах типу фармакотерапiї. Проiлюстровано зниження
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максимального рiвня концентрацiї антигенiв в епiцентрi зараже-
ння унаслiдок дифузiйного «перерозподiлу».
Ключовi слова: модель iнфекцiйного захворювання, динамiчнi
системи, асимптотичнi методи, сингулярно збуренi задачi.

Вступ

Вивчення закономiрностей протiкання в органiзмi рiзних захворювань
як процесу взаємодiї iмунної системи зi збудниками хвороби сприяв широ-
кому застосуванню в iмунологiчних дослiдженнях методiв математичного
моделювання [1–5].

Вiдома найпростiша математична модель iнфекцiйного захворювання
Г.I. Марчука, що описує фундаментальнi механiзми iмунного захисту, пред-
ставлена у виглядi системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз запi-
зненням [5]. Перше рiвняння цiєї системи V ′

t = (β − γF )V описує змi-
ну концентрацiї V (t) антигенiв за рахунок розмноження та нейтралiза-
цiї антитiлами. Тут β –швидкiсть розмноження антигенiв, γ – коефiцi-
єнт, що враховує ефект взаємодiї антигенiв з антитiлами. Друге рiвнян-
ня C ′

t = ξ (m)αV (t− τ)F (t− τ) − µ (C − C∗) описує змiну концентра-
цiї плазматичних клiтин C (t) внаслiдок їх каскадної генерацiї через час
τ пiсля моменту стимулювання лiмфоцитiв та природного руйнування зi
швидкiстю µC . Параметр α iнтерпретується як коефiцiєнт стимулювання
iмунної системи. Стала C∗ характеризує нормальний рiвень концентрацiї
плазматичних клiтин в органiзмi. Третє рiвняння F ′

t = ρC − (µf + ηγV )F
описує змiну концентрацiї антитiл F (t) за рахунок їх виробництва пла-
зматичними клiтинами з швидкiстю ρ, природного руйнування зi швидкi-
стю µf та витрати η на нейтралiзацiю одного антигену. Четверте рiвняння
m′

t = σV − µmm описує змiну вiдносної характеристики m (t) ураження
органу-мiшенi, де σ – швидкiсть руйнування клiтин органу-мiшенi анти-
геном, µm – швидкiсть регенерацiї органу-мiшенi. Початковi умови такi:
C (t0) = C0, m (t0) = m0, V

(
t̃
)
= V 0

(
t̃
)
, F

(
t̃
)
= F 0

(
t̃
)
, t0 − τ ≤ t̃ ≤ t0 .

В моделi приймається, що для неураженого органу величина m дорiв-
нює нулю, а для повнiстю ураженого – одиницi. При значному ураженнi
органу продуктивнiсть виробництва ним антитiл знижується, що може, вза-
галi кажучи, призвести i до летального результату. Введена у модель iнфе-
кцiйного захворювання функцiя ξ (m) дозволяє урахувати ефект знижен-
ня продуктивностi виробництва антитiл при значному ураженнi важливих
органiв-мiшеней. На iнтервалi 0 ≤ m < m∗ функцiя ξ (m) дорiвнює одиницi,
тобто функцiонування iмунологiчних органiв є повноцiнним i не залежить
вiд важкостi хвороби. Проте далi, при m∗ ≤ m < 1, продуктивнiсть фун-
кцiонування органу швидко знижується.

Система рiвнянь моделi iнфекцiйного захворювання має ряд стацiонар-
них розв’язки, один з яких, зокрема, описує стан здорового органiзму (V =
0), iнший – так званий хронiчний процес захворювання (V > 0 за умови
ξ (m) ≡ 1). В [5] показано, що вказанi стани є стiйкими, а стан здорового
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органiзму при β < γρC∗/µf є асимптотично стiйким за умови заражен-
ня дозою антигену V 0, яка не перевищує деякого рiвня V ∗ iмунологiчного
бар’єру

V 0 < V ∗ = (γρC∗ − βµf )/(βηγ) (1)
Поряд з вивченням закономiрностей протiкання iнфекцiйних захворю-

вання на основi вiдповiдних моделей не менш важливим є дослiдження
рiзного роду впливу на динамiку взаємодiї iмунної системи органiзму зi
збудниками iнфекцiйних захворювань.

Зокрема, в [6] для дослiдження впливу на функцiонування iмунної си-
стеми при гострiй формi захворювання процедури введення готового iму-
ноглобулiну або донорських антитiл запропонована модифiкацiя моделi
iнфекцiйного захворювання, в якiй введено додаткову функцiю управлi-
ння u2 (t) i динамiку функцiї F (t) описано диференцiальним рiвнянням
F ′

t = ρC − (µf + ηγV )F + u2. Там же вказано, що для дослiдження впли-
ву iн’єкцiї бiостимуляторiв (непатогенних антигенiв, що не розмножуються
i спецiально вводяться в органiзм) на процес лiкування хронiчної форми
захворювання вiдповiдну модифiкацiю базової моделi, яка визначає пове-
дiнку iмунної системи, можна отримати шляхом введення керуючої функцiї
u1 (t) та додавання до системи (1) ще трьох диференцiальних рiвнянь

V ′
1 t = −γ1F1V1 + u1 , F ′

1 t = ρ1C1 − η1γ1F1V1 − µf1F1 ,

C ′
1 t = α1

F1V1

FV + F1V1
F1 (t− τ)V1 (t− τ)− µc1 (C1 − C∗

1 ) ,

де V1 (t) – концентрацiя бiостимуляторiв в органiзмi, u1 (t) – характери-
зує iнтенсивнiсть введення бiостимуляторiв, а змiннi F1 (t), C1 (t) описують
iмунну реакцiю органiзму на бiостимулятор.

В [7] при модифiкацiї базової моделi iнфекцiйного захворювання з метою
урахування процедур iмунотерапiї запропоновано розглядати концентра-
цiю власних та донорських антитiл окремо та ввести у модель додаткову
змiнну, що описує концентрацiю донорських антитiл в органiзмi K (t). Мо-
дель динамiки iмунної вiдповiдi при iнфекцiйному захворюваннi з управ-
лiнням в [7] представлена такою системою диференцiальних рiвнянь iз за-
пiзненням:

V ′
t = βV − γFV − γ1KV,

C ′
t = ξ (m)α (F (t− τ) +K (t− τ))V (t− τ)− µ (C − C∗) ,

F ′
t = ρC − ηγFV − µfF,

K ′
t = u (t)− η1γ1KV − µkK,

m′
t = σV − µmm,

де функцiя управлiння u (t) описує надходження донорських антитiл зовнi
та задовольняє обмеженням 0 ≤ u (t) ≤ B, 0 ≤ t ≤ T , що вiдповiдають
фiзiологiчно допустимим дозам препаратiв.

Зазначимо, що здiйснення процедур iмунотерапiї не обмежує усi спосо-
би лiкування iнфекцiйних захворювань. Для зменшення рiвня патогенних
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антигенiв в органiзмi можуть використовуватись i iншi вiдмiннi вiд iмуно-
бiологiчних лiкарськi препарати, застосування яких може, зокрема, при-
гнiчувати природну реакцiю iмунної системи на збудникiв вiдповiдного за-
хворювання.

Зауважимо також, що як i базова модель iнфекцiйного захворювання,
так i наведенi вище її модифiкацiї побудованi у припущеннi, що «органiзм»
є однорiдним замкненим об’ємом, в якому усi компоненти процесу рiвно-
мiрно перемiшанi. Такий пiдхiд виключає урахування впливу просторово
розподiлених ефектiв поширення в органiзмi дiючих факторiв на розвиток
процесу iнфекцiйного захворювання.

Метою даної роботи є урахування малих просторово розподiлених дифу-
зiйних впливiв на розвиток процесу iнфекцiйного захворювання в умовах
типу фармакотерапiї при його дослiдженнi на основi вiдповiдної модифi-
кацiї базової моделi iнфекцiйного захворювання.

1. Постановка задачi

Модифiкуємо найпростiшу модель iнфекцiйного захворювання шляхом
введення, окрiм додаткових компонент, якi описують вплив на динамiку
захворювання введених в органiзм лiкарських препаратiв, що пригнiчують
рiст популяцiї антигенiв та впливають на функцiонування iмунної систе-
ми, ще й членiв, якi описують малi дифузiйнi збурення («перерозподiли»).
Вiдповiдну просторово-часову динамiку модельних факторiв iнфекцiйного
захворювання в областi GZ = {(x, t) : −∞ < x < +∞; 0 < t < +∞} опи-
шемо такою системою диференцiальних рiвнянь iз запiзненням:

V ′
t (x, t) = (β − γF (x, t))V (x, t)− γ0V (x, t)W (x, t)+

+εDV V
′′
xx (x, t) ,

C ′
t (x, t) = ξ (m)αV (x, t− τ)F (x, t− τ)− µC (C (x, t)− C∗)−

−ε2γ1C (x, t)W (x, t) + ε2DCC
′′
xx (x, t) ,

F ′
t (x, t) = ρC (x, t)− (µf + ηγV (x, t))F (x, t)− ε2γ2F (x, t)×

×W (x, t) + εDFF
′′
xx (x, t) ,

W ′
t (x, t) = ω (x, t)− β1W (x, t)− γ0V (x, t)W (x, t)+

+εDWW ′′
xx (x, t) ,

m′
t (x, t) = σV (x, t)− µmm (x, t) + ε2γ3m (x, t)W (x, t)+

+ε2Dmm′′
xx (x, t) ,

(2)

за умов

C (x, t0) = C∗ (x) , m (x, t0) = m0 (x) , W (x, t0) = W 0 (x) ,
V
(
x, t̃

)
= V 0

(
x, t̃

)
, F

(
x, t̃

)
= F 0

(
x, t̃

)
, t0 − τ ≤ t̃ ≤ t0,

(3)

де W (x, t) – концентрацiя в органiзмi деякої речовини типу лiкарського
препарату, γ0 – коефiцiєнт, що враховує ефект взаємодiї елементiв речо-
вини типу лiкарського препарату з антигенами, ε2γ1, ε2γ2 – коефiцiєнти,
що описують взаємодiю (зокрема, пригнiчення) речовини типу лiкарсько-
го препарату з вiдповiдно плазматичними клiтинами та антитiлами, ε2γ3
– коефiцiєнт, що описує руйнування (вiдновлення) клiтин органу-мiшенi
в результатi взаємодiї з речовиною типу лiкарського препарату, ω (x, t) –
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концентрацiя речовини типу лiкарського препарату, що пiдтримується в
органiзмi, β1 – швидкiсть виведення з органiзму речовини типу лiкарсько-
го препарату, εDV , εDF , ε2DC , ε2Dm , εDW – коефiцiєнти дифузiйного
перерозподiлу вiдповiдно антигенiв, антитiл, плазматичних та уражених
клiтин, речовини типу лiкарського препарату, ε – малий параметр, що ха-
рактеризує малий вплив вiдповiдних компонент у порiвняннi з iншими (до-
мiнуючими) складовими процесу.

На початку розглянемо випадок наявностi малих, некритичних концен-
трацiй антигенiв, зокрема, коли ξ (m) = 1. Тодi розв’язок задачi (2)-(3) iз
запiзненням зводимо до послiдовностi задач без запiзнення [8] (мається на
увазi, що система (2) є обезрозмiренною):

V ′
0 t (x, t) = (β − γF0 (x, t))V0 (x, t)− γ0V0 (x, t)W0 (x, t)+

+εDV V
′′
0 xx (x, t) ,

C ′
0 t (x, t) = αV 0 (x, t− τ)F 0 (x, t− τ)− µC (C0 (x, t)− C∗)−

−ε2γ1C0 (x, t)W0 (x, t) + ε2DCC
′′
0 xx (x, t) ,

F ′
0 t (x, t) = ρC0 (x, t)− (µf + ηγV0 (x, t))F0 (x, t)−

−ε2γ2F0 (x, t)W0 (x, t) + εDFF
′′
0 xx (x, t) ,

W ′
0 t (x, t) = ω (x, t)− β1W0 (x, t)− γ0V0 (x, t)W0 (x, t)+

+εDWW ′′
0 xx (x, t) ,

m′
0 t (x, t) = σV0 (x, t)− µmm0 (x, t) + ε2γ3m0 (x, t)W0 (x, t)+

+ε2Dmm′′
0 xx (x, t) ,

C0 (x, t0) = C0 (x) , m0 (x, t0) = m0 (x) , W0 (x, t0) = W 0 (x) ,
V0 (x, t0) = V 0 (x, t0) , F0 (x, t0) = F 0 (x, t0) , t0 ≤ t ≤ t0 + τ ;

(4)



V ′
n t (x, t) = (β − γFn (x, t))Vn (x, t)− γ0Vn (x, t)Wn (x, t)+

+εDV V
′′
n xx (x, t) ,

C ′
n t (x, t) = αVn−1 (x, t− τ)Fn−1 (x, t− τ)− µC (Cn (x, t)− C∗)−

−ε2γ1Cn (x, t)Wn (x, t) + ε2DCC
′′
n xx (x, t) ,

F ′
n t (x, t) = ρCn (x, t)− (µf + ηγVn (x, t))Fn (x, t)−

−ε2γ2Fn (x, t)Wn (x, t) + εDFF
′′
n xx (x, t) ,

W ′
n t (x, t) = ω (x, t)− β1Wn (x, t)− γ0Vn (x, t)Wn (x, t)+

+εDWW ′′
n xx (x, t) ,

m′
n t (x, t) = σVn (x, t)− µmmn (x, t) + ε2γ3mn (x, t)Wn (x, t)+

+ε2Dmm′′
n xx (x, t) ,

Cn (x, t0 + nτ) = Cn−1 (x, t0 + nτ) ,
mn (x, t0 + nτ) = mn−1 (x, t0 + nτ) ,
Wn (x, t0 + nτ) = Wn−1 (x, t0 + nτ) ,
Vn (x, t0 + nτ) = Vn−1 (x, t0 + nτ) ,
Fn (x, t0 + nτ) = Fn−1 (x, t0 + nτ) ,
t0 + nτ ≤ t ≤ t0 + (n+ 1) τ, n = 1, 2, ... .

(5)

Зазначимо, що для забезпечення гладкостi вiдповiдних розв’язкiв при
t = t0+τ , t = t0+2τ ,..., t = t0+nτ ,... крiм традицiйних умов гладкостi щодо
функцiй початкових умов в моделi iнфекцiйного захворювання необхiдно
накладати ще умови їх узгодженостi при t = t0 − τ , t = t0,... [9]. Зокрема,

9
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має виконуватись умова

C ′
0 t (x, t0) = αV 0 (x, t0 − τ)F 0 (x, t0 − τ)− µC (C0 (x, t0)− C∗)−

−ε2γ1C0 (x, t0)W0 (x, t0) + ε2DCC
′′
0 xx (x, t0) .

Зважаючи на те, що просторово розподiлений дифузiйний перерозподiл
та взаємодiя речовини типу лiкарського препарату з антитiлами, плазмати-
чними i клiтинами органу-мiшенi є малими у порiвняннi з iншими складови-
ми процесу iнфекцiйного захворювання, застосуємо асимптотичний метод
для розв’язання вiдповiдних сингулярно збурених модельних задач (4)-(5)
[9–10]. Зокрема, розв’язки задач (4)-(5) формально представимо у вигля-

дi асимптотичних рядiв Vj(x, t) =
N∑
i=o

εiVij(x, t) + RV
Nj (x, t, ε), Cj(x, t) =

N∑
i=o

εiCij(x, t)+RC
Nj (x, t, ε), Fj(x, t) =

N∑
i=o

εiFij(x, t)+RF
Nj (x, t, ε), Wj(x, t) =

N∑
i=o

εiWij(x, t) + RW
Nj (x, t, ε), mj(x, t) =

N∑
i=o

εimij(x, t) + Rm
Nj (x, t, ε) як збу-

рення розв’язкiв вiдповiдних вироджених задач [11], де j = 0, 1, ..., n, ...,
Vij(x, t) , Cij(x, t), Fij(x, t), Wij(x, t) , mij(x, t) – шуканi функцiї (члени асим-
птотики), RV

Nj (x, t, ε), RC
Nj (x, t, ε), RF

Nj (x, t, ε), RW
Nj (x, t, ε), Rm

Nj (x, t, ε) –
вiдповiднi залишковi члени. Пiсля пiдстановки асимптотичних рядiв та ви-
конання стандартної процедури прирiвнювання коефiцiєнтiв при однако-
вих степенях ε отримаємо такi задачi для визначення функцiй Vij(x, t),
Cij(x, t), Fij(x, t), Wij(x, t), mij(x, t) (i = 0, 1, ... , N , j = 0, 1, ..., n, ...):

V ′
0,0 t (x, t) = (β − γF0,0 (x, t)− γ0W0,0 (x, t))V0,0 (x, t) ,

C ′
0,0 t (x, t) = αV 0 (x, t− τ)F 0 (x, t− τ)− µC (C0,0 (x, t)− C∗) ,

F ′
0,0 t (x, t) = ρC0,0 (x, t)− (µf + ηγV0,0 (x, t))F0,0 (x, t) ,

W ′
0,0 t (x, t) = ω (x, t)− β1W0,0 (x, t)− γ0V0,0 (x, t)W0,0 (x, t) ,

m′
0,0 t (x, t) = σV0,0 (x, t)− µmm0,0 (x, t) ,

C0,0 (x, t0) = C0 (x) , m0,0 (x, t0) = m0 (x) , W0,0 (x, t0) = W 0 (x) ,
V0,0 (x, t0) = V 0 (x, t0) , F0,0 (x, t0) = F 0 (x, t0) , t0 ≤ t ≤ t0 + τ,

V ′
1,0 t (x, t) = βV1,0 (x, t)− γ (a0,0 (x, t)F1,0 (x, t) + b0,0 (x, t) ×

× V1,0 (x, t))− γ0 (a0,0 (x, t)W1,0 (x, t)+ c0,0 (x, t)V1,0 (x, t))+
+ΦV 1,0 (x, t) ,
C ′

1,0 t (x, t) = α (a0,0 (x, t− τ)F1,0 (x, t− τ) + b0,0 (x, t− τ) ×
× V1,0 (x, t− τ))− µCC1,0 (x, t) ,
F ′

1,0 t (x, t) = ρC1,0 (x, t)− µfF1,0 (x, t)− ηγ (a0,0 (x, t)F1,0 (x, t)+
+ b0,0 (x, t)V1,0 (x, t)) + ΦF 1,0 (x, t) ,
W ′

1,0 t (x, t) = −β1W1,0 (x, t)− γ0 (a0,0 (x, t)W1,0 (x, t) + c0,0 (x, t) ×
× V1,0 (x, t)) + ΦW 1,0 (x, t) ,
m′

1,0 t (x, t) = σV1,0 (x, t)− µmm1,0 (x, t) ,
C1,0 (x, t0) = 0, m1,0 (x, t0) = 0 , W1,0 (x, t0) = 0,
V1,0 (x, t0) = 0, F1,0 (x, t0) = 0, t0 ≤ t ≤ t0 + τ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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

V ′
i,0 t (x, t) = βVi,0 (x, t)− γ (a0,0 (x, t)Fi,0 (x, t) + b0,0 (x, t) ×

× Vi,0 (x, t))− γ0 (a0,0 (x, t)Wi,0 (x, t) +c0,0 (x, t)Vi,0 (x, t))+
+ΦV i,0 (x, t) ,
C ′

i,0 t (x, t) = α (a0,0 (x, t− τ)Fi,0 (x, t− τ) + b0,0 (x, t− τ) ×
× Vi,0 (x, t− τ))− µCCi,0 (x, t) + ΦC i,0 (x, t) ,
F ′

i,0 t (x, t) = ρCi,0 (x, t)− µfFi,0 (x, t)− ηγ (a0,0 (x, t)Fi,0 (x, t)+
+ b0,0 (x, t)Vi,0 (x, t)) + ΦF i,0 (x, t) ,
W ′

i,0 t (x, t) = −β1Wi,0 (x, t)− γ0 (a0,0 (x, t)Wi,0 (x, t) + c0,0 (x, t) ×
× Vi,0 (x, t)) + ΦW i,0 (x, t) ,
m′

i,0 t (x, t) = σVi,0 (x, t)− µmmi,0 (x, t) + Φm i,0 (x, t) ,
Ci,0 (x, t0) = 0, mi,0 (x, t0) = 0 , Wi,0 (x, t0) = 0,
Vi,0 (x, t0) = 0, Fi,0 (x, t0) = 0, t0 ≤ t ≤ t0 + τ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



V ′
0,n t (x, t) = (β − γF0,n (x, t)− γ0W0,n (x, t))V0,n (x, t) ,

C ′
0,n t (x, t) = αV0,n−1 (x, t− τ)F0,n−1 (x, t− τ)− µC×

× (C0,n (x, t)− C∗) ,
F ′

0,n t (x, t) = ρC0,n (x, t)− (µf + ηγV0,n (x, t))F0,n (x, t) ,
W ′

0,n t (x, t) = ω (x, t)− β1W0,n (x, t)− γ0V0,n (x, t)W0,n (x, t) ,
m′

0,n t (x, t) = σV0,n (x, t)− µmm0,n (x, t) ,
C0,n (x, t0 + nτ) = C0,n−1 (x, t0 + nτ) ,
m0,n (x, t0 + nτ) = m0,n−1 (x, t0 + nτ) ,
W0,n (x, t0 + nτ) = W0,n−1 (x, t0 + nτ) ,
V0,n (x, t0 + nτ) = V0,n−1 (x, t0 + nτ) ,
F0,n (x, t0 + nτ) = F0,n−1 (x, t0 + nτ) , t0 + nτ ≤ t ≤ t0 + (n+ 1) τ,



V ′
1,n t (x, t) = βV1,n (x, t)− γ (a0,n (x, t)F1,n (x, t) + b0,n (x, t) ×

× V1,n (x, t))− γ0 (a0,n (x, t)W1,n (x, t)+ c0,n (x, t)V1,n (x, t))+
+ΦV 1,n (x, t) ,
C ′

1,n t (x, t) = α (a0,n (x, t− τ)F1,n−1 (x, t− τ) + b0,n (x, t− τ) ×
× V1,n−1 (x, t− τ))− µCC1,n (x, t) ,
F ′

1,n t (x, t) = ρC1,n (x, t)− µfF1,n (x, t)− ηγ (a0,n (x, t) ×
×F1,n (x, t) + b0,n (x, t)V1,n (x, t)) + ΦF 1,n (x, t) ,
W ′

1,n t (x, t) = −β1W1,n (x, t)− γ0 (a0,n (x, t)W1,n (x, t)+
+c0,n (x, t)V1,n (x, t)) + ΦW 1,n (x, t) ,
m′

1,n t (x, t) = σV1,n (x, t)− µmm1,n (x, t) ,
C1,n (x, t0 + nτ) = C1,n−1 (x, t0 + nτ) ,
m1,n (x, t0 + nτ) = m1,n−1 (x, t0 + nτ) ,
W1,n (x, t0 + nτ) = W1,n−1 (x, t0 + nτ) ,
V1,n (x, t0 + nτ) = V1,n−1 (x, t0 + nτ) ,
F1.n (x, t0 + nτ) = F1,n−1 (x, t0 + nτ) , t0 + nτ ≤ t ≤ t0 + (n+ 1) τ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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

V ′
i,n t (x, t) = βVi,n (x, t)− γ (a0,n (x, t)Fi,n (x, t) + b0,n (x, t) ×

× Vi,n (x, t))− γ0 (a0,n (x, t)Wi,n (x, t) +c0,n (x, t)Vi,n (x, t))+
+ΦV i,n (x, t) ,
C ′

i,n t (x, t) = α (a0,n (x, t− τ)Fi,n−1 (x, t− τ) + b0,n (x, t− τ) ×
× Vi,n−1 (x, t− τ))− µCCi,n (x, t) + ΦC i,n (x, t) ,
F ′

i,n t (x, t) = ρCi,n (x, t)− µfFi,n (x, t)− ηγ (a0,n (x, t)Fi,n (x, t)+
+ b0,n (x, t)Vi,n (x, t)) + ΦF i,n (x, t) ,
W ′

i,n t (x, t) = −β1Wi,n (x, t)− γ0 (a0,n (x, t)Wi,n (x, t)+
+c0,n (x, t) Vi,n (x, t)) + ΦW i,n (x, t) ,
m′

i,n t (x, t) = σVi,n (x, t)− µmmi,n (x, t) + Φm i,n (x, t) ,
Ci,n (x, t0 + nτ) = Ci,n−1 (x, t0 + nτ) ,
mi,n (x, t0 + nτ) = mi,n−1 (x, t0 + nτ) ,
Wi,n (x, t0 + nτ) = Wi,n−1 (x, t0 + nτ) ,
Vi,n (x, t0 + nτ) = Vi,n−1 (x, t0 + nτ) ,
Fi,n (x, t0 + nτ) = Fi,n−1 (x, t0 + nτ) , t0 + nτ ≤ t ≤ t0 + (n+ 1) τ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
де

a0,j (x, t) = V0,j (x, t) , b0,j (x, t) = F0,j (x, t) , c0,j (x, t) = W0,j (x, t) ;

ΦV 1,j (x, t) = DV
∂2V0,j(x,t)

∂x2 , ΦF1,j (x, t) = DF
∂2F0,j(x,t)

∂x2 ,

ΦW1,j (x, t) = DW
∂2W0,j(x,t)

∂x2 ;

ΦV i,j (x, t) = −γ
i−1∑
k=1

Vk,j (x, t)Fi−k,j (x, t) +DV
∂2Vi−1,j(x,t)

∂x2 ,

ΦCi,j (x, t) =
i−1∑
k=1

(αVk,j (x, t− τ)Fi−k,j (x, t− τ)− γ1Ck−1,j (x, t)×

× Wi−k−1,j (x, t)) +DC
∂2Ci−2,j(x,t)

∂x2 ,

ΦF i,j (x, t) = −
i−1∑
k=1

(ηγVk,j (x, t)Fi−k,j (x, t) + γ2Fk−1,j (x, t)×

× Wi−k−1,j (x, t)) +DF
∂2Fi−1,j(x,t)

∂x2 ,

ΦW i,j (x, t) = −β1Wi−1,j (x, t)− γ0
i−1∑
k=1

Vk,j (x, t)Wi−k,j (x, t)+

+DW
∂2Wi−1,j(x,t)

∂x2 ,

Φmi,j (x, t) = γ3
i−1∑
k=1

mk−1,j (x, t)Wi−k−1,j (x, t) +Dm
∂2mi−2,j(x,t)

∂x2 ;

i = 2, 3, ... , N , j = 0, 1, ..., n, ... .

Зазначимо, що запропонований пiдхiд нескладно переноситься i на iншi,
зокрема, скiнченнi областi GZ . При цьому, звичайно, потрiбно застосовува-
ти бiльш складнi розклади замiсть описаних вище (див., наприклад, [9–11]).

Отримання оцiнок залишкових членiв RV
Nj (x, t, ε), R

C
Nj (x, t, ε), R

F
Nj (x, t, ε),

RW
Nj (x, t, ε), R

m
Nj (x, t, ε), встановлення просторово-часових промiжкiв збi-

жностi для прогнозування конкретних процесiв здiйснюються на основi
принципу максимуму аналогiчно до [9–11].
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Рис. 1. Просторово часова динамiка рiвня концентрацiї антигенiв за
умови V 0 (x,t0) = δ/(1 + (x− λ) 2): а) γ0 = 0, 005; б) γ0 = 0, 050

2. Результати числових експериментiв

На рис. 1 продемонстровано вплив сили взаємодiї елементiв речовини
типу лiкарського препарату з антигенами (величини коефiцiєнта γ0) на
модельну просторово часову динамiку концентрацiй антигенiв з розвитком
iнфекцiйного захворювання в хронiчнiй формi згiдно моделi (2)-(3) при
нерiвномiрному у просторi початковому розподiлi концентрацiї антигенiв
(має мiсце окремий осередок зараження органiзму антигенами). Прийма-
лося, що речовина типу лiкарського препарату у початковий момент ча-
су розподiлена рiвномiрно i надходить в органiзм зi сталою швидкiстю
(ω (x, t) = ω0) протягом усього часу, а також вiдсутня взаємодiя цiєї речо-
вини з антитiлами, плазматичними клiтинами та клiтинами органу-мiшенi.
Представленi результати iлюструють змiну характеру протiкання модель-
ного процесу захворювання: при малiй силi взаємодiї лiкарського препара-
ту з антигенами (γ0 = 0, 005) модельна динамiка змiни концентрацiї анти-
генiв близька до хронiчної форми, а при значнiй силi взаємодiї (γ0 = 0, 050)
– до гострої форми.

Рис. 2. Просторово часова динамiка рiвня концентрацiї антигенiв за
умови W 0 (x) = δ/(1 + (x− λ) 2): а) ε = 0; б) ε = 0.05
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На рис. 2 представлено просторово часовi динамiки концентрацiй анти-
генiв V (x, t) з розвитком iнфекцiйного захворювання в хронiчнiй формi
згiдно моделi (2)-(3) за умови їх рiвномiрного у просторi початкового роз-
подiлу V

(
x, t̃

)
= V 0

(
t̃
)
, t0− τ ≤ t̃ ≤ t0 та нерiвномiрного початкового роз-

подiлу концентрацiї речовини типу лiкарського препарату W 0 (x, t0) (має
мiсце окремий осередок введення препарату) без урахування (рис. 2, а))
та з урахуванням (рис. 2, б)) малих просторово розподiлених дифузiйних
впливiв. Також приймалося, що ω (x, t) = 0, тобто здiйснюється лише разо-
ве введення в органiзм речовини типу лiкарського препарату у початковий
момент часу. Зазначимо, що урахування навiть малих просторово розпо-
дiлених дифузiйних впливiв в (2)-(3) призводить до характерних змiн у
вiдповiднiй модельнiй динамiцi процесiв iнфекцiйного захворювання. Ре-
зультати числових експериментiв демонструють рiзке зниження модельно-
го рiвня концентрацiї антигенiв в осередку введення лiкарського препарату
при вiдсутностi (ε = 0) дифузiйного перерозподiлу вiдповiдної речовини та
хоч i менш рiзке зменшення концентрацiї антигенiв, проте на бiльш ши-
рокiй дiлянцi за рахунок наявного дифузiйного перерозподiлу (ε = 0, 05)
введеної лiкувальної речовини.

Рис. 3. Просторово часова динамiка рiвня концентрацiї антигенiв за
умови V 0 (x,t0) = δ/(1 + (x− λ) 2): а) ε = 0; б) ε = 0.05

На рис. 3 представленi приклади модельних просторово часових змiн
концентрацiй антигенiв V (x, t) при iнфекцiйному захворюваннi у хронi-
чнiй формi у випадках без урахування (рис. 3, а)) та з урахуванням (рис.
3, б)) малих просторово розподiлених дифузiйних впливiв за умов, що
початковий розподiл концентрацiї антигенiв є нерiвномiрним у просторi
V (x, t0) = V 0 (x) (має мiсце окремий осередок зараження органiзму ан-
тигенами), а початковий розподiл концентрацiї речовини типу лiкарського
препарату W (x, t0) є рiвномiрним. Приймалося також, що така речовина
надходить в органiзм зi сталою швидкiстю (ω (x, t) = ω0) протягом усього
часу. Наведенi результати числових експерименти демонструють зниження
максимального рiвня концентрацiї антигенiв в осередку зараження внаслi-
док дифузiйного перерозподiлу антигенiв вiд мiсць з їх високою концен-
трацiєю у мiсця з меншою концентрацiєю.
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Рис. 4. Динамiка основних дiючих факторiв моделi (4)-(5) iнфекцiйного
захворювання у хронiчнiй формi при рiзних рiвнях iнтенсивностi

дифузiйного впливу

На рис. 4 продемонстровано змiну модельної динамiки дiючих факто-
рiв iнфекцiйного захворювання у хронiчнiй формi в епiцентрi зараження
за умови застосування фармакотерапiї в залежностi вiд iнтенсивностi ди-
фузiйного перерозподiлу (значення параметра ε). Представленi результа-
ти iлюструють зменшення максимальних значень концентрацiї антигенiв
в епiцентрi зараження зi зростанням iнтенсивностi дифузiйного перероз-
подiлу. Вiдповiдним чином змiнюється i динамiка концентрацiй антитiл,
плазматичних i уражених антигеном клiтин, що, згiдно моделi, свiдчить
про зниження «гостроти» протiкання iнфекцiйного захворювання.

Отримана в результатi числових експериментiв модельна просторово ча-
сова динамiка основних дiючих факторiв iнфекцiйного захворювання в
умовах типу фармакотерапiї загалом узгоджується з класичною модель-
ною динамiкою iнфекцiйного захворювання в хронiчнiй формi. Концен-
трацiя антигенiв зростає до деякого максимального рiвня, що призводить
до збiльшення концентрацiї плазматичних клiтин та антигенiв, внаслiдок
взаємодiї антитiл та антигенiв концентрацiя останнiх знижується i з часом
встановлюється на деякому стацiонарному рiвнi. В результатi урахування у
моделi дифузiйних компонент процесу концентрацiя антигенiв в епiцентрi
зараження знижуватиметься ще й за рахунок їх дифузiйного «перерозподi-
лу». Зi збiльшенням модельної iнтенсивностi дифузiйного «перерозподiлу»
швидкiсть змiни концентрацiї антигенiв зменшиться, що зумовлює зменше-
ння i гостроти iмунної вiдповiдi органiзму, а в деяких випадках призводить
до забезпечення умови не перевищення рiвня V ∗ iмунологiчного бар’єру.

Висновки

На основi модифiкацiї найпростiшої моделi iнфекцiйного захворювання
в умовах типу фармакотерапiї представлено пiдхiд для урахування малих
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просторово розподiлених дифузiйних впливiв на розвиток iнфекцiйного за-
хворювання. Вiдповiдна модельна задача iз запiзненням зведена до послi-
довностi задач без запiзнення, для яких побудованi представлення шуканих
функцiй у виглядi асимптотичних рядiв як збурення розв’язкiв вiдповiдних
вироджених задач.

За результатами числових експериментiв проiлюстровано зниження ма-
ксимального значення модельної концентрацiї антигенiв в епiцентрi зара-
ження унаслiдок їх дифузiйного «перерозподiлу». Продемонстровано, що
навiть у випадку, коли початкова доза антигенiв V 0 в деякiй областi зо-
ни зараження перевищуватиме певне критичне значення V ∗ дифузiйний
«перерозподiл» за певний промiжок часу може знизити понад критичнi
значення концентрацiї антигенiв до рiвня вже нижчого за критичний, i
подальше його зниження може бути забезпеченим наявним рiвнем антитiл.
Тобто, у рамках даної моделi «гострота» протiкання iнфекцiйного захво-
рювання знизиться. При цьому послiдовнiсть розв’язкiв вiдповiдних син-
гулярно збурених задач (якi визначають покроковий (за запiзненням τ)
прогноз розподiлу в просторi i часi концентрацiй антигенiв, антитiл, пла-
зматичних клiтин i мiри зараженостi) прямуватиме до деякого стiйкого
(зокрема, асимптотично стiйкого) некритичного, менш загрозливого ста-
цiонарного стану.

Перспективним є урахування такого роду просторово розподiлених ди-
фузiйних впливiв при дослiдженнi процесу iнфекцiйного захворювання на
основi бiльш загальних моделей, зокрема, моделi противiрусної iмунної вiд-
повiдi Марчука-Петрова [5].
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Аннотация. Предложена модификация простейшей модели ин-
фекционного заболевания в условиях типа фармакотерапии с уче-
том влияния малых пространственно распределенных диффу-
зионных влияний. Сингулярно возмущенную модельную задачу
с запаздыванием сведено к последовательности задач без запа-
здывания, для которых построены соответствующие представле-
ния асимптотических разложений решений. Приведены резуль-
таты численных экспериментов, характеризующие влияние про-
странственно распределенных диффузионных «перераспределе-
ний» факторов инфекционного заболевания на развитие инфе-
кционного заболевания в условиях типа фармакотерапии. Прои-
ллюстрировано снижение максимального уровня концентрации
антигенов в эпицентре заражения вследствие их диффузионного
«перераспределения».
Ключевые слова: Модель инфекционного заболевания, дина-
мические системы, асимптотические методы, сингулярно возму-
щенные задачи.
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