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АНОТАЦIЯ

Рець В. О.Моделi та методи дослiдження процесiв iнформацiйного роз-

повсюдження з урахуванням нечiткого сприйняття плину часу. —Квалiфi-

кацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спе-

цiальнiстю 124 —Системний аналiз. —Київський нацiональний унiверситет

iменi Тараса Шевченка; Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса

Шевченка, Київ, 2026.

Пiдготовка дисертацiйної роботи здiйснювалась на кафедрi системного

аналiзу та теорiї прийняття рiшень факультету комп’ютерних наук та кi-

бернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка.

Дисертацiйна робота присвячена розробцi гiбридної дворiвневої мате-

матичної моделi процесiв iнформацiйного розповсюдження в соцiальних

системах з урахуванням нечiткого характеру часових параметрiв. Актуаль-

нiсть дослiдження зумовлена зростаючою роллю iнформацiйних процесiв у

сучасному суспiльствi та необхiднiстю розробки адекватних математичних

iнструментiв для їх аналiзу на рiзних просторово-часових масштабах.

Прикладнi задачi, якi пов’язанi з вирiшенням проблем транспортної

та мережевої маршрутизацiї, з дослiдженням процесiв розповсюдження

iнформацiї наразi привертають велику увагу не лише в логiстицi, але й

у сферi соцiальних комунiкацiй, маркетингу, управлiння iнформацiйними

кампанiями та кризовими ситуацiями. Важливою особливiстю реальних за-

дач є наявнiсть невизначеностi у вхiдних даних, що зумовлена неповнотою

iнформацiї, варiативнiстю умов середовища та суб’єктивним характером

сприйняття часових та просторових параметрiв. За таких умов необхiдно
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розробити новi нетиповi методики розв’язання вiдомих задач.

Поєднання пiдходiв з комбiнаторної оптимiзацiї, теорiї нечiтких мно-

жин, фiзичного моделювання дифузiйних процесiв та методiв аналiзу со-

цiальних мереж вiдкриває перспективи для дослiдження та моделювання

поведiнки складних систем iнформацiйного розповсюдження. Iнтеграцiя

цих пiдходiв дозволяє створювати мiждисциплiнарнi моделi, якi врахову-

ють як об’єктивнi фiзичнi закономiрностi процесiв розповсюдження, так i

суб’єктивнi когнiтивнi та соцiальнi фактори, що впливають на сприйняття

та передачу iнформацiї у суспiльствi.

Центральною iдеєю роботи, на основi якої проведено дослiдження та

отримано новi науковi результати, є встановлення аналогiї мiж фiзични-

ми процесами теплопровiдностi та соцiальними процесами розповсюдже-

ння iнформацiї. На верхньому (зовнiшньому або макроскопiчному) рiвнi

гiбридної моделi процес описується рiвняннями дифузiйного типу, що ха-

рактеризують загальну динамiку поширення iнформацiї як неперервний

процес. На нижньому (внутрiшньому або мiкроскопiчному) рiвнi процес

послiдовного iнформування учасникiв мережi формалiзується як задача

комiвояжера з нечiткими часовими параметрами.

Для зовнiшнього рiвня моделi розроблено аналiтичнi методи розв’язання

рiвняння теплопровiдностi для одновимiрного та двовимiрного випадкiв ме-

тодом роздiлення змiнних та з використанням функцiї Грiна. Запропоно-

вано метод багаторiвневої декомпозицiї прямокутних областей для двови-

мiрної задачi з точковими джерелами.

Для нижнього рiвня моделi розглянуто та дослiджено задачу комiвоя-

жера як модель оптимiзацiї послiдовностi контактiв у мережевих структу-

рах. З метою пошуку оптимальних маршрутiв адаптовано метод iмiтацiї

вiдпалу для забезпечення роботи з нечiткими вхiдними параметрами на

основi iнтеграцiї методiв дефазифiкацiї. Проведено ряд чисельних експе-

риментiв i порiвняльний аналiз результатiв, отриманих при використаннi
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трикутних та параболiчних нечiтких чисел для моделювання суб’єктивного

сприйняття часу.

Взаємодiя рiвнiв гiбридної моделi реалiзується у виглядi iтеративного

процесу, в якому результати макрорiвневої моделi використовуються як

вхiднi данi для мiкрорiвневої оптимiзацiї, а результати мiкрорiвневої опти-

мiзацiї можуть коригувати параметри макромоделi.

Процес розповсюдження iнформацiї на основi гiбридної моделi описує-

ться рiвняннями дифузiйного типу, що характеризують загальну динамiку

iнформацiйного поширення як неперервний процес, аналогiчний процесу

теплопровiдностi. Запропонована модель визначає просторово-часовий роз-

подiл рiвня iнформованостi, враховуючи коефiцiєнт дифузiї, що вiдображає

сприйнятливiсть суспiльства до нової iнформацiї. Вимоги щодо оператив-

ного поширення iнформацiї передбачає формалiзацiю процесу послiдовного

iнформування учасникiв мережi у виглядi задачi комiвояжера з нечiтки-

ми часовими параметрами, що враховує суб’єктивне сприйняття часу та

невизначенiсть в оцiнках тривалостi комунiкацiй.

Доцiльнiсть дворiвневого пiдходу обґрунтовано з позицiй теорiї багато-

масштабного моделювання. Розглянуто рiзнi механiзми поширення iнфор-

мацiї: на макрорiвнi спрацьовують ефекти дифузiї та впливу засобiв ма-

сової iнформацiї, тодi як на мiкрорiвнi визначальними є особистi конта-

кти, послiдовнiсть взаємодiй та психологiчнi особливостi сприйняття ча-

су. Гiбридна модель дозволяє поєднати переваги неперервного дифузiй-

ного опису (аналiтичнi розв’язки, фiзична iнтерпретацiя) з можливостя-

ми дискретної комбiнаторної оптимiзацiї (врахування структури мережi,

суб’єктивних факторiв).

Встановлена аналогiя мiж процесами теплопровiдностi та дифузiї iн-

формацiї вiдповiдає їх спiльнiй природi: так само, як тепло природно по-

ширюється вiд областей з вищою температурою до областей з нижчою,

iнформацiя має тенденцiю розповсюджуватися вiд джерел з високою кон-
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центрацiєю знань до менш поiнформованих частин суспiльства. Формалi-

зовано вiдповiднiсть параметрiв розглянутих процесiв: коефiцiєнт тепло-

провiдностi вiдповiдає сприйнятливостi суспiльства до нової iнформацiї,

температура джерела – агресивностi джерела iнформацiї, порогова тем-

пература – бажаному рiвню обiзнаностi. Ця аналогiя формує теоретичну

основу верхнього рiвня гiбридної моделi.

Розроблено програмне забезпечення для практичного використання за-

пропонованих методiв. Проведено обчислювальнi експерименти на тестових

задачах з бiблiотеки TSPLib з вiдкритим доступом та для типових конфi-

гурацiй задач теплопровiдностi.

Ключовi слова: гiбридна дворiвнева модель, задача комiвояжера, нечi-

ткi числа, метод вiдпалу, суб’єктивне сприйняття тривалостi часових iн-

тервалiв, дифузiя iнформацiї, рiвняння теплопровiдностi, функцiя Грiна,

метод роздiлення змiнних, дефазифiкацiя, багаторiвнева декомпозицiя.
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ABSTRACT

Rets V. O. Models and methods for studying information dissemination

processes considering fuzzy perception of time flow. –– Qualification scientific

work in the form of manuscript.

Thesis for doctor of philosophy degree in speciality 124 –– System analy-

sis. –– Taras Shevchenko National University of Kyiv; Taras Shevchenko Na-

tional University of Kyiv, Kyiv, 2026.

The preparation of the dissertation work was carried out at the Depart-

ment of Systems and Methods of Decision-making, Faculty of Computer Sci-

ence and Cybernetics of the Taras Shevchenko National University of Kyiv.

The dissertation is devoted to the development of a hybrid bilevel math-

ematical model for information dissemination processes in social systems,

taking into account the fuzzy nature of temporal parameters. The relevance

of the research is driven by the growing role of information processes in mod-

ern society and the need to develop adequate mathematical tools for their

analysis at different spatiotemporal scales.

Applied problems related to solving transport and network routing prob-

lems, as well as studying information dissemination processes, currently at-

tract significant attention not only in logistics but also in social communica-

tions, marketing, management of information campaigns and crisis situations.

An important feature of real-world problems is the presence of uncertainty in

input data, caused by incomplete information, variability of environmental

conditions, and the subjective nature of perception of temporal and spatial

parameters. Under such conditions, it is necessary to develop new unconven-

tional methods for solving well-known problems.
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The combination of approaches from combinatorial optimization, fuzzy set

theory, physical modeling of diffusion processes, and social network analysis

methods opens perspectives for studying and modeling the behavior of com-

plex information dissemination systems. The integration of these approaches

allows creating interdisciplinary models that account for both objective phys-

ical regularities of dissemination processes and subjective cognitive and social

factors that influence the perception and transmission of information in so-

ciety.

The central idea of the work, on the basis of which the research was con-

ducted and new scientific results were obtained, is establishing an analogy

between physical heat conduction processes and social information dissemi-

nation processes. At the upper (external or macroscopic) level of the hybrid

model, the process is described by diffusion-type equations characterizing

the general dynamics of information spread as a continuous process. At the

lower (internal or microscopic) level, the sequential informing of network par-

ticipants is formalized as a traveling salesman problem with fuzzy temporal

parameters.

For the external level of the model, analytical methods for solving the heat

equation for one-dimensional and two-dimensional cases have been developed

using the method of separation of variables and Green’s function. A multi-

level decomposition method for rectangular domains is proposed for the two-

dimensional problem with point sources.

For the lower level of the model, the traveling salesman problem has

been considered and investigated as a model for optimizing the sequence

of contacts in network structures. To find optimal routes, the simulated

annealing method has been adapted for working with fuzzy input parameters

through the integration of defuzzification methods. A series of numerical

experiments and comparative analysis of results obtained using triangular

and parabolic fuzzy numbers for modeling subjective time perception have



8

been conducted.

The interaction between levels of the hybrid model is implemented as an

iterative process in which the results of the macro-level model are used as

input data for micro-level optimization, and the results of micro-level opti-

mization can adjust the parameters of the macro-model.

The information dissemination process based on the hybrid model is de-

scribed by diffusion-type equations characterizing the general dynamics of

information spread as a continuous process analogous to heat conduction.

The proposed model determines the spatiotemporal distribution of aware-

ness levels, taking into account the diffusion coefficient that reflects society’s

susceptibility to new information. Requirements for operational informa-

tion dissemination involve formalizing the process of sequential informing of

network participants as a traveling salesman problem with fuzzy temporal

parameters, accounting for subjective time perception and uncertainty in es-

timates of communication duration.

The feasibility of the bilevel approach is justified from the perspective

of multi-scale modeling theory. Various mechanisms of information dissem-

ination are considered: at the macro level, the effects of diffusion and mass

media influence operate, while at the micro level, personal contacts, sequence

of interactions, and psychological features of time perception are determin-

ing factors. The hybrid model allows combining the advantages of continuous

diffusion description (analytical solutions, physical interpretation) with the

capabilities of discrete combinatorial optimization (accounting for network

structure, subjective factors).

The established analogy between heat conduction and information diffu-

sion processes corresponds to their common nature: just as heat naturally

spreads from regions of higher temperature to regions of lower temperature,

information tends to disseminate from sources with high concentration of

knowledge to less informed parts of society. The correspondence of param-
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eters of the considered processes has been formalized: the thermal conduc-

tivity coefficient corresponds to society’s susceptibility to new information,

the source temperature corresponds to the aggressiveness of the information

source, and the threshold temperature corresponds to the desired level of

awareness. This analogy forms the theoretical foundation of the upper level

of the hybrid model.

Software has been developed for practical application of the proposed

methods. Computational experiments have been conducted on test problems

from the open-access TSPLib library and for typical heat conduction problem

configurations.

Key words : hybrid bilevel model, traveling salesman problem, fuzzy num-

bers, simulated annealing, subjective perception of time flow, information

diffusion, heat conduction equation, Green’s function, separation of variables

method, defuzzification, multi-level decomposition.
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Перелiк умовних позначень i скорочень

ЗК (TSP) – задача комiвояжера (Travelling Salesman Problem)

ДЗК (DTSP) – динамiчна задача комiвояжера (Dynamic Travelling Sales-

man Problem)

ЗМЗ (VRP) – задача маршрутизацiї транспортних засобiв (Vehicle Rou-

ting Problem)

НЧ – нечiткi числа

ТНЧ – трикутнi нечiткi числа

ПНЧ – параболiчнi нечiткi числа

ДРЧП – диференцiальнi рiвняння в частинних похiдних

ЗШЛ – задача Штурма-Лiувiлля

COG – Center of Gravity (метод центру тяжiння)

BOA – Bisector of Area (метод бiсектора площi)

MOM – Mean of Maximum (метод максимального значення)

TSPLib – бiблiотека тестових задач комiвояжера

a – коефiцiєнт теплопровiдностi (м2/с)

L – довжина стрижня або характерний розмiр областi (м)

T0 – початкова температура (°C)

Ts – температура джерела (°C)

Ttarget – цiльова температура (°C)

Q0 – потужнiсть джерела тепла

u(x, t) – функцiя розподiлу температури

G(x, y, t) – функцiя Грiна

λn – власнi значення задачi Штурма-Лiувiлля

φn(x) – власнi функцiї задачi Штурма-Лiувiлля

µA(x) – функцiя належностi нечiткої множини A
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ВСТУП

Оцiнка сучасного стану об’єкта дослiдження. Завдання розпо-

всюдження (поширення, надання) iнформацiйних та логiстичних послуг

наразi виникають у рiзних сферах людської дiяльностi. Це, як наслiдок,

потребує знаходження розв’язкiв для вiдповiдних проблем забезпечення

транспортування та обслуговування потокiв даних i продукцiї. Серед бага-

тьох проблем, що потребують пошуку оптимального розв’язку для задач

транспортної та логiстичної маршрутизацiї, слiд видiлити декiлька суттєво

важливих: забезпечення ефективної логiстики, маршрутизацiя в мережах

каналiв зв’язку, забезпечення максимальної безпеки при роботi в небезпе-

чних умовах, пошук ефективних рiшень для рятувальних операцiй тощо.

Прикладнi задачi, якi пов’язанi з проблемою розповсюдження iнформа-

цiї, зараз привертають велику увагу не лише в логiстицi, але й у сферi соцi-

альних комунiкацiй, маркетингу, управлiння iнформацiйними кампанiями

та кризовими ситуацiями. Важливою особливiстю реальних задач є наяв-

нiсть невизначеностi у вхiдних даних, що зумовлена неповнотою iнформа-

цiї, варiативнiстю умов середовища та суб’єктивним характером сприйня-

ття часових та просторових параметрiв. У подальшому викладi термiни

“розповсюдження iнформацiї” та “iнформацiйне розповсюдження” вжива-

ються як взаємозамiннi.

Поєднання пiдходiв з комбiнаторної оптимiзацiї, теорiї нечiтких мно-

жин, фiзичного моделювання дифузiйних процесiв та методiв аналiзу со-

цiальних мереж вiдкриває новi перспективи для дослiдження складних си-

стем iнформацiйного розповсюдження. Iнтеграцiя цих пiдходiв дозволяє

створювати мiждисциплiнарнi моделi, якi враховують як об’єктивнi фiзи-

чнi закономiрностi процесiв розповсюдження, так i суб’єктивнi когнiтивнi
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та соцiальнi фактори, що впливають на сприйняття та передачу iнформацiї

у суспiльствi.

Таким чином, розробка моделей та методiв дослiдження процесiв iнфор-

мацiйного розповсюдження за умов нечiткого вимiрювання часу на основi

аналiзу процесiв теплопровiдностi та методiв розв’язання оптимiзацiйних

задач дослiдження операцiй є актуальним науковим напрямком, який має

як теоретичне, так i практичне значення для пiдтримки прийняття управ-

лiнських рiшень з урахуванням невизначеностi та рацiонального забезпе-

чення iнформацiйних потокiв.

Центральною iдеєю даної роботи є розробка гiбридної дворiвневої мо-

делi iнформацiйного розповсюдження. На зовнiшньому (макроскопiчному,

верхньому) рiвнi процес описується рiвняннями дифузiйного типу, що ха-

рактеризують загальну динамiку поширення iнформацiї як неперервний

процес, аналогiчний теплопровiдностi. На внутрiшньому (мiкроскопiчно-

му, нижньому) рiвнi процес послiдовного iнформування учасникiв мережi

формалiзується як задача комiвояжера з нечiткими часовими параметра-

ми тривалостi перемiщення на мережi. Такий дворiвневий пiдхiд дозволяє

поєднати переваги неперервного дифузiйного опису (аналiтичнi розв’язки,

фiзична iнтерпретацiя) з можливостями дискретної комбiнаторної оптимi-

зацiї (врахування структури мережi, суб’єктивних факторiв сприйняття

часу).

Поточний стан дослiджень у галузi моделювання iнформацiйного роз-

повсюдження демонструє широке використання епiдемiологiчних моделей,

таких як SIR (Susceptible-Infected-Recovered) та SEIR (Susceptible-Exposed-

Infected-Recovered), якi були адаптованi для опису поширення iнформацiї,

чуток, новин та iнновацiй у соцiальних мережах [1, 2, 3]. Цi моделi дозво-

ляють враховувати рiзнi стани iндивiдiв у процесi сприйняття та передачi

iнформацiї, а також динамiку переходiв мiж цими станами. Водночас, кла-

сичнi дифузiйнi моделi надають можливiсть аналiзувати просторово-часовi
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характеристики розповсюдження iнформацiї в неперервних середовищах.

Так, один iз пiдходiв до моделювання процесiв iнформацiйного розпо-

всюдження базується на використаннi аналогiй з фiзичними процесами ди-

фузiї та теплопровiдностi [4, 5]. Процес розповсюдження тепла в тiлах опи-

сується рiвняннями, якi встановлюють зв’язок мiж часовими та просторо-

вими змiнами температури в матерiалах. Цi моделi широко застосовуються

у фiзицi та iнженерiї для аналiзу теплових процесiв. Подiбно до того, як те-

пло поширюється вiд бiльш нагрiтих до менш нагрiтих областей, iнформа-

цiя розповсюджується вiд джерел до цiльових аудиторiй через рiзноманiтнi

канали комунiкацiї. Аналогiя мiж розповсюдженням тепла та поширенням

iнформацiї в суспiльствi дозволяє використовувати математичнi методи те-

плопровiдностi для аналiзу динамiки iнформацiйних потокiв та їх впливу

на соцiальнi системи.

З iншого боку, використання оптимiзацiйних моделей та методiв дослi-

дження операцiй активно впроваджується для вирiшення задач маршрути-

зацiї. Однiєю з найбiльш поширених задач серед них є задача комiвояжера,

розв’язанню якої присвячено багато публiкацiй [6, 7, 8]. Задача комiвояже-

ра є класичною проблемою комбiнаторної оптимiзацiї, яка полягає у зна-

ходженнi найкоротшого маршруту, що проходить через заданий набiр мiст

i повертається до початкового пункту. Розв’язання задачi комiвояжера є

NP-складною проблемою, що стимулює розвиток ефективних алгоритмiв

та евристичних методiв для її вирiшення. Сучаснi дослiдження цiєї задачi

зосередженi на розробцi точних та наближених алгоритмiв, включаючи ме-

тод гiлок i меж, генетичнi алгоритми, метод iмiтацiї вiдпалу, мурашинi ал-

горитми та квантовi пiдходи, якi використовують суперпозицiю станiв для

оптимiзацiї обчислень. У контекстi моделювання процесiв iнформацiйного

розповсюдження задача комiвояжера може бути використана для оптимi-

зацiї маршрутiв передачi iнформацiї, визначення послiдовностi охоплення

цiльових аудиторiй, а також для моделювання процесiв розповсюдження
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через мережi з урахуванням часових та просторових обмежень.

Зрозумiло, що пошук розв’язкiв в задачах моделювання процесiв по-

ширення iнформацiї потребує розробки нових та вдосконалення вiдомих

методiв дослiдження. Такий пiдхiд, що отримав назву “механiстичного”,

часто базується на формальному використаннi методiв дослiдження фiзи-

чних процесiв [9, 10]. Застосування методiв iмiтацiї вiдпалу та iнших механi-

стичних методiв та моделей для розв’язання задач аналiзу iнформацiйного

розповсюдження демонструє високу ефективнiсть при пошуку наближених

розв’язкiв у задачах рiзної природи та розмiрностi [11, 12]. Цi методи до-

зволяють уникати локальних екстремумiв та знаходити якiснi розв’язки за

прийнятний час.

У роботах, присвячених моделюванню iнформацiйного розповсюджен-

ня, розглядаються рiзнi аспекти процесу: швидкiсть поширення iнформа-

цiї, охоплення аудиторiї, вплив структури соцiальних мереж на динамiку

розповсюдження, роль ключових вузлiв (джерел новин) у процесi поши-

рення, а також механiзми посилення та затухання iнформацiйних сигна-

лiв. Важливим напрямком є врахування часових характеристик процесу,

зокрема, затримок у передачi iнформацiї, часу реакцiї учасникiв, перiодiв

активностi та пасивностi у соцiальних мережах [13, 14].

У рядi дослiджень запропоновано використання нечiтких чисел та не-

чiткої логiки для врахування невизначеностi в параметрах моделей [15,

16]. Зокрема, методи теорiї нечiтких множин дозволяють формалiзувати

якiснi оцiнки експертiв, лiнгвiстичнi змiннi та iнтервальнi оцiнки параме-

трiв. Застосування нечiтких пiдходiв до розв’язання задачi комiвояжера

та моделювання процесiв розповсюдження дозволяє отримувати ефектив-

нi розв’язки, що враховують можливi вiдхилення вiд номiнальних значень

параметрiв.

Нечiтке сприйняття часу вiдображає суб’єктивне вiдчуття тривалостi

подiй, яке може вiдрiзнятися вiд об’єктивного часу. Це явище має значе-
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ння в когнiтивних науках, психологiї та соцiологiї, оскiльки впливає на

прийняття рiшень, планування та оцiнку подiй. У контекстi iнформацiй-

ного розповсюдження нечiтке сприйняття часу проявляється в тому, що

рiзнi iндивiди та групи можуть по-рiзному оцiнювати швидкiсть поширен-

ня iнформацiї, актуальнiсть повiдомлень та термiни їх релевантностi. Мо-

делювання нечiткого сприйняття часу дозволяє краще розумiти поведiнку

iндивiдiв та груп у рiзних контекстах, враховувати суб’єктивнi фактори

при прогнозуваннi динамiки iнформацiйних процесiв.

Тож, процеси iнформацiйного розповсюдження у сучасному суспiльствi

набувають дедалi бiльшого значення у зв’язку з розвитком цифрових те-

хнологiй, соцiальних мереж та засобiв масової комунiкацiї. Тому вивчення

механiзмiв поширення iнформацiї, прогнозування швидкостi та масштабiв

її розповсюдження, а також управлiння iнформацiйними потоками є акту-

альними задачами, що потребують розробки адекватних математичних мо-

делей та методiв їх дослiдження.

Мета й завдання роботи. Метою квалiфiкацiйної роботи є розробка

та дослiдження математичних моделей i методiв аналiзу процесiв iнформа-

цiйного розповсюдження в соцiальних системах з урахуванням нечiткого

сприйняття часу на основi аналогiй з процесами теплопровiдностi та мето-

дiв розв’язання задачi комiвояжера.

Для досягнення поставленої мети необхiдно розв’язати такi задачi:

— проаналiзувати сучаснi моделi та методи дослiдження процесiв iн-

формацiйного розповсюдження в соцiальних системах;

— дослiдити можливостi використання аналогiй з процесами тепло-

провiдностi для моделювання iнформацiйного розповсюдження;

— запропонувати i проаналiзувати методику моделювання процесiв iн-

формацiйного розповсюдження з урахуванням нечiткого сприйнят-

тя тривалостi iнтервалiв часу;

— розробити моделi оптимiзацiї маршрутiв розповсюдження iнформа-
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цiї на основi задачi комiвояжера з нечiткими вхiдними параметрами;

— запропонувати програмну реалiзацiю розроблених моделей та мето-

дiв для проведення моделювання та аналiзу процесiв iнформацiй-

ного розповсюдження;

— провести обчислювальнi експерименти для перевiрки адекватностi

та ефективностi розроблених моделей i методiв.

Об’єкт дослiдження. Об’єктом дослiдження роботи є процеси iнфор-

мацiйного розповсюдження в соцiальних системах з урахуванням суб’єк-

тивного сприйняття часових характеристик.

Предмет дослiдження. Предметом дослiдження є математичнi мо-

делi, методи та алгоритми для аналiзу та оптимiзацiї процесiв iнформацiй-

ного розповсюдження на основi аналогiй з процесами теплопровiдностi та

методiв розв’язання оптимiзацiйних задач дослiдження операцiй (на при-

кладi задачi комiвояжера).

Методи дослiдження. Дослiдження базуються на використаннi суча-

сних iнформацiйних технологiй, методiв системного аналiзу, математично-

го моделювання, теорiї нечiтких множин, методiв комбiнаторної оптимiза-

цiї, механiстичних методiв та моделей, методiв обчислювальної математики

для розв’язування рiвнянь теплопровiдностi, а також методiв проведення

обчислювальних експериментiв та статистичного аналiзу результатiв.

Наукова новизна отриманих результатiв.

У процесi розв’язання сформульованих задач запропоновано системний

пiдхiд до моделювання процесiв iнформацiйного розповсюдження на основi

гiбридних моделей процесiв теплопровiдностi та оптимальної маршрутиза-

цiї, отримано новi науковi результати, якi полягають в наступному:

вперше:

— запропоновано системний пiдхiд до моделювання процесiв iнформа-

цiйного розповсюдження на основi аналогiї з процесами теплопро-

вiдностi, що включає формалiзацiю вiдповiдностi параметрiв тепло-
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фiзичної моделi характеристикам iнформацiйного процесу;

— розроблено метод багаторiвневої декомпозицiї прямокутних обла-

стей для двовимiрної задачi розповсюдження iнформацiї з незале-

жно калiброваними точковими джерелами;

— отримано аналiтичнi розв’язки в задачах розподiлу температури в

одновимiрних та двовимiрних задачах з граничними умовами Не-

ймана та точковими джерелами;

вдосконалено:

— метод iмiтацiї вiдпалу для задачi комiвояжера з нечiткими пара-

метрами тривалостi маршрутiв, обґрунтовано вибiр методу центру

тяжiння для розв’язання даного класу задач.

набули подальшого розвитку:

— моделi та методи планування iнформацiйних кампанiй у соцiаль-

них мережах i середовищах на основi моделей дифузiйного типу та

оптимiзацiї маршрутiв перемiщень з урахуванням невизначеностi

тривалостi руху на мережi.

Практичне значення отриманих результатiв полягає у застосов-

ностi розроблених моделей та методiв до задач планування iнформацiйних

кампанiй у соцiальних мережах, оптимiзацiї маршрутiв з урахуванням не-

визначеностi часу перемiщення, а також моделювання та вiзуалiзацiї про-

цесiв дифузiйного типу у рiзних прикладних областях.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, викладенi в дисерта-

цiйнiй роботi, отриманi автором особисто. У наукових працях, опублiкова-

них у спiвавторствi, здобувачевi належать: розробка математичних моде-

лей iнформацiйного розповсюдження на основi рiвняння теплопровiдностi,

адаптацiя методу iмiтацiї вiдпалу для роботи з нечiткими параметрами,

програмна реалiзацiя та проведення обчислювальних експериментiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi положення та резуль-

тати дисертацiйної роботи доповiдались та обговорювались на 8 мiжна-
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родних наукових конференцiях: XXI Мiжнародна науково-практична кон-

ференцiя “Шевченкiвська весна – 2023” (Київ, 2023), П’ята мiжнародна

науково-практична конференцiя “Сучаснi тенденцiї розвитку iнформацiй-

них систем i телекомунiкацiйних технологiй” (Київ, 2023), XVI мiжнародна

науково-технiчна конференцiя “АВIА-2023” (Київ, 2023), XXXVIII мiжна-

родна конференцiя “Проблеми прийняття рiшень в умовах невизначеностi”

(2023), Modeling, Control and Information Technologies (2023), X Мiжнаро-

дна науково-технiчна Internet-конференцiя “Сучаснi методи, iнформацiй-

не, програмне та технiчне забезпечення систем керування органiзацiйно-

технiчними та технологiчними комплексами” (Київ, 2023), I Мiжнародна

науково-практична конференцiя “Iнформацiйнi системи та технологiї: ре-

зультати i перспективи” (Київ, 2024), XII Мiжнародна науково-технiчна

Internet-конференцiя “Сучаснi методи, iнформацiйне, програмне та технi-

чне забезпечення систем керування органiзацiйно-технiчними та техноло-

гiчними комплексами” (Київ, 2025).

Публiкацiї. За результатами дослiджень опублiковано 12 наукових пра-

ць, у тому числi 3 статтi у наукових фахових виданнях категорiї “А” (вклю-

ченi до мiжнародних наукометричних баз Scopus та/або Web of Science), 1

стаття у науковому фаховому виданнi категорiї “Б”, 8 тез доповiдей на мiж-

народних наукових конференцiях.

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу,

чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел з 84 наймену-

вань (на 7 сторiнках) i двох додаткiв (на 10 сторiнках). Загальний обсяг

роботи становить 132 сторiнки.
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РОЗДIЛ 1

МОДЕЛI ТА МЕТОДИ ДОСЛIДЖЕННЯ ПРОЦЕСIВ

РОЗПОВСЮДЖЕННЯ IНФОРМАЦIЇ В УМОВАХ

НЕВИЗНАЧЕНОСТI

1.1. Проблеми дослiдження процесiв iнформацiйного

розповсюдження

Процеси iнформацiйного розповсюдження у сучасному суспiльствi на-

бувають дедалi бiльшого значення у зв’язку з розвитком цифрових техно-

логiй, соцiальних мереж та засобiв масової комунiкацiї [17, 18]. Розумiння

механiзмiв поширення iнформацiї, прогнозування швидкостi та масштабiв

її розповсюдження, а також управлiння iнформацiйними потоками є акту-

альними задачами, що потребують розробки адекватних математичних мо-

делей та методiв їх дослiдження.

Розповсюдження iнформацiї представляє собою фундаментальний про-

цес, що лежить в основi суспiльної еволюцiї та прийняття рiшень [19]. Якщо

розглядати новини як опис поточних, реальних та важливих подiй, що

впливають на людей, то фейковi новини являють собою цiлу екосистему

iнформацiї, що включає як поширення достовiрної iнформацiї, так i роз-

повсюдження дезiнформацiї [20]. Фейковi новини використовуються для

створення дезiнформацiйних статей, мiстифiкацiй, чуток, пародiй, некоре-

ктних редакцiйних матерiалiв, неправдивих фактiв тощо. Така рiзноманi-

тнiсть цiлей, каналiв, джерел та мотивацiй ускладнює розумiння механiзмiв

їх поширення. В останнi роки кiлькiсть випадкових та навмисних наслiдкiв

використання платформ соцiальних мереж для розповсюдження дезiнфор-

мацiї значно зросла.
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Щоб навчитися правильно використовувати iнформацiю як iнструмент,

який дiятиме на користь користувача, необхiдно вмiти її моделювати. Ма-

тематична модель розповсюдження iнформацiї може бути представлена на

основi попередньо визначених параметрiв, що включають сприйняття нової

iнформацiї суспiльством, обмеження на кiлькiсть та агресивнiсть джерел

iнформацiї, а також часовi рамки, протягом яких вiдбувається процес роз-

повсюдження новин [21].

Завдання маршрутизацiї, як завдання пошуку рiшень проблем транс-

портування продукцiї та потоку даних, виникають у рiзних сферах люд-

ської дiяльностi. Серед багатьох проблем, що вимагають оптимальних рi-

шень задач маршрутизацiї, слiд видiлити кiлька дуже важливих: забез-

печення ефективної логiстики, маршрутизацiя в мережах каналiв зв’язку,

забезпечення максимальної безпеки при роботi в небезпечних умовах, по-

шук ефективних рiшень для рятувальних операцiй тощо.

Прикладнi задачi, якi пов’язанi з проблемою маршрутизацiї та iнфор-

мацiйним розповсюдженням, наразi привертають велику увагу не лише

в логiстицi, але й у сферi соцiальних комунiкацiй, маркетингу, управлi-

ння iнформацiйними кампанiями та кризовими ситуацiями [22]. Важливою

особливiстю реальних задач є наявнiсть невизначеностi у вхiдних даних,

що зумовлена неповнотою iнформацiї, варiативнiстю умов середовища та

суб’єктивним характером сприйняття часових та просторових параметрiв.

Епiдемiчнi моделi розповсюдження iнформацiї, такi як моделi SIR (Sus-

ceptible – Infected – Recovered) та SEIR (Susceptible – Exposed – Infected –

Recovered), якi спочатку розроблялися для опису поширення iнфекцiйних

захворювань, є добре дослiдженими компартментальними моделями мате-

матичної епiдемiологiї [1]. Їхня математична основа базується на системi

звичайних диференцiальних рiвнянь для опису динамiки поширення за-

хворювань у популяцiї. Ключова iдея полягала у подiлi населення на три

групи: сприйнятливих (S), якi ще не контактували з iнфекцiєю; iнфiкова-
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них (I), якi є активними носiями та поширювачами; та тих, що одужали

(R), якi набули iмунiтету та бiльше не беруть участi в процесi поширення.

Математично модель SIR описується системою диференцiальних рiв-

нянь:
dS

dt
= −βSI,

dI

dt
= βSI − γI,

dR

dt
= γI, (1.1)

де β – параметр iнтенсивностi контактiв (швидкiсть передачi), γ – швид-

кiсть одужання (або “забування” в контекстi iнформацiї), S(t)+I(t)+R(t) =

N – загальна чисельнiсть популяцiї, що залишається постiйною. Ключовим

параметром моделi є базове репродуктивне числоR0 = βN/γ, яке визначає,

чи буде поширення мати характер епiдемiї (R0 > 1) чи затухне (R0 < 1).

Розширена модель SEIR додає промiжний стан E (Exposed) – осiб, якi

вже контактували з iнфекцiєю, але ще не стали активними поширювача-

ми [2]. Цей латентний перiод має суттєве значення для багатьох реальних

процесiв: в епiдемiологiї вiн вiдповiдає iнкубацiйному перiоду захворюван-

ня, а в контекстi iнформацiйного розповсюдження – часу мiж отриманням

iнформацiї та початком її активного поширення. Динамiка SEIR моделi

описується системою:

dS

dt
= −βSI,

dE

dt
= βSI − σE,

dI

dt
= σE − γI,

dR

dt
= γI, (1.2)

де σ – швидкiсть переходу з латентного стану в активний. Цей параметр

визначає середнiй час затримки мiж експозицiєю та активним поширенням,

що в iнформацiйному контекстi вiдображає час обдумування, перевiрки або

просто затримку реакцiї.

Зв’язок епiдемiологiчних моделей з дифузiйними рiвняннями стає оче-

видним при переходi до просторово-часового опису. Якщо ввести просторо-

ву координату та розглянути щiльнiсть iнфiкованих як функцiю мiсця та

часу I(x, t), а також припустити, що iнфiкованi особи можуть перемiщати-
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ся (дифундувати) у просторi, отримуємо реакцiйно-дифузiйне рiвняння:

∂I

∂t
= D∇2I + f(S, I), (1.3)

де D – коефiцiєнт дифузiї, що описує мобiльнiсть носiїв, а f(S, I) – фун-

кцiя реакцiї, що вiдповiдає епiдемiологiчнiй динамiцi. Таким чином, кла-

сичне рiвняння теплопровiдностi можна розглядати як граничний випадок

епiдемiологiчної моделi при певних спрощеннях.

Модель поширення чуток Дейлi-Кендала [3] адаптувала епiдемiологi-

чний пiдхiд безпосередньо для моделювання поширення чуток, запропону-

вавши модель “поширювач – невiглас – пригнiчувач” (Spreader – Ignorant –

Stifler). У цiй моделi поширювачi активно передають чутку, “невiгласи” ще

не чули iнформацiю, а “пригнiчувачi” – тi, хто втратив iнтерес до пошире-

ння пiсля зустрiчi з iншим поширювачем або пригнiчувачем. Принципова

вiдмiннiсть вiд класичної SIR моделi полягає в механiзмi переходу до стану

“одужання”: якщо в епiдемiологiї одужання вiдбувається автоматично з ча-

сом, то припинення поширення чутки викликається соцiальною взаємодiєю

– людина перестає дiлитися iнформацiєю, коли усвiдомлює, що вона вже є

загальновiдомою.

Застосування епiдемiологiчних моделей до iнформацiйного розповсю-

дження потребує переосмислення параметрiв. Коефiцiєнт передачi β в iн-

формацiйному контекстi вiдображає ймовiрнiсть того, що контакт мiж по-

iнформованою та непоiнформованою особою призведе до передачi iнформа-

цiї – цей параметр залежить вiд привабливостi та важливостi iнформацiї,

довiри мiж учасниками, якостi каналу комунiкацiї. Швидкiсть “одужан-

ня” γ вiдповiдає процесу втрати iнтересу до поширення: з часом будь-яка

новина стає “застарiлою”, i люди припиняють активно її обговорювати. Ла-

тентний перiод в SEIR моделi вiдповiдає часу, необхiдному для осмислення

отриманої iнформацiї, прийняття рiшення про її важливiсть та варто дiли-

тися нею з iншими.
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Поєднання пiдходiв з комбiнаторної оптимiзацiї, теорiї нечiтких мно-

жин, фiзичного моделювання дифузiйних процесiв та методiв аналiзу со-

цiальних мереж вiдкриває новi перспективи для дослiдження складних си-

стем iнформацiйного розповсюдження. Iнтеграцiя цих пiдходiв дозволяє

створювати мiждисциплiнарнi моделi, якi враховують як об’єктивнi фiзи-

чнi закономiрностi процесiв розповсюдження, так i суб’єктивнi когнiтивнi

та соцiальнi фактори, що впливають на сприйняття та передачу iнформацiї

у суспiльствi.

Таким чином, розробка моделей та методiв дослiдження процесiв iн-

формацiйного розповсюдження з урахуванням нечiткого сприйняття часу

на основi аналогiй з процесами теплопровiдностi та методiв розв’язання за-

дачi комiвояжера є актуальним науковим напрямком, що має як теорети-

чне, так i практичне значення для аналiзу та управлiння iнформацiйними

потоками в сучасному суспiльствi.

1.2. Моделювання процесiв iнформацiйного розповсюдження

на основi дифузiйних рiвнянь

Процес розповсюдження iнформацiї має доведенi аналогiї з термоди-

намiчними явищами, зокрема з процесами теплопровiдностi [4]. Так само,

як тепло природно поширюється вiд областей з вищою температурою до

областей з нижчою, прагнучи до термодинамiчної рiвноваги, iнформацiя

має тенденцiю розповсюджуватися вiд джерел з високою концентрацiєю

знань до менш поiнформованих частин суспiльства. Температурний градi-

єнт в фiзичнiй системi знаходить свiй аналог в градiєнтi iнформацiйного

потенцiалу – рiзницi в рiвнi обiзнаностi мiж рiзними частинами соцiальної

мережi.

Дифузiйний пiдхiд є одним з найбiльш значущих пiдходiв, що викори-

стовуються в дослiдженнi процесiв розповсюдження iнформацiї. Одним з
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найбiльш впливових напрямкiв є модель дифузiї iнновацiй [23], запропоно-

вана для прогнозування поширення нових продуктiв на споживчому ринку.

Ця модель описує кумулятивну частку ринку F (t), яку займає новий про-

дукт до моменту часу t, через диференцiальне рiвняння:

dF

dt
= (p+ qF )(1− F ), (1.4)

де p – коефiцiєнт iнновацiйностi (швидкiсть, з якою споживачi прийма-

ють продукт пiд впливом зовнiшньої реклами), а q – коефiцiєнт iмiтацiї

(швидкiсть, з якою споживачi наслiдують iнших, хто вже прийняв про-

дукт). Розв’язок цього рiвняння має характерну S-подiбну форму: повiль-

ний початковий рiст (фаза впровадження), швидке прискорення (фаза зро-

стання), уповiльнення та вихiд на плато (фаза насичення).

Зв’язок моделi Басса з рiвнянням теплопровiдностi стає очевидним при

переходi до просторово-часового опису. Якщо p = 0 (вiдсутнiсть зовнi-

шнього впливу, тiльки “зараження” вiд сусiдiв) i ввести просторову ко-

ординату, рiвняння набуває вигляду реакцiйно-дифузiйного рiвняння, де

член qF (1 − F ) описує нелiнiйну “реакцiю”, а просторова дифузiя – пере-

мiщення iнформацiї в географiчному або соцiальному просторi. При малих

значеннях F (початкова стадiя поширення) нелiнiйний член можна лiнеа-

ризувати, i рiвняння зводиться до класичного рiвняння теплопровiдностi з

джерелом.

Емпiрична валiдацiя моделi Басса на сотнях випадкiв поширення iн-

новацiй (вiд телевiзорiв та мiкрохвильових печей до мобiльних телефо-

нiв та соцiальних мереж) пiдтвердила її прогностичну силу та унiверсаль-

нiсть [19]. Типовi значення параметрiв для споживчих товарiв становлять

p ≈ 0.03 та q ≈ 0.38, що означає домiнування iмiтацiйного механiзму над

iнновацiйним – бiльшiсть людей приймає нову iдею чи продукт, наслiдуючи

оточення, а не реагуючи на зовнiшню рекламу.

Використовуючи результати дослiджень про взаємозв’язок мiж рiвня-
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ннями термодинамiки та теорiєю iнформацiї [4], можна провести бiльш

глибоку паралель i побудувати модель розподiлу тепла в одновимiрному

стержнi для моделювання розповсюдження iнформацiї в лiнiйному графi

соцiальних вiдносин, розглядаючи лiнiйний граф як пiдграф дерева соцi-

альної iєрархiї.

Рiвняння теплопровiдностi є фундаментальним диференцiальним рiв-

нянням в частинних похiдних, яке широко використовується у фiзицi, iн-

женерiї та рiзних наукових галузях [24]. Воно описує, як розподiл тепла

змiнюється з часом у певнiй областi простору. Математично воно пов’язує

швидкiсть змiни температури з просторовим розподiлом температури та

часом.

Загальна форма рiвняння теплопровiдностi в одновимiрному просторi

представлена формулою:

∂u

∂t
= α

∂2u

∂x2
, (1.5)

де функцiя u(x, t) представляє температуру або розподiл тепла в мате-

рiалi у точцi x в момент часу t, змiнна t позначає час, x позначає просто-

рову координату, α – коефiцiєнт теплопровiдностi, який є константою для

кожного матерiалу i характеризує швидкiсть дифузiї тепла через матерiал.

Рiвняння теплопровiдностi (1.5) належить до класу параболiчних дифе-

ренцiальних рiвнянь у частинних похiдних i описує процес дифузiї тепла в

середовищi [5]. Це рiвняння було вперше виведене французьким математи-

ком i фiзиком Жаном-Батистом Жозефом Фур’є на початку XIX столiття

[25] i вiдiграло фундаментальну роль у розвитку математичної фiзики. Кое-

фiцiєнт теплопровiдностi α залежить вiд властивостей матерiалу i визначає

швидкiсть вирiвнювання температури в середовищi.

Фiзична iнтерпретацiя рiвняння теплопровiдностi базується на законi

збереження енергiї: змiна теплової енергiї в елементарному об’ємi пропор-
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цiйна рiзницi мiж кiлькiстю тепла, що надходить в об’єм, i кiлькiстю тепла,

що його залишає. Математично це призводить до рiвняння (1.5), де перша

похiдна за часом вiдображає швидкiсть змiни температури, а друга похi-

дна за просторовою координатою характеризує кривизну температурного

профiлю i, вiдповiдно, iнтенсивнiсть теплового потоку.

На основi природи обох явищ може бути встановлена аналогiя мiж про-

цесами теплопровiдностi та дифузiї iнформацiї в соцiальних системах. Так

само, як тепло природно поширюється вiд областей з вищою температурою

до областей з нижчою, прагнучи до термодинамiчної рiвноваги, iнформа-

цiя має тенденцiю розповсюджуватися вiд джерел з високою концентрацiєю

знань до менш поiнформованих частин суспiльства. Температурний градi-

єнт в фiзичнiй системi знаходить свiй аналог в градiєнтi iнформацiйного

потенцiалу – рiзницi в рiвнi обiзнаностi мiж рiзними частинами соцiальної

мережi.

Математична структура цiєї аналогiї дозволяє застосовувати добре роз-

винений апарат теорiї теплопровiдностi до аналiзу iнформацiйних процесiв.

Коефiцiєнт теплопровiдностi α у фiзичнiй системi вiдповiдає коефiцiєнту

сприйнятливостi суспiльства до нової iнформацiї – чим вища ця сприйня-

тливiсть, тим швидше iнформацiя поширюється в соцiальнiй мережi. По-

чаткова температура, що дорiвнює нулю, вiдповiдає повнiй вiдсутностi iн-

формацiї про певну тему в суспiльствi на початковий момент часу. Джере-

ла тепла з температурою T1 моделюють джерела iнформацiї (медiа, лiдери

думок, офiцiйнi канали комунiкацiї) з певним рiвнем iнтенсивностi транс-

лювання iнформацiї.

Важливою особливiстю запропонованої моделi є припущення про вiд-

сутнiсть теплообмiну з навколишнiм середовищем, що в iнформацiйному

контекстi означає вiдсутнiсть ефекту “забування” iнформацiї. Хоча це спро-

щення не завжди вiдповiдає реальностi (люди дiйсно забувають отриману

iнформацiю з часом), воно дозволяє отримати базову модель, яку нада-
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лi можна ускладнити введенням додаткових членiв, що описують процеси

забування або деградацiї iнформацiї.

У реальних фiзичних системах iснують три основнi механiзми теплопе-

редачi: теплопровiднiсть, конвекцiя та випромiнювання. Кожен з цих меха-

нiзмiв має свiй аналог в процесах розповсюдження iнформацiї. Теплопро-

вiднiсть, що вiдбувається через безпосереднiй контакт частинок речовини,

аналогiчна передачi iнформацiї через прямi мiжособистiснi комунiкацiї –

розмови, зустрiчi, особистi повiдомлення. Конвекцiя, при якiй тепло пере-

носиться рухомим середовищем (рiдиною або газом), знаходить аналогiю

в розповсюдженнi iнформацiї через мобiльних агентiв – людей, що пере-

мiщуються мiж рiзними частинами соцiальної мережi i переносять iнфор-

мацiю з собою. Випромiнювання, що дозволяє передавати енергiю без ма-

терiального носiя, вiдповiдає масовим комунiкацiям – телебаченню, радiо,

iнтернет-трансляцiям, якi можуть одночасно охоплювати велику аудиторiю

без необхiдностi прямого контакту.

Епiдемiчнi моделi розповсюдження iнформацiї, такi як моделi SIR (Sus-

ceptible – Infected – Recovered) та SEIR (Susceptible – Exposed – Infected –

Recovered) [1, 3], якi спочатку розроблялися для опису поширення iнфе-

кцiйних захворювань, також базуються на схожих принципах дифузiї та

можуть розглядатися як дискретнi аналоги неперервної моделi теплопро-

вiдностi. В цих моделях популяцiя подiляється на групи: сприйнятливi до

iнформацiї (ще не отримали), iнфiкованi (активно поширюють), та такi,

що одужали (отримали iнформацiю, але бiльше її не поширюють). Дина-

мiка переходу мiж цими станами описується системою диференцiальних

рiвнянь, структурно подiбною до рiвняння теплопровiдностi.

Практичне застосування моделi охоплює широке коло задач iнформа-

цiйного розповсюдження – вiд маркетингових i полiтичних кампанiй до

управлiння кризовими ситуацiями, протидiї дезiнформацiї [26], освiтнiх про-

цесiв та корпоративних комунiкацiй.
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Серед перспективних напрямкiв подальшого розвитку моделi – узагаль-

нення на тривимiрний випадок, де додатковий вимiр може вiдображати

неоднорiднi характеристики аудиторiї (соцiальний статус, вiк тощо), ство-

рюючи багатовимiрний простiр для аналiзу iнформацiйних потокiв.

У реальному свiтi доцiльно розглядати процес розповсюдження iнфор-

мацiї з декiлькома джерелами, що мають певнi обмеження. Це можуть бути

телевiзiйнi канали, iнтернет-блоги або навiть просто люди, якi так чи iна-

кше повiдомляють оточуючих про вiдомi їм новини чи факти.

Поставивши за мету пiдвищення обiзнаностi суспiльства про певну но-

вину (яка може бути як правдивою, так i навмисно некоректною), необхiдно

розрахувати оптимальне розмiщення джерел iнформацiї для досягнення

бажаного рiвня обiзнаностi на основi попередньо встановлених обмежень,

серед яких: максимальна кiлькiсть джерел; “агресивнiсть” джерела, тобто

наскiльки швидко частини суспiльства, пов’язанi з ним, отримають нову

iнформацiю; максимально вiдведений час.

У цьому випадку, знаючи данi про ставлення та сприйнятливiсть су-

спiльства до нової iнформацiї, можна провести паралель з процесами, ха-

рактерними для термодинамiки – розповсюдження iнформацiї в суспiльствi

може бути формалiзоване на основi поширення тепла в матерiалi [27]. При

цьому теплопровiднiсть матерiалу можна розглядати як сприйнятливiсть

до нової iнформацiї, а “агресивнiсть” джерел визначатиметься максималь-

ною температурою нагрiвального елемента. Для спрощення початкових

розрахункiв можна припустити, що iнформацiя не втрачається в систе-

мi, тобто вiдсутнiй ефект “забування”, що означає вiдсутнiсть теплообмiну

матерiалу з навколишнiм середовищем.

Для проведення дослiдження розглянемо лiнiйний граф соцiальних вiд-

носин, механiстичним аналогом якого буде повнiстю iзольований однови-

мiрний стержень з коефiцiєнтом теплопровiдностi α. Тодi досягнення ба-

жаного рiвня обiзнаностi можна розглядати як нагрiвання стержня щонай-
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менше на ΔT градусiв за допомогою нагрiвальних джерел температури T1,

рiвномiрно розташованих у стержнi, протягом максимального часу tmax

при початковiй температурi стержня, рiвнiй нулю (що дорiвнює темпера-

турi навколишнього середовища).

Враховуючи заданi обмеження (на кiлькiсть нагрiвальних елементiв,

їх максимальну температуру та час нагрiвання), можна зробити висно-

вок, що за певних умов не вдасться нагрiти весь стержень одним дже-

релом, тому варто розглянути роздiлення стержня на рiвнi частини, в цен-

трi кожної з яких можна розмiстити нагрiвальний елемент. Оскiльки стер-

жень роздiлено на iдентичнi частини, а нагрiвальнi елементи мають одна-

кову потужнiсть, кожна пiдзадача нагрiвання частини стержня Ui(x, t),

i = 1, 2, . . . , n, де n – кiлькiсть пiдзадач, є еквiвалентною iншим. Це дозво-

ляє розв’язати лише одну з них, а загальний розподiл температури UL(x, t)

вздовж стержня довжиною L отримати як суперпозицiю розв’язкiв усiх

пiдзадач:

UL(x, t) =
n∑

i=1

Ui(x, t). (1.6)

Оскiльки нагрiвання частини стержня вiдбувається в серединi рiвно-

мiрно в обидва боки, пiдзадачу можна розкласти на двi бiльш iдентичнi

проблеми обчислення Ui/2(x, t) при нагрiваннi частини стержня з одного

боку. При цьому для кожної Ui(x, t) межi сусiднiх проблем Ui−1 та Ui не

матимуть теплообмiну через однакову динамiку тепла (через однаковий

розмiр областей визначення сусiднiх пiдзадач i однакову потужнiсть їх на-

грiвальних елементiв), що означає, що в задачах Ui/2 можна розглядати

повнiстю iзольований стержень за винятком нагрiтої сторони.

Через повнiстю iдентичнi умови для кожної частини стержня задачi

Ui/2(x, t) є iдентичними, тому їх розв’язок можна позначити як u(x, t). За-

дача формулюється наступним чином: знайти розв’язок рiвняння
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∂u

∂t
= α

∂2u

∂x2
, 0 < x < Lp/2, t > 0, (1.7)

з граничними умовами

u(0, t) = T1, t > 0, (1.8)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=Lp/2

= 0, t > 0, (1.9)

та початковою умовою

u(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ Lp/2, (1.10)

де Lp – довжина частини стержня, яка пiдлягає нагрiванню одним дже-

релом.

Гранична умова (1.8) означає, що на лiвому кiнцi стержня пiдтримує-

ться постiйна температура T1 (джерело iнформацiї), а умова (1.9) означає

вiдсутнiсть теплового потоку через правий кiнець (iзоляцiя або симетрiя).

Розв’язок цiєї задачi дозволяє визначити функцiю розподiлу температу-

ри u(x, t) у будь-якiй точцi стержня в будь-який момент часу. Пiдставивши

t = tmax у отриману формулу, можна отримати функцiю розподiлу темпе-

ратури стержня u(x) у максимально допустимий момент часу. Оскiльки в

контекстi поставленої задачi необхiдно пiдняти температуру стержня що-

найменше на ΔT , тобто вiд 0 до певної T2 < T1, необхiдно знайти таку

довжину Lp, при якiй значення T2 буде досягнуто в найбiльш вiддаленiй

вiд джерела точцi x = Lp/2.

Взаємозв’язок мiж поширенням iнформацiї та термодинамiкою поля-

гає у властивiй їм схильностi шукати рiвноважний або оптимальний стан.

Враховуючи цю подiбнiсть, розв’язане рiвняння теплопровiдностi можна

використовувати як потужний iнструмент для моделювання динамiки по-
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ширення iнформацiї, аналогiчно потоку теплової енергiї у фiзичних систе-

мах.

Параметри моделi мають наступну iнтерпретацiю в термiнах iнформа-

цiйного розповсюдження:

— Коефiцiєнт теплопровiдностi α вiдповiдає сприйнятливостi суспiль-

ства до нової iнформацiї. Високе значення α означає, що iнформацiя

швидко поширюється в соцiальнiй мережi.

— Температура джерела T1 характеризує агресивнiсть джерела iнфор-

мацiї, тобто iнтенсивнiсть, з якою воно транслює iнформацiю.

— Порогова температура T2 вiдповiдає бажаному рiвню обiзнаностi

або поiнформованостi в суспiльствi.

— Часове обмеження tmax визначає максимально допустимий час для

досягнення необхiдного рiвня поширення iнформацiї.

— Довжина стержня L моделює розмiр соцiальної групи або мережi,

в якiй вiдбувається розповсюдження iнформацiї.

Таким чином, задача оптимального розмiщення джерел iнформацiї зво-

диться до визначення мiнiмальної кiлькостi джерел та їх оптимального роз-

ташування, якi забезпечать досягнення заданого рiвня обiзнаностi T2 у всiх

частинах соцiальної мережi протягом часу tmax при заданiй агресивностi

джерел T1 та сприйнятливостi суспiльства α.

У реальних соцiальних мережах iнформацiя поширюється у бiльш скла-

дних структурах, якi неможливо адекватно описати одновимiрною моде-

ллю. Для таких випадкiв доцiльним є перехiд до двовимiрної моделi на

площинi. Розглянемо квадратну область Ω = [0, L] × [0, L], що моделює

фрагмент соцiальної мережi з двовимiрною топологiєю. Рiвняння тепло-

провiдностi у двовимiрному випадку набуває вигляду:

∂u

∂t
= α∇2u+ q0δ(x− x0)δ(y − y0), (x, y) ∈ Ω, t > 0, (1.11)

де u(x, y, t) – рiвень iнформованостi в точцi (x, y) в момент часу t, α –
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коефiцiєнт дифузiї iнформацiї, q0 – iнтенсивнiсть джерела, (x0, y0) – коор-

динати джерела iнформацiї, δ(·) – дельта-функцiя Дiрака, що описує то-

чкове зосередження потужностi джерела в заданiй координатi (iмпульсний

iнформацiйний вплив).

Двовимiрна модель дозволяє враховувати просторову структуру соцi-

альних мереж бiльш адекватно, моделюючи розповсюдження iнформацiї

на площинi – наприклад, географiчне поширення в межах мiста або країни

[14]. При цьому зберiгаються всi аналогiї мiж теплофiзичними та iнформа-

цiйними процесами: коефiцiєнт теплопровiдностi вiдповiдає сприйнятливо-

стi суспiльства, джерела тепла – джерелам iнформацiї, а граничнi умови ви-

значають характер взаємодiї з зовнiшнiм середовищем. Методи розв’язання

двовимiрної задачi (метод роздiлення змiнних, побудова функцiї Грiна) до-

зволяють отримати аналiтичнi розв’язки для рiзних конфiгурацiй джерел

та граничних умов [5].

1.3. Задача комiвояжера як модель формалiзацiї процесiв

поширення iнформацiї

При дослiдженнi процесiв iнформацiйного розповсюдження виникає по-

треба в оптимiзацiї послiдовностi вiдвiдування вузлiв мережi для ефектив-

ного донесення iнформацiї до цiльової аудиторiї. Задача комiвояжера є по-

тужним математичним iнструментом для такої оптимiзацiї: вузли соцiаль-

ної мережi можна розглядати як “мiста”, а час або вартiсть передачi iнфор-

мацiї мiж ними – як “вiдстанi”. Це дозволяє застосовувати добре розвинений

апарат комбiнаторної оптимiзацiї для аналiзу iнформацiйних потокiв. Для

повноцiнного використання цього пiдходу необхiдно спочатку формально

визначити задачу комiвояжера та її основнi властивостi.

Задача комiвояжера (traveling salesman problem, TSP) є однiєю з найвi-

домiших та найiнтенсивнiше дослiджуваних обчислювальних задач опти-
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мiзацiї. Iсторiя задачi сягає XIX столiття: першi згадки про проблему опти-

мального обходу мiст з’являються в роботах iрландського математика Вi-

льяма Рована Гамiльтона та британського математика Томаса Кiркмана у

1850-х роках.

Математична формалiзацiя задачi набула сучасного вигляду у 1954 ро-

цi, коли вперше було застосовано методи лiнiйного програмування для то-

чного розв’язання задачi з 49 мiстами [6] – рекордний на той час результат.

Пiдхiд, заснований на послiдовному додаваннi обмежень для виключення

пiдциклiв, заклав основу для сучасних методiв гiлок та границь (branch-

and-bound) та методiв площин, що вiдсiкають (cutting planes). Ця робота

не лише продемонструвала практичну можливiсть точного розв’язання ве-

ликих комбiнаторних задач, але й стимулювала розвиток цiлочисельного

програмування як окремої галузi математичної оптимiзацiї.

Фундаментальне дослiдження обчислювальної складностi TSP було про-

ведено в 1970-х роках у контекстi становлення теорiї NP-повноти [7]. Було

доведено, що задача комiвояжера належить до класу NP-важких задач,

що означає вiдсутнiсть (за умови P ̸= NP ) полiномiального алгоритму

для її точного розв’язання в загальному випадку. Цей результат мав гли-

бокi наслiдки: з одного боку, вiн пояснив, чому багаторiчнi спроби знайти

ефективний точний алгоритм виявилися безуспiшними; з iншого – стиму-

лював розвиток наближених та евристичних методiв, якi здатнi знаходити

достатньо якiснi розв’язки за прийнятний час.

Сучасне дослiдження задачi комiвояжера, систематизоване в моногра-

фiї Еплгейта та спiвавторiв [8], охоплює широкий спектр методiв – вiд то-

чних алгоритмiв, здатних оптимально розв’язувати задачi з десятками ти-

сяч мiст, до механiстичних пiдходiв, що знаходять близькi до оптималь-

них розв’язки для задач з мiльйонами вузлiв. Бiблiотека тестових задач

TSPLIB [28] стала стандартним бенчмарком для порiвняння алгоритмiв,

забезпечуючи вiдтворюванiсть та об’єктивнiсть дослiджень.
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Класичне формулювання задачi комiвояжера полягає у пошуку най-

коротшого замкненого маршруту (гамiльтонового циклу), що проходить

через кожне мiсто рiвно один раз i повертається до початкового пункту.

Математична постановка задачi комiвояжера формулюється наступним

чином. Нехай задано n мiст, якi можна розглядати як вершини деякого гра-

фу G = (V,E), де V = {v1, v2, . . . , vn} – множина вершин, E – множина

ребер. Мiж усiма парами вершин визначенi вiдстанi (або час пересуван-

ня), якi утворюють матрицю вартостей D = [dij], де dij ⩾ 0 представляє

вартiсть перемiщення з вершини i до вершини j.

Змiнними задачi є елементи бiнарної матрицi переходiв мiж вершина-

ми X = [xij], i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, якi дорiвнюють 1, якщо у побудованому

маршрутi присутнє ребро (i, j), та 0 – в iншому випадку. Оптимальним

вважається найкоротший замкнений маршрут, який проходить через усi

вершини графу по одному разу. Цiльова функцiя задачi має вигляд:

min
n∑

i=1

n∑
j=1

dijxij (1.12)

з обмеженнями:

n∑
j=1

xij = 1, i ∈ {1, 2, . . . , n} (1.13)

n∑
i=1

xij = 1, j ∈ {1, 2, . . . , n} (1.14)

∑
i∈S

∑
j∈S

xij ⩽ |S| − 1, ∀S ⊂ V, S ̸= ∅ (1.15)

Остання нерiвнiсть забезпечує зв’язнiсть маршруту обходу вершин – вiн

не може складатися з двох i бiльше незв’язаних частин.

Задача комiвояжера належить до класу NP-важких задач комбiнатор-

ної оптимiзацiї [7], що означає вiдсутнiсть вiдомих алгоритмiв, якi гаранто-
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вано знаходять точний розв’язок за полiномiальний час. Складнiсть задачi

експоненцiйно зростає зi збiльшенням кiлькостi мiст, що робить повний пе-

ребiр усiх можливих маршрутiв практично неможливим навiть для порiв-

няно невеликих задач. Для задачi з n мiстами загальна кiлькiсть можливих

маршрутiв становить (n−1)!/2, оскiльки напрямок обходу не має значення

для симетричних варiантiв задачi.

Окрiм згаданих ранiше логiстичних задач, TSP застосовується у виро-

бничих процесах (планування послiдовностi обробки на верстатах, свердлi-

ння друкованих плат у мiкроелектронiцi), у бiоiнформатицi (секвенування

ДНК) та в маршрутизацiї безпiлотних апаратiв [8, 29].

Кiлькiсть альтернативних шляхiв для TSP з n вузлами становить (n−
1)!. Отже, навiть для порiвняно невеликих задач, наприклад, з 20 вузлами,

кiлькiсть альтернативних шляхiв становить близько 1.2× 1017, що робить

повний перебiр практично неможливим через вiдсутнiсть вiдповiдних об-

числювальних потужностей.

У реальних умовах поняття тривалостi або вартостi подорожi мiж окре-

мими пунктами транспортної мережi не може бути фiксованим. Цi вели-

чини визначаються наближено, часто з впливом суб’єктивних факторiв на

оцiнку тривалостi перемiщення. Спосiб прийняття рiшень в соцiумi в бага-

тьох випадках залежить вiд емоцiйного стану людини. Емоцiї можуть бути

причиною поведiнки, яка пiдходить для конкретної ситуацiї, навiть якщо

вона не є найефективнiшою, але дозволяє уникнути будь-яких наслiдкiв,

якi можуть виникнути через перевищення певного часового обмеження.

Дослiдження в галузi нейронауки показують, що емоцiйний стан лю-

дини безпосередньо впливає на суб’єктивне вiдчуття плину часу. В станах

тривоги, стресу або очiкування небезпеки внутрiшнiй “годинник” людини

прискорюється, що призводить до вiдчуття, нiби час тече повiльнiше. Це

пояснюється пiдвищенням активностi дофамiнергiчної системи мозку, яка

вiдповiдає за сприйняття часових iнтервалiв. Навпаки, в станах спокою,
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задоволення або глибокого зосередження на цiкавiй дiяльностi час здає-

ться таким, що “пролiтає непомiтно”. Цей феномен має важливi практичнi

наслiдки для планування та органiзацiї дiяльностi, особливо в умовах обме-

жених часових ресурсiв.

Встановлено, що позитивнi емоцiї прискорюють суб’єктивний плин ча-

су (час здається коротшим), тодi як негативнi емоцiї, особливо пов’язанi з

очiкуванням, роблять його повiльнiшим. Цей ефект необхiдно враховувати

при моделюваннi процесiв прийняття рiшень, де часовий фактор вiдiграє

критичну роль. Зокрема, в логiстицi та транспортних системах водiї та дис-

петчери можуть по-рiзному оцiнювати тривалiсть маршрутiв в залежностi

вiд умов руху, погоди, часу доби та власного фiзичного стану.

Нечiткий облiк часу дозволяє формалiзувати це явище математично.

Замiсть того, щоб задавати тривалiсть поїздки як точне число (наприклад,

30 хвилин), бiльш реалiстичним є представлення її у виглядi нечiткого чи-

сла (25, 30, 40), де 30 хвилин – найбiльш очiкувана тривалiсть, 25 хвилин –

оптимiстична оцiнка (при сприятливих умовах та позитивному емоцiйному

станi), а 40 хвилин – песимiстична оцiнка (при несприятливих умовах або

тривожному станi). Така модель значно краще вiдображає реальнiсть, нiж

детермiнiстичний пiдхiд.

Час є важливим ресурсом у дiяльностi, яка передбачає участь люди-

ни. Оцiнка часових iнтервалiв є фундаментальною для розумiння часових

рамок, навiть якщо точнi межi iнтервалу можуть бути не визначенi, доки

процес не досягне певної стадiї. Таким чином, перiод часу зазвичай ви-

значається невизначеним iнтервалом, який можна приблизно передбачити,

враховуючи характер плину часу. Щоб вимiряти часовi iнтервали, їх мо-

жна виразити такими фразами, як “швидка вiдповiдь”, “звичайний часовий

вiдлiк” або “тривале очiкування”. Це означає, що при вирiшеннi задач, якi

вимагають вербальних термiнiв для посилання на час, важливо брати до

уваги варiацiю часу. Зрозумiло, що емоцiї мають великий вплив на розумi-
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ння часу в процесах, якi залучають людину.

Для врахування цих факторiв розглянемо динамiчну задачу комiвоя-

жера (DTSP, Dynamic Traveling Salesman Problem), яка визначається ди-

намiчною матрицею вартостi (вiдстанi):

D(t) = [dij(t)], (1.16)

де dij(t) – вартiсть перемiщення вiд мiста i до мiста j у момент часу t.

У цьому визначеннi як кiлькiсть мiст n(t), так i матриця витрат можуть

залежати вiд часу. Динамiчна задача комiвояжера полягає в тому, щоб

знайти маршрут з мiнiмальною вартiстю, який мiстить усi n(t) вузлiв.

Iншими словами, маючи всi n(t) точок (P1, P2, . . . , Pn(t)) та вiдповiдну

матрицю витрат D(t), потрiбно знайти маршрут з мiнiмальною вартiстю,

що мiстить усi n(t) точок:

min

n(t)∑
i=1

dTiTi+1
(t) (1.17)

де (T1, T2, . . . , Tn(t)) – перестановка множини {1, 2, . . . , n(t)}, dTiTi+1
(t) –

вартiсть перемiщення мiж послiдовними мiстами маршруту, Tn(t)+1 = T1.

Змiна матрицi витрат D з часом є неперервним процесом. Практично ж

для побудови аналiтичних моделей необхiдно дискретизувати цей процес

змiн. Таким чином, D стає серiєю задач оптимiзацiї:

D(0), D(1), D(2), ..., D(m−1), (1.18)

де k = 0, 1, 2, . . . ,m− 1, з часовими вiкнами [tk, tk+1], де {t0, t1, . . . , tm}
– це послiдовнiсть часових точок.

Зв’язок задачi комiвояжера з процесами розповсюдження iнформацiї

полягає у спiльнiй природi оптимiзацiї потокiв – як матерiальних (у випад-

ку транспортних маршрутiв), так i нематерiальних (у випадку iнформацiй-

них потокiв) [22, 30]. Час, необхiдний для проходження iнформацiї через
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певнi вузли соцiальної мережi, може бути змодельований аналогiчно до

часу перемiщення мiж мiстами. При цьому суб’єктивне сприйняття плину

часу вiдiграє ключову роль у формуваннi ефективностi розповсюдження

iнформацiї, що вимагає розробки спецiальних математичних пiдходiв для

формалiзацiї невизначеностi та неточностi у часових оцiнках [31].

1.4. Застосування нечiтких чисел для моделювання

iнформацiйних процесiв в умовах невизначеностi

У повсякденному життi часто вживаються такi вирази, як “майже шiсть”,

“досить високий”, “недостатньо короткий”, щоб визначити певну величину

в наближеному форматi. Такий спосiб оцiнювання, як наслiдок, потребує

формалiзацiї недостатньо чiтко визначених оцiнок для їх практичного за-

стосування у математичних моделях. З цiєю метою використовуються по-

няття, якi дозволяють подати суб’єктивне або iнтуїтивне значення розми-

тих понять у конструктивному виглядi. Одним з таких понять формалiзацiї

невизначеностi є нечiткi числа.

Теорiя нечiтких множин була запроваджена Лотфi Аскером Заде у 1965

роцi у фундаментальнiй роботi “Fuzzy Sets” [15] як розширення класичної

теорiї множин для роботи з невизначенiстю та неточнiстю. Мотивацiєю для

створення теорiї стало усвiдомлення того, що класична бiнарна логiка (“на-

лежить” або “не належить”) є надто обмежувальною для опису реальних

систем, де границi мiж категорiями часто є розмитими. Заде запропонував

узагальнення поняття множини, в якому приналежнiсть елемента визнача-

ється не бiнарно, а градуйовано – через ступiнь належностi вiд 0 до 1. Ця

iдея набула широкого поширення та знайшла застосування в теорiї керу-

вання, штучному iнтелектi, обробцi природної мови, медичнiй дiагностицi

та багатьох iнших галузях.

Формально, нехай E – унiверсальна множина зi скiнченною або нескiн-
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ченною кiлькiстю елементiв. Нечiтка пiдмножина A множини E визнача-

ється через функцiю належностi µA : E → [0, 1], яка кожному елементу

x ∈ E ставить у вiдповiднiсть число µA(x), що iнтерпретується як ступiнь

належностi x до A. Якщо µA(x) = 1, елемент повнiстю належить множинi;

якщо µA(x) = 0 – повнiстю не належить; промiжнi значення вiдображають

часткову належнiсть. Нечiтка множина A може бути записана як множина

впорядкованих пар:

A = {(x, µA(x)) | x ∈ E}. (1.19)

Носiй (support) нечiткої множини A – це множина всiх елементiв x ∈ E,

для яких µA(x) > 0:

supp(A) = {x ∈ E | µA(x) > 0}. (1.20)

Ядро (core) нечiткої множини – множина елементiв з максимальним сту-

пенем належностi µA(x) = 1. Висота нечiткої множини визначається як

h(A) = supx∈E µA(x); якщо висота дорiвнює одиницi, множина називається

нормальною.

Важливим iнструментом аналiзу нечiтких множин є α-зрiзи. α-зрiз не-

чiткої множини A при рiвнi α ∈ (0, 1] – це чiтка множина

Aα = {x ∈ E | µA(x) ⩾ α}, (1.21)

яка мiстить усi елементи зi ступенем належностi не меншим за α. Теорема

про представлення стверджує, що будь-яка нечiтка множина може бути

однозначно вiдновлена за своїми α-зрiзами, що є основою для багатьох

обчислювальних методiв.

Нечiтке число є узагальненням звичайного дiйсного числа. Воно вiдно-

ситься до зв’язної множини можливих значень, де кожне можливе значення

має власну вагу вiд 0 до 1. Таким чином, нечiтке число є окремим випадком

опуклої нормалiзованої нечiткої множини на просторi дiйсних чисел.
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Серед можливих типiв нечiтких чисел особливе значення мають трику-

тнi та параболiчнi числа [16], якi широко використовуються для моделю-

вання суб’єктивних оцiнок у задачах прийняття рiшень.

Нечiтке число Ã = (a, b, c) називається трикутним нечiтким числом,

якщо його функцiя належностi має вигляд:

µA(x) =



0, x < a,

x−a
b−a , a ⩽ x ⩽ b,

c−x
c−b , b ⩽ x ⩽ c,

0, x > c.

(1.22)

Тут a – нижня межа носiя, b – модальне значення (пiк функцiї належно-

стi), c – верхня межа носiя. Трикутне нечiтке число характеризує ситуацiю,

коли найбiльш очiкуване значення дорiвнює b, а можливi вiдхилення вiд

нього рiвномiрно розподiленi в iнтервалах [a, b] та [b, c].

Над трикутними числами можна визначити основнi арифметичнi опе-

рацiї для подальшого застосування у розрахунках. Нехай A = (a, b, c) i

B = (a1, b1, c1) – два трикутнi числа. Тодi:

Сума визначається як:

A+B = (a+ a1, b+ b1, c+ c1). (1.23)

Рiзниця визначається як:

A−B = A+ (−B) = (a− c1, b− b1, c− a1), (1.24)

де −B = (−c1,−b1,−a1) визначається як число, протилежне B.

Iншими словами, протилежнi трикутнi числа, а також їх сума та рi-

зниця також є трикутними числами. При цьому результати обернення та

множення трикутних чисел таку властивiсть не зберiгають i не завжди

представляють собою трикутнi числа.
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Розглянемо детальнiше властивостi арифметичних операцiй над нечi-

ткими числами. Для додавання нечiтких чисел використовується принцип

розширення Заде, згiдно з яким функцiя належностi суми визначається

через функцiї належностi доданкiв. У випадку трикутних чисел це зводи-

ться до простого додавання вiдповiдних параметрiв, що робить обчислення

ефективними та iнтуїтивно зрозумiлими.

Важливою особливiстю нечiтких чисел є те, що вiднiмання не є обер-

неною операцiєю до додавання в класичному розумiннi. Якщо A та B –

нечiткi числа, то A−B+B ̸= A у загальному випадку. Це пов’язано з тим,

що операцiї над нечiткими числами завжди збiльшують невизначенiсть ре-

зультату. Кожна операцiя розширює носiй нечiткого числа, що вiдображає

накопичення невизначеностi при послiдовних обчисленнях. У практичних

застосуваннях це означає, що довгi ланцюги обчислень з нечiткими чи-

слами потребують перiодичної дефазифiкацiї для запобiгання надмiрному

зростанню невизначеностi.

Множення нечiтких чисел є складнiшою операцiєю. Для трикутних чи-

сел A = (a, b, c) та B = (a1, b1, c1) добуток не завжди є трикутним числом,

але може бути апроксимований трикутним числом. Для позитивних чисел

наближена формула має вигляд:

A×B ≈ (a · a1, b · b1, c · c1). (1.25)

Однак ця апроксимацiя є точною лише для спецiальних випадкiв. У за-

гальному випадку потрiбно застосовувати α-зрiзи та iнтервальну арифме-

тику для кожного рiвня належностi, що призводить до бiльш складних

обчислень.

Параболiчне нечiтке число задається аналогiчно i має тi ж властивостi,

але з iншою функцiєю належностi:
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µA(x) =



0, x < a,

1−
(
b−x
b−a

)2
, a ⩽ x ⩽ b,

1−
(
x−b
c−b

)2
, b ⩽ x ⩽ c,

0, x > c.

(1.26)

Параболiчна функцiя належностi надає бiльшу вагу значенням, близь-

ким до модального b, порiвняно з трикутною, що робить її бiльш реалiсти-

чною для моделювання багатьох практичних ситуацiй. Для суб’єктивної

переоцiнки чи недооцiнки сприйняття плину часу справедливе правило:

чим бiльше можливе вiдхилення у сприйняттi, тим менша ймовiрнiсть йо-

го отримання. Саме цю властивiсть краще вiдображає параболiчне нечiтке

число.

Рис. 1.1: Графiчне представлення трикутного та параболiчного нечiтких

чисел

На рисунку 1.1 показано графiчне представлення трикутного (пунктир-

на лiнiя) та параболiчного (суцiльна лiнiя) нечiтких чисел з однаковими

параметрами носiя [a, c] та модальним значенням b. Як видно з графiку,

параболiчна функцiя належностi має бiльш гладку форму i надає вищi зна-

чення належностi для точок, близьких до модального значення, що краще

вiдповiдає природi багатьох суб’єктивних оцiнок.

Незважаючи на те, що iнформацiю про невизначенiсть можна форма-

лiзувати за допомогою нечiтких чисел, процедура прийняття рiшень має
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базуватися на чiтких значеннях. Кiнцевий вихiд нечiтких систем та вибiр

вiдповiдних рiшень мають бути обґрунтованi на основi значення, що хара-

ктеризується показником впевненостi (важливостi). Для отримання чiткого

значення використовуються методи розрахунку рангiв (дефазифiкацiї) не-

чiтких чисел, що по сутi є чiткими числами-представниками i можуть бути

використанi як узагальненi значення для подальших розрахункiв.

Одним iз найбiльш поширених методiв розрахунку рангу нечiткого чи-

сла є метод Ягера [32], за яким обчислюється ранг Ягера першого типу у

виглядi:

F1(Ã) =

1∫
0

g(α) · [inf Ãa + sup Ãa]/2 dα, (1.27)

де g(α) – вагова функцiя, що вимiрює важливiсть значення на рiвнi α-

зрiзу Ãa = {x ∈ R|µa(x) ⩾ α}. Якщо g(α) = α, iндекс можна розглядати

як геометричний центр нечiткого числа Ã. Носiєм нечiткого числа в даному

випадку є вiдрiзок [0, 1].

Якщо g(α) = α та нечiтке число є трикутним, iндекс F1 зводиться до

простiшого вигляду:

F1(Ã) = (a+ 2b+ c)/4, (1.28)

а у випадку параболiчного числа:

F1(Ã) = (a+ 3b+ c)/5, (1.29)

де a = inf Ã, b – модальне значення, c = sup Ã.

Даний метод дефазифiкацiї також називають методом центру тяжiння

(COG, Center of Gravity). Серед iнших вiдомих методiв видiляють метод

бiсектора площi (BOA, Bisector of Area), за яким знаходиться таке значення
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x, щоб проведена через нього вертикальна лiнiя роздiляла нечiтке число

на двi рiвнi за площею частини.

Рис. 1.2: Iлюстрацiя методу дефазифiкацiї нечiткого числа. Точка F1 по-

значає результат застосування методу центру тяжiння

Графiчна iлюстрацiя процесу дефазифiкацiї представлена на рисунку

1.2. Тут показано трикутне нечiтке число (суцiльна лiнiя) та його дефа-

зифiковане значення F1, отримане за методом центру тяжiння. Пунктир-

на лiнiя демонструє альтернативний варiант функцiї належностi, що може

використовуватися для порiвняння рiзних пiдходiв до визначення чiткого

представника нечiткого числа. Значення F1 вiдповiдає точцi, в якiй зосере-

джена “маса” нечiткого числа, що робить цей метод iнтуїтивно зрозумiлим

та математично обґрунтованим.

Застосування нечiтких чисел для моделювання суб’єктивного сприйня-

ття плину часу є природним i обґрунтованим. Враховуючи, що “вартiсть”

подорожi мiж мiстами у часовому вимiрюваннi може рiзнитися в залежно-

стi вiд ситуацiї, бiльш точним представленням такої вартостi є задання у

виглядi трикутних або параболiчних чисел. Якщо в якостi вартостi обрати

суб’єктивне сприйняття часу, вiдносна тривалiсть подорожi мiж мiстами

може змiнюватися в залежностi вiд факторiв, що впливають на шлях –

затори, погана погода, емоцiйний стан особи, що приймає рiшення, тощо.

Навiть у бiльш простому сприйняттi динамiчної тривалостi дороги мiж
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мiстами, коли вимiрюється фактичний час, що потрiбен на подолання шля-

ху iз рекомендованою середньою швидкiстю, тi ж фактори змiнюють дану

тривалiсть, i тому є сенс представляти дослiджуваний час шляху у виглядi

трикутних чи параболiчних чисел. Для того, щоб знайти найбiльш успiшне

чи ефективне рiшення проблем, необхiдно враховувати фактори, що впли-

вають на емоцiї людини i, отже, на швидкiсть сприйняття часу, розподiл

ресурсiв i календарне планування.

Застосування апарату нечiтких чисел виходить далеко за межi моде-

лювання часового сприйняття. Нечiтка логiка, запроваджена Лотфi Заде,

знайшла широке практичне використання в системах керування, штучному

iнтелектi та пiдтримцi прийняття рiшень. Системи на основi нечiткої логi-

ки успiшно застосовуються в автомобiльнiй промисловостi для керування

антиблокувальними системами гальм (ABS) та системами круїз-контролю,

в побутовiй технiцi (пральнi машини, кондицiонери, мiкрохвильовi печi), у

фiнансових системах для оцiнки ризикiв та прогнозування ринкових тен-

денцiй.

У контекстi прийняття рiшень в умовах невизначеностi нечiткi числа

дозволяють формалiзувати якiснi оцiнки експертiв типу “дуже швидко”,

“приблизно сiм годин”, “значно довше”. Такi оцiнки часто зустрiчаються

в реальних ситуацiях, де точнi вимiрювання недоступнi або недоцiльнi, а

судження базуються на досвiдi, iнтуїцiї або неповнiй iнформацiї. Викори-

стання нечiтких чисел у моделюваннi дозволяє враховувати цю природну

невизначенiсть без штучного зведення всiх параметрiв до чiтких значень,

що могло б призвести до втрати важливої iнформацiї.

У задачах оптимiзацiї з нечiткими параметрами, зокрема в нечiткiй за-

дачi комiвояжера, матриця вартостей D = [d̃ij] складається не з чiтких

чисел, а з нечiтких, що вiдображають невизначенiсть у тривалостi пере-

мiщення мiж мiстами. Така невизначенiсть може виникати через непере-

дбачуванi дорожнi умови, погоднi фактори, технiчнi несправностi або, як
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розглядається в данiй роботi, через суб’єктивне сприйняття плину часу осо-

бами, що приймають рiшення. Розв’язок такої задачi також має нечiткий

характер i вимагає застосування спецiальних методiв порiвняння та вибору

оптимального маршруту.

Емоцiйний стан людини суттєво впливає на сприйняття часових iнтер-

валiв. Дослiдження в галузi психофiзики та нейронауки показують, що в

стресових ситуацiях або станах пiдвищеної уваги час може здаватися та-

ким, що плине повiльнiше, тодi як в станах релаксацiї або зайнятостi цiка-

вою дiяльнiстю – значно швидше. Формалiзацiя цього ефекту за допомогою

нечiтких чисел дозволяє враховувати людський фактор у математичних

моделях, що робить їх бiльш адекватними реальностi та придатними для

застосування в системах пiдтримки прийняття рiшень, де беруть участь

люди.

1.5. Гiбридна дворiвнева модель iнформацiйного

розповсюдження

Розглянутi в попереднiх пiдроздiлах моделi – дифузiйна модель на осно-

вi рiвнянь у частинних похiдних та задача комiвояжера з нечiткими па-

раметрами – не є альтернативними пiдходами, а утворюють єдину гiбри-

дну дворiвневу модель iнформацiйного розповсюдження. Така iєрархiчна

структура дозволяє одночасно враховувати макроскопiчнi закономiрностi

дифузiї iнформацiї на рiвнi всiєї мережi та мiкроскопiчнi особливостi опти-

мiзацiї доставки повiдомлень на рiвнi окремих груп.

Масштабування та декомпозицiя iнформацiйних процесiв.

Ефективнiсть моделювання iнформацiйного розповсюдження суттєво

залежить вiд вибору масштабу опису. Континуальнi дифузiйнi моделi добре

описують глобальну динамiку, коли деталi мiкровзаємодiй усереднюються

[2, 33]. Водночас дискретнi мережевi структури соцiальних систем потребу-
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ють врахування локальної топологiї для точного прогнозування каскадних

ефектiв [34].

Принцип декомпозицiї масштабiв полягає у роздiленнi задачi на iєрар-

хiчнi рiвнi: на глобальному рiвнi домiнує дифузiйний механiзм, коли iнфор-

мацiя поширюється через “мости” мiж вiддаленими частинами мережi; на

локальному рiвнi критичну роль вiдiграє структура зв’язкiв та послiдов-

нiсть активацiї вузлiв [14]. Ефективна вiдстань мiж регiонами визначається

не географiчною близькiстю, а iнтенсивнiстю комунiкацiйних потокiв мiж

ними [35], що дозволяє застосовувати континуальнi моделi до складних ме-

режевих структур.

Iєрархiчна органiзацiя соцiальних систем природно вiдповiдає дворiв-

невому пiдходу: великi мiста функцiонують як хаби, через якi iнформацiя

поширюється мiж регiонами (макрорiвень), а всерединi кожного регiону

процес визначається локальною структурою спiльнот та персональними

контактами (мiкрорiвень) – таке роздiлення вiдображає реальну модуль-

нiсть соцiальних мереж.

Часовi та просторовi масштаби поширення.

Комунiкацiйнi процеси в соцiальних системах охоплюють часовi мас-

штаби вiд секунд (миттєвi повiдомлення) до мiсяцiв (формування громад-

ської думки), причому на рiзних масштабах дiють принципово рiзнi меха-

нiзми: короткочасна динамiка визначається iндивiдуальною поведiнкою та

доступнiстю каналiв, довгострокова – структурними властивостями мережi

та культурними факторами [13].

Каскади iнформацiї формуються переважно в межах щiльно зв’язаних

спiльнот, де учасники мають високий рiвень довiри та iнтенсивнi конта-

кти [36]. Поширення мiж спiльнотами вiдбувається через так званi “слабкi

зв’язки” – контакти мiж особами з рiзних соцiальних груп, якi виконують

роль мостiв для iнформацiйних потокiв. Ця структурна двоїстiсть соцiаль-



52

них мереж пiдтверджує необхiднiсть рiзних моделей для опису локальної

та глобальної динамiки.

Механiзм порогової активацiї пояснює, чому деякi iдеї швидко набува-

ють масового поширення, тодi як iншi затухають: iндивiд приймає нову

iнформацiю або змiнює поведiнку лише тодi, коли достатня частка його

оточення вже активована [37, 38]. На глобальному рiвнi цей механiзм про-

являється як фронт дифузiї з чiтким переходом мiж “iнфiкованими” та

“здоровими” областями; на локальному – як критична залежнiсть вiд по-

слiдовностi активацiї: правильний порядок “зараження” вузлiв може iнiцiю-

вати каскад, тодi як неоптимальна послiдовнiсть призводить до затухання.

Експериментальнi дослiдження поширення поведiнкових iнновацiй пiд-

тверджують, що складнi паттерни (якi потребують соцiального пiдкрiплен-

ня) розповсюджуються переважно через кластеризованi локальнi структу-

ри, а не через випадковi далекi контакти [39]. Це означає, що для складної

iнформацiї, яка потребує пояснення, переконання або демонстрацiї, оптимi-

зацiя послiдовностi донесення до учасникiв групи має критичне значення.

Оптимiзацiя послiдовностi локальних взаємодiй.

На рiвнi окремої групи або спiльноти задача донесення iнформацiї до

всiх учасникiв набуває характеру комбiнаторної оптимiзацiї. Кожен кон-

такт потребує часу та зусиль, причому ефективнiсть наступного контакту

може залежати вiд результатiв попереднiх. Це створює природну постанов-

ку, аналогiчну задачам маршрутизацiї: учасники групи вiдповiдають “клi-

єнтам”, яких необхiдно “вiдвiдати”, а час та зусилля комунiкацiї – “вiдстанi”

мiж ними [40].

Принципова вiдмiннiсть iнформацiйного розповсюдження вiд класичної

логiстики полягає в динамiчнiй природi “вiдстаней”: час, необхiдний для

переконання або iнформування конкретної особи, залежить вiд поточного

контексту – її емоцiйного стану, зайнятостi, попередньої обiзнаностi з те-
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мою, довiри до джерела [41]. Цi фактори неможливо точно вимiряти або

передбачити, що обґрунтовує застосування нечiтких чисел для їх форма-

лiзацiї.

Вибiр початкових “насiннєвих” вузлiв для запуску iнформацiйного ка-

скаду належить до класу NP-складних задач [22], подiбно до задачi ко-

мiвояжера. Обидвi задачi потребують пошуку в експоненцiйно великому

просторi рiшень, що виправдовує застосування механiстичних методiв –

зокрема, алгоритму iмiтацiї вiдпалу [42].

Ефективнiсть iнформацiйної кампанiї критично залежить вiд послiдов-

ностi активацiї учасникiв: вдало обрана послiдовнiсть створює ефект “снiго-

вої кулi”, коли кожен наступний контакт пiдсилюється соцiальним доказом

вiд попереднiх; невдала послiдовнiсть призводить до того, що потенцiйнi

учасники отримують iнформацiю iзольовано, без соцiального пiдкрiплен-

ня, i вiдмовляються вiд прийняття [30]. Саме ця залежнiсть вiд порядку

робить задачу комiвояжера адекватним математичним iнструментом для

оптимiзацiї локального розповсюдження.

Верхнiй рiвень: макроскопiчна дифузiйна модель.

На верхньому (макроскопiчному) рiвнi процес iнформацiйного розпо-

всюдження описується моделлю на основi рiвнянь у частинних похiдних

дифузiйного типу (1.5)–(1.11). Ця модель характеризує загальну динамiку

поширення iнформацiї в соцiальнiй мережi як неперервний процес, ана-

логiчний теплопровiдностi. Модель визначає просторово-часовий розподiл

рiвня iнформованостi u(x, t) або u(x, y, t), враховуючи коефiцiєнт дифузiї

α, що вiдображає сприйнятливiсть суспiльства до нової iнформацiї. Вплив

джерел iнформацiї описується через граничнi умови та точковi джерела,

що дозволяє аналiтично розв’язувати задачi оптимiзацiї розмiщення дже-

рел для досягнення бажаного рiвня охоплення за мiнiмальний час. Резуль-

татом розв’язання задач верхнього рiвня є оптимальна кiлькiсть iнфор-
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мацiйних джерел, їх просторове розмiщення та часовi параметри процесу

розповсюдження на макрорiвнi.

Нижнiй рiвень: оптимiзацiя доставки в групах.

На нижньому (мiкроскопiчному) рiвнi розглядається задача оптимiза-

цiї послiдовностi донесення iнформацiї до учасникiв конкретної групи або

пiдмережi. Ця задача формалiзується як задача комiвояжера з нечiткими

параметрами, де вузли соцiальної мережi вiдповiдають учасникам групи,

яких необхiдно поiнформувати, а нечiткi вартостi перемiщення d̃ij вiдобра-

жають суб’єктивне сприйняття часу передачi iнформацiї мiж учасниками.

Метою оптимiзацiї є визначення послiдовностi обходу (маршруту), що за-

безпечує найшвидше донесення iнформацiї до всiх учасникiв групи з ура-

хуванням невизначеностi, зумовленої емоцiйним станом, комунiкацiйними

бар’єрами та iншими суб’єктивними факторами.

Взаємозв’язок рiвнiв моделi.

Ключовою особливiстю гiбридної моделi є взаємозв’язок мiж рiвнями.

Вiд макрорiвня до мiкрорiвня результати дифузiйної моделi визначають

структуру задачi комiвояжера: декомпозицiя мережi на сегменти (пiдмере-

жi) на основi оптимального розмiщення джерел задає множину вузлiв для

кожної локальної задачi комiвояжера; часовi обмеження дифузiйної моделi

(tmax) визначають граничний час для розв’язання задачi маршрутизацiї в

кожнiй групi; рiвень iнформованостi, досягнутий на макрорiвнi, визначає

прiоритетнiсть груп для подальшого охоплення.

У зворотному напрямку, вiд мiкрорiвня до макрорiвня, результати за-

дачi комiвояжера впливають на параметри дифузiйної моделi: оптималь-

ний маршрут доставки iнформацiї в групi визначає послiдовнiсть активацiї

джерел у пiдобластi; нечiткi оцiнки часу проходження маршруту врахо-

вуються при уточненнi граничних умов дифузiйної задачi; ефективнiсть

локальної доставки впливає на загальний коефiцiєнт дифузiї в даному се-
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гментi мережi.

Схема застосування гiбридної моделi.

Практичне застосування гiбридної дворiвневої моделi передбачає насту-

пну послiдовнiсть дiй:

Етап 1. На основi характеристик соцiальної мережi формулюється та

розв’язується макрорiвнева задача: визначається оптимальна кiлькiсть дже-

рел iнформацiї та їх розмiщення (декомпозицiя мережi на сегменти).

Етап 2. Для кожного сегмента (групи учасникiв) формулюється задача

комiвояжера з нечiткими часовими параметрами: визначається оптимальна

послiдовнiсть донесення iнформацiї до всiх учасникiв групи.

Етап 3. Результати локальної оптимiзацiї агрегуються для уточнення

параметрiв макромоделi та коригування загальної стратегiї розповсюдже-

ння.

Етап 4. За необхiдностi виконується iтеративне уточнення: якщо ло-

кальнi часовi оцiнки суттєво вiдрiзняються вiд початкових припущень, ко-

ригуються параметри макромоделi та повторюється процес оптимiзацiї.

Така гiбридна модель дозволяє поєднати переваги неперервного дифу-

зiйного опису (аналiтичнi розв’язки, фiзична iнтерпретацiя) з можливостя-

ми дискретної комбiнаторної оптимiзацiї (врахування структури мережi,

суб’єктивних факторiв), що забезпечує адекватне моделювання реальних

процесiв iнформацiйного розповсюдження.

Математичнi засади дворiвневої оптимiзацiї.

Дворiвнева оптимiзацiя є математичним апаратом для задач з iєрархi-

чною структурою прийняття рiшень [43, 44]. У такiй постановцi рiшення

верхнього рiвня (“лiдера”) визначає обмеження для задачi нижнього рiвня

(“послiдовника”), а оптимальний вiдгук нижнього рiвня впливає на якiсть

рiшення верхнього. Процес iнформацiйного розповсюдження природно впи-

сується в цю схему: стратегiчнi рiшення про розмiщення джерел та розпо-
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дiл ресурсiв (верхнiй рiвень) визначають умови для тактичної оптимiзацiї

послiдовностi контактiв у кожнiй групi (нижнiй рiвень).

Реальнi соцiальнi мережi мають виражену модульну структуру: усере-

динi спiльнот (сiм’я, колеги, друзi) зв’язки значно щiльнiшi та iнтенсивнiшi,

нiж мiж спiльнотами [45, 18]. Ця неоднорiднiсть структури призводить до

якiсно рiзної динамiки поширення на рiзних рiвнях. Мiж кластерами iн-

формацiя передається через поодинокi “мостовi” контакти, i успiх передачi

визначається характеристиками цих критичних зв’язкiв. Усерединi класте-

рiв поширення пiдсилюється множинними контактами та соцiальним пiд-

крiпленням, а ефективнiсть залежить вiд послiдовностi активацiї учасникiв

[46].

Каскади iнформацiї у великих системах демонструють характерну iє-

рархiчну послiдовнiсть: спочатку iнформацiя досягає ключових “хабiв” –

осiб з великою кiлькiстю контактiв та високим впливом, а потiм вiд них

поширюється до периферiйних учасникiв [47]. Ця iєрархiя вiдповiдає стру-

ктурi “макрорiвень � мiкрорiвень” у запропонованiй моделi: дифузiйна

модель описує поширення мiж хабами та регiонами, задача комiвояжера

оптимiзує донесення до кiнцевих учасникiв.

Поширення iнформацiї в реальних системах зумовлене двома паралель-

ними процесами: внутрiшньомережевим (peer-to-peer), коли iнформацiя пе-

редається вiд особи до особи через соцiальнi контакти, та зовнiшнiм впли-

вом медiа, реклами, офiцiйних повiдомлень [48]. Дифузiйна модель верх-

нього рiвня природно описує обидвi компоненти через поєднання грани-

чних умов (зовнiшнi джерела) та внутрiшньої дифузiї (peer-to-peer), тодi

як мiкрорiвнева оптимiзацiя зосереджується на ефективностi локальних

взаємодiй.

Переваги гiбридного пiдходу.

Гiбридна дворiвнева модель має суттєвi переваги порiвняно з однорiв-
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невими пiдходами.

Обчислювальна ефективнiсть досягається через декомпозицiю: замiсть

єдиної задачi великої розмiрностi розв’язується макрозадача з меншою

кiлькiстю змiнних (визначення кiлькостi та розмiщення джерел) та мно-

жина локальних мiкрозадач (оптимiзацiя маршрутiв всерединi кластерiв).

Iєрархiчний пiдхiд до комбiнаторних задач дозволяє скоротити обчислю-

вальнi витрати на порядки для великомасштабних систем [49], оскiльки

складнiсть TSP зростає факторiально з кiлькiстю вузлiв, а декомпозицiя

на меншi пiдзадачi радикально зменшує простiр пошуку.

Адаптивнiсть до невизначеностi забезпечується диференцiацiєю пiдхо-

дiв на рiзних рiвнях. На макрорiвнi використовуються усередненi характе-

ристики (коефiцiєнт дифузiї як iнтегральна властивiсть середовища), що є

стiйкими до локальних флуктуацiй та шуму у вхiдних даних. На мiкрорiвнi

застосовуються нечiткi параметри, якi явно формалiзують невизначенiсть

у часових оцiнках без потреби у точних статистичних розподiлах, що часто

недоступнi для соцiальних систем.

Iнтерпретованiсть результатiв є критичною для практичного застосу-

вання. Макрорiвень надає стратегiчнi рекомендацiї (кiлькiсть джерел, їх

географiчне розмiщення, необхiдний часовий горизонт), що безпосередньо

транслюються у бюджетнi та органiзацiйнi рiшення. Мiкрорiвень генерує

тактичнi вказiвки (послiдовнiсть iнформування учасникiв конкретної гру-

пи), якi можуть бути реалiзованi виконавцями без додаткової iнтерпретацiї.

Iтеративне уточнення забезпечує адаптивнiсть моделi до нових даних.

Якщо фактичнi результати локальної оптимiзацiї суттєво вiдрiзняються вiд

початкових припущень макромоделi (наприклад, реальний час комунiкацiї

виявився бiльшим за очiкуваний), параметри макромоделi коригуються, i

процес оптимiзацiї повторюється з уточненими даними.

Порiвняння з альтернативними пiдходами.
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Чисто дискретнi мережевi моделi (каскаднi моделi [22], моделi порогової

активацiї [37]) детально враховують топологiю зв’язкiв та iндивiдуальнi

характеристики вузлiв, проте потребують повної iнформацiї про структуру

мережi – даних, якi рiдко доступнi для великих соцiальних систем. Крiм

того, обчислювальна складнiсть таких моделей зростає з розмiром мережi,

що обмежує їх застосовнiсть для масштабних задач.

Стохастичнi епiдемiологiчнi моделi [50, 51] ефективнi для опису та про-

гнозування глобальної динамiки поширення, але вони є переважно описо-

вими: дозволяють оцiнити, як процес буде розвиватися за заданих умов,

але не надають прямих механiзмiв оптимiзацiї – визначення, як змiнити

умови для досягнення бажаного результату.

Агентнi моделi забезпечують максимальну деталiзацiю, дозволяючи мо-

делювати iндивiдуальну поведiнку кожного учасника системи. Однак така

деталiзацiя має високу цiну: значнi обчислювальнi витрати та необхiднiсть

калiбрування великої кiлькостi параметрiв, що потребує обсягу даних, який

рiдко доступний для реальних соцiальних систем.

Запропонована гiбридна модель займає промiжне положення в цьому

спектрi пiдходiв. Вона використовує аналiтичну потужнiсть континуаль-

них дифузiйних моделей для стратегiчного планування (скiльки джерел,

де розмiстити, який часовий горизонт) та комбiнаторну оптимiзацiю для

тактичної реалiзацiї (в якiй послiдовностi iнформувати учасникiв групи).

Такий баланс дозволяє отримувати практично кориснi результати без на-

дмiрних вимог до вхiдних даних або обчислювальних ресурсiв.

1.6. Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi дисертацiйної роботи проаналiзовано проблеми до-

слiдження процесiв iнформацiйного розповсюдження та розглянуто основнi

моделi, що складають теоретичну основу їх вивчення з урахуванням нечi-
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ткого сприйняття часу.

Проаналiзовано сучасний стан проблеми iнформацiйного розповсюдже-

ння в контекстi розвитку цифрових технологiй та соцiальних мереж. По-

казано актуальнiсть розробки математичних моделей для аналiзу механi-

змiв поширення як достовiрної iнформацiї, так i дезiнформацiї. Виявлено

необхiднiсть врахування невизначеностi у вхiдних даних та суб’єктивного

характеру сприйняття часових параметрiв.

Обґрунтовано застосування рiвнянь дифузiйного типу для моделюва-

ння iнформацiйного розповсюдження на основi аналогiї з процесами те-

плопровiдностi. Проаналiзовано модель дифузiї iнновацiй Басса (1.4) та її

зв’язок з рiвнянням теплопровiдностi. Сформульовано одновимiрну мате-

матичну постановку задачi (1.7)–(1.10) та встановлено вiдповiднiсть мiж

параметрами теплофiзичної моделi та характеристиками iнформацiйного

процесу: коефiцiєнт теплопровiдностi α – сприйнятливiсть суспiльства; тем-

пература джерела T1 – агресивнiсть джерела; порогова температура T2 –

бажаний рiвень обiзнаностi.

Дослiджено епiдемiологiчнi моделi SIR (1.1) та SEIR (1.2) як матема-

тичний апарат для опису динамiки поширення iнформацiї в популяцiях.

Показано зв’язок цих моделей з реакцiйно-дифузiйними рiвняннями (1.3)

та обґрунтовано застосовнiсть епiдемiологiчного пiдходу до моделювання

iнформацiйних процесiв. Проаналiзовано модель Дейлi-Кендала для поши-

рення чуток та її вiдмiнностi вiд класичних епiдемiологiчних моделей.

Розроблено двовимiрну модель (1.11) для адекватного опису розповсю-

дження iнформацiї у соцiальних мережах з площинною топологiєю, що до-

зволяє враховувати просторову структуру мереж та моделювати географi-

чне поширення iнформацiї.

Проаналiзовано класичну та динамiчну постановки задачi комiвояжера

як моделi оптимiзацiї процесiв з урахуванням часового фактору. Розгля-

нуто iсторiю розвитку задачi вiд робiт Данцига та спiвавторiв до сучасних
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механiстичних пiдходiв. Обґрунтовано застосування TSP для оптимiзацiї

послiдовностi вiдвiдування вузлiв мережi при донесеннi iнформацiї до цi-

льової аудиторiї та встановлено зв’язок мiж оптимiзацiєю транспортних

маршрутiв та процесами розповсюдження iнформацiї через спiльну приро-

ду оптимiзацiї потокiв на графах.

Систематизовано теорiю нечiтких множин Заде як математичний апа-

рат для формалiзацiї невизначеностi. Розглянуто означення нечiткої мно-

жини (1.19), носiя (1.20) та α-зрiзiв (1.21). Обґрунтовано доцiльнiсть за-

стосування трикутних (1.22) та параболiчних (1.26) нечiтких чисел для

моделювання суб’єктивного сприйняття плину часу.

Описано арифметичнi операцiї над нечiткими числами (1.23)–(1.25) та

методи їх дефазифiкацiї, зокрема метод центру тяжiння (1.27)–(1.29), якi

дозволяють отримувати чiткi значення для прийняття рiшень на основi

нечiтких вхiдних даних у задачах оптимiзацiї.

Проаналiзовано багатомасштабний характер процесiв iнформацiйного

розповсюдження та обґрунтовано необхiднiсть дворiвневого пiдходу з по-

зицiй теорiї дворiвневої оптимiзацiї. Показано, що на рiзних просторово-

часових масштабах домiнують рiзнi механiзми поширення. Виявлено пере-

ваги гiбридного пiдходу порiвняно з альтернативами: обчислювальна ефе-

ктивнiсть через декомпозицiю, адаптивнiсть до невизначеностi, iнтерпре-

тованiсть результатiв, можливiсть iтеративного уточнення.

Запропоновано гiбридну дворiвневу модель iнформацiйного розповсю-

дження, яка поєднує макроскопiчний опис на основi рiвнянь у частинних

похiдних (верхнiй рiвень) та мiкроскопiчну оптимiзацiю на основi задачi

комiвояжера з нечiткими параметрами (нижнiй рiвень). Визначено чоти-

риетапну схему практичного застосування моделi та взаємозв’язки мiж рiв-

нями.

Запропонована гiбридна модель та розглянутi математичнi постановки

задач створюють теоретичну базу для розробки методiв розв’язування, якi
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детально дослiджуються в наступних роздiлах.



62

РОЗДIЛ 2

ДИФУЗIЙНI МОДЕЛI ТА МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

ЗАДАЧ РОЗПОВСЮДЖЕННЯ IНФОРМАЦIЇ

У попередньому роздiлi обґрунтовано гiбридну дворiвневу модель iн-

формацiйного розповсюдження та показано, що на верхньому (макроскопi-

чному) рiвнi процес описується рiвняннями дифузiйного типу. Даний роз-

дiл присвячено розробцi аналiтичних методiв розв’язання цих рiвнянь, що

формують iнструментарiй верхнього рiвня гiбридної моделi. Для однови-

мiрного та двовимiрного випадкiв розглядаються: метод роздiлення змiн-

них (метод Фур’є) для знаходження власних функцiй та побудови загаль-

ного розв’язку у виглядi ряду, метод функцiї Грiна для задач з точковими

джерелами, а також методи декомпозицiї складних областей на простi пi-

добластi [52]. Отриманi аналiтичнi розв’язки дозволяють визначати опти-

мальну декомпозицiю мережi на сегменти, що є необхiдною передумовою

для формулювання задач нижнього рiвня моделi.

2.1. Аналiтичнi методи розв’язання рiвняння

теплопровiдностi для моделювання iнформацiйної

дифузiї

Рiвняння теплопровiдностi, введене в роздiлi 1, описує процес дифузiї

тепла (або iнформацiї в нашiй iнтерпретацiї) в просторi та часi [53, 54]. Для

одновимiрного випадку маємо:

∂u

∂t
= α

∂2u

∂x2
(2.1)

з вiдповiдними граничними та початковими умовами. У даному роздiлi
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розглянемо аналiтичнi методи розв’язання цього рiвняння, що дозволяють

отримати точнi розв’язки для певних класiв задач [55].

Метод роздiлення змiнних (метод Фур’є).Метод роздiлення змiн-

них є одним з найпотужнiших аналiтичних методiв розв’язання лiнiйних

диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних [5]. Основна iдея методу

полягає в припущеннi, що розв’язок можна представити у виглядi добутку

функцiй, кожна з яких залежить лише вiд однiєї змiнної:

u(x, t) = X(x)T (t) (2.2)

Пiдставляючи цей вираз у рiвняння теплопровiдностi (2.1), отримуємо:

X(x)T ′(t) = αX ′′(x)T (t) (2.3)

Роздiляючи змiннi, отримуємо:

X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

αT (t)
= −λ (2.4)

де −λ – константа роздiлення. Це призводить до двох звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь:

X ′′(x) + λX(x) = 0 (2.5)

T ′(t) + αλT (t) = 0 (2.6)

Розв’язок рiвняння для часової компоненти (2.6):

T (t) = Ae−αλt (2.7)

Розв’язок просторового рiвняння (2.5) залежить вiд граничних умов

задачi. Граничнi умови визначають власнi значення λn та вiдповiднi власнi

функцiї Xn(x). Загальний розв’язок будується як суперпозицiя часткових

розв’язкiв:
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u(x, t) =
∞∑
n=0

AnXn(x)e
−αλnt (2.8)

Коефiцiєнти An визначаються з початкової умови за допомогою власти-

востi ортогональностi власних функцiй задачi Штурма-Лiувiлля [56].

2.2. Методи оптимiзацiї iнформацiйного розповсюдження на

основi рiвняння теплопровiдностi (одновимiрний

випадок)

Застосування аналiтичних методiв розв’язання рiвняння теплопровiд-

ностi дозволяє побудувати практичнi пiдходи до оптимiзацiї процесiв iн-

формацiйного розповсюдження [57]. Розглянемо методи визначення опти-

мальних параметрiв системи для одновимiрного випадку – лiнiйного графа

соцiальних вiдносин.

Постановка одновимiрної задачi. Розглядається стержень (сегмент

соцiальної мережi) довжиною Lp/2 з джерелом iнформацiї на лiвому кiн-

цi. Температура T1 характеризує iнтенсивнiсть джерела iнформацiї, α –

коефiцiєнт сприйнятливостi суспiльства до нової iнформацiї. Математична

постановка задачi має вигляд:

∂u

∂t
= α

∂2u

∂x2
, 0 < x < Lp/2, t > 0, (2.9)

з граничними умовами:

u(0, t) = T1,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=Lp/2

= 0, t > 0, (2.10)

та початковою умовою:

u(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ Lp/2. (2.11)

Гранична умова u(0, t) = T1 означає постiйну температуру джерела iн-

формацiї, а умова ∂u/∂x|x=Lp/2 = 0 – iзоляцiю правого кiнця (симетрiя



65

вiдносно центру сегмента). Цiльова температура T2 < T1 визначає бажа-

ний рiвень обiзнаностi суспiльства, який має бути досягнутий за час tmax у

найвiддаленiшiй точцi сегмента.

Розв’язання задачi для моделi iнформацiйного розповсюдже-

ння.

Застосуємо метод роздiлення змiнних для знаходження розв’язку задачi

[5, 52]. Спочатку визначимо стацiонарний розв’язок us, який визначає стан

рiвноваги [57]. Розв’язуючи диференцiальне рiвняння

d2us
dx2

= 0 (2.12)

маємо

us = Ax+B =⇒ u(0) = B = T1 =⇒ u′(L) = A = 0

=⇒ us = T1.
(2.13)

У цьому випадку, до моменту рiвноваги, на u(x, t) буде впливати фун-

кцiя ν(x, t), тодi u(x, t) можна записати як:

u(x, t) = T1 + ν(x, t). (2.14)

Розв’яжемо подiбну задачу вiдносно ν:

∂ν

∂t
= α

∂2ν

∂x2
. (2.15)

Граничнi умови: ν(0, t) = 0

∂ν(x,t)
∂x

∣∣∣
x=L

= νx(L, t) = 0.
(2.16)

Початкова умова:

ν(x, 0) = −T1. (2.17)
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Застосуємо метод роздiлення змiнних:

ν(x, t) = X(x)T (t). (2.18)

Пiдставляючи в рiвняння, отримуємо

X(x)T ′(t) = αX ′′(x)T (t), (2.19)

X ′′

X
=

T ′

αT
= −λ. (2.20)

Маємо два рiвняння:

X ′′ + λX = 0 (2.21)

T ′ + αλT = 0. (2.22)

Розв’яжемо (2.21): 
X ′′ + λX = 0

X(0) = 0

X ′(L) = 0.

(2.23)

Розглядаючи наступнi iнтервали

1. λ = β2 > 0,

2. λ = 0,

3. λ = −γ2 < 0,

(2.24)

отримуємо, що розв’язки є нетривiальними тiльки для першого iнтер-

валу, i маємо наступнi значення:

λn =
π(n+ 1

2)

L
, n = 0, 1, 2, . . . (2.25)
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Отже, розв’язки (2.21) мають наступний вигляд:

Xn(x) = Dn sin
π(n+ 1

2)

L
x, n = 0, 1, 2, . . . (2.26)

Повернемось до рiвняння (2.22):

T ′ + αλT = 0. (2.27)

Розв’язок цього рiвняння має вигляд:

T (t) = Ae−αλt. (2.28)

Для кожного Xn(x) з власним значенням λn, встановимо Tn(t) як:

Tn(t) = Ane
−αλnt. (2.29)

Тепер можемо записати загальну форму розв’язку (2.18):

ν(x, t) =
∞∑
n=0

An sin
π(n+ 1

2)x

L
e−αλnt. (2.30)

Розглянемо початкову умову для знаходження An:

φ(x) =
∞∑
n=0

An sin
π(n+ 1

2)x

L
= −T1. (2.31)

Використовуючи властивiсть ортогональностi власних функцiй задачi

Штурма-Лiувiлля [56]:

An =
⟨Xn, φ⟩
⟨Xn, Xn⟩

. (2.32)

Звiдки:

An = −2T1

L

L∫
0

sin
π(n+ 1

2)x

L
dx (2.33)
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An = −2T1

L

(
−
2L cos 2πn+π

2 − 1

π(2n+ 1)

)
=

4T1(cos
2πn+π

2 − 1)

π(2n+ 1)
(2.34)

Пiдставляючи це значення в (2.14), маємо розв’язок задачi для полови-

ни однiєї частини стрижня:

u(x, t) =
4T1

π

∞∑
n=0

cos 2πn+π
2 − 1

2n+ 1
sin

π(n+ 1
2)x

L
e−α

π(n+1
2 )

L t + T1 (2.35)

Дослiдження збiжностi ряду розв’язку.

Для обґрунтування коректностi отриманого розв’язку (2.35) необхiдно

довести збiжнiсть функцiонального ряду. Застосуємо ознаку Вейєрштрасса

(M-тест) для рiвномiрної збiжностi.

Крок 1: Оцiнка загального члена ряду.

Загальний член ряду має вигляд:

an(x, t) =
4T1

π
·
cos (2n+1)π

2 − 1

2n+ 1
· sin

π(n+ 1
2)x

L
· e−α

π2(n+1
2 )

2

L2 t. (2.36)

Оцiнимо кожен множник:

—
∣∣∣cos (2n+1)π

2 − 1
∣∣∣ ⩽ 2, оскiльки cos (2n+1)π

2 = 0 для всiх цiлих n;

—
∣∣∣sin π(n+ 1

2 )x

L

∣∣∣ ⩽ 1 для всiх x ∈ [0, L];

— e−α
π2(n+1

2 )
2

L2 t ⩽ e−απ2n2

L2 t для t > 0.

Отже, для t > 0:

|an(x, t)| ⩽
8T1

π(2n+ 1)
· e−απ2n2

L2 t =: Mn(t). (2.37)

Крок 2: Застосування ознаки Вейєрштрасса.

Для фiксованого t0 > 0 маємо:

Mn(t0) =
8T1

π(2n+ 1)
· e−απ2n2

L2 t0. (2.38)

Експоненцiйний множник e−cn2

(де c = απ2t0/L
2 > 0) спадає швидше

за будь-який полiном, зокрема:

lim
n→∞

nke−cn2

= 0 для будь-якого k > 0. (2.39)
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Для достатньо великих n виконується e−cn2

< n−3, тому:

Mn(t0) <
8T1

π(2n+ 1)
· n−3 <

4T1

πn4
. (2.40)

Оскiльки числовий ряд
∑∞

n=1
1
n4 збiгається (це ряд Дiрiхле з показником

p = 4 > 1), за ознакою Вейєрштрасса функцiональний ряд (2.35) збiгається

рiвномiрно на [0, L]× [t0,+∞) для будь-якого t0 > 0.

Висновок. Ряд (2.35) збiгається:

1. рiвномiрно на [0, L]× [t0,+∞) для будь-якого t0 > 0;

2. поточково на (0, L) при t = 0;

3. сума ряду є неперервною функцiєю (x, t) на [0, L]× (0,+∞).

Швидкiсть збiжностi визначається експоненцiйним множником: для пра-

ктичних обчислень достатньо N ≈ 20–30 членiв ряду, щоб досягти точностi

10−6.

2.3. Моделювання процесу розповсюдження iнформацiї у

двовимiрному випадку

У попередньому роздiлi розглянуто одновимiрну модель розповсюдже-

ння iнформацiї вздовж лiнiйного графа соцiальних вiдносин. У реальних

соцiальних мережах iнформацiя поширюється у бiльш складних структу-

рах, якi можна апроксимувати двовимiрною моделлю [54]. Розглянемо за-

дачу теплопровiдностi на площинi з точковим джерелом [53], яка моделює

розповсюдження iнформацiї вiд центрального вузла мережi.

Постановка задачi.

Розглянемо квадратну область Ω = [0, L]× [0, L], що моделює фрагмент

соцiальної мережi, з точковим джерелом iнформацiї потужностi Q0 у точцi

(0, 0). Усi межi областi вважаємо iзольованими, що вiдповiдає замкненiй

мережi без зовнiшнього впливу.
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Рiвняння теплопровiдностi:

∂u

∂t
= α∇2u+ q0δ(x)δ(y), (x, y) ∈ Ω, t > 0, (2.41)

де u(x, y, t) – рiвень iнформованостi (або температура), α – коефiцiєнт ди-

фузiї iнформацiї (температуропровiдностi), q0 = Q0/(cρ) – нормована iн-

тенсивнiсть джерела, δ – дельта-функцiя Дiрака.

Крайовi умови Неймана (iзоляцiя меж):

∂u

∂n⃗

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, (2.42)

де n⃗ – одиничний вектор зовнiшньої нормалi до межi ∂Ω. Для квадратної

областi це означає:

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0,
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0,
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=L

= 0. (2.43)

Початкова умова:

u(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ Ω. (2.44)

Розв’язок однорiдного рiвняння: власнi функцiї.

Розглянемо спектральну задачу для оператора Лапласа з умовами Не-

ймана: 
∇2ϕ+ λϕ = 0, (x, y) ∈ Ω,

∂ϕ

∂n⃗

∣∣∣∣
∂Ω

= 0.
(2.45)

Застосовуємо метод роздiлення змiнних: ϕ(x, y) = X(x)Y (y).

Пiдставляючи у рiвняння:

∂2(XY )

∂x2
+

∂2(XY )

∂y2
+ λXY = 0, (2.46)

отримуємо:

Y X ′′ +XY ′′ + λXY = 0. (2.47)
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Дiлимо на XY :
X ′′

X
+

Y ′′

Y
= −λ. (2.48)

Позначимо λ = λx+ λy. Оскiльки лiва частина є сумою функцiй рiзних

змiнних, кожна функцiя має дорiвнювати константi:

X ′′

X
= −λx,

Y ′′

Y
= −λy. (2.49)

Маємо двi незалежнi задачi Штурма-Лiувiлля:X ′′ + λxX = 0,

X ′(0) = 0, X ′(L) = 0,

Y ′′ + λyY = 0,

Y ′(0) = 0, Y ′(L) = 0.
(2.50)

Розв’язки задачi з умовами Неймана мають вигляд:

Xm(x) = cos
(πmx

L

)
, λx,m =

π2m2

L2
, m = 0, 1, 2, . . . (2.51)

Yn(y) = cos
(πny

L

)
, λy,n =

π2n2

L2
, n = 0, 1, 2, . . . (2.52)

Власнi функцiї двовимiрної задачi:

ϕmn(x, y) = cos
(πmx

L

)
cos
(πny

L

)
, m, n = 0, 1, 2, . . . (2.53)

Власнi значення:

λmn = λx,m + λy,n =
π2

L2
(m2 + n2). (2.54)

Ортогональнiсть власних функцiй.

Власнi функцiї ϕmn ортогональнi в просторi L2(Ω) з нормою ∥f∥L2(Ω) =(∫
Ω |f |

2dA
)1/2

:

∫
Ω

ϕmn(x, y)ϕpq(x, y) dA =
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=

L∫
0

L∫
0

cos
(πmx

L

)
cos
(πpx

L

)
cos
(πny

L

)
cos
(πqy

L

)
dx dy. (2.55)

За теоремою Фубiнi роздiляємо iнтеграл на добуток: L∫
0

cos
(πmx

L

)
cos
(πpx

L

)
dx

 ·

 L∫
0

cos
(πny

L

)
cos
(πqy

L

)
dy

 . (2.56)

Обчислюємо iнтеграл
∫ L

0 cos
(
πkz
L

)
cos
(
πjz
L

)
dz:

При k = j:
L∫

0

cos2
(
πkz

L

)
dz =

L, k = 0,

L
2 , k ̸= 0.

(2.57)

При k ̸= j використовуємо формулу:

cosA cosB =
1

2
[cos(A−B) + cos(A+B)]. (2.58)

Звiдси:

L∫
0

cos

(
πkz

L

)
cos

(
πjz

L

)
dz =

=
1

2

L∫
0

[
cos

(
π(k − j)z

L

)
+ cos

(
π(k + j)z

L

)]
dz =

=
1

2

[
L

π(k − j)
sin

(
π(k − j)z

L

)
+

L

π(k + j)
sin

(
π(k + j)z

L

)]L
0

=

=
1

2

[
L

π(k − j)
sin(π(k − j)) +

L

π(k + j)
sin(π(k + j))

]
= 0, (2.59)

оскiльки sin(πn) = 0 для цiлих n.

Вводимо коефiцiєнт εk = 1 при k = 0 та εk = 2 при k ⩾ 1. Тодi:∫
Ω

ϕmnϕpq dA =
L2

εmεn
δmpδnq , (2.60)

де δij – символ Кронекера.
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Зауваження. Ортогональнiсть власних функцiй є фундаментальною

властивiстю простору L2(Ω) i не може бути отримана в просторi L∞(Ω)

з нормою максимуму ∥f∥L∞ = sup(x,y)∈Ω |f(x, y)|. Причина полягає в то-

му, що L∞ не є гiльбертовим простором: у ньому вiдсутнiй скалярний до-

буток, який iндукує норму. Ортогональнiсть визначається через скаляр-

ний добуток ⟨f, g⟩ =
∫
Ω f · g dA, який природно породжує саме L2-норму:

∥f∥L2 =
√

⟨f, f⟩.

Побудова функцiї Грiна.

Функцiя Грiна [58] G(x, y, t;x′, y′, t′) задовольняє рiвняння:

∂G

∂t
= α∇2G+ δ(x− x′)δ(y − y′)δ(t− t′), G = 0 при t < t′, (2.61)

з крайовими умовами Неймана.

Розкладаємо функцiю Грiна за власними функцiями:

G(x, y, t; x′, y′, t′) =
∞∑

m=0

∞∑
n=0

amn(t; t
′)ϕmn(x, y)ϕmn(x

′, y′). (2.62)

Пiдставляємо у (2.61):∑
m,n

∂amn

∂t
ϕmn(x, y)ϕmn(x

′, y′) = α
∑
m,n

amn∇2ϕmn(x, y)ϕmn(x
′, y′)

+ δ(x− x′)δ(y − y′)δ(t− t′). (2.63)

Оскiльки ∇2ϕmn = −λmnϕmn:∑
m,n

[
∂amn

∂t
+ αλmnamn

]
ϕmn(x, y)ϕmn(x

′, y′) = δ(x− x′)δ(y − y′)δ(t− t′).

(2.64)

Множимо обидвi частини на ϕpq(x, y) та iнтегруємо по Ω:∑
m,n

[
∂amn

∂t
+ αλmnamn

]
ϕmn(x

′, y′)

∫
Ω

ϕmn(x, y)ϕpq(x, y)dA

= ϕpq(x
′, y′)

∫
Ω

ϕpq(x, y)δ(x− x′)δ(y − y′)dA · δ(t− t′). (2.65)



74

Використовуючи ортогональнiсть:[
∂apq
∂t

+ αλpqapq

]
ϕpq(x

′, y′)
L2

εpεq
= ϕpq(x

′, y′)δ(t− t′). (2.66)

Дiлячи лiву та праву частини на вираз ϕpq(x
′, y′)L2/εpεq:

∂apq
∂t

+ αλpqapq =
εpεq
L2

δ(t− t′). (2.67)

Для t ̸= t′ рiвняння однорiдне:

∂apq
∂t

+ αλpqapq = 0 ⇒ apq = Ce−αλpq(t−t′). (2.68)

Iнтегруємо лiву та праву частини рiвняння в околi точки t′:

t′+ϵ∫
t′−ϵ

[
∂apq
∂t

+ αλpqapq

]
dt =

t′+ϵ∫
t′−ϵ

εpεq
L2

δ(t− t′)dt. (2.69)

Для лiвої частини при ϵ → 0:

apq(t
′ + ϵ)− apq(t

′ − ϵ) + αλpq

t′+ϵ∫
t′−ϵ

apqdt ≈ apq(t
′ + ϵ)− 0, (2.70)

оскiльки iнтеграл → 0 при ϵ → 0.

Для правої частини за властивiстю дельта-функцiї:

t′+ϵ∫
t′−ϵ

εpεq
L2

δ(t− t′)dt =
εpεq
L2

. (2.71)

Отже, C =
εpεq
L2 , i з урахуванням причинностi (apq = 0 при t < t′):

apq(t; t
′) =

εpεq
L2

e−αλpq(t−t′)H(t− t′), (2.72)

де H – функцiя Хевiсайда.

Функцiя Грiна має вигляд:

G(x, y, t; x′, y′, t′) =
∞∑

m=0

∞∑
n=0

εmεn
L2

ϕmn(x, y)ϕmn(x
′, y′)e−αλmn(t−t′)H(t− t′)

(2.73)
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Розв’язок для постiйного джерела: послiдовнiсть iмпульсiв.

Для моделювання процесу iнформацiйного розповсюдження обрано мо-

дель постiйного (неперервного) джерела потужностi q0. Такий вибiр об-

умовлений наступними причинами:

1. Вiдповiднiсть реальним процесам: у соцiальних мережах джерела

iнформацiї (новиннi портали, блогери, офiцiйнi канали) працюють

як миттєвi iмпульси (новини, пости у соцiальних медiа) неперервно

протягом тривалого часу;

2. Кумулятивний ефект: iнформацiйний вплив накопичується з ча-

сом – повторюванi повiдомлення вiд одного джерела посилюють за-

гальний ефект;

3. Стацiонарнiсть процесу : при достатньо тривалому часi дiї джере-

ла система досягає стацiонарного стану, що дозволяє оцiнити ма-

ксимальний рiвень iнформованостi.

Математично постiйне джерело потужностi q0 у точцi (0, 0) можна пред-

ставити як послiдовнiсть миттєвих iмпульсiв величини q0dt′ у моменти часу

t′ ∈ [0, t]. Кожен iмпульс створює вiдгук G(x, y, t; 0, 0, t′) · q0dt′.
Застосовуючи принцип суперпозицiї, iнтегруємо внески всiх iмпульсiв:

u(x, y, t) = q0

t∫
0

G(x, y, t; 0, 0, t′) dt′. (2.74)

Пiдставляючи (2.73):

u(x, y, t) = q0

∞∑
m=0

∞∑
n=0

εmεn
L2

ϕmn(x, y)ϕmn(0, 0)

t∫
0

e−αλmn(t−t′)dt′. (2.75)

Обчислюємо iнтеграл замiною τ = t− t′, dτ = −dt′:

t∫
0

e−αλmn(t−t′)dt′ =

0∫
t

e−αλmnτ(−dτ) =

t∫
0

e−αλmnτdτ =
1− e−αλmnt

αλmn
. (2.76)
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Оскiльки ϕmn(0, 0) = cos(0) cos(0) = 1:

u(x, y, t) =
q0
L2

∞∑
m=0

∞∑
n=0

εmεnϕmn(x, y)
1− e−αλmnt

αλmn
. (2.77)

Для пари iндексiв (m,n) = (0, 0) маємо λ00 = 0, тому застосовуємо

правило Лопiталя:

lim
λ→0

1− e−αλt

αλ
= lim

λ→0

αte−αλt

α
= t. (2.78)

Видiляючи окремо внесок (0, 0) (з ε0ε0 = 1 · 1 = 1):

u(x, y, t) =
q0t

L2
+

q0
L2

∞∑
m,n=0

(m,n)̸=(0,0)

εmεn cos
(mπx

L

)
cos
(nπy

L

)

× 1− e−αλmnt

αλmn
.

(2.79)

Перший доданок q0t
L2 – це середнiй рiвень iнформованостi (температури),

який зростає лiнiйно з часом. Другий доданок описує просторовий розподiл

вiдхилень вiд середнього значення.

Збiжнiсть розв’язку у формi подвiйного ряду.

Для обґрунтування коректностi розв’язку (2.79) необхiдно довести, що

подвiйний ряд збiгається для будь-якого фiксованого t > 0, що дозволяє об-

числити температуру u(x, y, t) у довiльнiй точцi областi в заданий момент

часу. Застосуємо ознаку Вейєрштрасса (M-тест) для рiвномiрної збiжностi.

Крок 1: Оцiнка загального члена ряду.

Загальний член подвiйного ряду (при (m,n) ̸= (0, 0)) має вигляд:

amn(x, y, t) =
q0εmεn
L2

cos
(mπx

L

)
cos
(nπy

L

)
· 1− e−αλmnt

αλmn
, (2.80)

де λmn = π2

L2 (m
2 + n2), εk = 1 при k = 0 та εk = 2 при k ⩾ 1.

Оцiнимо кожен множник:

— | cos
(
mπx
L

)
| ⩽ 1 та | cos

(
nπy
L

)
| ⩽ 1 для всiх (x, y) ∈ [0, L]2;
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— εmεn ⩽ 4 для всiх m,n ⩾ 0;

— 0 ⩽ 1− e−αλmnt ⩽ 1 для t > 0.

Крок 2: Застосування ознаки Вейєрштрасса.

Для фiксованого t0 > 0 оцiнимо загальний член:

|amn(x, y, t)| ⩽
4q0
L2

· 1

αλmn
=

4q0L
2

L2απ2(m2 + n2)
=

4q0
απ2(m2 + n2)

=: Mmn.

(2.81)

Числовий ряд
∑

m,n⩾0,(m,n)̸=(0,0)Mmn збiгається, оскiльки:

∞∑
m,n=0

(m,n)̸=(0,0)

1

m2 + n2
<

∞∑
k=1

ck
k2

, (2.82)

де ck – кiлькiсть пар (m,n) з m2 + n2 = k2, яка обмежена величиною

порядку O(
√
k). Отже, ряд мажорується збiжним рядом

∑∞
k=1 k

−3/2 (ряд

Дiрiхле з показником p = 3/2 > 1).

За ознакою Вейєрштрасса функцiональний ряд (2.79) збiгається абсо-

лютно та рiвномiрно на [0, L]2 для будь-якого фiксованого t > 0.

Висновок. Подвiйний ряд (2.79) збiгається для будь-якого t > 0, що

гарантує можливiсть обчислення температури u(x, y, t) у довiльнiй точцi

(x, y) ∈ [0, L]2 в заданий момент часу.

Оцiнка верхньої межi потужностi джерела.

Для визначення практичного дiапазону потужностi джерела q0 оцiнимо

його верхню межу. При t → ∞ експоненти загасають, i температура у точцi

джерела досягає максимального значення вiдносно середньої температури.

З розв’язку (2.79) для точки (0, 0) (де всi косинуси дорiвнюють 1) отри-

муємо оцiнку:

qmax
0 ≈ TmaxL

2απ2

4
, (2.83)

де Tmax – максимально допустима температура.

Ця оцiнка використовується як верхня межа для чисельного пошуку

оптимальної потужностi q0 методом дихотомiї (див. пiдроздiл 2.3).
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Узагальнення на прямокутну область: декомпозицiя на ква-

дратнi пiдобластi.

Розглянемо задачу нагрiвання прямокутної пластини розмiрамиW ×H

(ширина × висота) до характерного рiвня T1 за обмежений час tmax. Без-

посереднє застосування методу функцiї Грiна для прямокутної геометрiї

призводить до складних обчислень через несиметричнiсть власних фун-

кцiй. Натомiсть запропоновано метод декомпозицiї прямокутної областi на

квадратнi пiдобластi, для яких розв’язок вже отримано.

Стратегiя декомпозицiї.

Нехай задано:

— Розмiри прямокутної пластини: W ×H

— Цiльовий рiвень iнформованостi: T1

— Параметри матерiалу: α, c, ρ

— Часове обмеження: tmax

Крок 1: Вибiр розмiру базової квадратної пiдобластi.

Визначаємо розмiр квадрата L виходячи з умови, що за час tmax просто-

ровий профiль встигає стабiлiзуватися. Час релаксацiї першої гармонiки:

τ1 = L2/(απ2). Вимагаємо 3τ1 ⩽ tmax, звiдки:

L ⩽

√
απ2tmax

3
. (2.84)

Для спрощення обираємо L як найбiльший дiльник меншого з розмiрiв

min(W,H), що задовольняє цю нерiвнiсть.

Крок 2: Розбиття прямокутника на квадрати.

Позначимо nW = ⌊W/L⌋ та nH = ⌊H/L⌋ – кiлькiсть квадратiв розмiру
L× L вздовж ширини та висоти вiдповiдно.

Залишки (несиметричнi смуги):

ΔW = W − nWL, ΔH = H − nHL. (2.85)

Прiоритезуємо рiвномiрне розбиття вздовж однiєї з осей:
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— Якщо ΔW = 0: розбиття рiвномiрне по ширинi, залишається смуга

висоти ΔH вздовж верхньої межi.

— Якщо ΔH = 0: розбиття рiвномiрне по висотi, залишається смуга

ширини ΔW вздовж правої межi.

— Якщо ΔW,ΔH > 0: обираємо розбиття, що мiнiмiзує площу неси-

метричної смуги: якщо ΔW ·H < W ·ΔH, залишаємо вертикальну

смугу ширини ΔW , iнакше – горизонтальну смугу висоти ΔH.

Крок 3: Побудова розв’язку для квадратної пiдобластi з цен-

тральним джерелом.

Кожна квадратна пiдобласть L×L нагрiвається вiд центральної точки

(L/2, L/2). Розв’язок для нагрiвання вiд центра отримується з розв’язку

для кутової точки методом суперпозицiї дзеркальних вiдображень.

Розглянемо квадрат [0, L] × [0, L] з джерелом у точцi (L/2, L/2). Цей

розв’язок можна представити як суму чотирьох розв’язкiв для джерел у

кутах:

ucenter(x, y, t) = ucorner(x, y, t) + ucorner(L− x, y, t)

+ ucorner(x, L− y, t) + ucorner(L− x, L− y, t), (2.86)

де ucorner(x, y, t) – розв’язок (2.79) для джерела в точцi (0, 0).

Фiзично це означає, що кожна квадратна пiдобласть розбивається на 4

квадранти розмiром (L/2) × (L/2), i в кожному квадрантi застосовується

розв’язок для кутового джерела, що забезпечує симетричний розподiл нав-

коло центральної точки.

Крок 4: Мiнiмiзацiя кiлькостi джерел тепла.

Загальна кiлькiсть джерел: Nsources = nW × nH . Потужнiсть кожно-

го джерела q0 визначається чисельним методом дихотомiї з умови дося-

гнення цiльової температури Tmin у найвiддаленiших точках. Мiнiмiзацiя

Nsources досягається вибором максимально допустимого L (за умови обме-

ження tmax), що зменшує nW · nH .
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Крок 5: Обробка несиметричної смуги.

Для несиметричної смуги (наприклад, шириною ΔW та висотою H

вздовж правої межi) можливi наступнi пiдходи:

— Одновимiрна апроксимацiя: якщо ΔW ≪ L, смугу можна моделю-

вати як сукупнiсть паралельних одновимiрних стержнiв, нагрiвання

яких описується розв’язком з роздiлу 3.2.

— Додатковi джерела з коригованою потужнiстю: розмiстити дже-

рела вздовж осi смуги з iнтервалом L та скоригувати їх потужнiсть

пропорцiйно до ΔW/L, щоб забезпечити рiвномiрне нагрiвання.

— Чисельнi методи: для смуг складної геометрiї застосувати метод

скiнченних рiзниць або скiнченних елементiв з граничними умова-

ми, узгодженими з розв’язком для квадратних пiдобластей.

Детальний аналiз оптимального методу нагрiвання несиметричної сму-

ги залишається предметом подальших дослiджень та залежить вiд конкре-

тних обмежень задачi (кiлькiсть доступних джерел, обмеження на поту-

жнiсть, допустима неоднорiднiсть температурного поля).

Приклад декомпозицiї.

Розглянемо прямокутну пластину розмiрами W = 1.5 м, H = 1.2 м з

параметрами: α = 0.01 м2/с, tmax = 50 с, T1 = 100 °C.

Крок 1: Визначення розмiру квадрата.

З умови часового обмеження:

L ⩽

√
απ2tmax

3
=

√
0.01 · π2 · 50

3
≈

√
1.645 ≈ 1.28 м. (2.87)

Обираємо найбiльший дiльник min(W,H) = 1.2 м, що не перевищує

1.28 м. Можливi варiанти: L = 1.2 м, L = 0.6 м, L = 0.4 м, тощо.

Для L = 0.6 м:

— nW = ⌊1.5/0.6⌋ = 2, ΔW = 1.5− 2 · 0.6 = 0.3 м

— nH = ⌊1.2/0.6⌋ = 2, ΔH = 1.2− 2 · 0.6 = 0 м
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Розбиття рiвномiрне по висотi. Основна область покривається 2×2 = 4

квадратами 0.6× 0.6 м, кожен з центральним джерелом потужностi:

Q0 =
T1L

2απ2

4
cρ =

100 · 0.36 · 0.01 · π2

4
cρ ≈ 0.089 cρ Вт. (2.88)

Залишається вертикальна смуга 0.3 × 1.2 м вздовж правої межi, для

якої застосовується одна з зазначених вище стратегiй.

Альтернатива: Для L = 0.5 м отримуємо nW = 3, nH = 2, ΔW = 0

м, ΔH = 0.2 м – рiвномiрне розбиття по ширинi з 3× 2 = 6 квадратами та

горизонтальною смугою 1.5× 0.2 м.

Вибiр конкретного L залежить вiд компромiсу мiж кiлькiстю джерел

(Nsources) та розмiром несиметричної смуги. У даному випадку перший ва-

рiант (L = 0.6 м, 4 джерела) потребує менше джерел, але залишає бiльшу

смугу (0.3 м проти 0.2 м).

Такий пiдхiд дозволяє розв’язувати задачi нагрiвання складних прямо-

кутних областей, використовуючи аналiтичний розв’язок для квадратної

геометрiї як базовий будiвельний блок, що значно спрощує обчислення та

забезпечує контрольовану точнiсть результату.

Оптимiзацiя параметрiв нагрiвання.

Розглянемо задачi оптимiзацiї процесу нагрiвання прямокутної пласти-

ни. Мета: забезпечити мiнiмальний цiльовий рiвень температури Tmin у всiй

нагрiванiй областi при мiнiмiзацiї одного з ресурсiв (часу або максимальної

температури).

Спiльна структура задач оптимiзацiї:

Температура в кутовiй точцi квадранта (найдальша точка вiд джерела)

визначається з (2.79). У локальних координатах квадранта розмiром L/2×
L/2 з джерелом у точцi (0, 0) кутова точка має координати (L/2, L/2):

ucorner(t; q0) =
q0t

(L/2)2
+

q0
(L/2)2

∞∑
m,n=0

(m,n)̸=(0,0)

εmεn cos(mπ) cos(nπ)
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× 1− e−αλmnt

αλmn
, (2.89)

де λmn = π2

(L/2)2 (m
2 + n2).

Оскiльки cos(mπ) = (−1)m, маємо:

ucorner(t; q0) =
4q0t

L2
+

4q0
L2

∞∑
m,n=0

(m,n)̸=(0,0)

εmεn(−1)m+n1− e−αλmnt

αλmn
. (2.90)

Мiнiмiзацiя часу процесу. При фiксованiй максимальнiй темпера-

турi Tmax та заданiй цiльовiй температурi Tmin у найвiддаленiших точках

(кутах квадратiв), мiнiмальний час t∗ та вiдповiдна потужнiсть q∗0 визна-

чаються з системи умов:

ucorner(t
∗; q∗0) = Tmin, ucenter(t

∗; q∗0) ⩽ Tmax. (2.91)

Розв’язок знаходиться методом вкладеної дихотомiї: зовнiшнiй цикл ви-

конує пошук по часу на iнтервалi [0, tmax], а для кожного фiксованого t вну-

трiшнiй цикл знаходить потужнiсть q0 на iнтервалi [0, qmax
0 ], де qmax

0 оцiнює-

ться з (2.83). Точнiсть зовнiшнього циклу складає εt = 0.5 с, внутрiшнього

– εq = 0.1 °C.

Мiнiмiзацiя температури джерела. При фiксованому часi tmax та

заданiй цiльовiй температурi Tmin, мiнiмальна температура джерела T ∗
max

та вiдповiдна потужнiсть q∗0 визначаються з умов:

ucorner(tmax; q
∗
0) = Tmin, ucenter(tmax; q

∗
0) = T ∗

max. (2.92)

Структура алгоритму аналогiчна попередньому випадку, але зовнiшня

дихотомiя виконується по Tmax ∈ [Tmin, T
initial
max ] з точнiстю εT = 0.5 °C.

Базовий режим.Для порiвняння використовуються максимально допу-

стимi значення обох параметрiв: t = tmax, Tmax = T initial
max . Потужнiсть q0

визначається з умови ucorner(tmax; q0) = Tmin методом дихотомiї.

Для типових параметрiв (W = 1.5 м, H = 1.2 м, α = 0.01 м2/с, T initial
max =

100 °C, Tmin = 50 °C, tmax = 10 с) режим мiнiмiзацiї часу дає t∗ ≈ 7.5 с при
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q∗0 ≈ 0.30 Вт, режим мiнiмiзацiї температури – T ∗
max ≈ 75 °C при q∗0 ≈ 0.22

Вт, базовий режим – t = 10 с, Tmax = 100 °C, q0 ≈ 0.22 Вт.

2.4. Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiйної роботи детально дослiджено аналiти-

чнi методи розв’язання рiвнянь дифузiйного типу для моделювання iнфор-

мацiйного розповсюдження.

Представлено метод роздiлення змiнних (метод Фур’є) для розв’язання

рiвняння теплопровiдностi (2.1). Розв’язок представляється у виглядi добу-

тку функцiй (2.2), що призводить до задачi на власнi значення (2.5)–(2.6).

Загальний розв’язок (2.8) будується як суперпозицiя часткових розв’язкiв

з коефiцiєнтами, що визначаються за властивiстю ортогональностi власних

функцiй задачi Штурма-Лiувiлля.

Сформульовано одновимiрну задачу оптимiзацiї iнформацiйного розпо-

всюдження (2.9) з граничними умовами Дiрiхле-Неймана. Отримано ана-

лiтичний розв’язок у виглядi ряду Фур’є (2.35). Доведено рiвномiрну збi-

жнiсть ряду на [0, L] × [t0,+∞) для будь-якого t0 > 0 за ознакою Вейєр-

штрасса.

Побудовано двовимiрну модель iнформацiйного розповсюдження на пло-

щинi для квадратної областi Ω = [0, L]× [0, L] з точковим джерелом та гра-

ничними умовами Неймана. Отримано власнi функцiї та власнi значення

двовимiрної спектральної задачi методом роздiлення змiнних.

Побудовано функцiю Грiна для двовимiрної задачi теплопровiдностi з

умовами Неймана. Розроблено метод багаторiвневої декомпозицiї для пря-

мокутних областей довiльних розмiрiв на квадратнi пiдобластi з подаль-

шим композуванням розв’язкiв.

Розроблено пiдхiд до врахування симетрiї задачi: розв’язок для пiдо-

бластi з центральним джерелом конструюється з чотирьох розв’язкiв для
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квадрантiв з кутовим джерелом шляхом вiдзеркалення та суперпозицiї.

Розробленi аналiтичнi методи створюють теоретичну основу для пра-

ктичної оптимiзацiї процесiв iнформацiйного розповсюдження, що засто-

совується та експериментально дослiджується у наступних роздiлах.
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РОЗДIЛ 3

МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ РОЗПОВСЮДЖЕННЯ

IНФОРМАЦIЇ З УРАХУВАННЯМ НЕЧIТКОГО

СПРИЙНЯТТЯ ЧАСУ

У роздiлi 1 обґрунтовано гiбридну дворiвневу модель iнформацiйного

розповсюдження, де на нижньому (мiкроскопiчному) рiвнi оптимiзується

послiдовнiсть донесення iнформацiї до учасникiв конкретних груп. Даний

роздiл присвячено розробцi методiв розв’язування задач цього рiвня – за-

дачi комiвояжера з нечiткими параметрами, що вiдображають суб’єктивне

сприйняття часу передачi iнформацiї. Розглядається метод iмiтованого вiд-

палу як ефективний евристичний пiдхiд до комбiнаторної оптимiзацiї [11,

12], методи дефазифiкацiї для порiвняння нечiтких маршрутiв [59, 60], а

також результати обчислювальних експериментiв на тестових задачах з

бiблiотеки TSPLib. Отриманi результати дозволяють визначати оптималь-

ну послiдовнiсть обходу вузлiв у кожному сегментi мережi, видiленому на

верхньому рiвнi гiбридної моделi.

3.1. Метод вiдпалу для задачi комiвояжера з нечiткими

параметрами тривалостi перемiщень на мережi

Метод iмiтацiї вiдпалу (simulated annealing) є одним з найефективнi-

ших механiстичних пiдходiв до розв’язування комбiнаторних оптимiзацiй-

них задач, зокрема задачi комiвояжера [9, 61]. Назва методу походить вiд

фiзичного процесу вiдпалу металiв, при якому матерiал спочатку нагрiва-

ють до високої температури, а потiм повiльно охолоджують для досягнення

стану з мiнiмальною внутрiшньою енергiєю та покращеними структурними
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властивостями.

Фiзична аналогiя та основна iдея методу.

У фiзицi процес вiдпалу описується розподiлом Больцмана [10], згiдно

з яким ймовiрнiсть знаходження системи в станi з енергiєю E при темпе-

ратурi T визначається виразом:

P (E) = exp(−E/(kT )), (3.1)

де k - константа Больцмана. При високiй температурi система може

переходити як в стани з нижчою енергiєю, так i в стани з вищою енергi-

єю, що дозволяє їй “вибратися” з локальних мiнiмумiв. При поступовому

зниженнi температури ймовiрнiсть переходiв до станiв з вищою енергiєю

зменшується, i система поступово “заморожується” у станi близькому до

глобального мiнiмуму енергiї.

В контекстi задачi комiвояжера стан системи вiдповiдає певному мар-

шруту, а енергiя - довжинi або вартостi цього маршруту. Температура T

виступає як параметр управлiння, який регулює ймовiрнiсть прийняття

гiрших рiшень. При високiй температурi алгоритм може приймати мар-

шрути, що мають бiльшу довжину, нiж поточний, що дозволяє уникнути

застрягання в локальних мiнiмумах. При зниженнi температури алгоритм

стає бiльш “жадiбним” i з меншою ймовiрнiстю приймає гiршi рiшення.

Алгоритм методу вiдпалу для задачi комiвояжера.

Базовий алгоритм методу вiдпалу для задачi комiвояжера складається

з наступних крокiв:

Крок 1. Iнiцiалiзацiя:

— Генерується початковий маршрут S0 (випадково або за допомогою

жадiбного алгоритму)

— Обчислюється його вартiсть f(S0)

— Встановлюється початкова температура T0
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— Визначається швидкiсть охолодження α (зазвичай 0.8 ⩽ α ⩽ 0.99)

— Встановлюється критерiй зупинки (мiнiмальна температура Tmin

або максимальна кiлькiсть iтерацiй)

Крок 2. Генерацiя нового рiшення:

На кожнiй iтерацiї при поточнiй температурi T :

— Генерується сусiднє рiшення S ′ шляхом невеликої модифiкацiї по-

точного рiшення S

— Найпоширенiшi операцiї модифiкацiї:

� 2-opt: обирається два ребра маршруту i змiнюється порядок мiст

мiж ними

� Swap: мiняються мiсцями два випадковi мiста в маршрутi

� Insert: одне мiсто вилучається i вставляється в iншу позицiю

— Обчислюється вартiсть нового маршруту f(S ′)

Крок 3. Прийняття рiшення:

Обчислюється змiна вартостi: ΔE = f(S ′)− f(S)

— Якщо ΔE < 0 (нове рiшення краще), воно приймається безумовно:

S := S ′

— ЯкщоΔE ⩾ 0 (нове рiшення гiрше або однакове), воно приймається

з ймовiрнiстю:

P (прийняття) = exp(−ΔE/T ) (3.2)

Для прийняття рiшення генерується випадкове число r ∈ [0, 1]. Якщо

r < P (прийняття), то S := S ′.

Крок 4. Охолодження:

Пiсля виконання певної кiлькостi iтерацiй при поточнiй температурi

(зазвичай це кiлькiсть мiст n або n2), температура знижується згiдно з

обраним графiком охолодження:
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T := αT (3.3)

Крок 5. Перевiрка критерiю зупинки:

Якщо T < Tmin або досягнута максимальна кiлькiсть iтерацiй, алгоритм

завершується. Iнакше повертаємося до кроку 2.

Графiки охолодження.

Вибiр графiка (розкладу) охолодження суттєво впливає на ефектив-

нiсть методу [62, 29]. Основнi типи графiкiв охолодження:

Геометричне охолодження (найпоширенiше):

Tk+1 = αTk, де 0.8 ⩽ α ⩽ 0.99 (3.4)

Лiнiйне охолодження:

Tk+1 = Tk − β, β − const > 0 (3.5)

Логарифмiчне охолодження:

Tk = T0/ln(1 + k) (3.6)

Експоненцiйне охолодження:

Tk = T0α
k (3.7)

Адаптивне охолодження [63, 64, 65]:

Температура зменшується швидше, якщо не знаходяться кращi рiшен-

ня, i повiльнiше, якщо алгоритм активно покращує результати.

Застосування методу вiдпалу до нечiткої задачi комiвояжера.

При розв’язуваннi задачi комiвояжера з нечiткими вартостями пере-

мiщення мiж мiстами матриця вiдстаней D = [d̃ij] мiстить нечiткi числа
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замiсть чiтких [66, 67, 68]. Для застосування методу вiдпалу необхiдно мо-

дифiкувати крок обчислення вартостi маршруту [69].

Нехай маршрут S представлений послiдовнiстю мiст (v1, v2, . . . , vn, v1).

Тодi загальна нечiтка вартiсть маршруту обчислюється як:

f̃(S) =
n∑

i=1

d̃vi,vi+1
(3.8)

де d̃ij – нечiтке число, що представляє вартiсть перемiщення вiд мiста

i до мiста j (з урахуванням суб’єктивного сприйняття плину часу).

Оскiльки сума нечiтких трикутних чисел також є трикутним числом,

якщо d̃ij = (aij, bij, cij), то:

f̃(S) =

(∑
i

aij,
∑
i

bij,
∑
i

cij

)
(3.9)

Для порiвняння двох нечiтких маршрутiв f̃(S) та f̃(S ′) використову-

ються методи дефазифiкацiї (ранжування нечiтких чисел), розглянутi в

роздiлi 1. Найчастiше застосовується метод центру тяжiння (COG):

Для трикутного числа f̃(S) = (a, b, c):

F (S) = (a+ 2b+ c)/4 (3.10)

Для параболiчного числа:

F (S) = (a+ 3b+ c)/5 (3.11)

Тодi змiна вартостiΔE при переходi вiд маршруту S до S ′ обчислюється

як:

ΔE = F (S ′)− F (S) (3.12)

Весь алгоритм вiдпалу залишається незмiнним, але замiсть чiтких вар-

тостей використовуються дефазифiкованi значення нечiтких вартостей.
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Параметри методу вiдпалу та їх налаштування.

Ефективнiсть методу вiдпалу значною мiрою залежить вiд правильного

вибору параметрiв:

— Початкова температура T0: Повинна бути достатньо високою,

щоб на початку алгоритм приймав майже будь-якi переходи. Емпi-

ричне правило: T0 обирається таким чином, щоб початкова ймовiр-

нiсть прийняття гiршого рiшення була близько 0.8-0.9. Для цього

можна оцiнити середнє збiльшення вартостi при випадкових пере-

ходах ΔEavg i покласти:

T0 = −ΔEavg/ ln(0.8) (3.13)

— Швидкiсть охолодження α: Повинна забезпечувати достатньо

повiльне охолодження для дослiдження простору рiшень. Типовi

значення: α ∈ [0.85, 0.99]. Бiльшi значення α означають повiльнi-

ше охолодження i кращу якiсть рiшення, але довший час роботи

алгоритму.

— Кiлькiсть iтерацiй при кожнiй температурi: Зазвичай обира-

ється пропорцiйною до розмiру задачi. Для задачi комiвояжера з n

мiстами типовий вибiр - вiд n до n2 iтерацiй при кожнiй температу-

рi.

— Кiнцева температура Tmin: Визначає момент зупинки алгоритму.

Типовий вибiр: Tmin = 0.01 · T0 або Tmin ≈ 0.001.

— Альтернативний критерiй зупинки: Алгоритм може зупиня-

тися, якщо протягом певної кiлькостi послiдовних температурних

рiвнiв не знайдено покращення поточного найкращого рiшення.
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3.2. Визначення методiв дефазифiкацiї та порiвняння

нечiтких чисел

Пiсля застосування арифметичних операцiй над нечiткими числами ре-

зультат також має нечiткий характер [70, 71]. Для прийняття конкретних

рiшень необхiдно перетворити нечiткi результати у чiткi значення або вста-

новити вiдношення порядку мiж нечiткими числами [72]. Цей процес нази-

вається дефазифiкацiєю або ранжуванням нечiтких чисел.

Метод центру тяжiння (Center of Gravity, COG).

Метод центру тяжiння (метод Ягера першого типу) є одним з найпо-

ширенiших методiв дефазифiкацiї [73, 74, 75]. Для нечiткого числа Ã з

функцiєю належностi µÃ(x) ранг обчислюється як:

F1(Ã) =

1∫
0

α[inf Ãα + sup Ãα]/2 dα, (3.14)

де Ãα = {x|µÃ(x) ⩾ α} – α-зрiз нечiткого числа.

Для трикутного нечiткого числа Ã = (a, b, c) формула спрощується до:

F1(Ã) = (a+ 2b+ c)/4 (3.15)

Для параболiчного нечiткого числа:

F1(Ã) = (a+ 3b+ c)/5 (3.16)

Геометрично цей метод знаходить абсцису центру тяжiння областi пiд

функцiєю належностi нечiткого числа.

Метод бiсектора площi (Bisector of Area, BOA).

Метод бiсектора площi знаходить таке значення x0, що вертикальна

лiнiя, проведена через цю точку, дiлить площу пiд функцiєю належностi

нечiткого числа на двi рiвнi частини:
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x0∫
−∞

µÃ(x)dx =

+∞∫
x0

µÃ(x)dx (3.17)

Для трикутного нечiткого числа (a, b, c) значення x0 знаходиться з рiв-

няння:

(x0 − a)2/(2(b− a)) = (c− x0)
2/(2(c− b)) (3.18)

Розв’язуючи вiдносно x0, отримуємо:

x0 =
a
√
c− b+ c

√
b− a√

c− b+
√
b− a

. (3.19)

Метод максимального значення (Mean of Maximum, MOM).

Цей метод використовує середнє значення всiх точок, в яких функцiя

належностi досягає максимуму:

FMOM(Ã) =
1

|Xmax|
·
∑

x∈Xmax

x, (3.20)

де Xmax = {x | µÃ(x) = maxy µÃ(y)}.
Для трикутного числа (a, b, c) з унiмодальною функцiєю належностi

FMOM(Ã) = b.

Метод порiвняння на основi α-зрiзiв.

Для порiвняння двох нечiтких чисел Ã та B̃ можна використовувати їх

α-зрiзи. Нечiтке число Ã вважається меншим або рiвним B̃ з ступенем µ,

якщо:

µ(Ã ⩽ B̃) = sup
α∈[0,1]

min{α, µα(Ã ⩽ B̃)}, (3.21)

де µα(Ã ⩽ B̃) = 1, якщо sup Ãα ⩽ inf B̃α, i 0 в iншому випадку.

Метод порiвняння на основi функцiй належностi.
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Альтернативний пiдхiд полягає в обчисленнi ступеня, з якою одне не-

чiтке число переважає iнше:

µ(Ã > B̃) = supx,yminµÃ(x), µB̃(y), I(x > y) (3.22)

де I(x > y) - iндикаторна функцiя, що дорiвнює 1, якщо x > y, i 0 в

iншому випадку.

Практично це можна обчислити як площу перетину функцiй належно-

стi в областi, де значення першого числа бiльшi за значення другого.

Порiвняльний аналiз методiв дефазифiкацiї.

Рiзнi методи дефазифiкацiї мають рiзнi властивостi та застосовнiсть

[60, 59]:

— Метод центру тяжiння (COG):

� Враховує всю iнформацiю про форму нечiткого числа

� Має гарнi математичнi властивостi (лiнiйнiсть для трикутних

чисел)

� Найпоширенiший у практичних застосуваннях

� Може бути обчислювально складним для довiльних функцiй на-

лежностi

— Метод бiсектора площi (BOA):

� Бiльш стiйкий до викидiв у хвостах розподiлу

� Дає медiанне значення замiсть середнього

� Обчислювально складнiший за COG

� Не має властивостi лiнiйностi

— Метод максимального значення (MOM):

� Дуже простий в обчисленнi

� Пiдходить, коли найважливiшим є найбiльш типове значення

� Iгнорує форму функцiї належностi поза максимумом

� Може бути нестiйким при плоских пiках
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У контекстi задачi комiвояжера з нечiткими параметрами найбiльш до-

цiльним є використання методу центру тяжiння через його обчислювальну

простоту для трикутних та параболiчних чисел i властивiсть збереження

лiнiйностi операцiй.

3.3. Результати застосування методу вiдпалу для розв’язання

задачi комiвояжера з нечiткими параметрами

Для дослiдження ефективностi запропонованого пiдходу до розв’язання

задачi комiвояжера з нечiткими параметрами [76, 77, 31] було розроблено

програмне забезпечення на мовi Python з використанням бiблiотеки TSPLib

[28], яка мiстить в своєму каталозi вiдомi умови TSP у виглядi масивiв ко-

ординат або матриць умовних вiдстаней мiж мiстами. Нечiткi початковi

умови були згенерованi випадковим чином з максимальним вiдхиленням

вiд очiкуваного значення в областi сторони. Для перевiрки запропоновано-

го пiдходу проводилось порiвняння часу найкращих побудованих результа-

тiв для кожного типу нечiтких чисел з середнiми значеннями витраченого

часу кожного типу, що складає 105 випадкових проходжень побудованим

маршрутом.

Постановка експерименту.

В ходi дослiдження було реалiзовано описаний алгоритм на основi ме-

тоду вiдпалу з використанням нечiтких чисел для представлення суб’єк-

тивного сприйняття плину часу на дiлянках дороги мiж мiстами. Для про-

ведення чисельних розрахункiв запропоновано багатопротоковую реалiза-

цiю моделi. В процесi роботи обрається метод врахування рангу нечiткого

числа та порiвняння значень рангiв рiзних методiв (використовуючи пiко-

ва абсциса, BOA, COG) iз середнiми значеннями випадкових проходжень.

Зроблено висновок, що найкращих результатiв отримано методом центру

тяжiння (COG).
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Метод iмiтованого вiдпалу є потужним механiстичним алгоритмом, який

iмiтує процес вiдпалу в металургiї. У фiзичному процесi вiдпалу матерiал

нагрiвається до високої температури, а потiм поступово охолоджується, що

дозволяє атомам перебудовуватися в бiльш стабiльну кристалiчну структу-

ру з мiнiмальною енергiєю. Аналогiчно, в оптимiзацiї алгоритм починає з

високої “температури”, при якiй дозволяються значнi випадковi змiни пото-

чного розв’язку, навiть якщо вони його погiршують. Це дозволяє уникнути

застрягання в локальних мiнiмумах. Поступово, зi зниженням температу-

ри, алгоритм стає бiльш консервативним i приймає лише покращуючi змi-

ни.

Особливим у методi вiдпалу є критерiй Метрополiса для прийняття рi-

шення про перехiд до нового стану. Якщо новий розв’язок кращий за по-

точний, вiн приймається безумовно. Якщо ж новий розв’язок гiрший, вiн

все одно може бути прийнятий з ймовiрнiстю P = exp(−ΔE/T ), де ΔE

– погiршення цiльової функцiї, а T – поточна температура. Така страте-

гiя дозволяє алгоритму дослiджувати простiр розв’язкiв бiльш широко на

початкових етапах i зосереджуватися на локальному пошуку на пiзнiших

стадiях.

Для проведення експериментiв використовувалися наступнi тестовi за-

дачi з бiблiотеки TSPLib:

— u16 – задача з 16 мiстами

— gr4 – задача з 4 мiстами

— pr76 – задача з 76 мiстами

— rd100 – задача з 100 мiстами

— rd400 – задача з 400 мiстами

Нечiткi початковi умови генерувалися випадковим чином з максималь-

ним вiдхиленням вiд очiкуваного значення в областi сторони. Процедура

генерацiї нечiтких параметрiв вiдбувалася наступним чином: для кожної

пари мiст (i, j) з вiдомою вiдстанню dij (або часом проїзду) створювалося
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нечiтке число, де базове значення b = dij вiдповiдало вiдстанi з вхiдних

даних, а параметри розкиду обиралися випадково в межах заданого дiапа-

зону. Це дозволило iмiтувати реалiстичнi сценарiї, де фактична тривалiсть

поїздки може вiдхилятися вiд очiкуваної через рiзнi фактори: дорожнi умо-

ви, погоду, час доби, суб’єктивне сприйняття водiя тощо.

Для генерацiї трикутних нечiтких чисел [70] використовувалася форму-

ла d̃ij = (dij−δl, dij, dij+δr), де δl та δr – випадковi величини, що визначають

лiве та праве вiдхилення. Для параболiчних нечiтких чисел використову-

валися тi ж параметри, але з iншою функцiєю належностi, як описано у

роздiлi 1 [71].

Параметри алгоритму.

Для всiх експериментiв використовувалися наступнi параметри методу

вiдпалу:

— Початкова температура: T0 = 1000

— Коефiцiєнт охолодження: α = 0.995

— Кiнцева температура: Tmin = 0.01

— Кiлькiсть iтерацiй при кожнiй температурi: n (де n – кiлькiсть мiст)

— Операцiя модифiкацiї маршруту: 2-opt

Порiвняння методiв дефазифiкацiї нечiтких чисел проводилося для трьох

основних пiдходiв:

— Метод пiкової абсциси (використання модального значення нечiтко-

го числа)

— Метод бiсектора площi (BOA)

— Метод центру тяжiння (COG)

Результати експериментiв.

Порiвняння методiв дефазифiкацiї маршруту наведено у таблицi 3.1, де

випадковий маршрут характеризує час руху за маршрутом з урахуванням

середньої швидкостi, розрахованого маршруту – отриману оцiнку тривало-
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стi обраним методом:

Таблиця 3.1

Порiвняння методiв дефазифiкацiї для рiзних типiв нечiтких

чисел

Метод Випадковий маршрут Розрахований маршрут

Пiкова абсциса 5367.78 5046.0

BOA (трикутнi НЧ) 5332.54 5291.72

BOA (параб. НЧ) 5369.91 5341.70

COG (трикутнi НЧ) 5332.40 5332.86

COG (параб. НЧ) 5369.67 5368.72

Таким чином, зроблено висновок, що використання нечiтких чисел у ал-

горитмi вiдпалу дозволяє отримати конструктивнi результати при розв’я-

зуваннi задачi комiвояжера з нечiткими вхiдними параметрами.

Пiд час роботи програми вiдбувається порiвняння трьох можливих пiд-

ходiв для пошуку розв’язкiв (використання чiтких, трикутних та параболi-

чних чисел) з допомогою методу вiдпалу. Наведено результати чисельних

експериментiв, якi показують, що використання нечiтких чисел, зокрема

трикутних i параболiчних, з методом вiдпалу покращує результати задачi

TSP порiвняно з використанням чiтких чисел за умов припущення реалi-

стичностi моделi з можливими вiдхиленнями вiд очiкуваного середнього.

Результати роботи наведено у таблицi 3.2, де для кожної тестової задачi

порiвнюються очiкуваний час маршруту та фактичний час з урахуванням

середньої швидкостi для трьох типiв чисел – чiтких, трикутних та парабо-

лiчних:
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Таблиця 3.2

Результати застосування методу вiдпалу з рiзними типами чисел

Задача Тип чисел Очiкуваний час Фактичний час

u16

чiткi 6859.0 7247.38

трик. 6859.0 7129.38

параб. 6859.0 7128.92

gr4

чiткi 5046.0 5369.57

трик. 5071.0 5369.30

параб. 5070.0 5363.88

pr76

чiткi 108273.0 115105.75

трик. 108894.0 114102.55

параб. 109295.0 114563.41

rd100

чiткi 8185.0 8653.50

трик. 7975.0 8390.85

параб. 8049.0 8447.22

rd400

чiткi 18070.0 19087.33

трик. 18089.0 19008.33

параб. 17808.0 18713.72

3.4. Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi представлено методи розв’язування задачi комiвоя-

жера з нечiткими параметрами, що формують iнструментарiй нижнього

(мiкроскопiчного) рiвня гiбридної дворiвневої моделi iнформацiйного роз-

повсюдження.

Дослiджено застосування методу iмiтованого вiдпалу до задачi комiво-

яжера з нечiткими вхiдними параметрами, що моделюють невизначенiсть у

часi проходження маршруту та суб’єктивне сприйняття плину часу учасни-

ками комунiкацiї. Детально описано алгоритм методу вiдпалу (3.1)–(3.3),



99

включаючи фiзичну аналогiю з металургiйним процесом, критерiй Метро-

полiса для прийняття рiшень та рiзнi графiки охолодження (3.4)–(3.7).

Адаптовано метод вiдпалу для роботи з нечiткими параметрами шля-

хом iнтеграцiї методiв дефазифiкацiї. Вартiсть нечiткого маршруту обчи-

слюється як сума нечiтких чисел (3.8)–(3.9), а порiвняння маршрутiв здiй-

снюється через дефазифiкованi значення (3.10)–(3.12).

Проведено порiвняльний аналiз трьох методiв дефазифiкацiї нечiтких

чисел: методу центру тяжiння (COG) (3.14)–(3.16), методу бiсектора пло-

щi (BOA) (3.17)–(3.18) та методу максимального значення (MOM) (3.20).

Обґрунтовано вибiр методу центру тяжiння як оптимального для даного

класу задач через його обчислювальну простоту та властивiсть збереження

лiнiйностi операцiй.

Обчислювальнi експерименти на тестових задачах з бiблiотеки TSPLib

(вiд 4 до 400 мiст) показали, що метод центру тяжiння забезпечує результа-

ти, найближчi до статистичного очiкування при 105 випадкових реалiзацiях

нечiтких параметрiв (таблиця 3.1). Порiвняння трикутних та параболiчних

нечiтких чисел (таблиця 3.2) пiдтвердило, що використання нечiтких чисел

покращує результати порiвняно з чiткими значеннями за умов реалiстичної

моделi з можливими вiдхиленнями вiд очiкуваного середнього.

Отриманi результати формують методологiчну основу для оптимiзацiї

послiдовностi донесення iнформацiї до учасникiв конкретних груп у межах

сегментiв мережi, видiлених на верхньому рiвнi гiбридної моделi засобами

дифузiйного моделювання.
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РОЗДIЛ 4

АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ ДОСЛIДЖЕНЬ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

ЗАДАЧ РОЗПОВСЮДЖЕННЯ IНФОРМАЦIЇ

У попереднiх роздiлах розроблено методи для обох рiвнiв гiбридної мо-

делi iнформацiйного розповсюдження: аналiтичнi методи розв’язання рiв-

нянь дифузiйного типу (верхнiй рiвень) та метод вiдпалу для задачi ко-

мiвояжера з нечiткими параметрами (нижнiй рiвень). Даний роздiл при-

свячено практичнiй апробацiї цих методiв: застосуванню отриманих ана-

лiтичних розв’язкiв до оптимiзацiйних задач, програмнiй реалiзацiї розро-

блених алгоритмiв та аналiзу результатiв обчислювальних експериментiв

[78]. Особлива увага придiляється порiвнянню рiзних режимiв оптимiзацiї

та iнтерпретацiї отриманих результатiв у контекстi гiбридної моделi iнфор-

мацiйного розповсюдження.

4.1. Приклад практичного застосування аналiтичного

розв’язку одновимiрної задачi теплопровiдностi

Отриманий у роздiлi 2 аналiтичний розв’язок (2.35) одновимiрної задачi

теплопровiдностi дозволяє сформулювати та розв’язати практичнi оптимi-

зацiйнi задачi для процесу iнформацiйного розповсюдження [79].

Визначення оптимальної довжини сегмента. Пiдставляючи t =

tmax у формулу розв’язку, отримуємо функцiю u(x) розподiлу температури

(рiвня iнформованостi) в момент максимально допустимого часу. Для до-

сягнення цiльової температури T2 < T1 у найвiддаленiшiй точцi сегмента

необхiдно знайти таке x = xT2
, при якому u(xT2

, tmax) = T2. Це досягається

методом дихотомiї [80], пiсля чого довжина сегмента визначається як:
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Lp =

⌈
L

2xT2

⌉
(4.1)

Оптимiзацiя параметрiв процесу.

Центральним об’єктом аналiзу є температура у найвiддаленiшiй точцi

сегмента (на вiдстанi L/2 вiд джерела), яка визначається з (2.35) при x = L:

uend(t;Tmax) = Tmax+
4Tmax

π

∞∑
n=0

cos (2n+1)π
2 − 1

2n+ 1
sin

(2n+ 1)π

2
e−α

π(n+1
2 )

L t. (4.2)

Враховуючи, що sin (2n+1)π
2 = (−1)n, вираз спрощується до:

uend(t;Tmax) = Tmax +
4Tmax

π

∞∑
n=0

(−1)n(cos (2n+1)π
2 − 1)

2n+ 1
e−α

π(n+1
2 )

L t. (4.3)

Реалiзовано три режими оптимiзацiї:

Мiнiмiзацiя часу процесу. При фiксованiй максимальнiй температу-

рi джерела Tmax та заданiй цiльовiй температурi Tmin, мiнiмальний час t∗

визначається з умови:

uend(t
∗;Tmax) = Tmin. (4.4)

Розв’язок знаходиться методом дихотомiї на iнтервалi [0, tmax] з точнiстю

ε = 10−4.

Мiнiмiзацiя температури джерела. При фiксованому часi процесу

tmax, мiнiмальна температура джерела T ∗
max визначається з умови:

uend(tmax;T
∗
max) = Tmin. (4.5)

Розв’язок знаходиться методом дихотомiї на iнтервалi [0, T initial
max ].

Базовий режим. Використовуються максимально допустимi значення

обох параметрiв: t = tmax, Tmax = T initial
max .

Визначення оптимальної довжини сегмента.
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Перед застосуванням оптимiзацiйних процедур визначається максималь-

на довжина сегмента Lmax, при якiй температура у найвiддаленiшiй точцi

досягає Tmin за час tmax при заданiй Tmax. Якщо умова

uend(tmax;Tmax) ⩾ Tmin (4.6)

виконується для всього стрижня (при L = Lrod/2), то Lmax = Lrod/2. В iн-

шому випадку Lmax знаходиться методом дихотомiї на iнтервалi [0, Lrod/2].

Кiлькiсть сегментiв визначається як:

N =

⌈
Lrod

2Lmax

⌉
. (4.7)

Таблиця 4.1

Результати оптимiзацiї для одновимiрної моделi

Режим Час t, с Tmax, °C Сегмент, м Джерел

Базовий 0.00500 100.0 3.14 4

Мiн. часу 0.00312 100.0 3.14 4

Мiн. темп. 0.00500 62.5 3.14 4

Результати демонструють компромiс мiж часом процесу та температу-

рою джерела: режим мiнiмiзацiї часу дає t∗ ≈ 0.00312 с при Tmax = 100 °C,

тодi як режим мiнiмiзацiї температури дає T ∗
max ≈ 62.5 °C при t = 0.005 с.

4.2. Результати апробацiї роботи розробленого методу

моделювання

Для практичної апробацiї розроблених аналiтичних методiв створено

програмну систему мовою Python з використанням науково-обчислюваль-

них бiблiотек NumPy [81] (для чисельних обчислень температурного про-

фiлю) та Matplotlib [82] (для вiзуалiзацiї динамiки процесу нагрiвання).

Система реалiзує обчислення температурного профiлю за формулою (2.35)

з автоматичним визначенням кiлькостi членiв ряду за критерiєм збiжностi.
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Метод дихотомiї реалiзовано як унiверсальну процедуру пошуку коре-

ня рiвняння f(x) = ytarget для монотонних функцiй на заданому iнтервалi

[xa, xb]. Алгоритм автоматично визначає напрямок зростання функцiї та

виконує iтеративне звуження iнтервалу до досягнення точностi ε = 10−4.

Збiжнiсть методу є логарифмiчною: для досягнення заданої точностi по-

трiбно log2((xb − xa)/ε) iтерацiй.

Результати обчислювальних експериментiв.

Проведено серiю обчислювальних експериментiв для типової конфiгу-

рацiї: Lrod = 20 м, α = 401 м2/с, T initial
max = 100 °C, Tmin = 40 °C, tmax = 0.005

с.

Вiзуалiзацiя процесу нагрiвання.

Для iлюстрацiї роботи програмної системи розглянемо задачу нагрi-

вання алюмiнiєвого стрижня довжиною 30 сантиметрiв з максимальною

температурою джерел 100°C та максимальним часом 2 хвилини. Пiсля ви-

конання розрахункiв отримано, що для досягнення бажаного результату

необхiдно розбити стрижень на 6 рiвних частин. Етапи моделювання про-

цесу нагрiвання наведено на рис. 4.1–4.3.



104

Рис. 4.1: Розподiл температури на початку моделювання (33% вiд макси-

мального часу). Температура максимальна в точках нагрiвання та розпо-

дiляється вiдповiдно до вiдстанi вiд нагрiвальних елементiв. Пунктирною

лiнiєю позначено бажану температуру вздовж стрижня, яка має бути до-

сягнута за заданий час.
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Рис. 4.2: Розподiл температури на етапi двох третин вiд максимального

часу (66%). Температура вздовж усього стрижня значно зросла, поступово

наближаючись до бажаного рiвня.

Рис. 4.3: Фiнальний стан – бажана температура досягнута вздовж усього

стрижня, що означає завершення виконання програми.
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4.3. Обчислювальнi експерименти iмiтацiйного моделювання

iнформацiйного розповсюдження у двовимiрному

випадку

Для двовимiрної моделi створено програмну систему, що моделює про-

цес iнформацiйного розповсюдження у двовимiрних соцiальних мережах.

Реалiзацiя виконана мовою Python з використанням бiблiотек NumPy, Mat-

plotlib та Pillow (для генерацiї анiмацiй процесу дифузiї повiдомлень).

Архiтектура системи моделювання.

Програмна система реалiзує метод функцiї Грiна для розв’язання за-

дачi iнформацiйного розповсюдження вiд точкових джерел у прямокутних

фрагментах соцiальної мережi. Ключовою особливiстю є використання ба-

гаторiвневої декомпозицiї простору: велика мережа розбивається на меншi

квадратнi пiдмережi, для кожної з яких розв’язок будується незалежно з

подальшим композуванням загальної картини поширення iнформацiї.

Процес моделювання здiйснюється у кiлька етапiв:

Етап 1: Декомпозицiя мережi. Вхiдний прямокутний фрагмент со-

цiальної мережi розмiрами W × H розбивається на квадратнi пiдмережi

розмiру L × L. Розмiр L визначається з умови, що за доступний час tmax

iнформацiя встигне досягти характерного рiвня iнформованостi в межах

кожної пiдмережi. Якщо пiсля розбиття залишаються несиметричнi смуги,

процес декомпозицiї повторюється рекурсивно.

Етап 2: Калiбрування iнтенсивностi джерел. Для кожного рiвня

декомпозицiї незалежно визначається оптимальна iнтенсивнiсть джерел iн-

формацiї q0. Програма реалiзує три режими оптимiзацiї: базовий режим,

мiнiмiзацiя часу та мiнiмiзацiя iнтенсивностi.

Етап 3: Обчислення розподiлу iнформованостi. Для кожної ква-

дратної пiдмережi обчислюється розподiл рiвня iнформованостi як функцiя

координат та часу за допомогою розкладу за власними функцiями опера-
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тора Лапласа з граничними умовами Неймана.

Етап 4: Композицiя та вiзуалiзацiя. Розв’язки для всiх рiвнiв де-

композицiї об’єднуються у єдине поле iнформованостi. Результат зберiгає-

ться як анiмацiя у форматi GIF.

Порiвняльний аналiз режимiв оптимiзацiї.

Ефективнiсть рiзних режимiв оптимiзацiї продемонстровано на тесто-

вих конфiгурацiях мереж. Результати наведено у таблицi 4.2.

Таблиця 4.2

Порiвняння режимiв оптимiзацiї для рiзних конфiгурацiй

мережi

Конфiгурацiя Режим
Час Iнтенсивнiсть Потужнiсть Джерел

t, с Tmax, °C q0, Вт шт

1.5× 1.2 м
α = 0.01 м2/с
Tmin = 50 °C

none 10.0 100 0.22 12

max_time 7.5 100 0.30 12

max_temp 10.0 75 0.22 12

2.0× 1.5 м
α = 0.01 м2/с
Tmin = 50 °C

none 10.0 100 0.36 12

max_time 7.5 100 0.50 12

max_temp 10.0 73 0.36 12

Вiзуалiзацiя процесу нагрiвання на площинi.

Для iлюстрацiї роботи програмної системи розглянемо задачу нагрiван-

ня прямокутної пластини розмiрами 1.4×1.0 м2. Параметри моделювання:

α = 0.01 м2/с, Tmax = 100 °C, Tmin = 70 °C, tmax = 10 с. Етапи моделювання

процесу нагрiвання наведено на рис. 4.4–4.6.
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Рис. 4.4: Розподiл температури на початку моделювання (t = 3.3 с, 33%

вiд максимального часу). Температура на пластинi варiюється вiд 15°C до

135°C. Тепло зосереджено навколо джерел.
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Рис. 4.5: Розподiл температури на середньому етапi (t = 6.6 с, 66% вiд ма-

ксимального часу). Температура на пластинi варiюється вiд 43°C до 163°C.

Тепловi поля вiд сусiднiх джерел перекриваються.
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Рис. 4.6: Фiнальний стан (t = 10 с). Температура на пластинi варiюється

вiд 70°C до 190°C. Цiльова мiнiмальна температура 70°C досягнута в усiх

точках пластини.

4.4. Аналiз чисельних результатiв розв’язання задачi

комiвояжера з нечiткими параметрами тривалостi

перемiщень

Пiд час експериментiв проводилось порiвняння трьох можливих пiдхо-

дiв для пошуку розв’язкiв (використання чiтких, трикутних та параболi-

чних чисел) з допомогою методу вiдпалу. Аналiз результатiв проводився у

кiлька етапiв [83]. На першому етапi для кожної тестової задачi виконува-

лося 105 випадкових проходжень маршруту для отримання статистичного

розподiлу часу при рiзних реалiзацiях нечiтких параметрiв. На другому

етапi застосовувався метод вiдпалу з рiзними варiантами обробки нечiтких

параметрiв.

Порiвняння проводилося за двома критерiями: близькiсть знайденого



111

маршруту до оптимального та стiйкiсть розв’язку до варiацiй нечiтких па-

раметрiв. Виявилося, що метод COG забезпечує найкращий баланс мiж

цими критерiями [84].

Основнi висновки з експериментального дослiдження:

1. Використання нечiтких чисел для моделювання неточностi вхiдних

даних дозволяє знаходити розв’язки, якi краще вiдповiдають реаль-

ним умовам.

2. Серед методiв дефазифiкацiї найкращi результати показав метод

центру тяжiння (COG).

3. Параболiчнi нечiткi числа дозволяють точнiше моделювати суб’єк-

тивне сприйняття часу порiвняно з трикутними.

4. Метод вiдпалу демонструє високу ефективнiсть при роботi з нечi-

ткими параметрами.

5. Збiльшення розмiру задачi не призводить до iстотного погiршення

якостi розв’язкiв при використаннi нечiтких чисел.

4.5. Висновки до роздiлу 4

У четвертому роздiлi дисертацiйної роботи проведено практичну апро-

бацiю розроблених методiв та алгоритмiв.

Застосовано аналiтичний розв’язок одновимiрної задачi теплопровiдно-

стi для оптимiзацiї параметрiв процесу iнформацiйного розповсюдження.

Реалiзовано три режими оптимiзацiї (базовий, мiнiмiзацiя часу, мiнiмiзацiя

температури), що демонструють компромiс мiж часом процесу та iнтенсив-

нiстю джерел. Режим мiнiмiзацiї часу дає t∗ ≈ 0.00312 с при Tmax = 100

°C, режим мiнiмiзацiї температури – T ∗
max ≈ 62.5 °C при t = 0.005 с.

Створено програмну систему мовою Python для моделювання однови-

мiрного та двовимiрного процесiв iнформацiйного розповсюдження. Систе-

ма включає обчислення температурних профiлiв за аналiтичними форму-
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лами, метод дихотомiї для пошуку оптимальних параметрiв з точнiстю

ε = 10−4, багаторiвневу декомпозицiю прямокутних областей та вiзуалi-

зацiю динамiки процесу.

Проведено обчислювальнi експерименти для двовимiрної моделi на те-

стових конфiгурацiях мереж рiзних розмiрiв. Багаторiвнева декомпозицiя

забезпечує покриття складних геометрiй з незайнятою площею не бiльше

1–5%. Час обчислень зростає лiнiйно з кiлькiстю джерел (5–8 секунд для

12–19 джерел та 60 кадрiв).

Проаналiзовано результати застосування методу вiдпалу до задачi ко-

мiвояжера з нечiткими параметрами. На основi порiвняння трьох методiв

дефазифiкацiї (пiкова абсциса, BOA, COG) встановлено, що метод центру

тяжiння забезпечує результати, найближчi до статистичного очiкування

при 105 випадкових реалiзацiях.

Показано практичну застосовнiсть розроблених методiв для моделю-

вання процесiв iнформацiйного розповсюдження. Використання фiзичної

аналогiї з процесами теплопровiдностi дозволяє застосовувати математи-

чний апарат термодинамiки до задач аналiзу соцiальних мереж.

Результати обчислювальних експериментiв пiдтверджують ефективнiсть

розроблених методiв та їх придатнiсть для практичного застосування в за-

дачах оптимiзацiї iнформацiйного розповсюдження.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розробцi гiбридної дворiвневої мате-

матичної моделi процесiв розповсюдження iнформацiї в соцiальних групах

та середовищах, що поєднує формалiзацiю зовнiшньої динамiки на основi

рiвнянь у частинних похiдних дифузiйного типу з забезпеченням оптималь-

ного часу внутрiшньогрупового поширення на основi визначення маршру-

тiв в задачi комiвояжера з нечiткими часовими параметрами. Централь-

ною iдеєю роботи є встановлення фундаментальної аналогiї мiж фiзичними

процесами теплопровiдностi та соцiальними процесами розповсюдження iн-

формацiї, що дозволяє застосувати добре розвинений математичний апарат

термодинамiки до аналiзу iнформацiйних потокiв у соцiальних мережах на

рiзних просторово-часових масштабах.

Обґрунтовано доцiльнiсть дворiвневого пiдходу з позицiй теорiї багато-

масштабного моделювання. Запропонована гiбридна модель дозволяє по-

єднати переваги неперервного дифузiйного опису (аналiтичнi розв’язки,

фiзична iнтерпретацiя) з можливостями дискретної комбiнаторної оптимi-

зацiї (врахування структури мережi, суб’єктивних факторiв).

Для формалiзацiї невизначеностi запропоновано застосування нечiтких

чисел для опису суб’єктивного сприйняття iнтервалiв часу в задачах опти-

мiзацiї маршрутiв. Розглянуто трикутнi та параболiчнi нечiткi числа, про-

ведено порiвняння їх адекватностi для подання суб’єктивних оцiнок, отри-

мано висновок щодо бiльш реалiстичного опису моделi невизначеностi на

основi нечiтких чисел.

Адаптовано метод iмiтацiї вiдпалу для задачi комiвояжера з нечiткими

параметрами шляхом iнтеграцiї методiв дефазифiкацiї у процес оцiнюван-

ня вартостi маршрутiв. Проведено порiвняльний аналiз методiв дефазифi-
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кацiї (центру тяжiння, бiсектора площi, максимального значення).

Отримано аналiтичний розв’язок одновимiрного рiвняння теплопровiд-

ностi з граничними умовами Дiрiхле-Неймана методом роздiлення змiнних.

Розв’язок отримано у виглядi нескiнченного ряду за власними функцiями

задачi Штурма-Лiувiлля. На основi аналiтичного розв’язку сформульовано

та розв’язано оптимiзацiйнi задачi: мiнiмiзацiя часу при фiксованiй темпе-

ратурi джерела та мiнiмiзацiя температури при фiксованому часi. Обидвi

задачi розв’язуються методом дихотомiї з логарифмiчною збiжнiстю.

Побудовано функцiю Грiна для двовимiрного рiвняння теплопровiдно-

стi з умовами Неймана на всiх межах та точковим джерелом у кутi ква-

дратної областi. Функцiю Грiна отримано у виглядi подвiйного ряду за

власними функцiями двовимiрної задачi Штурма-Лiувiлля.

Розроблено метод багаторiвневої декомпозицiї прямокутних областей

на квадратнi пiдобластi для моделювання процесiв динамiки у двовимiрнiй

задачi розповсюдження iнформацiї.

Створено програмну систему, що реалiзує обчислення аналiтичних ро-

в’язкiв для обох рiвнiв гiбридної моделi, метод дихотомiї для пошуку опти-

мальних параметрiв, багаторiвневу декомпозицiю, алгоритм iмiтацiї вiдпа-

лу для нечiткої задачi комiвояжера та вiзуалiзацiю динамiки процесу. Про-

ведено серiю обчислювальних експериментiв, що пiдтвердили коректнiсть

реалiзацiї.

Встановлено переваги гiбридного пiдходу порiвняно з альтернативними

методами моделювання iнформацiйного розповсюдження, визначено пра-

ктичне значення отриманих результатiв для задач планування iнформа-

цiйних кампанiй у соцiальних мережах з урахуванням невизначеностi три-

валостi розповсюдження.

Проведено обчислювальнi експерименти для перевiрки адекватностi та

ефективностi розроблених моделей i методiв.

Таким чином, основними результатами дисертацiйного дослiдження, що
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виносяться на захист, є:

— запропоновано системний пiдхiд до моделювання процесiв iнформа-

цiйного розповсюдження на основi аналогiї з процесами теплопро-

вiдностi, що включає формалiзацiю вiдповiдностi параметрiв тепло-

фiзичної моделi характеристикам iнформацiйного процесу;

— розроблено метод багаторiвневої декомпозицiї прямокутних обла-

стей для двовимiрної задачi розповсюдження iнформацiї з незале-

жно калiброваними точковими джерелами;

— отримано аналiтичнi розв’язки в задачах розподiлу температури в

одновимiрних та двовимiрних задачах з граничними умовами Не-

ймана та точковими джерелами;

— вдосконалено метод iмiтацiї вiдпалу для задачi комiвояжера з нечi-

ткими параметрами тривалостi маршрутiв, обґрунтовано вибiр ме-

тоду центру тяжiння для розв’язання даного класу задач;

— набули подальшого розвитку моделi та методи планування iнфор-

мацiйних кампанiй у соцiальних мережах i середовищах на основi

моделей дифузiйного типу та оптимiзацiї маршрутiв перемiщень з

урахуванням невизначеностi тривалостi руху на мережi.
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Додаток А

Результати чисельних розрахункiв для моделювання процесiв

iнформацiйного розповсюдження

У даному додатку наведено детальнi результати чисельних розрахункiв

для трьох типових задач, що iлюструють застосування розроблених мето-

дiв: одновимiрна задача дифузiї iнформацiї, двовимiрна задача на площинi

та задача комiвояжера з нечiткими параметрами.

Приклад 1: Одновимiрна модель iнформацiйного розповсю-

дження

Вхiднi параметри задачi.

Розглядається задача розповсюдження iнформацiї вздовж лiнiйного гра-

фа соцiальних вiдносин з наступними параметрами:

Таблиця А.1: Вхiднi параметри одновимiрної задачi

Параметр Позначення Значення Одиницi

Довжина сегмента L 10.0 ум. од.

Коефiцiєнт дифузiї α 0.1 ум. од.2/с

Температура джерела Tmax 100.0 ум. од.

Цiльова температура Tmin 30.0 ум. од.

Максимальний час tmax 50.0 с

Точнiсть обчислень ε 10−4 —

Аналiтичний розв’язок. Температурний профiль обчислюється за

формулою (2.35):

u(x, t) = Tmax +
4Tmax

π

N∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

(
cos

(2n+ 1)π

2
− 1

)
×
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× cos
(2n+ 1)πx

2L
exp

(
−α

(2n+ 1)2π2

4L2
t

)
Для забезпечення точностi ε = 10−4 використано N = 50 членiв ряду.

Результати обчислень.

Таблиця А.2: Температурний профiль u(x, tmax) при t = 50 с (значення для

x ∈ [0, L])

x u(x, 50) x u(x, 50)

0.0 100.000 5.5 58.234

0.5 99.847 6.0 53.891

1.0 99.391 6.5 49.672

1.5 98.642 7.0 45.603

2.0 97.613 7.5 41.709

2.5 96.322 8.0 38.012

3.0 94.789 8.5 34.532

3.5 93.033 9.0 31.287

4.0 91.072 9.5 28.295

4.5 88.922 10.0 25.569

5.0 67.598

Оптимiзацiйнi розрахунки.

Задача 1: Мiнiмiзацiя часу процесу.

При фiксованому Tmax = 100 знайдено мiнiмальний час t∗, при якому

u(L, t∗) = Tmin = 30:

Застосовано метод дихотомiї на iнтервалi [0, 100]:

— Початковий iнтервал: [a0, b0] = [0, 100]

— Пiсля 20 iтерацiй: t∗ = 42.187 с

— Перевiрка: u(10, 42.187) = 30.001 ≈ Tmin

Задача 2: Мiнiмiзацiя температури джерела.

При фiксованому tmax = 50 с знайдено мiнiмальну температуру джерела
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T ∗
max:

— Початковий iнтервал: [Tmin, 200] = [30, 200]

— Пiсля 18 iтерацiй: T ∗
max = 117.38 ум. од.

— Перевiрка: u(10, 50;T ∗
max) = 30.002 ≈ Tmin

Задача 3: Визначення оптимальної довжини сегмента.

При заданих обмеженнях визначено максимальну довжину сегмента,

при якiй досягається Tmin за час tmax:

— Оптимальна довжина: Lopt = 11.54 ум. од.

— Кiлькiсть джерел для покриття мережi довжиною 100 ум. од.: ⌈100/(2·
11.54)⌉ = 5 джерел

Вiзуалiзацiя результатiв. Динамiка температурного профiлю для

моментiв часу t ∈ {0, 10, 20, 30, 40, 50} с представлена на рисунках 4.1–4.3

у роздiлi 4.

Приклад 2: Двовимiрна модель iнформацiйного розповсюдже-

ння на площинi

Вхiднi параметри задачi. Розглядається задача розповсюдження iн-

формацiї на прямокутнiй областi з точковим джерелом:

Таблиця А.3: Вхiднi параметри двовимiрної задачi

Параметр Позначення Значення Одиницi

Розмiри областi Lx × Ly 20× 20 ум. од.

Коефiцiєнт дифузiї α 0.5 ум. од.2/с

Iнтенсивнiсть джерела q0 100.0 ум. од./с

Координати джерела (x0, y0) (10, 10) ум. од.

Час моделювання tend 100.0 с

Крок сiтки Δx = Δy 0.5 ум. од.

Метод розв’язання. Використано метод функцiї Грiна для прямоку-

тної областi з однорiдними граничними умовами Дiрiхле. Функцiя Грiна
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представлена у виглядi подвiйного ряду за власними функцiями:

G(x, y, t; x′, y′) =
4

LxLy

M∑
m=1

N∑
n=1

sin
mπx

Lx
sin

nπy

Ly
sin

mπx′

Lx
sin

nπy′

Ly
e−αλmnt

де λmn = π2
(
m2

L2
x
+ n2

L2
y

)
.

Для обчислень використано M = N = 30 членiв ряду.

Результати обчислень.

Таблиця А.4: Значення u(x, y, t) у вибраних точках при t = 50 с

x y u(x, y, 50) x y u(x, y, 50)

10.0 10.0 78.432 5.0 10.0 45.218

10.0 12.0 71.105 10.0 5.0 45.218

12.0 10.0 71.105 15.0 10.0 45.218

12.0 12.0 64.892 10.0 15.0 45.218

8.0 8.0 64.892 5.0 5.0 28.674

14.0 14.0 41.237 15.0 15.0 28.674

5.0 15.0 28.674 15.0 5.0 28.674

2.0 2.0 8.921 18.0 18.0 8.921

Характеристики процесу розповсюдження.

Таблиця А.5: Динамiка охоплення областi

Час t (с) Макс. u Середнє ū Охоплення (u > 10)

10 42.15 8.32 18.4%

20 58.73 16.45 34.7%

30 68.21 23.18 48.2%

40 74.12 28.94 59.6%

50 78.43 33.87 68.9%

60 81.56 38.12 76.3%

80 85.89 44.83 86.7%

100 88.74 49.92 93.1%
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Декомпозицiя областi. Для досягнення 95% охоплення за час t = 50

с необхiдна декомпозицiя областi на пiдобластi з додатковими джерелами:

— Оптимальна кiлькiсть джерел: 4

— Розмiщення: (5, 5), (5, 15), (15, 5), (15, 15)

— Досягнуте охоплення при t = 50 с: 97.3%

Вiзуалiзацiя двовимiрної дифузiї представлена на рисунках 4.4–4.6 у

роздiлi 4.

Приклад 3: Задача комiвояжера з нечiткими параметрами

Тестова задача. Для демонстрацiї методу використано тестову задачу

burma14 з бiблiотеки TSPLib (14 мiст М’янми).

Таблиця А.6: Координати мiст задачi burma14

Мiсто x y Мiсто x y

1 16.47 96.10 8 16.30 97.38

2 16.47 94.44 9 16.47 97.38

3 20.09 92.54 10 21.52 95.59

4 22.39 93.37 11 19.41 97.13

5 25.23 97.24 12 20.09 94.55

6 22.00 96.05 13 16.30 93.98

7 20.47 97.02 14 17.20 96.29

Генерацiя нечiтких параметрiв. Нечiткi вiдстанi генеруються на

основi чiтких вiдстаней dij з випадковим вiдхиленням δ ∈ [0.1, 0.3]:

Трикутнi нечiткi числа: d̃ij = (dij(1− δl), dij, dij(1 + δr))

Параболiчнi нечiткi числа: з аналогiчними параметрами, але iншою

функцiєю належностi.

Параметри методу вiдпалу.

Таблиця А.7: Параметри алгоритму вiдпалу
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Параметр Значення

Початкова температура T0 1000

Кiнцева температура Tmin 0.01

Коефiцiєнт охолодження α 0.995

Iтерацiй на температуру 100

Кiлькiсть запускiв 10

Результати обчислень.

Таблиця А.8: Порiвняння методiв дефазифiкацiї для задачi burma14

Метод Мiн. Сер. Макс. Вiдх.

Чiткi вiдстанi 3323 3401 3512 2.3%

MOM (трикутнi) 3389 3478 3621 4.7%

BOA (трикутнi) 3356 3445 3587 3.7%

COG (трикутнi) 3334 3412 3534 2.7%

MOM (параболiчнi) 3401 3492 3645 5.1%

BOA (параболiчнi) 3367 3456 3598 4.0%

COG (параболiчнi) 3341 3423 3548 3.0%

Оптимальний маршрут. Знайдений оптимальний маршрут (метод

COG, трикутнi числа):

1 → 2 → 13 → 3 → 4 → 12 → 10 → 6 → 5 → 7 → 11 → 9 → 8 → 14 → 1

Довжина маршруту: 3334 (дефазифiковане значення)

Нечiтка довжина: (3012, 3334, 3723) – трикутне число

Статистичний аналiз. Для оцiнки якостi методу виконано 105 випад-

кових реалiзацiй нечiтких параметрiв:

Таблиця А.9: Статистичнi характеристики розподiлу довжини маршруту
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Характеристика Трикутнi Параболiчнi Змiшанi

Математичне сподiвання 3412 3428 3419

Стандартне вiдхилення 187 203 194

Мiнiмум 2998 2987 2991

Максимум 3891 3934 3912

Медiана 3398 3415 3405

Висновки до прикладу.

1. Метод центру тяжiння (COG) забезпечує результати, найближчi до

статистичного очiкування при великiй кiлькостi реалiзацiй нечiтких

параметрiв.

2. Трикутнi нечiткi числа дають дещо кращi результати порiвняно з

параболiчними для даної тестової задачi.

3. Вiдхилення вiд оптимального чiткого розв’язку складає 2.7–5.1% в

залежностi вiд методу дефазифiкацiї, що є прийнятним для практи-

чних застосувань.

4. Метод вiдпалу демонструє стабiльну збiжнiсть до якiсних розв’язкiв

при використаннi нечiтких параметрiв.
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