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Abstract. The paper considers a variant of the one-dimensional
quota traveling salesman problem and its connection to the (min, +)
convolution problem. We propose fine-grained reductions between
these problems, resulting in a conditional lower bound on the compu-
tational complexity of the quota traveling salesman problem variant.
We highlight the role of convexity in both problems and its connecti-
on to the proposed reductions.
Keywords: traveling salesman problem, min-plus-convolution, com-
putational complexity, fine-grained reduction.

Анотацiя. У статтi дослiджено одновимiрний варiант задачi ко-
мiвояжера з квотою та її зв’язок iз задачею про (min, +) згортку.
Запропоновано ефективнi способи звести цi задачi одна до одної.
Отримано умовну нижню оцiнку на обчислювальну складнiсть
варiанта задачi комiвояжера з квотою. Окремо видiлено практи-
чне значення опуклостi в обох задачах та її зв’язок iз запропоно-
ваними способами зведення.
Ключовi слова: задача комiвояжера, min-плюс-згортка, обчи-
слювальна складнiсть, обчислювально ефективнi зведення.

Вступ

Теорiя точної обчислювальної складностi займається отриманням верх-
нiх та нижнiх оцiнок обчислювальної складностi задач, для яких вже вiдомi
алгоритми iз полiномiально залежним вiд розмiру вхiдних даних часом ро-
боти (полiномiальний клас складностi). Зазначимо, що в лiтературi також
зустрiчається назва «теорiя тонкої обчислювальної складностi» (eng. fine-
grained complexity theory).
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Williams [1] наводить огляд деяких новiтнiх результатiв у теорiї точної
обчислювальної складностi. Здебiльшого, для отримання оцiнок пропоную-
ться ефективнi зведення до фундаментальних задач, для яких такi оцiнки
вже вiдомi. Такий пiдхiд дозволяє пояснити практичну складнiсть великих
екземплярiв деяких практичних задач, якi належать до полiномiального
класу складностi.

Водночас багато задач у теорiї точної обчислювальної складностi зали-
шаються нерозв’язаними. Williams [2] наводить огляд таких задач i обго-
ворює їхнє значення для подальшого розвитку галузi.

Однiєю з таких фундаментальних задач є задача про (min, +) згортку.
У цiй задачi задано двi числовi послiдовностi a = (a0, a1, . . . , an−1) та b =
(b0, b1, . . . , bn−1) однакової довжини n i потрiбно обчислити послiдовнiсть
c = (c0, c1, . . . , c2n−2), для якої

ck = min
i+j=k

(ai + bj). (1)

Умова i + j = k на суму iндексiв нагадує операцiю згортки функцiй,
звiдки задача й отримала свою назву.

Наївний алгоритм для цiєї задачi має обчислювальну складнiсть Θ(n2).
Попри суттєвi зусилля, досi не було знайдено алгоритму з обчислювальною
складнiстю O(n2−ε) для жодного ε > 0. Bremner та iн. [3] запропонували
використовувати це для отримання умовних нижнiх оцiнок iнших задач.

Cygan, Mucha, Węgrzycki та W lodarczyk [4] отримали ряд зведень до та
вiд задачi про (min, +) згортку, чим суттєво змiцнили статус цiєї задачi як
фундаментальної у теорiї точної обчислювальної складностi.

Iншою фундаментальною задачею у теорiї складностi алгоритмiв є за-
дача комiвояжера. Багато її варiантiв можуть бути розв’язанi за полiно-
мiальний час. Зокрема, de Berg, Buchin, Jansen та Woeginger [5] проводять
точний аналiз складностi декiлькох варiантiв задачi комiвояжера.

Важливо зазначити, що для певних варiантiв задачi з додатковими вла-
стивостями iснують швидшi алгоритми. Зокрема Bringmann та Cassis [6]
дослiдили зв’язок задачi про (min, +) згортку та деяких варiацiй задачi
про рюкзак, а також субадитивних послiдовностей. Властивостi обмеже-
ностi та монотонностi послiдовностей a та b вiдiграють важливу роль у
їхньому дослiдженнi. Уточнимо припущення Bremner та iн.:

Лема 1 (припущення). Для задачi про (min, +) згортку у постановцi (1)
з додатковою умовою −W ≤ ai, bj ≤ W для усiх i, j = 0, 1, . . . , n−1 не iснує
алгоритму з обчислювальною складнiстю O(n2−εpolylog(W )) для жодного
ε > 0. Тут polylog(W ) позначає полiном вiд логарифма W .

Окрiм обмеженостi вхiдних чисел, велике значення вiдiграє опуклiсть
послiдовностей a та b, або ж принаймнi однiєї з них. Eppstein, Galil та
Giancarlo [7] запропонували методи загальної оптимiзацiї для задач з опу-
клими послiдовностями задовго до того, як були отриманi бiльшiсть ре-
зультатiв у задачi про (min, +) згортку.
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Втiм, цi методи дозволяють розв’язувати задачу про згортку за час
O(n log n) за умови, що хоча б одна iз послiдовностей a та b опукла. Bri-
ngmann та Cassis [8] використали це i дослiдили значення опуклостi для
зв’язку задачi про (min, +) згортку та варiацiй задачi про рюкзак.

Мета нашої роботи полягає в дослiдженнi зв’язку одновимiрного варiан-
та задачi комiвояжера з квотою та задачi про (min, +) згортку. Роздiл 1
мiстить постановку задачi та основнi позначення. У роздiлi 2 формулюю-
ться та доводяться основнi результати.

1. Постановка задачi

Задача k-TSP, також вiдома як задача комiвояжера з квотою, полягає у
пошуку найкоротшого маршруту, який проходить через k з n заданих точок
у метричному просторi. Найпоширенiшим прикладом метричного просто-
ру є Евклiдiв d-вимiрний простiр. Найпростiшому з Евклiдових просторiв
вiдповiдає d = 1, тобто сам простiр є звичайною числовою прямою.

Одновимiрна задача k-TSP (1D k-TSP) полягає у знаходженнi найкоро-
тшого маршруту, що проходить через k з n заданих точок на числовiй осi.
Задача розбивається на два кроки: (i) вибiр пiдмножини з k точок та (ii)
пошук найкоротшого маршруту, що проходить через усi вибранi точки.

Лема 2. Оптимальний розв’язок вiдвiдує обранi k точок у впорядковано-
му за незростанням чи неспаданням порядку.

Доведення. Нехай координати обраних точок x0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xk−1, а
розв’язок вiдвiдує їх у порядку xi0 , xi1 , . . . , xik−1

. Позначимо j та l як iн-
декси, для яких ij = 0, il = k − 1. Без обмеження загальностi j ≤ l. Тодi
виконуються нерiвностi

|xij − xij+1 | + |xij+1 − xij+2 | + . . . + |xil−1
− xil | ≥

≥ |xij − xij+2 | + . . . + |xil−1
− xil | ≥

≥ |xij − xil | = |x0 − xk−1|.

У першому переходi ми використали нерiвнiсть трикутника, а у друго-
му – принцип математичної iндукцiї. Рiвнiсть в усiх нерiвностях трикутни-
ка досягається лише за умов xij ≤ xij+1 ≤ . . . ≤ xil або xij ≥ xij+1 ≥ . . . ≥
xil . Також зрозумiло, що зайвих точок бути не повинно, а тому j = 0 i
l = k − 1 (точки вiдвiданi за неспаданням) або ж j = k − 1 i l = 0 (точки
вiдвiданi за незростанням). □

Лема 3. Оптимальний розв’язок вибирає k послiдовних точок.

Доведення. Впорядкуємо всi точки за неспаданням: x0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xn−1.
Нехай були вибранi точки xi0 ≤ . . . ≤ xik−1

. З попередньої леми випливає,
що оптимальний шлях мiж ними має довжину xik−1

−xi0 . Позначимо i0 = j,
ik−1 = l, тодi ми мiнiмiзуємо xl−xj за умови l−j ≥ k−1. З впорядкованостi
точок випливає нерiвнiсть xl−xj ≥ xj+k−1−xj , а останнiй вираз якраз-таки
позначає довжину шляху мiж k послiдовними точками. □
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Отже, задачу можна розв’язати, упорядкувавши точки та обчисливши
значення

yk = min
i=0..n−k

(xi+k−1 − xi). (2)

Часова складнiсть цього алгоритму визначається етапом сортування. Нада-
лi припустимо, що точки вже впорядкованi. Тодi оптимальна часова скла-
днiсть алгоритму становить Θ(n).

Надалi ми розглянемо такий варiант одновимiрної задачi k-TSP: за впо-
рядкованою числовою послiдовнiстю x = (x0, x1, . . . , xn−1), необхiдно ви-
вести числову послiдовнiсть y = (y1, y2, . . . , yn), тобто розв’язати задачу
k-TSP для всiх значень k = 1, . . . , n. Нову задачу ми назвали 1D all k TSP.
Наївне застосування попереднього алгоритму окремо для кожного k при-
зводить до алгоритму з часовою складнiстю Θ(n2) для нового варiанта.

У наступному роздiлi ми опишемо алгоритм для цiєї задачi з часовою
складнiстю o(n2) та покажемо, що у припущеннi леми 1 не iснує алгоритму
з часовою складнiстю O(n2−εpolylog(W )) для жодного ε > 0. Ми досягнемо
цих результатiв побудувавши спосiб звести цю задачу до (min, +) згортки
та навпаки за майже лiнiйний час.

2. Ефективнi зведення мiж задачами

Теорема 1. Iснує алгоритм зi складнiстю o(n2) для задачi 1D all k TSP.

Доведення. Зведемо задачу 1D all k TSP до задачi про (min, +) згортку.
Нам задана числова послiдовнiсть x = (x0, x1, . . . , xn−1) i потрiбно побу-
дувати послiдовностi a та b. Визначимо їх як a = (xn−1, . . . , x1, x0) та
b = (−x0,−x1, . . . ,−xn−1). Iншими словами, ai = xn−1−i, bj = −xj . Таке
перетворення займає час Θ(n).

Розв’яжемо задачу про (min, +) згортку для послiдовностей a та b. Отри-
маємо послiдовнiсть c зi значеннями:

ck = min
i+j=k

(ai + bj) = min
i+j=k

(xn−1−i − xj).

Зробимо замiну i = k − j та отримаємо:

ck = min
j=0..k

(xj+n−k−1 − xj).

У вступi ми ввели позначення yn−k для цього виразу. Це означає, що
обчисливши послiдовнiсть c = (c0, c1, . . . , cn−1) ми можемо вiдновити зна-
чення yn−0 = yn, yn−1, . . . , yn−(n−1) = y1, тобто усю числову послiдовнiсть
y = (y1, y2, . . . , yn). Це перетворення займає час Θ(n).

Тобто, кожен алгоритм для задачi про (min, +) згортку може бути пере-
творений на алгоритм для задачi 1D all k TSP за лiнiйний час. Враховуючи,
що алгоритми для загальної задачi про (min, +) згортку мають бiльшу ча-
сову складнiсть, це означає, що кожен алгоритм для задачi про (min, +)
згортку може бути перетворений на алгоритм для задачi 1D all k TSP з
такою ж часовою складнiстю.

Зокрема, у [3] було запропоновано алгоритм для задачi про (min, +)
згортку зi складнiстю O(n2(log log n)3/ log2 n) = o(n2). □
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Теорема 2. У припущеннi леми 1 для задачi 1D all k TSP не iснує алго-
ритму з часовою складнiстю O(n2−εpolylog(W )) для жодного ε > 0.

Доведення. Зведемо задачу про (min, +) згортку до 1D all k TSP. Нам за-
данi числовi послiдовностi a = (a0, a1, . . . , an−1) та b = (b0, b1, . . . , bn−1) i
потрiбно обчислити послiдовнiсть c визначену в (1). Розглянемо послiдов-
нiсть x визначену як

x = (−a0, . . . ,−an−1, bn−1, . . . , b0).

Iншими словами, xi = −ai для i = 0, 1, . . . , n − 1 та xn+j = bn−1−j для
j = 0, 1, . . . , n− 1.

Розв’яжемо задачу 1D all k TSP для цiєї послiдовностi. Отримаємо послi-
довнiсть y зi значеннями визначеними в (2). Ми отримали 2n значень, проте
надалi будемо використовувати лише n з них, а саме yn+1, yn+2, . . . , yn+n =
y2n. Для них виконується рiвнiсть

yn+k = min
i=0..n−k

(xi+n+k−1 − xi).

Використаємо визначення x та отримаємо:

yn+k = min
i=0..n−k

(bn−k−i + ai).

Зауважимо, що n− k − i + i = n− k, тобто yn+k = cn−k за означенням (1).
Щоправда, у формулюваннi (2), задача 1D all k TSP вимагає впорядкова-

ностi послiдовностi x, а побудована нами послiдовнiсть не обов’язково має
таку властивiсть. Модифiкуємо послiдовнiсть, визначивши x′i = xi + 2iW .
Нагадаємо, що абсолютнi значення ai та bj обмеженi зверху числом W для
усiх i, j = 0, 1, . . . , n− 1. Це забезпечує впорядкованiсть x′, оскiльки:

x′i+1 − x′i = xi+1 − xi + 2W ≥ (−W ) − (+W ) + 2W = 0.

Використане перетворення також призводить до змiни

y′k = yk + 2(k − 1)W,

що дозволяє вiдновити початкову послiдовнiсть y за заданими y′ та W .
Щоправда, у конструкцiї x′ є ще одна проблема: її елементи не обов’яз-

ково належать сегменту [−W,W ]. Натомiсть можемо записати нерiвностi

x′i = xi + 2iW ≥ (−W ) + 0W = −W ≥ −4nW,

x′j = xj + 2jW ≤ (+W ) + 2(2n− 1)W = (4n− 1)W ≤ 4nW,

з яких випливає, що x′i належить сегменту [−4nW, 4nW ] для усiх i =
0, 1, . . . , 2n− 1.

Оцiнимо тепер складнiсть такого зведення. Ми звели задачу про (min, +)
згортку з параметрами (n,W ) до задачi 1D all k TSP з бiльшими параме-
трами (2n, 4nW ). Проведемо асимптотичний аналiз складностi отриманої
задачi:

O((2n)2−εpolylog(4nW )) = O(22−εn2−εpolylog(4nW )) =

= O(n2−εpolylog(4nW )) = O(n2−ε(polylog(4n) + polylog(W ))) =

= O(n2−ε(o(nε/2) + polylog(W ))) = O(n2−ε/2polylog(W )).
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де у першому рядку ми винесли константу, а у другому та третьому ско-
ристалися асимптотичними властивостями полi-логафмiчних функцiй.

Отже, кожен алгоритм зi складнiстю O(n2−εpolylog(W )) для задачi 1D
all k TSP може бути перетворений на алгоритм для задачi про (min, +)
згортки зi складнiстю O(n2−ε/2polylog(W )). Проте iснування останнього
суперечить припущенню леми 1. □

Зауваження. Зазначимо, що перетворення x′i = xi+2iW зберiгає опуклiсть
послiдовностi x. Справдi,

x′i+1 − 2x′i + x′i−1 =

= (xi+1 + 2(i + 1)W ) − 2(xi + 2iW ) + (xi−1 + 2(i− 1)W ) =

= (xi+1 − 2xi + xi−1) + (2(i + 1)W − 4iW + 2(i− 1)W ) =

= xi+1 − 2xi + xi−1,

тобто другi рiзницi послiдовностей x та x′ однаковi. Нагадаємо, що одним
з критерiїв опуклостi послiдовностi є невiд’ємнiсть других рiзниць.

Також опуклiсть зберiгається у зведеннi задачi 1D all k TSP до задачi про
(min, +) згортку, що дозволяє використати технiки запропонованi Eppstein,
Galil та Giancarlo [7] до опуклої задачi 1D all k TSP для побудови алгоритму
з часовою складнiстю O(n log n).

Зауваження. Якщо застосувати наближений алгоритм, а не точний, то
точнiсть першого зведення залишиться незмiнною, а ось точнiсть другого
зведення необхiдно оцiнити додатково. Ми розглянемо це питання бiльше
детально у наступних роботах.
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