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1 Âñòóï

1.1 Âèïàäêîâå áëóêàííÿ ç áàð'¹ðîì

Íåõàé (ξk)k∈N ¹ íåçàëåæíèìè êîïiÿìè âèïàäêîâî¨ âåëå÷èíè ξ ç äèñêðåòíèì

ðîçïîäiëîì pk = P{ξ = k}, k ∈ N.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Âèïàäêîâèì áëóêàííÿì ç áàð'¹ðîì n ∈ N íàçâåìî âèïàäêî-

âó ïîñëiäîâíiñòü R(n) := (Rk(n))k∈N0
, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

R0(n) := 0, Rk(n) := Rk−1(n) + ξk1{Rk−1(n)+ξk<n}, k ∈ N.

Ïîñëiäîâíiñòü (R(n))n∈N íå ñïàäà¹ ìàéæå íàïåâíî (ì.í.) Ïðè öüîìó âîíà

íå äîñÿãà¹ ñòàíó n. Íàäàëi ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî p1 > 0. Çãiäíî ç ëåìîþ 1.1

öÿ óìîâà ãàðàíòó¹, ùî R(n) ç éìîâiðíiñòþ îäèí ïîòðàïëÿ¹ ó ñòàí n − 1 i

çàëèøà¹òüñÿ ó íüîìó íàçàâæäè.

Äîñòàòíüî ïîâíà iíôîðìàöiÿ ïðî çàäàíå âèïàäêîâå áëóêàííÿ ç áàð'¹ðîì

ìiñòèòüñÿ ó òàêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èíàõ

Mn := #{k ∈ N : Rk−1(n) 6= Rk(n)} =
∑
l≥0

1{Rl(n)+ξl+1<n};

Tn := inf{k ∈ N0 : Rk(n) = n− 1} =
∑
l≥0

1{Rl(n)<n−1};

Vn := Tn −Mn = #{k ≤ Tn : Rk−1(n) = Rk(n)},

ùî âèçíà÷àþòü ÷èñëî ñòðèáêiâ, ÷àñ ïîãëèíàííÿ ó ñòàíi n−1 òà ÷èñëî íóëüîâèõ

ïðèðîñòiâ, ùî âiäáóëèñÿ äî ïîãëèíàííÿ, âiäïîâiäíî.

Ëåìà 1.1. Çà óìîâè p1 > 0 äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî n ∈ N âèïàäêîâà âåëè-

÷èíà Tn ñêií÷åííà ìàéæå íàïåâíî.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ. Î÷åâèäíî, ùî T1 = 0 ì.í. Ïðèïóñòèâøè,

ùî Tk <∞ ì.í. äëÿ k = 1, 2, . . . , n− 1 òà íàòóðàëüíîãî n ≥ 2, ïîêàæåìî, ùî
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Tn <∞ ì.í. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (R̂k(n))k∈N0
, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

R̂0(n) := 0 òà R̂k(n) = R̂k−1(n) + ξk+11{R̂k−1(n)+ξk+1<n}, k ∈ N

òà

T̂n := inf{k ∈ N0 : R̂k(n) = n− 1} =
∑
l≥0

1{R̂l(n)<n−1}.

Çàóâàæèìî, ùî Tn i T̂n ìàþòü îäíàêîâi ðîçïîäiëè, òîáòî

P{Tn = k} = P{T̂n = k}, k ∈ N.

Äiéñíî, îñêiëüêè

P{R̂k(n) = n− 1} = P{
k+1∑
i=1

ξi = n− 1} =

= P{
k∑
i=0

ξi = n− 1} = P{Rk(n) = n− 1},

òî

P{Tn = k} = P{
∑
l≥0

1{Rl(n)<n−1} = k} = P{
∑
l≥0

1{R̂l(n)<n−1} = k}

= P{T̂n = k}.

Ïîñëiäîâíiñòü (R̂k(n))k∈N0
i ïîñëiäîâíiñòü T̂n íå çàëåæàòü âiä ξ1. Êðiì òîãî,

Tn = (T̂n−ξ1 + 1)1{ξ1≤n−2} + 1{ξ1=n−1} + (T̂n + 1)1{ξ1≥n} ì.í.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ T̂n−ξ1 <∞ ì.í. íà ïîäi¨ {ξ1 ≤ n− 1}. Òîìó

T̂n−ξ11{ξ1≤n−2} =
n−2∑
k=1

T̂n−k1{ξ1=k} <∞ ì.í.

Òàêèì ÷èíîì,

P{Tn =∞} = P{T̂n + 1 =∞}P{ξ1 ≥ n} = P{Tn =∞}P{ξ1 ≥ n}.

Îñêiëüêè p1 > 0, òî P{ξ1 ≥ n} < 1. Îòæå, P{Tn = ∞} = 0. Ëåìó 1.1

äîâåäåíî.
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1.2 Çàñòîñóâàííÿ

Â áàãàòüîõ ñèòóàöiÿõ â ðåàëüíîìó æèòòi ïðèðîäíüî âèíèêàþòü âèïàäêîâi áëó-

êàííÿ ç áàð'¹ðîì. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ.

Ïðèêëàä 1.1. Êëàñ îäíîâèìiðíèõ çàäà÷ ïðî ïàêóâàííÿ ó ¹ìíîñòi ïðèðîäíî

ïîâ'ÿçàíèé ç âèïàäêîâèìè áëóêàííÿìè ç áàð'¹ðîì. Âiçüìåìî ¹ìíiñòü ðîçìiðó

n, â ÿêó ìîæå áóòè ïîìiùåíà äåÿêà êiëüêiñòü îá'¹êòiâ, ÿêi íàäõîäÿòü ïîñëi-

äîâíî. Ââàæà¹òüñÿ, ùî îá'¹êòè ¹ îäíîðiäíèìè, ùî, çîêðåìà, îçíà÷à¹, ùî ¨õíi

âèïàäêîâi ðîçìiðè ¹ íåçåëåæíèìè òà îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè. Îá'¹êò ðîçìiðó

ξj ïîìiùà¹òüñÿ â ¹ìíiñòü, ÿêùî â íié äîñòàòíüî âiëüíîãî ìiñöÿ. Îäíàê, ÿêùî

âiëüíîãî ìiñöÿ ìåíøå, íiæ ïîòðiáíî, îá'¹êò âiäõèëÿ¹òüñÿ. Â òàêîìó âèïàäêó

Mn+1 çàäà¹ êiëüêiñòü îá'¹êòiâ â ¹ìíîñòi, Vn+1 - êiëüêiñòü âiäõèëåíèõ îá'¹êòiâ,

à Tn+1 - çàãàëüíó êiëüêiñòü ñïðîá ïîìiñòèòè îá'¹êò â ¹ìíiñòü.

Ïðèêëàä 1.2. Ïiäïðè¹ìñòâî ìîæå ñïëà÷óâàòè e50000 íà ìiñÿöü íàéìàíèì

ïðàöiâíèêàì. Âèìîãè äî çàðïëàòíi ïîòåíöiéíèõ ïðàöiâíèêiâ ¹ íåçàëåæíèìè

êîïiÿìè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ùî íàáóâà¹ çíà÷åíü e100, e200, e300, ... Òîäi

M50001 çàäà¹ êiëüêiñòü íàéíÿòèõ ïðàöiâíèêiâ, T50001 - êiëüêiñòü îñiá, ùî íàìà-

ãàëèñÿ ïðàöåâëàøòóâàòèñü, à V50001 - êiëüêiñòü îñiá, ÿêèì áóëî âiäìîâëåíî â

ïðàöåâëàøòóâàííi.

Ïðèêëàä 1.3. Êîìïàíiÿ, ÿêà çàéìà¹òüñÿ òðàíñïîðòóâàííÿì âàíòàæó, çà îäèí

ðåéñ ìîæå ïåðåâåçòè ìàêñèìóì 10 òîíí. Âàãà êîæíî¨ îäèíèöi âàíòàæó ¹ íåçà-

ëåæíîþ êîïi¹þ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ùî íàáóâà¹ çíà÷åíü, êðàòíèõ 100 êã.

Òîäi M10001 çàäà¹ êiëüêiñòü ïåðåâåçåíèõ îäèíèöü âàíòàæó, V10001 - êiëüêiñòü

çàïèòiâ, ÿêi êîìïàíiÿ âiäõèëèëà, à T10001 - ñóìàðíó êiëüêiñòü çàïèòiâ.

Ïðèêëàä 1.4. Êëi¹íò ïðèäáàâ iíòåðíåò-ïàêåò ðîçìiðîì n ìåãàáàéò. Ïðè çà-

âàíòàæåííi ôàéëiâ ðîçìiðîì êðàòíèì 1 ìåãàáàéòó ñåðâåð îòðèìó¹ çàïèò íà
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çàâàíòàæåííÿ, ïåðåâiðÿ¹ ÷è íå ïåðåâèùó¹ ðîçìið ôàéëó äîñòóïíèé îá'¹ì i

ïî÷èíà¹ çàâàíòàæåííÿ, àáî âiäõèëÿ¹ çàïèò, ÿêùî ðîçìið ôàéëó çàâåëèêèé.

Òîäi Mn+1 çàäà¹ êiëüêiñòü çàâàíòàæåíèõ ôàéëiâ, Vn+1 - êiëüêiñòü âiäõèëåíèõ

çàïèòiâ, à Tn+1 - çàãàëüíó êiëüêiñòü çàïèòiâ.

Ïðèêëàä 1.5. Íåõàé {Zn : k ∈ N0} � öå íåçðîñòàþ÷èé ëàíöþã Ìàðêîâà ç

ìíîæèíîþ ñòàíiâ N i éìîâiðíîñòÿìè ïåðåõîäó πij äëÿ i < j i πij = 0 â iíøîìó

âèïàäêó. Âèçíà÷èìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

Xn := inf{k ≥ 1 : Zk = 1 çà óìîâè, ùî Z0 = n}

ÿêà áóäå ÷àñîì ïîãëèíàííÿ ëàíöþãà Ìàðêîâà. Ó âèïàäêó êîëè

πn,n−k =
P{ξ = k}

P{ξ < n− 1}
,

ðîçïîäië Xn çáiãà¹òüñÿ ç ðîçïîäiëîì Mn.

Ïðèêëàä 1.6. Ïåðåñòàâíèé êîàëåñöåíò ç ìíîæèííèìè çiòêíåííÿìè � öå ìàð-

êiâñüêèé ïðîöåñ, ÿêèé ñòàðòó¹ ó ìîìåíò ÷àñó 0 ç n áëîêàìè i ìà¹ òàêó äèíà-

ìiêó. Çà íàÿâíîñòi m áëîêiâ êîæíi k ç íèõ çiøòîâõó¹òüñÿ i çëèâàþòüñÿ â îäèí

áëîê ç iíòåíñèâíiñòþ

λmk =

1∫
0

xk−2(1− x)m−kΛ(dx), 2 ≤ k ≤ m,

äå Λ � öå ñêií÷åííà ìiðà íà [0, 1]. Â [8] áóëî äîâåäåíî, ùî çà óìîâè

Λ(dx) = const× xα−1
1(0,1)(x)(dx)

äëÿ äåÿêîãî α ∈ (0, 2), ÷èñëîXn çiòêíåíü êîàëåñöåíòà ìà¹ òîé ñàìèé ðîçïîäië,

ùî i Mn, äå Mn ¹ ÷èñëîì ñòðèáêiâ âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ ç áàð'¹ðîì n ó

âèïàäêó

pk =
(2− α)Γ(α + k − 1)

Γ(α)Γ(k + 2)
, k ∈ N.
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Ïðèêëàä 1.7. Ìåéð i Ìóí â [12] çàïðîïîíóâàëè ïðîöåäóðó âiäîêðåìëåííÿ êî-

ðåíÿ âèïàäêîâîãî ðåêóðñèâíîãî äåðåâà ç n âåðøèíàìè çà äîïîìîãîþ ïîñëi-

äîâíèõ âèäàëåíü ðåáåð. Ïiñëÿ âèäàëåííÿ ðåáðà, âèáðàíîãî íàâìàííÿ, äåðåâî

ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâà ïiääåðåâà. Íà íàñòóïíîìó êðîöi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ëèøå ïiä-

äåðåâî, ÿêå ìiñòèòü êîðiíü, i â íüîìó òàêîæ âèäàëÿ¹òüñÿ ðåáðî, âèáðàíå íàâ-

ìàííÿ. Öåé ðåêóðñèâíèé ïðîöåñ çóïèíÿ¹òüñÿ, ÿê òiëüêè êîðiíü âèÿâëÿ¹òüñÿ

âiäîêðåìëåíèì, òîáòî, ÿê òiëüêè ïiääåðåâî, ùî ìiñòèòü êîðiíü, îòðèìàíå ïiñëÿ

âèäàëåííÿ ðåáðà, ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ âåðøèíè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Xn ÷èñëî

âèäàëåíèõ ðåáåð, íåîáõiäíèõ äëÿ âiäîêðåìëåííÿ êîðåíÿ. Â [8] áóëî ïîêàçàíî,

ùî Xn ìà¹ òàêèé æ ðîçïîäië ÿê i Mn ó âèïàäêîâîìó áëóêàííi ç áàð'¹ðîì n

çà óìîâè

pk =
1

k(k + 1)
, k ∈ N
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2 Ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ ÷èñëà íóëüîâèõ ïðè-

ðîñòiâ

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè äàíî¨ äèïëîìíî¨ ðîáîòè ¹ ñëàáêèé çàêîí âåëèêèõ

÷èñåë (òåîðåìà 2.1) òà öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà ç âèïàäêîâèì öåíòðóâà-

ííÿì (òåîðåìà 2.4) äëÿ ÷èñëà íóëüîâèõ ïðèðîñòiâ Vn ó âèïàäêîâîìó áëóêàííi

ç áàð'¹ðîì n. Öi òâåðäæåííÿ âñòàíîâëåíi çà ïðèïóùåííÿ (2.1), ùî ïîëÿãà¹ ó

ïðàâèëüíié çìiíi õâîñòà ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ. Çîêðåìà, ââàæà¹-

òüñÿ, ùî Eξ =∞. Íàãàäà¹ìî, ùî ó âèïàäêó Eξ <∞ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà

Vn ¹ àáñîëþòíî âiäìiííîþ: çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.1 ðîáîòè [9] ÷èñëà íóëüîâèõ

ïðèðîñòiâ Vn çáiãàþòüñÿ çà ðîçïîäiëîì (áåç öåíòðóâàííÿ òà íîðìàëiçàöi¨).

Íàäàëi ψ(x) := Γ′(x)/Γ(x) äëÿ x > 0 ïîçíà÷à¹ ëîãàðèôìi÷íó ïîõiäíó

ãàììà ôóíêöi¨. Ïîêëàäåìî

m(x) := Emin(ξ, x) =

∫ x

0

P{ξ > y}dy, x ≥ 0.

Òåîðåìà 2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî α ∈ (0, 1] i äåÿêî¨ ôóíêöi¨ L, ÿêà

ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ â ∞, âèêîíó¹òüñÿ

∞∑
k=n

pk ∼ n−αL(n), n→∞, (2.1)

sup
n≥0

npn∑∞
k=n+1 pk

<∞ äëÿ α ∈ [0, 1/2], (2.2)

i
∑∞

k=1 kpk =∞ ó âèïàäêó α = 1. Òîäi ïðè n→∞

Vn
EVn

P→ 1, (2.3)

i EVn ∼ (ψ(1) − ψ(1 − α))−1 log n, ÿêùî α ∈ (0, 1) i EVn ∼ logm(n), ÿêùî

α = 1.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1 íàì çíàäîáèòüñÿ äîïîìiæíèé ðåçóëüòàò.
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Ëåìà 2.2. ßêùî äëÿ α ∈ (0, 1) âèêîíó¹òüñÿ (2.1), i äëÿ α ∈ [0, 1/2] âèêîíó-

¹òüñÿ (2.2), òî ïðè n→∞

E log Yn = log n− (ψ(1)− ψ(1− α)) + o(1) (2.4)

òà

E log2 Yn = log2 n− 2(ψ(1)− ψ(1− α)) log n+ o(log n). (2.5)

ßêùî äëÿ α = 1 âèêîíó¹òüñÿ (2.1) òà
∑∞

k=1 kpk =∞, òî ïðè n→∞

E logm(Yn) = logm(n)− 1 + o(1)

òà

E log2m(Yn) = log2m(n)− 2 logm(n) + o(logm(n)).

Äîâåäåííÿ. ßêùî (2.1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ α ∈ [0, 1), òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 8.6.5

ó [1]

log n− log Yn
d→ (− log ηα), n→∞,

äå âèïàäêîâà âåëè÷èíà ηα ìà¹ áåòà-ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (1−α) i α, òîáòî

P{ηα ∈ dx} =
sin πα

π
x−αxα−1dx

i P{η0 = 1} = 1. ßêùî ìè äîâåäåìî, ùî äëÿ âñiõ δ ∈ (0, 1− α),

sup
n≥1

E(n/Yn)
δ = sup

n≥1
Efk(logk(n/Yn)) <∞, k ∈ N, (2.6)

äå fk(x) := exp{δx1/k}, òî çà òåîðåìîþ Âàëë¹-Ïóññåíà [13] äëÿ âñiõ k ∈ N

ïîñëiäîâíiñòü {(log n − log Yn)
k : n ∈ N} áóäå ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ. Ó

òàêîìó âèïàäêó ìè áóäåìî ìàòè

lim
n→∞

(log n−E log Yn) = E(− log ηα) = ψ(1)− ψ(1− α) <∞,
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ùî äîâåäå (2.4), i

lim
n→∞

E(log n− log Yn)
2 = E log2 ηα = (ψ(1−α)−ψ(1))2 +ψ′(1−α)−ψ′(1) <∞,

ùî ðàçîì ç (2.4) äîâåäå (2.5). Òåïåð ìè ìà¹ìî ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ (2.6).

Äëÿ j ∈ N0 ïîêëàäåìî uj :=
∑j

k=0 P{Sk = j}. Òîäi

EY −δn =
n−1∑
k=1

(n− k)−δP{ξ ≥ n− k}uk. (2.7)

Ç òåîðåìè 1.1 â [5] âiäîìî, ùî ÿêùî α ∈ (1/2, 1), òî

un ∼
sin πα

π
nα−1/L(n), n→∞.

Ðàçîì ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ (2.2) òå æ ñàìå âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ α ∈ [0, 1/2].

Òàêèì ÷èíîì, ç (2.7) ìà¹ìî

EY −δn ∼ n−δ
Γ(1− α− δ)Γ(α) sinπα

Γ(1− δ)π
ùî äîâîäèòü (2.6).

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî (2.1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ α = 1, òà ùî
∑∞

k=1 kpk =∞.

Çà òåîðåìîþ 6 ç [4]

logm(n)− logm(Yn)
d→ (− logR), n→∞,

äå R � öå âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ðiâíîìiðíèì ðîçïîäiëîì íà [0, 1]. Íåîáõiäíî

ïîêàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {(logm(n) − logm(Yn))
k : n ∈ N}, k = 1, 2 ¹

ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ. Öå áóäå âèïëèâàòè ç òàêî¨ íåðiâíîñòi: äëÿ êîæíîãî

ε ∈ (0, 1)

sup
n≥1

E

(
m(n)

m(Yn)

)ε
<∞. (2.8)

Ó âèïàäêó α = 1 ìè ìà¹ìî un ∼ 1
m(n) i

∑n
k=0 un ∼ n

m(n) . Çàôiêñó¹ìî áóäü-ÿêi

ε,∆ ∈ (0, 1). Ìà¹ìî

Em(Yn)
−ε =

n−1∑
k=0

m(n− k)−εP{ξ ≥ n− k}uk ≤
[∆n]∑
k=0

+
n−1∑

k=[∆n]

:= I1(n) + I2(n).
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü k 7→ P{ξ ≥ n− k} òà m, îòðèìó¹ìî

I1(n) ≤ P{ξ ≥ n− [∆n]}
mε(n− [∆n])

[∆n]∑
k=0

uk ∼
P{ξ ≥ n− [∆n]}
mε(n− [∆n])

[∆n]

m([∆n])

Îñêiëüêè
P{ξ > x}x
m(x)

=
xm′(x)

m(x)
→ 0, n→∞,

òî

mε(n)I1(n)→ 0, n→∞.

Äëÿ I2(n) (òàê ÿê m(k)uk ≤ C äëÿ âåëèêèõ k)

I2(n) =
n−1∑

k=[∆n]

m(n− k)−εP{ξ ≥ n− k}m(k)uk
m(k)

≤

≤ C

m(∆n)

n−[∆n]∑
k=1

m(k)−εP{ξ ≥ k}.

Ôóíêöiÿ

rε(x) :=

∫ x

0

m−ε(y)P{ξ ≥ y}dy, x ≥ 0

ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ íà ∞, i
∑n

k=1m
−ε(k)P{ξ ≥ k} ∼ rε(n). Çà ïðàâèëîì

Ëîïiòàëÿ rε(n)/m(n) ∼ (1− ε)−1m−ε(n). Òîìó

lim
n→∞

mε(n)I2(n) ≤ C lim
n→∞

m(n)

∆n
= C. (2.9)

Òåïåð ç (2.9) âèïëèâà¹ (2.8).

Ìè ãîòîâi äîâåñòè òåîðåìó 2.1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî (2.1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ α ∈ (0, 1).

Ïîêëàäåìî an := EVn i bn := EV 2
n . Ìà¹ìî a1 = 1 òà

an =
1

1− P{Yn = n}

(
n−1∑
k=1

akP{Yn = k}+ 1− 2P{Yn = 1}

)
, n ≥ 2, (2.10)
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i b1 = 1 òà

bn =
1

1− P{Yn = n}

(
n−1∑
k=1

bkP{Yn = k}+ 2an − 1

)
, n ≥ 2. (2.11)

Ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè, ùî

bn ∼ a2
n ∼ k2

α log2 n, n→∞, (2.12)

äå kα := (ψ(1)− ψ(1− α))−1. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ

lim sup
n→∞

an
log n

≤ kα (2.13)

íå âèêîíó¹òüñÿ. Òîäi ìîæíà âèáðàòè çíà÷åííÿ ε > 0 òàêèì, ùî íåðiâíiñòü

an > (kα + ε) log n+ c

âèêîíó¹òüñÿ íåñêií÷åííî ÷àñòî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî äîäàòíüîãî c. Ïî-

êëàäåìî

nc := inf{n ≥ 1 : an > (kα + ε) log n+ c}

Òîäi

an ≤ (kα + ε) log n+ c, n = 1, 2, 3, . . . , nc − 1.

Ç (2.10) ìà¹ìî

(kα + ε) log n+ c <
1

1− P{Ync = nc}
×

×

(
nc−1∑
i=1

((kα + ε) log i+ c)P{Ync = i}+ 1− 2P{Ync = 1}

)
=

= c+ (kα + ε)

(
E log Ync +

P{Ync = nc}
1− P{Ync = nc}

(E log Ync − log nc))

)
+

+
1

1− P{Ync = nc}
(1− 2P{Ync = 1})
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(îñêiëüêè nc →∞ ïðè c→∞, òî ç óðàõóâàííÿì (2.4), ðiâíîñòi P{Yn = 1} =

un−1 òî òîãî ôàêòó, ùî çà òåîðåìîþ âiäíîâëåííÿ limn→∞ un = 0, ðiâíiñòü

ìîæíà ïðîäîâæèòè òàê)

= c+ (kα + ε) log nc − (kα + ε)k−1
α + 1 + o(1).

Ïðè c→∞ îòðèìó¹ìî ε ≤ 0 � ñóïåðå÷íiñòü. Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè (2.13).

Àíàëîãi÷íî ìîæíà âèâåñòè çâîðîòíþ íåðiâíiñòü äëÿ íèæíüî¨ ãðàíèöi. Îòæå,

an ∼ kα log n

Àñèìïòîòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ (2.12) äëÿ bn âñòàíîâëþ¹òüñÿ ïîäiáíèì ÷èíîì

çà äîïîìîãîþ (2.11), ùî äà¹ EV 2
n ∼ (EVn)

2.

Äàëi, çà íåðiâíiñòþ ×åáèøåâà äëÿ êîæíîãî δ > 0

P{|Vn/EVn − 1| > δ} ≤ DVn
(δEVn)2

→ 0, n→∞,

ùî äîâîäèòü (2.3). Ó âèïàäêó êîëè (2.1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ α = 1 äîâåäåí-

íÿ ñïiââiäíîøåííÿ EV 2
n ∼ (EVn)

2 ∼ (logm(n))2 ïðîõîäèòü ç âèêîðèñòàííÿì

äðóãî¨ ÷àñòèíè ëåìè 2.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1 çàâåðøåíî.

Ó ñòàòòi [11] çà äîïîìîãîþ ìåòîäó éìîâiðíiñíèõ ìåòðèê áóëî âñòàíîâëåíî

òàêèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 2.3. Íåõàé

P{ξ > n} = cn−α +O(n−(α+ε)) (2.14)

äëÿ äåÿêèõ c > 0, ε > 0 i α ∈ (0, 1). Òàêîæ, íåõàé äëÿ α ∈ (0, 1/2] âèêîíó¹-

òüñÿ (2.2). Òîäi ïðè n→∞

Vn − µ−1
α log n√

σ2
αµ
−3
α log n

d→ N (0, 1), (2.15)
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äå µα := ψ(1) − ψ(1 − α) i σ2
α := ψ′(1 − α) − ψ′(1), òà N (0, 1) ïîçíà÷à¹

âèïàäêîâó âåëè÷èíó çi ñòàíäàðòíèì íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì.

Ç âèêîðèñòàííÿì ñóòî éìîâiðíiñíèõ ìiðêóâàíü ìè äîâåäåìî òåîðåìó 2.4.

Íàø ðåçóëüòàò ¹ ìåíø ñèëüíèì, íiæ òâåðäæåííÿ 2.3, îñêiëüêè ìè âèêîðèñòî-

âó¹ìî âèïàäêîâå öåíòðóâàííÿ. Ïðîòå éîãî ïåðåâàãà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ìè íå

ïîòðåáó¹ìî âèêîíàííÿ äîñèòü æîðñòêî¨ óìîâè (2.14).

Òåîðåìà 2.4. ßêùî

P{ξ > n} ∼ n−1L(n), n→∞ (2.16)

äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ L, ÿêà ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ íà ∞, òà
∑∞

k=1 kpk =∞, òî

ïðè n→∞
Vn −E(Vn|R(n))√

logm(n)

d→ N (0, 1).

Ïðèïóñòèìî ùî

P{ξ > n} ∼ n−αL(n), n→∞ (2.17)

äëÿ äåÿêîãî α ∈ (0, 1) i äåÿêî¨ ôóíêöi¨ L, ÿêà ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ íà ∞.

ßêùî α ∈ (0, 1/2], ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.2). Òîäi

Vn −E(Vn|R(n))√
σ2
αµ
−3
α log n

d→ N (0, 1), n→∞, (2.18)

äå µα i σ2
α âèçíà÷àþòüñÿ òàêèì æå ÷èíîì, ÿê i ó òâåðäæåííi 2.3.

Çàóâàæåííÿ 2.5. Âèãëÿä çíàìåííèêà â (2.18) ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä âèêîíàííÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

un :=
n∑
k=0

P{ξ1 + ...+ ξk = n} ∼ sin πa

π

1

n1−αL(n)
, n→∞. (2.19)

Ç òåîðåìè 1.1 â [5] âiäîìî, ùî ÿêùî α ∈ (1/2, 1), òî ñïiââiäíîøåííÿ (2.19) i

(2.17) åêâiâàëåíòíi. Îäíàê, ÿêùî α ∈ (0, 1/2] , òî ç (2.19) ñëiäó¹ (2.17), àëå
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çâîðîòíÿ iìïëiêàöiÿ âèêîíó¹òüñÿ íå çàâæäè. Äëÿ òîãî, ùîá ç (2.17) âèïëèâàëî

(2.19), íåîáõiäíå âèêîíàííÿ äîäàòêîâèõ óìîâ, íàïðèêëàä,

• ïîñëiäîâíiñòü (un) ìîíîòîííà;

• àáî ïîñëiäîâíiñòü (pn) ìîíîòîííà, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî n (íàñëiäîê 3-À

â [15]);

• àáî âèêîíó¹òüñÿ (??) (òåîðåìà Â â [2]).

Äëÿ äåÿêèõ êîíêðåòíèõ ðîçïîäiëiâ ξ öåíòðàëüíi ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ Vn

ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ç iñíóþ÷èõ ó ëiòåðàòóði ðåçóëüòàòiâ äëÿ Λ-êîàëåñöåíòiâ.

Çàçíà÷èìî, ùî ðåàëiçàöiÿ òàêî¨ ìîæëèâîñòi íå ¹ ìèòò¹âîþ i ïîòðåáó¹ ïåâíèõ

çóñèëü.

Òåîðåìà 2.6. Ïðèïóñòèìî, ùî

pk =
(2− a)Γ(a+ k − 1)

Γ(a)Γ(k + 2)
, k ∈ N (2.20)

äëÿ a ∈ (1, 2). ßêùî a ∈ (0, 1), òî Vn ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî çìiøàíîãî ïóàñ-

ñîíiâñüêîãî ðîçïîäiëó. ßêùî a = 1, òî ïðè n→∞

Vn − log log n√
log log n

d→ N (0, 1). (2.21)

ßêùî a ∈ (1, 2), òî ïðè n→∞

Vn − µ−1
2−α log n√

σ2
2−αµ

−3
2−α log n

d→ N (0, 1), (2.22)

äå µα i σ2
α âèçíà÷àþòüñÿ òàêèì æå ÷èíîì, ÿê ó òâåðäæåííi (2.3).

2.1 Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4

Äëÿ ôiêñîâàíèõ n ∈ N i k ∈ N ïîçíà÷èìî ÷åðåç Jk(n) âiäñòàíü ìiæ n i R(n)

ïiñëÿ k-ãî ñòðèáêó R(n). Çîêðåìà, J0(n) = n, n−J1(n) � öå âåëè÷èíà ïåðøîãî
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ñòðèáêó R(n) i.ò.ä. Òîäi J(n) := (Jk(n))k∈N0
� ñïàäíèé ìàðêiâñüêèé ëàíöþã

ç éìîâiðíîñòÿìè ïåðåõîäó

P{Jk+1(n) = j|Jk(n) = i} =
pi−j

p1 + ...+ pi−1
, 1 ≤ j < i. (2.23)

Ëàíöþã ïîãëèíà¹òüñÿ ó ñòàíi 1, i êiëüêiñòü ñòðèáêiâ Mn = inf{k ∈ N0 :

Jk(n) = 1} � öå ÷àñ ïîãëèíàííÿ J(n).

Êîëè ëàíöþã ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi j ≥ 2, âíåñîê äî Vn ðîáèòüñÿ âèïàäêîâîþ

âåëè÷èíîþ θj, ÿêà ÿâëÿ¹ ñîáîþ êiëüêiñòü ðàçiâ, ùî ëàíöþã çàëèøà¹òüñÿ ó

ñòàíi j. Çâiäñè ìà¹ìî ïðåäñòàëåííÿ

Vn =

Mn−1∑
k=0

θJk(n) =
∑
k≥0

1{Jk(n)≥2}, (2.24)

ùî ¹ ïðèíöèïîâî âàæëèâèì äëÿ ïîäàëüøîãî âèêëàäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî (θj)2≤j≤n �

íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi òàêîæ íåçàëåæíi âiä J(n). Ïðè öüîìó θj

ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì rj := p1 + ...+ pj−1, òîáòî

P{θj = m} = rj(1− rj)m, m ∈ N0.

Ïîêëàäåìî

s(j) := Eθj =
1− rj
rj

, t(j) := Dθj =
1− rj
r2
j

, j ∈ N \ {1}

òà

Un := E(Vn|R(n)) = E(Vn|J(n)) =
∑
k≥0

s(Jk(n))1{Jk(n)≥2}

i

Wn :=
∑
k≥0

E
(
(RJk(n) − s(Jk(n)))2|J(n)

)
1{Jk(n)≥2} =

∑
k≥0

t(Jk(n))1{Jk(n)≥2}.

Ãîëîâíå ñïîñòåðåæåííÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ïðè çàäàíîìó J(n) âåëè÷èíà

Vn ¹ ñóìîþ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Îòæå, ìè çìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ

ñòàíäàðòíîþ òåîði¹þ.

15



Ëåìà 2.7. ßêùî Wn
P→∞ ïðè n→∞, òî

Vn − Un√
Wn

d→ N (0, 1), n→∞. (2.25)

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

Yk,n :=
θJk(n) − s(Jk(n))

√
Wn

1{Jk(n)≥2}, k ∈ N0.

Òîäi ∑
k≥0

E(Y 2
k,n|J(n)) = 1 ì.í.

Ìè çáèðà¹ìîñÿ äîâåñòè, ùî

lim
n→∞

∑
k≥0

E(Y 2
k,n1{|Yk,n|>ε}|J(n)) = 0 çà éìîâiðíiñòþ (2.26)

äëÿ âñiõ ε > 0. Äëÿ s, i ∈ N

Eθ2
i1{θi≥s} = t(i)(1− ri)s−1(2(1− ri)2 + (1− ri)ri(1 + 2s) + r2

i )

≤ t(i)(1− ri)s−1(4 + 2s)

òà

(Eθi)
2
P{θi ≥ s} − 2EθiEθi1{θi≥s} = −t(i)(1− ri)s(1− ri + ris)

≥ −t(i)(1− ri)s(1 + 2s).

Äàëi ìà¹ìî 1−rJk(n) ≤ 1−r2 < 1 i s(Jk(n)) ≤ s(2) ì.í. íà {Jk(n) ≥ 2}. Îòæå,∑
k≥0

E(θ2
Jk(n)1{θJk(n)>s(Jk(n))+εWn}|J(n))1{Jk(n)≥2}

≤
∑
k≥0

t(Jk(n))(1− rJk(n))
[s(Jk(n))+εWn](6 + 2[s(Jk(n)) + εWn])1{Jk(n)≥2}

= WnO((1− r2)
εWnWn) = o(Wn) çà éìîâiðíiñòþ
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i ∑
k≥0

(−s2(Jk(n))P{θJk(n) > s(Jk(n)) + εWn|J(n)}

+ 2s(Jk(n))E(θJk(n)1{θJk(n)>s(Jk(n))+εWn}|J(n)))1Jk(n)≥2

≤
∑
k≥0

t(Jk(n))(1− rJk(n))
[s(Jk(n))+εWn](3 + 2[s(Jk(n)) + εWn])1Jk(n)≥2

= WnO((1− r2)
εWnWn = o(Wn) çà éìîâiðíiñòþ.

Öå äîâîäèòü îäíó ÷àñòèíó (2.26), à ñàìå

lim
n→∞

∑
k≥0

E(Y 2
k,n1{Yk,n>ε}|J(n)) = 0 çà éìîâiðíiñòþ.

Äîâåäåííÿ iíøî¨ ÷àñòèíè íå ïîòðåáó¹ îá÷èñëåíü. Äiéñíî, ç ïîñëiäîâíîñòi (nl),

ÿêà ðîçáiãà¹òüñÿ íà íåñêií÷åííiñòü, ìè ìîæåìî âèáðàòè òàêó ïiäïîñëiäîâíiñòü

nlj , äëÿ ÿêî¨ limj→∞Wnlj
=∞ ì.í. Âðàõîâóþ÷è, ùî ïîñëiäîíiñòü s(Jk(nlj)) ¹

îáìåæåíîþ ì.í. íà ïîäi¨ {Jk(nlj) ≥ 2}, ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó:

1{θJk(nlj )<s(Jk(nlj ))−εWnlj
} = 0

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ j ì.í. íà {Jk(nlj) ≥ 2}. Îòæå,

lim
n→∞

∑
k≥0

E(Y 2
k,nlj

1{Yk,nlj<−ε}
|J(nlj)) = 0 çà éìîâiðíiñòþ.

Îñêiëüêè òàêi æ ìiðêóâàííÿ ìîæíà ïðîâåñòè äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (nl),

ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî

lim
n→∞

∑
k≥0

E(Y 2
k,n1{Yk,n<−ε}|J(n)) = 0 çà éìîâiðíiñòþ

Äîâåäåííÿ (2.26) çàâåðøåíî.

Ç ïîñëiäîâíîñòi (nl), ÿêà ðîçáiãà¹òüñÿ íà íåñêií÷åííiñòü, ìè ìîæåìî âè-

áðàòè òàêó ïiäïîñëiäîâíiñòü (nlj), äëÿ ÿêî¨ ïðè j →∞ ñïiââiäíîøåííÿ (2.26)

17



âèêîíó¹òüñÿ ì.í. Îòæå, çà òåîðåìîþ Ëiíäåáåðãà-Ôåëëåðà (ñò.116 â [3]) ìà¹ìî

lim
j→∞

P

{
Vnlj − Unlj√

Wnlj

> x
∣∣J(Vnlj )

}
= P{N (0, 1) > x}

äëÿ êîæíîãî x ∈ R ì.í., i, îòæå, ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü

lim
j→∞

P

{
Vnlj − Unlj√

Wnlj

> x

}
= P{N (0, 1) > x}

äëÿ êîæíîãî x ∈ R. Ïîâòîðþþ÷è òàêi æ ìiðêóâàííÿ äëÿ âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé

(nl), îòðèìó¹ìî âèêîíàííÿ (2.25).

Ëåìà 2.8. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.16) àáî (2.19). Òîäi

Wn

EWn

P→ 1, n→∞, (2.27)

i EWn ∼ logm(n) , ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ (2.16), àáî EWn ∼ µ−1
α log n , ÿêùî

âèêîíó¹òüñÿ (2.19).

Äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè 2.8 ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ 5.1 ñòàòòi [10].

Ëåìà 2.9. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíîñòi (an)n∈N i (a
′

n)n∈N çàäîâiëüíÿþòü

óìîâàì

an = bn +
n−1∑
k=1

pnkak, n ≥ m, n ∈ N

i

a
′

n = b
′

n +
n−1∑
k=1

pnka
′

k, n ≥ m, n ∈ N

äëÿ äåÿêîãî m ∈ N, äå
n−1∑
k=1

pnk = 1, pnk ≥ 0.

ßêùî bn ≥ 0 äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n, i limn→∞ an = +∞, òî ç b
′

n ∼ bn ïðè

n→∞ âèïëèâà¹ a
′

n ∼ an ïðè n→∞.
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Äîâåäåííÿ ëåìè 2.8. Â òåîðåìi 2.1 áóëî äîâåäåíî, ùî ïðè n→∞ Vn/EVn
P→

1, EV 2
n ∼ (EVn)

2 i EVn ∼ logm(n), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ (2.16), àáî EVn ∼

µ−1
α log n, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ (2.19).

Ïîêëàäåìî

an := EVn i a
′

n := EWn.

Öi ïîñëiäîâíîñòi çàäîâiëüíÿþòü òàêèì ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì

an = s(n) +
n−1∑
k=1

akP{J1(n) = k}, n ≥ 2

òà

a
′

n = t(n) +
n−1∑
k=1

a
′

kP{J1(n) = k}, n ≥ 2.

Îñêiëüêè s(n) ∼ t(n), n→∞, òî çà ëåìîþ 2.9 EWn ∼ EVn, n→∞.

Ïîêëàäåìî òåïåð

an := EV 2
n i a

′

n := EW 2
n .

Öi ïîñëiäîâíîñòi çàäîâiëüíÿþòü òàêèì ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì

an = 2s(n)EVn + t(n)− s2(n) +
n−1∑
k=1

akP{J1(n) = k}, n ≥ 2

òà

a
′

n = 2t(n)EWn + t(n)− t2(n) +
n−1∑
k=1

a
′

kP{J1(n) = k}, n ≥ 2.

Îñêiëüêè

2s(n)EV (n) ∼ 2s(n)EVn + t(n)− s2(n) ∼ 2t(n)EWn − t2n ∼ 2t(n)EWn,

ïðè n→∞, òî çà ëåìîþ (2.9) îòðèìó¹ìî EW 2
n ∼ EV 2

n ïðè n→∞.

Òàêèì ÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ EW 2
n ∼ EV 2

n ïðè n → ∞ äîâåäåíî. Òåïåð

(2.27) âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi ×åáèøåâà.

Ëåìè 2.7 i 2.8 ðàçîì äàþòü äîâåäåííÿ òåîðåìè (2.4).
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2.2 Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.6

Íåõàé Πn = (Πn(t))t≥0 - Λ-êîàëåñöåíò ç

Λ(dx) = axa−1
1(0,1)(x)dx,

äå a òàêå æ, ÿê ó (2.20). Öå íåïåðåðâíèé ñïðàâà ìàðêiâñüêèé ïðîöåñ ç ëiâî-

ñòîðîííiìè ãðàíèöÿìè çi çíà÷åííÿìè ó ìíîæèíi ðîçáèòòiâ {1, 2, . . . , n}, ÿêèé

ïî÷èíà¹òüñÿ â t = 0 ç n ñèíãëòîíiâ i ðîçâèâà¹òüñÿ çãiäíî ç òàêîþ äèíàìiêîþ.

Äëÿ êîæíîãî t > 0, êîëè êiëüêiñòü êëàñòåðiâ äîðiâíþ¹ m, òî êîæåí íàáið ç k

êëàñòåðiâ çëèâà¹òüñÿ â îäèí êëàñòåð ç iíòåíñèâíiñòþ

λm,k =

∫
[0,1]

xk−2(1− x)m−kΛ(dx), 2 ≤ k ≤ m.

Ïðîöåñ Πn ìîæíà âèçíà÷èòè äëÿ âñiõ n ÿê çâóæåííÿ êîàëåñöåíòà Π∞, ÿêèé

ïî÷èíà¹òüñÿ ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ êëàñòåðiâ òà íàáóâà¹ çíà÷åíü ó ìíîæè-

íi ðîçáèòòiâ N. Íåõàé #Πn(t) - êiëüêiñòü êëàñòåðiâ â ìîìåíò ÷àñó t. Ìîæíà

ïåðåâiðèòè, ùî (#Πn(t))t≥0 � öå ìàðêiâñüêèé ïðîöåñ çàãèáåëi ç ìíîæèíîþ

ñòàíiâ {1, .., n} òà iíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäó

gn,m =

(
n

m− 1

)
λn,n−m+1 =

n!

(n−m+ 1)!

aΓ(a+ n−m− 1)

Γ(a+ n− 1)

äëÿ 1 ≤ m ≤ n− 1. Çîêðåìà, ïîâíà iíòåíñèâíiñòü çi ñòàíó n ¹ òàêîþ

gn =
n−1∑
m=1

gn,m =
a

2− a

(
Γ(a)Γ(n+ 1)

Γ(a+ n− 1)
− 1

)
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

I(n) := (Ik(n))k∈N0

ïîñëiäîâíiñòü ñòðèáêiâ (#Πn(t))t≥0 ç I0(n) = n. Çâè÷àéíî, öå ¹ ñïàäíèì ëàí-

öþãîì Ìàðêîâà ç éìîâiðíîñòÿìè ïåðåõîäó

P{Ik+1(n) = j|Ik(n) = i} =
gi,j
gi

=
i!

(i− j + 1)!

(2− a)Γ(i+ a− 1)

Γ(a)Γ(i+ 1)− Γ(i+ a− 1)
(2.28)
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äëÿ 1 ≤ j < i. Íåõàé τn ïîçíà÷à¹ ÷àñ ïîãëèíàííÿ Πn, òîáòî

τn := inf{t ≥ 0 : #Πn(t) = 1}.

Òîäi ìà¹ìî

τn =
∑
k≥0

TIk(n)1{Ik(n)≥2}, (2.29)

äå Tk � öå ÷àñ äî ïåðøîãî çiòêíåííÿ çà óìîâè, ùî ¹ k êëàñòåðiâ. Çîêðåìà,

(Tj)2≤j≤n ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ÿêi íå çàëåæàòü âiä I(n),

i Tj ìà¹ åêñïîíåíöiéíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì gj, òîáòî

P{Tj > x} = e−gjx, x ≥ 0.

Ïðèïóñêàþ÷è (2.20) òà âèêîðèñòîâóþ÷è (2.23) i (2.28), îòðèìó¹ìî

P{Jk+1(n) = j|Jk(n) = i} = P{Ik+1(n) = j|Ik(n) = i}

äëÿ 1 ≤ j < i. Òàêèì ÷èíîì, J(n) ìà¹ òàêèé æå ðîçïîäië, ÿê i I(n). Íåõàé

(Nt)t≥0 ¹ ïðîöåñîì Ïóàññîíà ç iíòåíñèâíiñòþ a/(2− a), ÿêèé íå çàëåæèòü âiä

Πn. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

NTj
d
= θj. (2.30)

Äiéñíî, ïîêëàâøè λ := a/(2− a), ìà¹ìî

P{NTj = m} = Ee−λTj
λmTmj
m!

=
λm

m!
gj

∫ ∞
0

yme−(λ+gj)ydy

=
λm

m!

gj
(λ+ gj)m+1

∫ ∞
0

yme−ydy =
gj

λ+ gj

(
λ

λ+ gj

)m
= rj(1− rj)m

äëÿ m ∈ N0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç

λ

λ+ gj
=

a

a+ (2− a)gj
=

Γ(a+ j − 1)

Γ(a)Γ(j + 1)
= P{ξ ≥ j} = 1− rj.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.30) i òîé ôàêò, ùî (Nt)t≥0 ìà¹ íåçàëåæíi ñòàöiîíàðíi ïðè-

ðîñòè, ìà¹ìî

Vn
d
= Nτn (2.31)

ç âèêîðèñòàííÿì (2.24) i (2.29).

Âèïàäîê a ∈ (0, 1): çãiäíî ç ïðèêëàäîì 15 â [14] íåñêií÷åííèé êîàëåñöåíò

Π∞ (ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ áåòà (a, 1)-êîàëåñöåíòîì) âèñòðèáó¹ ç íåñêií÷åííîñòi

(comes down from in�nity), ùî, çîêðåìà, îçíà÷à¹

lim
n→∞

τn = τ ì.í.

äëÿ äåÿêî¨ ì.í. ñêií÷åííî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τ . Çãiäíî ç (2.31)

Vn
d→ Nτ , n→∞.

Âèïàäîê a ∈ [1, 2): ç ïðèêëàäó 15 â [14] âiäîìî, ùî áåòà (a, 1)-êîàëåñöåíò

çàëèøà¹òüñÿ íåñêií÷åííèì, òîáòî

lim
n→∞

τn =∞ ì.í.

Îòæå, çà öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ äëÿ ïðîöåñiâ Ïóàññîíà

Nτn − a
2−aτn√
a

2−aτn

d→ N (0, 1), n→∞. (2.32)

Ïiäâèïàäîê a = 1: çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3.4 â [7]

τn − log log n
d→ Y, n→∞,

äå

P{Y ≤ x} = exp{− exp(−x)}, x ∈ R.

Çîêðåìà,
τn

log log n

P→ 1, n→∞ (2.33)
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i
τn − log log n√

log log n

P→ 0, n→∞. (2.34)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.32) (ç a = 1) i (2.33), îòðèìó¹ìî

Nτn − τn√
log log n

d→ N (0, 1), n→∞.

Òàêèì ÷èíîì, ç óðàõóâàííÿì (2.31) i (2.34) âèêîíó¹òüñÿ (2.21).

Ïiäâèïàäîê a ∈ (1, 2): çãiäíî ç ïðèêëàäîì 4.1 â [6]

τn −m−1 log n√
m−3s2 log n

d→ N (0, 1), n→∞ (2.35)

çâiäêè âèïëèâà¹
τn

log n

P→ m−1, n→∞, (2.36)

äå

m :=
a

2− a

(
1

a− 1
−Ψ(a) + Ψ(1)

)
=

a

2− a
(Ψ(1)−Ψ(a− 1))

i

s2 :=
a

(a− 1)(2− a)

(
2(Ψ(a)−Ψ(1))− (a− 1)((Ψ(a)−Ψ(1))2

+ Ψ′(1)−Ψ′(a))

)
=

a

2− a
(Ψ′(a− 1)−Ψ′(1)− (Ψ(1)−Ψ(a− 1))2

Íàãàäà¹ìî, ùî Ψ ïîçíà÷à¹ ëîãàðèôìi÷íó ïîõiäíó ãàììà-ôóíêöi¨. Äëÿ îòðè-

ìàííÿ ïðàâèõ ÷àñòèí îáîõ ðiâíîñòåé áóëà âèêîðèñòàíà ðiâíiñòü

Ψ(a) = (a− 1)−1 + Ψ(a− 1), a > 1.

Ç (2.32) i (2.36) ìà¹ìî

Nτn − a
2−aτn√

as2

(2−a)m3 log n

d→ X1
d
= N (0,m2/s2), n→∞
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òîäi ÿê, çãiäíî ç (2.35)

a
2−a(τn −m

−1 log n)√
as2

(2−a)m3 log n

d→ X2
d
= N (0, a/(2− a)), n→∞

äå X1 i X2 íåçàëåæíi. Îñêiëüêè

2− a
a

m = Ψ(1)−Ψ(a− 1)− µ2−a

i

a

2− a
s2

m3
(
m2

s2
+

a

2− a
) =

1

Ψ(1)−Ψ(a− 1)

+
Ψ′(a− 1)−Ψ′(1)− (Ψ(1)−Ψ(a− 1))2

(Ψ(1)−Ψ(a− 1))3

=
Ψ′(a− 1)−Ψ(1)

(Ψ(1)−Ψ(a− 1))3
=
σ2

2−a
µ3

2−a

îòðèìó¹ìî (2.22).
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3 Âèñíîâêè

Â äàíié ðîáîòi áóëî äîâåäåíî ñëàáêèé çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë (òåîðåìà 2.1) òà

öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó (òåîðåìà 2.4) äëÿ ÷èñëà íóëüîâèõ ïðèðîñòiâ Vn

ó âèïàäêîâîìó áëóêàííi ç áàð'¹ðîì n çà óìîâè, ùî ðîçïîäië êðîêó âèïàäêîãî

áëóêàííÿ ìà¹ âàæêèé õâiñò. Ìàðèíè÷åì Î. òà Â¹ðüîâêiíèì Ã. ó ðîáîòi [11] áó-

ëà äîâåäåíà öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ ÷èñëà íóëüîâèõ ïðèðîñòiâ çà

äîïîìîãîþ ìåòîäó éìîâiðíiñíèõ ìåòðèê. �õ äîâåäåííÿ ñóòò¹âî áàçóâàëîñÿ íà

ïðèïóùåííi P{ξ > n} = cn−α+O(n−(α+ε)). Íàì âäàëîñÿ ïîçáóòèñÿ öi¹¨ óìîâè

òà íàâåñòè ñóòî éìîâiðíiñíå äîâåäåííÿ, ÿêå ¹ àáñîëþòíî âiäìiííèì âiä äîâå-

äåííÿ, íàâåäåíîãî ó ñòàòòi [11]. Òàêîæ ó òåîðåìi 2.4 ïîêàçàíî, ùî öåíòðàëüíà

ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ ÷àñó ïîãëèíàííÿ ó îäíîìó êëàñi êîàëåñöåíòiâ ç ìíî-

æèííèìè çiòêíåííÿìè ìîæå áóòè ïåðåôîðìóëüîâàíà ÿê öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà

òåîðåìà äëÿ ÷èñëà íóëüîâèõ ïðèðîñòiâ ó âèïàäêîâîìó áëóêàííi ç áàð'¹ðîì.
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