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on (x, y)∈ρ⇒(α(x), α(y)) ∈ ρ the equivalence is
required ([4]). Also different subsemigroups classes
of the semigroup S(ρ) are studied ([3], [5]).

For equivalence relation ρ on the set
N = {1, . . . , n} and for classic semigroups of
transformations of the set N, namely for the
symmetric semigroup Tn of all transformations, for
the semigroup PT n of all partial transformations
and for the inverse symmetric semigroup ISn of
all partially injective transformations, the order
of semigroup S(ρ), amount of idempotents that it
has, a structure and an order of it’s semigroup∩
ρ
S(ρ) will be calculated. The terminology and

notations from [1] will be used.

Classic finite semigroups of transformati-
ons

Let the semigroup (S,M) is either symmetric
semigroup Tn of all transformations of the set
N = {1, . . . , n}, or the semigroup PT n of all parti-
al transformations N, or inverse symmetric semi-
group ISn of all partially injective transformati-
ons of the set N.

It is important to notice that Tn and ISn are
subsemigroups of PT n.

Theorem 1. Let classes of equivalence M1, M2,
. . . , Mk of a relation ρ on the set N have
corresponding orders n1, n2, . . . , nk, where n1 +
n2 + · · ·+ nk = n.
a) Semigroup T (ρ)

n is of order (nn1
1 +nn1

2 + · · ·+
nn1
k )(nn2

1 +nn2
2 +· · ·+nn2

k )· · ·(nnk
1 +nnk

2 +· · ·+nnk
k ).

b) Semigroup PT (ρ)
n is of order

(
(n1+1)n1+ · · ·+

(nk+1)
n1+(1−k)

)
· · ·
(
(n1+1)

nk+· · ·+(nk+1)
nk+(1−k)

)
.

Proof. a) Let α ∈ T (ρ)
n . Then α(Mi) belongs to

some equivalence class Mj . The mapping Mi →
Mj can be provided in nni

j possible ways. That’s
why on the equivalence class Mi the transformati-
on α can be provided in nni

1 + nni
2 + · · · + nni

k

possible ways. However, on different classes those
transformations α can be independently defined,
this proofs the proposition a).

b) Comparing to the previous part, for a
representation Mi → Mj an image of every
element x ∈ Mi can be identified in nj + 1 ways,
because in the point x the mapping can be not
identified. But summing up by all of the equi-
valence classes M1, . . . , Mk the mapping, that is
not identified in each point of class Mi, will be
counted k times, each time for each class. That is

why the transformation α ∈ PT (ρ)
n on the equi-

valence class Mi can be provided in (n1 + 1)ni +
· · ·+(nk+1)ni +(1−k) different ways. To end the
proof, it is important to mention again, that on
the different classes, those transformations α can
be defined independently.

Let on a set M by identified the equivalence
relation ρ1, equivalence classes of which are M1,
. . . , Mp of orders m1, . . . , mp, correspondingly,
and on a set N the equivalence relation ρ2, equi-
valence classes of which are N1, . . . , Nq of orders
n1, . . . , nq correspondingly. Let us notice, that M
and N are disjoint union of M = M1

�∪M2
�∪· · · �∪Mp

and N = N1
�∪ N2

�∪ · · · �∪ Nq correspondingly.
The amount of f(m1, . . . ,mp;n1, . . . , nq) of parti-
al injective representations α : M → N , that
preserve these relations, will be counted, together
with the fact, that they satisfy the condition
(through domα the domain of α is denoted)

xρ1y ⇒ α(x)ρ2α(y) for each x, y ∈ domα. (1)

Proposition 1. a) f(m;n1, . . . , nq) = 1 +∑m
k=1

(
m
k

)∑q
i=1

(
ni
k

)
k!,

b) f(m1, . . . ,mp;n)=
∑m1+···+mp

k=0

(m1+···+mp

k

)(
n
k

)
k!.

Proof. a) The nowhere defined mapping satisfies
the condition (1). The other mappings, for whi-
ch | domα| = k > 0, can be obtained in the
following way: first of all, the subset, that consi-
sts of k elements is drawn, A ⊆ M (this can be
done in

(
m
k

)
ways), than, some class Ni and the

next subset, consisting of another k elements are
drawn, B ⊆ Ni (this can be done in

(
ni
k

)
ways.

After that, one may construct k! bijective mappi-
ngs α : A → B. Obviously, that in such a way all of
the partial injective mappings α : M → N , that
satisfy the condition (1), without any repetition
are obtained.

b) In this case any injective mapping α : M →
N satisfies the condition (1).

Theorem 2. f(m1, . . . ,mp;n1, . . . , nq) =
f(m1, . . . ,mp−1;n1, . . . , nq)+

∑mp

k=1

(mp

k

)∑q
i=1

(
ni
k

)
f(m1, . . . ,mp−1;n1, . . . , ni − k, . . . , nq)k!.

Proof. All injective mappings α : M → N , that
satisfy the condition (1), may be distributed into
classes depending on the order of a set domα ∩
Mp. The first component corresponds to the case
| domα ∩Mp| = 0. If | domα ∩Mp| = k > 1, so we
are to draw k elements in equivalence class Mp
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(this can be done in
(mp

k

)
ways), afterwards the

equivalence class Ni is to be chosen, at which
these elements will be mapped, and, finally, in
Ni the k images are to be chosen from drawn
elements from Mp (this can be done in

(
ni
k

)
ways). The chosen elements from Mp into the
elements from Ni can be mapped in k! ways.
The mapping α can be determined on M\Mp in
f(m1, . . . ,mp−1;n1, . . . , ni − k, . . . , nq) ways.

Corollary 1. If equivalence classes M1, . . . , Mk

of a relation ρ on a set N are of corresponding
orders n1, . . . , nk, n1+· · ·+nk = n, so for an order
of a semigroup IS(ρ)

n the recurrent relation takes
place: |IS(ρ)

n | = f(n1, . . . , nk−1;n1, . . . , nk) +

nk∑
r=1

(
nk

r

) k∑
i=1

(
ni

r

)
f(n1,. . . ,nk−1;n1,. . . ,ni−r,. . . ,nk)r!.

Theorem 3. Let equivalence classes M1, . . . , Mk

of the equivalence relation ρ be of orders n1, . . . ,
nk, where n1 + · · ·+ nk = n.
a) Semigroup IS(ρ)

n contains all of idempotents
from ISn. In particular, it has 2n idempotents.
b) The amount of idempotents in semigroup T (ρ)

n

is equal to
∑

16m1+···+mk6n
m16n1,...,mk6nk

∏k
i=1Ai

(
ni
mi

)
, where

Ai =

{ ∑
j ̸=i

mni
j , if mi = 0;

mni−mi
i , if mi ̸= 0.

c) The amount of idempotents in semigroup PT (ρ)
n

is equal to
∑

06m1+···+mk6n
m16n1,...,mk6nk

∏k
i=1Bi

(
ni
mi

)
, where

Bi =

{ ∑
j ̸=i

(mj + 1)ni , if mi = 0;

(mi + 1)ni−mi , if mi ̸= 0.

Proof. The transformation α ∈ PT n will be an
idempotent if and only if, when it operates identi-
cally on its range. ([1], Th. 2.7.2). It is obvious,
that S(ρ) can not contain idempotents, that are
not idempotents of a semigroup S.

a) However every idempotent from ISn is
an identical transformation of its domain, so
it preserves all of the relations on N, and,
subsequently, belongs to every IS(ρ)

n . ISn contains
2n idempotents ([1], Cor. 2.7.3).

b) Let us count the amount of idempotents
α ∈ Tn, for which | domα ∩Mi| = mi,
i = 1, . . . , k. In the equivalence class Mi one may
chose mi elements in

(
ni
mi

)
ways. If mi ̸= 0, so

other elements from Mi can be only mapped into
the set domα ∩Mi. This can be done in mni−mi

i

ways. If mi = 0, then elements from Mi can be
mapped into any set out of domα ∩ Mj , j ̸= i.
This can be done in

∑
j ̸=i

mni
j ways.

To finish the proof, it is necessary to menti-
on, that the value of an idempotent α on different
equivalence classes Mi is chosen independently,
and one may sum up by all of the possible sets
(domα ∩M1, . . . , domα ∩Mk).

c) The proof is similar to the previous one,
but transferring from the Tn to PT n it is cruci-
al to account for several additional issues. First,
the idempotent in PT n can be identified nowhere,
that is why the sum m1 + · · ·+mk can be equal
to 0. Second, in x ̸∈ domα α can be unidentified,
that is why possible values for α(x) are more by
one, comparing to the case Tn.

If |M | 6 2, then every equivalence relation on
M coincides with the equality relation or with the
total relation. So in such a case S(ρ) = S always
holds. By Eq (M) we will be denoting the set of
all equivalence relations on a set M .

Theorem 4. Let n > 2.
a) The element α ∈ ISn belongs to a semigroup
S1 =

∩
ρ∈Eq (N)

IS(ρ)
n if and only if, when either

rankα 6 1, or α is an idempotent, or α is a
group element of order 2. In particular, |S1| =

2n + 3n(n−1)
2 .

b) The element α ∈ Tn belongs to a semigroup
S2 =

∩
ρ∈Eq (N)

T (ρ)
n if and only if either rankα = 1,

or α is a unit element ε of a semigroup Tn. In
particular, |S2| = n+ 1.
c) S3 =

∩
ρ∈Eq (N)

PT (ρ)
n = S1 ∪ {α ∈ PT n |

rankα = 1}. In particular, |S3|=2n(n+1)+n(5n−1)
2 .

Proof. It is important to notice, that in each semi-
group of transformations S of elements of a rank
6 1 preserve all equivalence relations, so they
belong to each semigroup S(ρ). That is why it is
important only to verify which elements of rank
> 2 belong to

∩
ρ
S(ρ).

a) In ISn each idempotent is identical
transformation of its domain, so preserves equi-
valence relation and belong to S1. If α is noni-
dempotent group element of rank 2, then dom α=
im α = {a, b} and α(a) = b, α(b) = a. No matter
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whether a and b belong to same equivalence class
of relation ρ, or different ones, α preserves this
relation and therefore belongs to S1.

Let now element α of rank 2 be not a group
element. Then dom α ̸= im α. It implies that α
does not preserve equivalence relation, which has
one equivalence class dom α, and the other classes
consisting of one element. Hence α ̸∈ S1.

Eventually, let rankα > 2 and α be not an
idempotent. Then there exists such a ∈ dom α,
that α(a) ̸= a, and b ∈ dom α, that α(b) ̸= a.
Therefore α does not preserve equivalence relati-
on, with one equivalence class {a, b}, and the other
classes consisting of one element. Hence, α ̸∈ S1.

ISn contains 2n idempotents, n(n − 1) noni-
dempotent elements of rank 1 and n(n−1)

2 noni-
dempotent group elements of rank 2. Therefore
|S1| = 2n + n(n− 1) + n(n−1)

2 = 2n + 3n(n−1)
2 .

b) Primarily we will be observing the case,
when α ∈ Tn is different from ε element of a rank
> 2. Then there exists such a, that α(a) ̸= a,
and the condition rankα > 2 implies that there
exists such b, that α(b) ̸∈ {a, α(a)}. But then α
does not preserve equivalence relation, which has
one equivalence class {a, b}, and the other classes

consisting of one element. Hence α ̸∈ S1.
Let rankα = 2, the image of α is {a, b} and

α(a1) = a, α(b1) = b. While n > 2, so without
losing the generality we can consider that there
exists such a2 ̸= a1, that α(a2) = a. We will
be denoting by ρi the equivalence relation, whi-
ch has one equivalence class {ai, b1}, i = 1, 2, and
the other classes consisting of one element. Hence,
α({ai, b1}) = {a, b}, then α does not preserve at
least one of these relations. So, α ̸∈ S2.

So S2 contains only elements of rank 1 and
unit element ε from the semigroup Tn. Then in Tn
there are n elements of rank 1, so |S2| = n+ 1.

c) It is obvious, that S3 ⊇ S1. By considerati-
ons, similar to the part b), it can be proved that
elements of a rank > 1 from PT n r ISn do not
belong to the semigroup S3. This proves the first
part of the proposition c). It is left to count the
amount of elements of rank 1 from PT n, that do
not belong to ISn. However, every transformati-
on of rank 1 is a mapping of some nonempty
subset from N into one of elements from N, so the
amount of these transformations of rank 1 will be
n(2n−n−1). Therefore |S3| = |S1|+n(2n−n−1) =

2n(n+ 1) + n(5n−1)
2 .
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Введено поняття сконструйованого та листково сконструйованого графа за допомогою опе-
рацiї додавання ребра. Залежно вiд типу з’єднання описано умови, за яких унiциклiчний граф
G, що є листково сконструйованим з дерева T , має метричну розмiрнiсть 2 та 3.

Ключовi слова: унiциклiчнi графи, метрична розмiрнiсть, метричний базис, листково скон-
струйованi графи.

A metric dimension of graph G is the smallest size of a subset S ∈ V (G) that elements can
distinguish each vertex pair of G by the shortest-path distance to some vertex in S. Metric dimension
as a graph parameter has numerous applications, such as pharmaceutical chemistry, robot navigation,
network discovery and verification, sonar, combinatorial optimization, and was also studied for graphs
with high degree of symmetry.

The metric dimension decision problem is among the classical NP-hard problems. But for some
families of graphs the metric dimension can be computed in polynomial time. For example, formulas
for metric dimension are known for specially structured graphs, such as trees and hypercubes. In the
paper we present the concept of constucted and leaf-constructed graph with the help of the operation of
an edge addition. Depending on the connection type, we give the conditions under which the unicyclic
graph G, which is a leaf-constructed from the tree T , has metric dimension 2 and 3.

Key Words: unicyclic graph, metric dimension, metric basis, leaf-constructed graphs.
Communicated by Prof. Kirichenko V.V.

1 Вступ

Кожна мережа може бути представлена як
граф, у якому вершини розглядаються як про-
цесори, а ребра мiж двома довiльними верши-
нами iндукують зв’язки мiж процесорами. У
працi [1] Кулер розглядав навiгацiю як гра-
фiчну структуру, в якiй робот рухається вiд
вершини до вершини в графовому просторi.
В певний момент часу робот може визначити
своє мiсцезнаходження за допомогою вершин-
орiєнтирiв. Якщо робот знає вiдстань до достат-
ньої кiлькостi орiєнтирiв, то його розташуван-
ня визначається однозначно. Постала проблема
в знаходженнi мiнiмальної кiлькостi орiєнтирiв
та їх розташуваннi в мережi, щоб робот мiг зав-
жди визначити своє мiсцезнаходження. Вияв-
ляється, що мiнiмальна кiлькiсть орiєнтирiв є
метричною розмiрнiстю в графовому просторi,
поняття якої було введене Харарi та Мелтером
в [2]. Слатер у своїй працi [3] описав користь iдеї
пошуку метричної розмiрностi в довготермiно-

вих засобах навiгацiї. Мелтер i Томеску [4] вив-
чали метричну розмiрнiсть для графiв-сiток.
Вiдомо, що обчислення метричної розмiрнос-
тi для довiльного графа є NP-важкою проб-
лемою [5], тому в багатьох працях дослiджуєть-
ся метрична розмiрнiсть конкретних конструк-
цiй графiв та операцiй над ними (декартового,
лексикографiчного та корона добуткiв). Так, у
статтi [6] виведено оцiнку метричної розмiрнос-
тi унiциклiчного графа G, отриманого з дерева
T за допомогою додавання ребра: dim(T )− 2 6
dim(G) 6 dim(T ) + 1. Вiдповiдно, якщо дере-
во T має метричну розмiрнiсть 2, то виконуєть-
ся нерiвнiсть 0 6 dim(G) 6 3. Оскiльки, згiд-
но працi [7], метрична розмiрнiсть G дорiвнює
1 тодi i тiльки тодi, коли вiн є ланцюгом, то
матимемо нерiвнiсть 2 6 dim(G) 6 3. У да-
нiй статтi описано умови, за яких унiциклiчний
граф G, листково сконструйований з дерева T
(dim(T ) < 3), має метричну розмiрнiсть 2. Вiд-
повiдно охарактеризовано типи з’єднання, при

c⃝ М.А. Дуденко, 2018
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яких отриманий граф G має метричну розмiр-
нiсть 3.

2 Основнi означення та необхiднi твер-
дження

Нехай G = (V,E) — простий, скiнченний,
неорiєнтовний граф з множиною вершин V ,
|V | < ∞ i множиною ребер E.

Означення 2.1. Для u, v, w ∈ V вершина u роз-
дiляє вершини v i w якщо найкоротша вiдстань
мiж u i v вiдрiзняється вiд вiдстанi мiж u та w.

Означення 2.2. Пiдмножина M ⊂ V називаєть-
ся метричним генератором графа G якщо
будь-яку пару вершин w, v ∈ V роздiляє хоча
б одна вершина u ∈ M .

Зауважимо, що множина вершин V (G) є
метричним генератором для самої себе.

Означення 2.3. Метричний генератор графа G
потужностi, найменшої серед усiх можливих,
називається метричним базисом, а його потуж-
нiть — метричною розмiрнiстю графа G i поз-
начається dim(G).

Як зазначалось в статтi [8] очевидним є той
факт, що метричний базис iснує для будь-якого
графа та не є унiкальним. Наприклад, для про-
стого ланцюга Pn з початком у вершинi u та
кiнцем у вершинi v пiдмножини {u} та {v} бу-
дуть метричними базисами.

Нагадаємо, що степiнь вершини degG(v) —
це кiлькiсть ребер, що їй iнцидентнi.

Означення 2.4. Для деякого графа G листком
називається вершина, що має степiнь 1. Вер-
шина v є внутрiшньою якщо degG(v) > 3.
Внутрiшня вершина v близька до листка l якщо
немає внутрiшнiх вершин в найкоротшому шля-
ху, що з’єднує v i l.

В попереднiх статтях ([9], [10], [11]) було
введено поняття 1-листкової та 2-листкової вер-
шин. Узагальнимо його для довiльної кiлькостi
листкiв.

Означення 2.5. Для деякого натурального n
внутрiшня вершина називається n-листковою
якщо вона близька рiвно до n листкiв.

Означення 2.6. Простий граф називається унi-
циклiчним, якщо вiн мiстить рiвно один цикл.

Нехай G = (V,E) — унiциклiчний граф та
V̂ — множина вершин циклу даного графа.

Означення 2.7. Говоритимемо, що вершина
u ∈ V \ V̂ графа G проектується в верши-
ну w ∈ V̂ якщо для довiльної вершини q ∈ V̂
виконується нерiвнiсть:

dG(u,w) < dG(u, q).

Вершини степеня 3 циклу, в якi проекту-
ються вершини степеня 3, що лежать поза цик-
лом, називатимемо основними.

Означення 2.8. [9] Унiциклiчний граф G на-
зивається парним якщо iснує таке натураль-
не k, для якого |V̂ | = 2k, i непарним якщо
|V̂ | = 2k + 1.

Означення 2.9. [11] Унiциклiчний граф G, що
мiстить лише одну основну вершину, а решта
вершин циклу мають степiнь 2, називатимемо
мiнорним графом.

Нехай G — унiциклiчний граф i Ĝ — йо-
го пiдграф, що є iзометричним простому циклу
Ck.

Означення 2.10. [9] Унiциклiчний граф G на-
зивається базисним графом якщо виконуються
такi умови:

1) для довiльної вершини v графа G
degv 6 3;

2) G мiстить рiвно двi основнi вершини;

3) в кожну основну вершину може проекту-
ватись рiвно одна 2-листкова вершина;

4) Ĝ мiстить лише основнi вершини степеня
3.

Нехай G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2) — два
простих графи. Нехай v1 ∈ V1 та v2 ∈ V2. Граф
G = (V1 ∪ V2/ ∼, E1 ∪E2) називатимемо склею-
ванням графiв G1 i G2 по вершинах v1 i v2.

Означення 2.11. [9] Нехай G1 — базисний граф.
Позначимо через u i v основнi вершини графа
G1. Унiциклiчний граф G називається обплете-
нням графа G1 ланцюгами L1, . . . , Lr якщо G
утворений з G1 склеюванням вершин степеня 2
циклу з кiнцями ланцюгiв L1, . . . , Lr таким чи-
ном, що кожна вершина степеня 2 склеюється з
кiнцем лише одного ланцюга, а також для будь-
якої 1-листкової вершини w та сумiжної з нею
вершини a має мiсце нерiвнiсть:

dG(u, v) + dG(v, w) + 1 ̸= dG(u, a).
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Лема 1. [9] Непарний унiциклiчний граф G, що
мiстить двi основнi вершини, має метричну
розмiрнiсть 2 тодi i тiльки тодi коли викону-
ється одна з умов:

1) G — базисний граф;

2) G є обплетенням деякого базисного графа
G1.

Парний унiциклiчний з двома основними вер-
шинами та |V̂ | = 2k має метричну розмiр-
нiсть 2 тодi i тiльки тодi коли виконується
одна з вищезгаданих умов та d(u, v) ̸= k.

В статтi [11] було введено iншу конструкцiю
обплетення графiв.

Означення 2.12. [11] Унiциклiчний граф G на-
зивається частковим обплетенням графа G1,
що є унiциклiчним графом (або простим цик-
лом), ланцюгами L1, . . . , Lr якщо G утворений з
G1 склеюванням вершин степеня 2 циклу з кiн-
цями ланцюгiв L1, . . . , Lr, причому кожна вер-
шина степеня 2 склеюється з кiнцем лише одно-
го ланцюга.

Лема 2. [11] Нехай G — унiциклiчний граф,
що мiстить не бiльше однiєї основної верши-
ни. Граф G має метричну розмiрнiсть 2 то-
дi i тiльки тодi, коли вiн є частковим об-
плетенням простого циклу Cn або частковим
обплетенням мiнорного графа G1 ланцюгами
L1, . . . , Lr.

Позначимо символом nv кiлькiсть листкiв,
для яких v є внутрiшньою вершиною.

Лема 3. [12] Якщо T — дерево (не ланцюг), то
dim(T ) =

∑
v∈V,nv>1 (nv − 1).

Використовуючи дане твердження, можемо
сформулювати умови, за яких метрична роз-
мiрнiсть дерева буде дорiвнювати 2. Має мiсце
наступна теорема.

Теорема 1. Дерево T має метричну розмiр-
нiсть dim(T ) = 2 тодi i тiльки тодi коли у
нього немає жодної вершини степеня бiльшо-
го, нiж 3, iснує або лише одна 3-листкова i
жодної 2-листкової, або двi 2-листковi верши-
ни. Зокрема, не може iснувати рiвно одна 2-
листкова вершина.

Proof. Нехай T — дерево i dim(T ) = 2. Припус-
тимо, що T не мiстить вершин степеня строго
бiльшого, нiж 2. Тодi T є ланцюгом i згiдно з
результатом статтi [7] dim(T ) = 1. Отримали
суперечнiсть. Отже, граф T мiстить принаймнi
одну вершину степеня 3.

Нехай T мiстить вершину w, що має степiнь
4. Тодi можливi такi випадки:

1) w — єдина внутрiшня вершина. Тодi їй вiд-
повiдає 4 листки. За лемою 3 dim(T ) = 3.

2) w — вершина степеня 4, k — 2-листкова
вершина. Згiдно з лемою 3 до базису пот-
рiбно взяти три листки, що є близькими
до w i один листок, близький до k. Отри-
мали ту саму рiвнiсть dim(T ) = 3.

Отже, всi вершини дерева мають степiнь, що не
перевищує 3.

Зауважимо, що довiльне дерево T з
dim(T ) = 2, яке не має вершин степеня бiль-
шого, нiж 3, не може мати рiвно одну 2-
листкову вершину. Припустимо, що така вер-
шина w iснує. Тодi degw = 2 або degw = 3. В
першому випадку згiдно означення 2.5 w має
бути внутрiшньою, тому має виконуватись умо-
ва degw > 3. В другому видаку якщо решта
вершин дерева T мають степiнь менший, нiж
3, то w — єдина внутрiшня вершина, а тому
буде 3-листковою. Якщо iснуватиме ще хоча б
одна вершина u степеня 3, то u буде також 2-
лисковою. В усiх випадках отримали супереч-
нiсть.

Покажемо, що у T не може бути бiльше
двох 2-листкових вершин. Нехай T все ж має
три 2-листковi вершини v1, v2, v3. Тодi згiдно з
лемою 3 до базису потрiбно взяти по одному
листку p1, p2, p3, що є близькими до v1, v2, v3
вiдповiдно. В цьому випадку dim(T ) = 3. Отже,
в деревi T може iснувати рiвно двi 2-листковi
вершини.

Доведемо в iншу сторону. Нехай T — дере-
во, що не має вершин степеня сторого бiльшого,
нiж 3. Причому серед вершин степеня 3 iснує
не бiльше двох 2-листкових. Тодi якщо граф
мiстить рiвно одну вершину w степеня 3 i не
має жодної 2-листкової вершини, то w близь-
ка до трьох листкiв. Отже, згiдно з лемою 3
dim(T ) = 2. У випадку коли в дерева T iснує
n внутрiшнiх вершин, причому двi з них є 2-
листковими, а решта n − 2 мають по одному
листку, dim(T ) = 2 за тiєю ж таки лемою 3.
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