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Будується конструктивний метод дослiдження та наближеного розв’язання нелiнiйної за-
дачi Гурса з передiсторiєю. Одержано достатнi умови iснування, єдиностi та знакосталостi
розв’язку розглядуваної задачi.

Ключовi слова: двостороннiй метод, достатнi умови, «вiльна» крива, характеристична за-
дача Кошi з передiсторiєю.

We have built a constructive method of investigation and approximate solution for nonlinear Gursa’s
problem with prehistory. We have established sufficient condition of subsistence, existence of unity and
constant signs solution of the investigated problem. At mathematical description to different nature
process (gas sorption, the spread of moisture in the porous substances, pipes heating by a stream of
hot water, drying by the airflow, etc. [1]) we often come to boundary value problems for nonlinear
differential equations in partial derivatives, when not all output data are known, that is some of them
need to be found from auxiliary nonlinear problems, which are mathematical models of processes that
proceeded the research. These problems should be named as problems with prehistory. One approach to
investigation and approximate solution to such a problem has been proposed in the current paper.

Key Words: two-sided method, sufficient conditions, «free» curves, characteristic Cauchy’s problem
with prehistory.

Нехай на площинi xOy задана область D =
D1 ∪D2, де D1 = {(x, y) | x ∈ [x0, x1], y ∈ (g(x),
y0]}, D2 = {(x, y) | x ∈ (x0, x1], y ∈ (y0, y1]}, а
y = g(x) (x = κ(y)) – «вiльна» крива i g′

(x) < 0,

g(x0) = y0, g(x1) = y0 − α, α > 0 – const.
Постановка задачi: у просторi функцiй

C∗(D2) := C(1.1)(D2) ∩ C(D2) знайти розв’язок
нелiнiйного ДРЧП [2]

D(1.1)U2(x, y) = f2

(
x, y, U2(x, y), D

(1.0)U2(x, y), D(0.1)U2(x, y)
)
:= f2 [U2(x, y)] , (1)

який задовольняє умови

U2(x0, y) = φ(y), y ∈ [y0, y1],

U2(x, y0) = U1(x, y0), x ∈ [x0, x1],
(2)

де U1(x, y) ∈ C∗(D1) є розв’язком задачi Кошi.

D(1.1)U1(x, y) = f1(x, y, U1(x, y),

D(1.0)U1(x, y), D
(0.1)U1(x, y)) :=

= f1[U1(x, y)],

(3)

U1(x, g(x)) = φ1(x),

D(0.1)U1(x, g(x)) = ψ(x), x ∈ [x0, x1],
(4)

причому виконується умова узгодженостi

φ(y0) = φ1(x0). (5)

Надалi будемо вважати, що функцiї
fi [Ui(x, y)] ∈ C(Bi), fi : Bi → R, Bi ∈ R5,
ПрxOyBi = Di, i = 1, 2, а заданi функцiї
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у вихiдних даних (2), (4) φ(y) ∈ C1[y0, y1],
φ1(x) ∈ C1[x0, x1], ψ(x) ∈ C[x0, x1].

Iнтегруючи рiвняння (1) в областi D2 по x
вiд x0 до x i по y вiд y0 до y, враховуючи умови
(2), а рiвняння (3) в областi D1 по y в межах
вiд g(x) до y та по x вiд x0 до x i, врахувавши
умови (4), легко переконатися у справедливостi
наступної леми.

Лема 1. Нехай fi[Ui(x, y)] ∈ C(Bi). Тодi зада-
ча ( 1)—( 5) i система iнтегродиференцiальних
рiвнянь

Ui(x, y) = Φi(x, y) + εiT1,if1[U1(ξ, η)]+

+Tifi[Ui(ξ, η)], (x, y) ∈ Di, i = 1, 2,
(6)

де εi =

{
0, при i = 1,

1, при i = 2,

Φ1(x, y) := φ1(x)−
∫ x

κ(y)
g
′
(ξ)ψ(ξ)dξ×

×T1f1[U1(ξ, η)] :=

∫ x

κ(y)

∫ y

g(ξ)
f1[U1(ξ, η)]dηdξ,

Φ2(x, y) := φ(y)− φ(y0) + φ1(x)−
∫ x

x0

g
′
(ξ)×

×ψ(ξ)dξ,

T1,2f1[U1(ξ, η)] :=

∫ x

x0

∫ y0

g(ξ)
f1[U1(ξ, η)]dηdξ,

T2f2[U2(ξ, η)] :=

∫ x

x0

∫ y

y0

f2[U2(ξ, η)]dηdξ,

є еквiвалентними.

Означення 1. Будемо вважати, що функцiї
fi [Ui(x, y)] ∈ C1(Bi), якщо вони задовольняють
наступнi умови [3, 4]:

1) fi [Ui(x, y)] ∈ C(Bi), i = 1, 2;

2) у просторi функцiй C(B1,i), B1,i ∈ R8,
ΠpxOyB1,i = Di, i = 1, 2, iснують такi фун-
кцiї
Hi

(
x, y, zi(x, y), D

(1.0)zi(x, y), D
(0.1)zi(x, y);

vi(x, y), D
(1.0)vi(x, y), D

(0.1)vi(x, y)
)
:=

= Hi[zi(x, y); vi(x, y)], zi(x, y), vi(x, y) ∈
B1,i i є неперервно диференцiйовними, що
∀Ui(x, y) ∈ C1(Di):

(a) Hi[Ui(x, y);Ui(x, y)] ≡ fi [Ui(x, y)],
(x, y) ∈ Di, i = 1, 2, Ui(x, y) ∈ B1,i,

(b) для всяких неперевно диференцiйов-
них пар функцiй zi(x, y), vi(x, y)
∈ B1,i, якi задовольняють умови
D(κ,s)zi(x, y) > D(κ,s)Vi(x, y), (x, y) ∈
Di, i = 1, 2, κ = 0, 1, s = 0, 1, κ+s < 2,
в областi B1,i виконуються нерiвностi

Hi[zi(x, y); vi(x, y)] >
> Hi[vi(x, y); zi(x, y)],

(x, y) ∈ Di,

(7)

3) неперервнi функцiї Hi[zi(x, y); vi(x, y)] в
областi B1,i задовольняють умову Лiпши-
ця, тобто для всяких з простору C1(Di)
функцiй zi,r(x, y), vi,r(x, y) ∈ B1,i, r = 1, 2,
виконуються умови

|Hi[zi,1(x, y); zi,2(x, y)]−
−Hi[vi,1(x, y); vi,2(x, y)]| 6

6 Li

2∑
r=1

(|wi,r(x, y)|+

+
∣∣∣D(1.0)wi,r(x, y)

∣∣∣+ ∣∣∣D(0.1)wi,r(x, y)
∣∣∣) ,

де Li—сталi Лiпшиця, wi,r(x, y) =zi,r(x, y)−
−vi,r(x, y), i = 1, 2.

Зауважимо, якщо функцiї fi[Ui(x, y)] ∈
C(Bi) i мають в областi Bi обмеженi частин-
нi похiднi першого порядку по всiм своїм ар-
гументам, розпочинаючи iз третього, то вони
завжди належать просторовi C1(Bi). Зворотнє
твердження не справедливе.

Нехай функцiї zi,p(x, y), vi,p(x, y) ∈ C∗(Di),
належать областi B1,i, i = 1, 2, p ∈ N0 := {0}∪N.

Введемо позначення:

Wi,p(x, y) := zi,p(x, y)− vi,p(x, y),

fpi (x, y) := Hi[zi,p(x, y); vi,p(x, y)],

fi,p(x, y) := Hi[vi,p(x, y); zi,p(x, y)]

αi,p(x, y) := zi,p(x, y)− Φi(x, y)− εi×
×T1,ifp1 (ξ, η)− Tif

p
i (ξ, η) := zi,p(x, y)−

−Rp
i (x, y),

βi,p(x, y) := vi,p(x, y)− Φi(x, y)− εi×
×T1,if1,p(ξ, η)− Tifi,p(ξ, η) := vi,p(x, y)−

−Ri,p(x, y),

(8)
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D(κ,s)zi,p(x, y) := D(κ,s)zi,p(x, y)−

−q(κ,s)i,p (x, y)D(κ,s)wi,p(x, y),

D(κ,s)vi,p(x, y) := D(κ,s)vi,p(x, y)+

+c
(κ,s)
i,p (x, y)D(κ,s)wi,p(x, y),

κ, s = 0, 1, κ+ s < 2, i = 1, 2, p ∈ N0,

F p
i (x, y) := Hi[zi,p(x, y); vi,p(x, y)],

Fi,p(x, y) := Hi[vi,p(x, y); zi,p(x, y)],

R
p
i (x, y) := Φi(x, y) + εiT1,iF

p
1 (ξ, η)+

+TiF
p
i (ξ, η),

Ri,p(x, y) := Φi(x, y) + εiT1,iF1,p(ξ, η)+

+TiFi,p(ξ, η),

αi,p(x, y) := zi,p(x, y)−R
p
i (x, y),

βi,p(x, y) := vi,p(x, y)−Ri,p(x, y),
(9)

де q(κ,s)i,p (x, y) та c(κ,s)i,p (x, y) є довiльними iз про-
стору C(Ds) функцiями, якi задовольняють
умови

0 6 qκ,si,p (x, y) 6 0, 5,

0 6 cκ,si,p (x, y) 6 0, 5,

p ∈ N0, (x, y) ∈ Di,

κ, s = 0, 1, κ+ s < 2.

(10)

Побудуємо послiдовностi функцiй
{zi,p(x, y)} та {vi,p(x, y)} згiдно закону [5, 6]

zi,p+1(x, y) = R
p
i (x, y),

vi,p+1(x, y) = Ri,p(x, y),

(x, y) ∈ Di,

(11)

де за нульове наближення zi,0(x, y), vi,0(x, y) ∈
B1,i вибираємо довiльнi iз простору C∗(Di)
функцiї, якi при (x, y) ∈ Di задовольняють умо-
ви

D(κ,s)wi,0(x, y) > 0, D(κ,s)αi,0(x, y) > 0,

D(κ,s)βi,0(x, y) 6 0, (x, y) ∈ Di, i = 1, 2.
(12)

Означення 2. Функцiї zi,0(x, y), vi,0(x, y) ∈
C∗Di, якi належать областi B1,i i задовольня-
ють умови (12), називаються функцiями порiв-
няння крайової задачi (1)—(5).

Iз (8), (9), (11) маємо:

D(κ,s) [zi,p(x, y)− zi,p+1(x, y)] =

= D(κ,s)αi,p(x, y) +D(κ,s) {εi×
×T1,i [fp1 (ξ, η)− F p

1 (ξ, η)]+

+ Ti [f
p
i (ξ, η)− F p

i (ξ, η)]}
D(κ,s) [vi,p(x, y)− vi,p+1(x, y)] =

= D(κ,s)βi,p(x, y) +D(κ,s) {εi×
×T1,i [f1,p(ξ, η)− F1,p(ξ, η)]+

Ti [fi,p(ξ, η)− Fi,p(ξ, η)]}

(13)

D(κ,s)wi,p+1(x, y) = D(κ,s)
[
R

p
i (x, y)−

−Ri,p(x, y)
]
,

(14)

D(κ,s)αi,p+1(x, y) = D(κ,s)
[
R

p
i (x, y)−

−Rp+1
i (x, y)

]
,

D(κ,s)βi,p+1(x, y) = D(κ,s)
[
Ri,p(x, y)−

−Ri,p+1(x, y)] ,

p ∈ N0, (x, y) ∈ Di, i = 1, 2, κ, s = 0, 1,

κ+ s < 2.

(15)

Вiдмiтимо, що в силу (10)

D(κ,s)vi,0(x, y) 6 D(κ,s)vi,0(x, y) 6
6 D(κ,s)zi,0(x, y) 6 D(κ,s)zi,0(x, y),

тобто, якщо zi,0(x, y), vi,0(x, y) ∈ B1,i, то i
zi,0(x, y) та vi,0(x, y) також належать цiй обла-
стi.

Приймаючи до уваги (10), (12), (13)—(15),
методом математичної iндукцiї переконуємось,
що якщо на кожному кроцi iтерацiї (11) фун-
кцiї qi,p(x, y), ci,p(x, y), якi задовольняють умо-
ви (10), вибирати таким чином, щоб виконува-
лися нерiвностi

D(κ,s) [zi,p(x, y)− zi,p+1(x, y)]−

−q(κ,s)i,p (x, y)D(κ,s)wi,p(x, y) > 0,

D(κ,s) [vi,p(x, y)− vi,p+1(x, y)]+

+c
(κ,s)
i,p (x, y)D(κ,s)wi,p(x, y) 6 0,

(x, y) ∈ Di, i = 1, 2, κ, s = 0, 1,

κ+ s < 2,

(16)

то для довiльних p ∈ N матимемо

D(κ,s)vi,p(x, y) 6 D(κ,s)vi,p+1(x, y) 6
6 D(κ,s)zi,p+1(x, y) 6 D(κ,s)zi,p(x, y),

D(κ,s)αi,p(x, y) > 0, D(κ,s)βi,p(x, y) 6 0,

κ, s = 0, 1, (x, y) ∈ Di, i = 1, 2.

(17)

Лема 2. Якщо функцiї fi[Ui(x, y)] ∈ C1(Bi) та
iснують функцiї порiвняння задачi (1)—(5), то
множина функцiй qi,p(x, y), ci,p(x, y), якi задо-
вольняють умови (10), (16) не порожня.

Доведення. Дiйсно покладемо
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q
(κ,s)
i,p (x, y) =


D(κ,s)αi,p(x, y)

D(κ,s)τi,p(x, y)
приD(κ,s)wi,p(x, y) ̸= 0,

0 при D(κ,s)wi,p(x, y) = 0,

c
(κ,s)
i,p (x, y) =

−D
(κ,s)βi,p(x, y)

D(κ,s)τi,p(x, y)
приD(κ,s)wi,p(x, y) ̸= 0,

0 при D(κ,s)wi,p(x, y) = 0,

τi,p(x, y) := αi,p(x, y)− βi,p(x, y) +Wi,p(x, y),

κ, s = 0, 1, κ+ s < 2, (x, y) ∈ Di, i = 1, 2, p ∈ N0.

(18)

Функцiї q(κ,s)i,p (x, y) та c
(κ,s)
i,p (x, y) визначенi

згiдно (18) задовольняють умови (10), а

D(κ,s) [zi,p(x, y)− zi,p+1(x, y)]−

−q(κ,s)i,p (x, y)D(κ,s)wi,p(x, y) =

= D(κ,s)αi,p(x, y)− q
(κ,s)
i,p (x, y)×

×D(κ,s)wi,p(x, y) +D(κ,s) [Rp
i (x, y)−

−Rp
i (x, y)

]
> D(κ,s)αi,p(x, y)×

×

(
1− D(κ,s)wi,p(x, y)

D(κ,s)τi,p(x, y)

)
> 0

для всiх p ∈ N0 та (x, y) ∈ Di, i = 1, 2, κ, s = 0, 1,
κ+ s < 2.

Аналогiчно доводиться i друга iз нерiвно-
стей (16), якщо c(κ,s)i,p (x, y) вибирати згiдно (18)
i Лема 2 доведена. �

Таким чином справедлива наступна

Теорема 1. Нехай функцiї fi[Ui(x, y)] ∈ C1(Bi)
та iснують функцiї порiвняння задачi (1)—(5).

Тодi для функцiй zi,p(x, y), vi,p(x, y) побудо-
ваних згiдно закону (11), (12), де q

(κ,s)
i,p (x, y),

c
(κ,s)
i,p (x, y) ∈ C(Di), i = 1, 2 задовольняють в

областi B1,i умови (10), (16), справедливi не-
рiвностi (17) для всiх p ∈ N0 та (x, y) ∈ Di, i =
1, 2.

Введемо позначення:

max
i,κ,s

sup
Di

∣∣∣D(κ,s)wi,0(x, y)
∣∣∣ = d,max

i
Li = l,

max
i,κ,s

sup
Di

(
1− q

(κ,s)
i,p (x, y)− c

(κ,s)
i,p (x, y

)
6 q,

max

{
1, sup

D

(y − y0 + α+ x− x0)

}
= γ.

Тодi iз (14) [7] неважко отримати оцiнки∣∣∣D(κ,s)wi,p(x, y)
∣∣∣ 6 Ap

p!
d, (19)

де A := 6lγq(y − y0 + α+ x− x0).
Iз оцiнок (19) випливає, що

lim
p→∞

D(κ,s)wi,p(x, y) = 0

для всiх (x, y) ∈ Di, i = 1, 2, κ, s = 0, 1, κ+s < 2.
Але тодi на пiдставi нерiвностей (17)

lim
p→∞

D(κ,s)zi,p(x, y) = lim
p→∞

D(κ,s)vi,p(x, y) :=

= U
(κ,s)
i (x, y).

Очевидно

D(κ,s)U
(0,0)
i (x, y) := D(κ,s)Ui(x, y) =

= U
(κ,s)
i (x, y),

де Ui(x, y) ∈ C∗(Di) є розв’язком системи iнте-
гродиференцiальних рiвнянь (6).

Теорема 2. Нехай функцiї fi[Ui(x, y)] ∈ C1(Bi)
та iснують функцiї порiвняння задачi (1)—(5).
Тодi:

1) система рiвнянь (6) у класi функцiй
C∗(Di) має розв’язок i вiн єдиний при
(x, y) ∈ Di, i = 1, 2,

2) послiдовнiсть функцiй {D(κ,s)zi,p(x, y)},
{D(κ,s)vi,p(x, y)}, побудованi згiдно зако-
ну (11), (12), (16), збiгаються рiвномiрно
при (x, y) ∈ Di до єдиного розв’язку си-
стеми рiвнянь (6),

3) мають мiсце оцiнки (19),

4) для довiльних p ∈ N0, κ, s = 0, 1, κ+s < 2,
та (x, y) ∈ Di, i = 1, 2 справедливi нерiв-
ностi

D(κ,s)vi,p(x, y) 6 D(κ,s)vi,p+1(x, y) 6
6 D(κ,s)Ui(x, y) 6

6 D(κ,s)zi,p+1(x, y) 6 D(κ,s)zi,p(x, y),

(20)
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5) збiжнiсть iтерацiйного методу (11),
(12), (16) не повiльнiша збiжностi мето-
ду, коли q

(κ,s)
i,p (x, y) ≡ c

(κ,s)
i,p (x, y) ≡ 0 для

всiх κ, s = 0, 1, κ+ s < 2, p ∈ N0 тобто

z∗i,p+1(x, y) = Rp
i (x, y),

v∗i,p+1(x, y) = Ri,p(x, y),

(x, y) ∈ Di.

Єдинiсть розв’язку системи iнтегродифе-
ренцiальних рiвнянь (6) доводиться методом
вiд супротивного. Пункт 2) та оцiнки (19) дове-
дено вище. Для доведення справедливостi ди-
ференцiальних нерiвностей (20) та пункту 5)

Теореми 2 достатньо використати мiркування,
наведенi у роздiлi IV монографiї [5].

Наслiдок 1. Нехай виконуєть умови Теоре-
ми 1. Тодi задача (1)—(5) має в класi функцiй
C∗(D) єдиний розв’язок.

Наслiдок 2. Нехай функцiї fi[Ui(x, y)] ∈
C1(Bi) та fi[Ui(x, y)] ≡ Hi[Ui(x, y); 0], i = 1, 2,
а φ(y) = 0, y ∈ [y0, y1], φ1(x) = ψ(x) = 0,
x ∈ [x0, x1].

Тодi, якщо fi[0] > (6)0, i = 1, 2 в областi
Bi, то розв’язок задачi (1)—(5) Ui(x, y) > (6)0
при (x, y) ∈ Di.

Розглянемо рiвняння

D(1.1)z(x, y) = f3(x, y, z(x, y), D
(1.0)z(x, y), D(0.1)z(x, y)) := f3[z(x, y)],

f3 : B2 → R, B2 ∈ R5.
(21)

Вважатимемо, що правi частини рiвнянь
(1) та (21) задовольняють наступнi умови:

1) f2[U2(x, y)] ∈ C1(B2),

2) функцiя f3[z(x, y)] ∈ C(B2) i в областi
B2 має обмеженi частиннi похiднi першого
порядку по всiм своїм аргументам, почи-
наючи iз третього, причому

∂f3[z(x, y)]

∂D(κ,s)z(x, y)
:= aκ,s(x, y) > 0,

(x, y) ∈ D2,

(22)

3) для всякої з простору C∗(D2) функцiї
v(x, y) ∈ B2

f3[v(x, y)] > (6)f2[v(x, y)],

(x, y) ∈ D2.
(23)

Теорема 3. Нехай для правих частин рiв-
нянь (1), (21) f2[U2(x, y)] та f3[z(x, y)] викону-
ються наведенi вище умови 1-3 i в областi B2

iснують функцiї порiвняння задачi (1)—(5) та

(21), (2)—(5). Тодi для розв’язкiв цих задач при
(x, y) ∈ D2 виконуються нерiвностi

U2(x, y) 6 (>)z(x, y). (24)

Доведення. Згiдно Теореми 2 та Наслiдку 1
розв’язки задач (1)—(5) та (21), (2)—(5) iсну-
ють i вони єдинi у просторi функцiй C∗(D2), а
отже, позначивши W (x, y) := z(x, y)−U2(x, y) i
використавши теорему про скiнченнi прирости,
матимемо

D(1.1)W (x, y) = ã1,0(x, y)D
(1.0)W (x, y)+

+ã0,1(x, y)D
(0.1)W (x, y) + ã0,0(x, y)W (x, y)+

+ (f3[U2(x, y)]− f2[U2(x, y)]) ,

де ãκ,s(x, y)—частиннi похiднi функцiї f3[z(x, y)]
при деяких значеннях D(κ,s)z(x, y) ∈ B2,
(x, y) ∈ D2. Очевидно, функцiя W (x, y) задо-
вольняє однорiднi умови (2)—(4), а права ча-
стина останнього рiвняння вiдносно W (x, y) на-
лежить просторовi C1(B2), причому на пiдставi
(23) вона задовольняє всiм умовам Наслiдку 2,
а отже W (x, y) > (6)0 при (x, y) ∈ D2, тобто
мають мiсце нерiвностi (24).
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