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АНОТАЦIЯ

Прохорчук В. А. Автоматнi зображення груп. — Квалiфiкацiйна наукова пра-

ця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-

нiстю 111 “Математика” — Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса

Шевченка, Київ, 2022.

Дисертацiйна робота присвячена побудовi точних скiнченно автоматних

зображень ряду скiнченно породжених груп. Природною необхiдною умовою

для груп, якi допускають такi зображення, є резидуальна скiнченнiсть.

Розглядаються точнi скiнченно автоматнi зображення для таких скiнчен-

но породжених резидуально скiнченних груп, якi за своєю комбiнаторною

структурою є близькими до вiльних груп. А саме, груп, що розкладаються

у вiльнi добутки своїх пiдгруп, амальгамованi вiльнi добутки, або є HNN-

розширеннями.

Дисертацiя складається з анотацiй українською та англiйською мовами,

перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв основної частини, ви-

сновкiв, списку використаних джерел та додатку.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульовано

мету, об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, зазначено наукову но-

визну отриманих результатiв, їх практичне значення, зв’язок роботи з науко-

вими темами й особистий внесок здобувача, вказано також де було апробо-

вано та опублiковано результати дисертацiї.

В Роздiлi 1 наводяться основнi означення i твердження, якi будуть необ-

хiднi в наступних роздiлах.

Роздiл 2 присвячений побудовi точних зображень амальгамованих вiль-

них добуткiв циклiчних груп по циклiчнiй пiдгрупi за допомогою скiнченних
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автоматiв над деяким скiнченним алфавiтом. А саме, використовуючи уза-

гальнення леми про пiнг-понг показано, що вказаний амальгамований вiль-

ний добуток породжується автоматними пiдстановками, визначеними iнiцi-

альними автоматами з 4 станами. Окремо розглянуто випадок тривiальної

амальгамацiї, тобто побудовано точне зображення амальгамованого вiльного

добутку вказаних груп по одиничнiй пiдгрупi. В цьому випадку автомати, в

яких визначаються необхiднi автоматнi пiдстановки, мають по 2 внутрiшнi

стани.

В Роздiлi 3 побудовано точне зображення амальгамованих вiльних добу-

ткiв циклiчних груп по циклiчнiй пiдгрупi скiнченно автоматними пiдстанов-

ками над мiнiмально можливим алфавiтом. Наводиться допомiжна констру-

кцiя автоматних пiдстановок довiльного скiнченного порядку i оцiнено кiль-

кiсть станiв в автоматi, який задає вказану автоматну пiдстановку. Для явної

побудови автоматiв, в станах яких визначатимуться необхiднi для доведення

автоматнi пiдстановки, використовуються операцiї з’єднання i послiдовного

з’єднання двох iнiцiальних автоматiв, а також конструкцiя l-повного авто-

мата. У випадку точного зображення амальгамованих вiльних добуткiв скiн-

ченного числа p-груп iнiцiальними автоматами додатково показано, що такий

амальгамований вiльний добуток iзоморфно занурюється в p-FGA(X) для

алфавiту X потужностi p, тобто перетин p-силовської пiдгрупи Sylp(GA(X))

групи всiх автоматних пiдстановок над X i групи FGA(X) всiх скiнченно авто-

матних пiдстановок. Доведення останнього твердження базується на загаль-

нiй конструкцiї, запропонованiй вище, та додатковому аналiзi побудованих в

нiй автоматiв.

В Роздiлi 4 розглянуто питання знаходження HNN-розширень вiльних

абелевих груп рангу n, n ≥ 1, якi допускають iзоморфнi занурення в групу

p-FGA(X). Розглядаються такi HNN-розширення, визначенi невиродженими
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цiлочисельними матрицями M розмiру n×n з певними, накладеними на них,

умовами. Показано, що цi HNN-розширення вiльних абелевих груп допуска-

ють iзоморфнi занурення в групу p-FGA(X). Як наслiдок, отримуємо, що

вiдповiднi HNN-розширення є резидуально p-скiнченними. Також наведено

приклад такої матрицi розмiру 2 × 2, яка не задовольняє ранiше визначе-

ним умовам, але при цьому вiдповiдне їй HNN-розширення занурюється в

2-FGA(X).

У дисертацiйнiй роботi отримано такi новi результати.

1. Для амальгамованих добуткiв скiнченного числа скiнченних циклiчних

груп, амальгамованих за циклiчною пiдгрупою побудовано точнi скiнчен-

но автоматнi зображення. Автоматнi пiдстановки, якi породжують вiдпо-

вiднi добутки, визначаються iнiцiальними автоматами, кожен з яких має

4 внутрiшнi стани.

2. Побудовано точнi скiнченно автоматнi зображення вiльних добуткiв скiн-

ченних циклiчних груп. Автоматнi пiдстановки, якi породжують вiдпо-

вiднi добутки, визначаються iнiцiальними автоматами, якi мають по 2

внутрiшнi стани.

3. Для амальгамованих добуткiв скiнченного числа скiнченних циклiчних

груп, амальгамованих за циклiчною пiдгрупою, побудовано точнi скiн-

ченно автоматнi зображення над мiнiмально можливим алфавiтом.

4. Для довiльного простого числа p доведено, що амальгамованi вiльнi добу-

тки скiнченного числа циклiчних p-груп, амальгамованих за циклiчною

пiдгрупою, зображаються скiнченними автоматами спецiального вигляду.

Показано, що вiдповiднi автоматнi пiдстановки належать до p-силовської

пiдгрупи групи всiх автоматних пiдстановок над p-елементним алфавi-

том.
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5. Введено клас HNN-розширень вiльних абелевих груп скiнченного рангу,

всi групи з якого зображаються скiнченно автоматними пiдстановками.

Доведено, що вiдповiднi автоматнi пiдстановки належать до p-силовської

пiдгрупи групи всiх автоматних пiдстановок над p-елементним алфавi-

том.

Дисертацiйне дослiдження носить теоретичний характер. Отриманi резуль-

тати можуть бути використанi в алгебрi, теорiї автоматiв, дискретнiй мате-

матицi, теорiї алгоритмiв та в iнших галузях знань, методи яких базуються

на автоматних зображення алгебраїчних структур.

Ключовi слова: автоматна пiдстановка, автоморфiзм кореневого дере-

ва, амальгамований вiльний добуток, вiльний добуток, група автомата, iнi-

цiальний автомат, кореневе дерево, резидуально скiнченна група, скiнченний

автомат, HNN-розширення, p-силовська пiдгрупа.
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ABSTRACT

Prokhorchuk V. A. Automaton representations of groups. — Qualifying scientific

work on the rights of the manuscript.

The thesis presented for the academic degree Doctor of Philosophy in specialty

111 “Mathematics”. –– Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, 2022.

The thesis is devoted to the study of faithful finite automaton representations

of finitely generated groups. Residual finiteness is a natural necessary condition

for groups that allow such representations.

Faithful finite automaton representations of finitely generated residually finite

groups, which are close to free groups in their combinatorial structure, are consi-

dered. More precisely, it is considered groups that decompose into free products

or amalgamated free products of their subgroups, and HNN extensions of groups.

The thesis consists of an abstract in Ukrainian and English, a list of symbols,

an introduction, four chapters of the main part, conclusions, a references list and

an appendix.

The introduction contains motivation of the research topic, formulates the

purpose, object, subject, tasks and methods of research, indicates the scientific

novelty of the obtained results, their practical significance, the connection of the

work with scientific programs and personal contribution of the applicant. Also it

is indicated where the results have been discussed and published.

Chapter 1 provides the main definitions and statements which are used in the

next chapters of the thesis.

Chapter 2 is devoted to the construction of faithful representations of amal-

gamated free products of finite cyclic groups with cyclic subgroup amalgamated

by finite automata over some finite alphabet. Namely, using a generalization of

the ping-pong lemma, it is shown that the specified amalgamated free product is
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generated by automaton permutations defined by initial automata with 4 states.

The case of trivial amalgamation is considered separately, i.e. a faithful repre-

sentation of the free product of finite cyclic groups is constructed. In this case,

the automata in which the necessary automaton permutations are defined have 2

internal states.

In Chapter 3 a faithful representation of amalgamated free products of cyclic

groups with cyclic subgroup amalgamated by finite automaton permutations over

the minimal possible alphabet is constructed. The auxiliary construction of auto-

maton permutations with arbitrary finite order is given and the number of states

in the automaton that define the specified automaton permutation is estimated.

For the explicit construction of automata, in the states of which the automaton

permutations required for the proof will be determined, the operations of linking

and serial linking of two initial automata are used, as well as the construction of an

l-complete automaton. In the case of faithful representations of amalgamated free

products of finite number of cyclic p-groups by initial automata, it is additionally

shown that such an amalgamated free product is isomorphically embedded in the

group p-FGA(X) over an alphabet X of cardinality p, i.e. the intersection of the

p-Sylow subgroup Sylp(GA(X)) of the group of all automaton permutations over

X and the group FGA(X) of all finite automaton permutations over X. The proof

of the last statement is based on the general construction proposed above, and on

additional analysis of the automaton constructed in it.

Chapter 4 considers the question of finding HNN extensions of free abeli-

an groups of rank n, n ≥ 1, which allow isomorphic embedding into the group

p-FGA(X). It is introduced HNN extensions defined by invertible integer matri-

ces M of size n × n with some additional conditions. It is shown that these

HNN extensions of free abelian groups allow isomorphic embedding in the group

p-FGA(X). As a result, it is obtained that the corresponding HNN extensions
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are residually p-finite. It is presented an example of a matrix of size 2 × 2, such

that it does not satisfy the previously defined conditions, but corresponding HNN

extension allow an embedding into 2-FGA(X).

The main results that determine the scientific novelty of the thesis are as

follows.

1. Faithful finite automaton representations are constructed for amalgamated

free products of finite number of finite cyclic groups with amalgamated cyclic

subgroup. The automaton permutations that generate corresponding products

are defined by initial automata, each of which has 4 internal states.

2. Faithful finite automaton representations of free products of finite cyclic

groups are constructed. The automaton permutations that generate corres-

ponding products are defined by initial automata, each of which has 2 internal

states.

3. For amalgamated free products of finite number of finite cyclic groups with

amalgamated cyclic subgroup, faithful finite automaton representation are

constructed over a minimal possible alphabet.

4. For arbitrary prime number p it is proved that amalgamated free products

of finite number of cyclic p-groups with amalgamated cyclic subgroup are

represented by finite automata of special form. It is shown that corresponding

automaton permutations belong to the p-Sylow subgroup of the group of all

automaton permutations over the alphabet with p elements.

5. A class of HNN extensions of free abelian groups of finite rank is introduced.

All groups from this class are represented by finite automaton permutations. It

is proved that corresponding automaton permutations belong to the p-Sylow
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subgroup of the group of all automaton permutations over the alphabet with

p elements.

The thesis is a theoretical research. The obtained results can be used in

algebra, automata theory, discrete mathematics, algorithm theory and other fields

of knowledge, the methods of which are based on automaton representations of

algebraic structures.

Keywords: automaton permutation, automorphism of rooted tree, amalga-

mated free product, free product, automaton group, initial automaton, rooted

tree, residually finite group, finite automaton, HNN extension, p-Sylow subgroup.
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Перелiк умовних позначень
Λ — порожнє слово

Aq1R1 R2
Aq2 — з’єднання iнiцiальних автоматiв Aq1 та Aq2 вiдносно множин

стрiлок R1, R2

Aut Td(X) — група автоморфiзмiв дерева Td(X)

0n — слово 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

, n > 0

l-Aq — l-повний автомат iнiцiального автомата Aq

FGA(X) — група всiх скiнченно автоматних пiдстановок над алфавiтом X

G(A) — група автомата A

GA(X) — група всiх автоматних пiдстановок над алфавiтом X

S(X) — симетрична група на множинi X

Sylp(GA(X)) — силовська p-пiдгрупа групи GA(X), де |X| = p, p-просте

N — множина натуральних чисел

Z — кiльце цiлих чисел

Zn — кiльце лишкiв за модулем n

Td(X) — d-кореневе дерево

Td,n(X) — d-кореневе дерево глибини n

Aq1 Aq2 — послiдовне з’єднання автоматiв Aq1 та Aq2
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X — алфавiт

X∗ — множина всiх скiнченних слiв над алфавiтом X

Xω — множина всiх нескiнченних слiв над алфавiтом X

X(n) — множина слiв довжини не бiльшої за n над алфавiтом X, n ≥ 0

Xn — множина слiв довжини n над алфавiтом X; n-й рiвень дерева Td(X),

n ≥ 1

w — вектор довжини |w|, координати якого вiдповiдають лiтерам скiнченного

слова w

∅ — порожня множина

e — тривiальна пiдстановка; одиничний елемент групи

id|G — тотожне вiдображення на множинi G

p− FGA(X) — перетин груп FGA(X) та Sylp(GA(X))

w[ξ] — розбиття нескiнченного слова w по нескiнченнiй послiдовностi ξ =

{ξk}k≥0

w[ξk] — розбиття скiнченного слова w по скiнченнiй послiдовностi {ξi}ki=1,

k ≥ 0

w[i, k] — i-тий склад довжини k слова w

w[i] — i-та лiтера слова w

xσ — образ x пiд дiєю пiдстановки σ

|w| — довжина скiнченного слова w
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Вступ

Теорiя автоматiв як окремий напрямок математичних дослiджень виникла

завдяки появi формальних означень понять алгоритму та алгоритмiчно об-

числюваних функцiй та широкому впровадженню обчислювальної технiки на

основi архiтектури, розробленої А. Тьюрiнгом ([62]) та Дж. фон Нойманом

([63]) в серединi двадцятого столiття. Найчастiше теорiю автоматiв вiдносять

до прикладної дискретної математики, як унiверсальний абстрактний засiб

дослiдження алгоритмiв, проте вона має дуже широкий спектр застосувань i

тiсно пов’язана з математичною логiкою, алгеброю, теорiю формальних мов

та iншими роздiлами математики. Окремої уваги заслуговує так звана алге-

браїчна теорiя автоматiв [20, 18], котра включає дослiдження алгебраїчних

структур, якi визначаються автоматами або описуються за допомогою авто-

матiв. В цiй теорiї одне з найпомiтнiших мiсць посiдає теорiя груп пiдстановок

та напiвгруп перетворень, визначених скiнченними автоматами транслятора-

ми над скiнченними алфавiтами ([24, 5]).

Важливу роль таких груп для алгебри та математики в цiлому було окре-

слено в роботi В. М. Глушкова [21], де було спрогнозовано, що за допомогою

таких автоматiв вдасться знайти приклади груп бернсайдового типу, тоб-

то нескiнченних скiнченно породжених перiодичних груп, чим дати негатив-

ну вiдповiдь на загальну проблему Бернсайда. Згодом С. В. Альошин ([2]),

В. I. Сущанський ([61]), Р. I. Григорчук ([22]) та Н. Гупта i С. Сiдкi ([28])

побудували свої приклади груп бернсайдового типу. Вони використовували

рiзний математичний апарат для їх визначення, проте виявилося, що кожну

з побудованих груп можна визначати як групу пiдстановок, визначених авто-

матами, тобто розглядати як групу автоматних пiдстановок. Р. I. Григорчук

в фундаментальнiй роботi [23] показав, що серед груп автоматних пiдста-
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новок iснує континуум попарно неiзоморфних перiодичних груп промiжного

мiж полiномiальним i експоненцiйним росту. Тим самим було дано позитивнi

вiдповiдi на питання Мiлнора про iснування груп промiжного росту та пи-

тання Дея про iснування аменабельних, але не елементарно аменабельних

груп. Все це стало вирiшальним аргументом для окремих дослiджень груп

автоматних пiдстановок та автоматних зображень груп. За їх допомогою вда-

лося знайти ряд iнших цiкавих властивостей, якi природно пов’язують мiж

собою результати з алгебри, геометрiї, теорiї динамiчних систем, фракталь-

ного аналiзу та теорiї чисел. За допомогою автоматних зображень груп було

знайдено вiдповiдi на ряд вiдкритих задач та визначено багато нових цiкавих

теоретико-групових властивостей. Дослiдження груп бернсайдового типу, за-

даних їхнiми автоматними зображеннями, продовжуються ([38]) i дозволяють

будувати новi приклади груп з цiкавими властивостями, наприклад, простi

групи промiжного росту ([49]).

Поряд з цим, спектр груп, котрi допускають точнi автоматнi зображення,

продовжує постiйно розширюватися ([12, 4, 39, 15]). Єдиним природним обме-

ження на такi групи є їхня резидуальна скiнченнiсть. Серед них найбiльше

уваги дослiдникiв придiлялося метабелевим групам, зокрема обмеженим вiн-

цевим добуткам абелевих груп i групам блимаючих лампочок ([25, 11, 16, 17]),

та вiльним групам ([3]) i вiльним добуткам груп ([50]). Посилена увага саме

до вiльних груп пояснюється, зокрема, рядом результатiв, якi в топологiчно-

му ([10]) та ймовiрносному ([1]) значеннях доводили, що бiльшiсть скiнченно

породжених груп, визначених автоматами, є вiльними. Явнi точнi автоматнi

зображення таких груп, зокрема самоподiбнi ([48]), є предметом дослiдженя

цiлого ряду статей протягом останнiх десятилiть ([14, 64, 27, 40, 65, 57, 59, 19]).

Як групи, що багатi вiльними пiдгрупами, вiльнi добутки скiнченних груп

є природним класом для дослiджень їх скiнченно автоматних зображень. Ра-
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зом з тим, точнi скiнченно автоматнi зображення резидуально скiнченних

груп, що характеризуються спорiдненими конструкцiями, а саме амальга-

мованих добуткiв груп та HNN-розширень груп, на даний час дослiдженi

мало. Вiдомi точнi скiнченно автоматнi зображення амальгамованих добу-

ткiв нескiнченних циклiчних груп ([52]) та самоподiбнi скiнченно автоматнi

зображення певних HNN-розширень вiльних абелевих груп скiнченного ран-

гу ([6]). Разом з тим, вiдкритим залишається питання про iснування точних

скiнченно автоматних зображень резидуально p-скiнченних амальгамованих

вiльних добуткiв чи HNN-розширень, якi б належали природно визначеним

силовським p-пiдгрупам вiдповiдних груп автоматних пiдстановок.

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Таким чином, одним з ва-

жливих напрямкiв дослiджень груп, визначених автоматами, є питання про

те, якi саме резидуально скiнченнi групи можуть бути породженi автома-

тними пiдстановками над скiнченним алфавiтом. Це питання також можна

розглядати, коли зафiксовано алфавiт певної потужностi. Зокрема, коли по-

тужнiсть алфавiту є простим числом p, то природно виникає питання про

iснування точних автоматних зображень для резидуально p-скiнченних груп,

якi належали б силовськiї p-пiдгрупi групи всiх автоматних пiдстановок над

цим алфавiтом. В данiй дисертацiйнiй роботi дослiджуються питання про

iснування точних скiнченно автоматних зображень вказаних типiв для амаль-

гамованих вiльних добуткiв скiнченних циклiчних груп та HNN-розширень

вiльних абелевих груп скiнченного рангу. Зокрема дослiджується питання мi-

нiмiзацiї потужностi алафiту, над яким задана резидуально скiнченна група

допускає точнi скiнченно автоматнi зображення.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйне дослiдження виконане вiдповiдно до iндивiдуального плану аспi-

рантки кафедри алгебри i комп’ютерної математики Київського нацiонально-
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го унiверситету iменi Тараса Шевченка, затвердженого вченою радою меха-

нiко-математичного факультету, та у межах державної бюджетної науково-

дослiдної теми “Застосування алгебро-геометричних методiв у теорiях груп,

напiвгруп, кiлець, зображень до задач прикладної алгебри та захисту iнфор-

мацiї” (номер державної реєстрацiї 0111U005264) Київського нацiонального

унiверситету iменi Тараса Шевченка.

Мета i завдання дослiдження. Конструктивна побудова нових точних

зображень груп автоматними пiдстановками, визначених в iнiцiальних станах

скiнченних автоматiв над скiнченними алфавiтами.

Об’єкт дослiдження. Скiнченнi автомати i скiнченно автоматнi пiдста-

новки, резидуально скiнченнi скiнченно породженi амальгамованi вiльнi до-

бутки груп та HNN-розширення груп.

Предмет дослiдження. Визначення необхiдних i достатнiх умов, за

яких тi чи iншi резидуально скiнченнi групи допускають точнi скiнченно авто-

матнi зображення. Явнi конструкцiї точних скiнченно автоматних зображень

резидуально скiнченних груп.

Методи дослiдження. У роботi застосовуються методи комбiнаторної

теорiї груп, теорiї груп пiдстановок, теорiї скiнченних автоматiв та методи

лiнiйної алгебри.

Наукова новизна отриманих результатiв.

В дисертацiї автором отримано такi новi результати.

1. Для амальгамованих добуткiв скiнченного числа скiнченних циклiчних

груп, амальгамованих за циклiчною пiдгрупою побудовано точнi скiнчен-

но автоматнi зображення. Автоматнi пiдстановки, якi породжують вiдпо-

вiднi добутки, визначаються iнiцiальними автоматами, кожен з яких має

4 внутрiшнi стани.
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2. Побудовано точнi скiнченно автоматнi зображення вiльних добуткiв скiн-

ченних циклiчних груп. Автоматнi пiдстановки, якi породжують вiдпо-

вiднi добутки, визначаються iнiцiальними автоматами, якi мають по 2

внутрiшнi стани.

3. Для амальгамованих добуткiв скiнченного числа скiнченних циклiчних

груп, амальгамованих за циклiчною пiдгрупою, побудовано точнi скiн-

ченно автоматнi зображення над мiнiмально можливим алфавiтом.

4. Для довiльного простого числа p доведено, що амальгамованi вiльнi добу-

тки скiнченного числа циклiчних p-груп, амальгамованих за циклiчною

пiдгрупою, зображаються скiнченними автоматами спецiального вигляду.

Показано, що вiдповiднi автоматнi пiдстановки належать до p-силовської

пiдгрупи групи всiх автоматних пiдстановок над p-елементним алфавi-

том.

5. Введено клас HNN-розширень вiльних абелевих груп скiнченного рангу,

всi групи з якого зображаються скiнченно автоматними пiдстановками.

Доведено, що вiдповiднi автоматнi пiдстановки належать до p-силовської

пiдгрупи групи всiх автоматних пiдстановок над p-елементним алфавi-

том.

Теоретичне та практичне значення отриманих результатiв. Ди-

сертацiйна робота має теоретичний характер. Викладенi в роботi методи та

отриманi результати можуть бути використанi в подальших дослiдженнях з

теорiї груп автоматних пiдстановок та при побудовi нових зображень груп

автоматами. Також запропонованi в дисертацiйному дослiдженнi автомати

можуть мати практичнi застосування при розробцi програмного забезпечен-

ня для обчислень зi скiнченно породженими групами.
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Роздiл 1

Попереднi вiдомостi

1.1 Автомати та групи визначенi автоматами

Нехай X — скiнченна множина, яку ми називатимемо алфавiтом, |X| ≥ 2.

Означення 1.1. Скiнченним словом над алфавiтом X називається скiнченна

послiдовнiсть w виду

x1x2 . . . xn, xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ n.

Довжиною скiнченного слова w будемо називати число n i позначати сим-

волом |w|.

Порожнє слово (слово довжини 0) будемо позначати символом Λ.

Означення 1.2. Нескiнченним словом над алфавiтом X називається нескiн-

ченна послiдовнiсть w виду

x1x2 . . . , xi ∈ X, i ≥ 1.

Множину слiв над алфавiтом X довжини n будемо позначати символом

Xn.

Введемо позначення для множини слiв довжини не бiльшої за n:

X(n) =
⋃

0≤i≤n
Xi, n ≥ 0.

Позначимо множину усiх скiнченних слiв над X, включно з порожнiм сло-

вом Λ через X∗ i множину всiх нескiнченних слiв над X через Xω.
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На множинi X∗ визначимо операцiю приписування слiв. Для слiв

u = u1u2 . . . un та v = v1v2 . . . vm

результатом приписування буде слово

uv = u1u2 . . . unv1v2 . . . vm.

Має мiсце рiвнiсть

|uv| = |u|+ |v|, u, v ∈ X∗.

Твердження 1.1. Множина X∗ вiдносно операцiї приписування слiв є вiль-

ним моноїдом з базисом X.

Зауважимо, що коректно визначеними є операцiї приписування справа

нескiнченного слова до скiнченного, а також приписування злiченної послi-

довностi скiнченних слiв, результатом кожної з яких є нескiнченне слово.

Для непорожнього слова w ∈ Xl символом w[i] позначатимемо i-ту лiтеру

слова w. Тодi w можна записати у виглядi

w = w[1]w[2] . . . w[l].

Для непорожнього слова w ∈ Xl введемо позначення

w = (w[1], w[2], . . . , w[l])

для вiдповiдного йому вектора довжини l.

Означення 1.3. Автоматом над алфавiтом X називається трiйка

A = ⟨Q, λ, µ⟩

така, що
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• Q — це непорожня множина, яку називатимемо множиною внутрiшнiх

станiв автомата A;

• λ : Q× X→ Q — функцiя переходiв;

• µ : Q× X→ X — функцiя виходiв.

Означення 1.4. Автомат A з видiленим внутрiшнiм станом q0 називається

iнiцiальним i позначається Aq0.

Означення 1.5. Автомат називається скiнченним, якщо множина його ста-

нiв скiнченна.

Для кожного стану q ∈ Q автомата A = ⟨Q, λ, µ⟩ визначимо перетворення

µq : X→ X

за допомогою рiвностi

µq(x) = µ(q, x), x ∈ X.

Зауважимо, що функцiя виходiв автомата буде однозначно визначеною, якщо

в кожному станi q цього автомата визначено перетворення µq.

Означення 1.6. Автомат A називається пiдстановочним, якщо для кожного

його стану q перетворення µq є пiдстановкою на множинi X.

Дiаграма Мура. Автомат A = ⟨Q, λ, µ⟩ над алфавiтом X може бути

графiчно зображений за допомогою дiаграми Мура. А саме, дiаграма Мура

автомата A — це орiєнтований граф, множиною вершин якого є множина

станiв Q. Множина стрiлок в дiаграмi Мура визначена функцiєю переходiв

λ. А саме, стани q1 та q2 з Q з’єднанi стрiлкою з помiткою x тодi i лише тодi,

коли

λ(q1, x) = q2, x ∈ X.
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Рис. 1.1 Автомат над алфавiтом {0, 1}, σ = (0, 1).

Для спрощення позначень зображатимемо лише одну стрiлку з q1 в q2 з по-

мiткою A ⊂ X, якщо для x ∈ X рiвнiсть

λ(q1, x) = q2

виконується тодi й лише тодi, коли x ∈ A. Також, в дiаграмi Мура кожна

вершина q ∈ Q має помiтку µq.

Пара (q, x) ∈ Q× X однозначно визначає орiєнтоване ребро з початком в

станi q i кiнцем в станi λ(q, x) з помiткою x. Тому цю пару будемо природно

отожнювати з цим орiєнтованим ребром i називати стрiлкою. Для iнiцiальних

автоматiв ми додатково видiлятимемо їхнi iнiцiальнi стани.

Для тотожного перетворення будемо використовувати позначення e. При-

клад дiаграми Мура автомата з множиною внутрiшнiх станiв {a, d, c, d, 1} над

алфавiтом X = {0, 1} зображено на Рис. 1.1.

Розглянемо автомат A = ⟨Q, λ, µ⟩ над алфавiтом X. Функцiї переходiв i

виходiв λ та µ автомата A можуть бути природно продовженi на множину

Q× X∗. А саме, для довiльних x ∈ X, q ∈ Q, w ∈ X∗ покладаємо:

λ(q,Λ) = q, λ(q, xw) = λ(λ(q, x), w),

µ(q,Λ) = Λ, µ(q, xw) = µ(q, x)µ(λ(q, x), w).
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Таким чином, в кожному станi q ∈ Q автомата A визначене перетворення

на множинi усiх скiнченних слiв X∗. Це перетворення називається перетво-

ренням визначеним автоматом A в його станi q i позначається тим самим

символом q.

Означення 1.7. Автоматним перетворенням над X називається таке пере-

творення f : X∗ → X∗, що знайдеться автомат A над X i стан q цього авто-

мата, для яких перетворення f є перетворенням визначеним в цьому станi.

Якщо знайдеться скiнченний автомат з такою властивiстю, то перетворення

f називається скiнченно автоматним перетворенням.

Означення 1.8. Якщо автоматне (скiнченно автоматне) перетворення є бi-

єктивним, то воно називається автоматною (скiнченно автоматною) пiдста-

новкою.

Твердження 1.2. Перетворення f : X∗ → X∗ буде автоматним тодi i лише

тодi коли виконуються такi двi умови

1. для довiльного слова w ∈ X∗ виконується |f(w)| = |w|;

2. для довiльних слiв w, u, v ∈ X∗ знайдуться слова u1, v1 ∈ X∗ такi що

f(wu) = f(w)u1, f(wv) = f(w)v1.

Оскiльки кожне автоматне перетворення зберiгає довжини спiльних пре-

фiксiв слiв, то воно може бути однозначно продовжено на множину Xω. Для

автомата A = ⟨Q, λ, µ⟩ над X дiя автоматного перетворення q ∈ Q на нескiн-

ченних словах може бути визначена наступним рекурсивним правилом:

q(xw) = xµqλ(q, x)(w),

де x ∈ X, w ∈ Xω i xµq позначає образ x пiд дiєю перетворення µq.
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Нехай автомат A є пiдстановочним автоматом. Тодi для кожного стану

q автомата A автоматне перетворення, визначене в q, є пiдстановкою як на

множинi X∗, так i на множинi Xω.

Позначимо символом GA(X) множину усiх автоматних пiдстановок на X,

а символом FGA(X) множину всiх скiнченно автоматних пiдстановок над

цим алфавiтом.

Твердження 1.3. 1. Множина GA(X) вiдносно суперпозицiї є групою.

2. Множина FGA(X) є злiченною пiдгрупою групи GA(X).

Означення 1.9. Група G називається групою автоматних пiдстановок над

алфавiтом X, якщо G iзоморфна деякiй пiдгрупi групи GA(X).

Означення 1.10. Група називається групою автоматних пiдстановок, якщо

вона є групою автоматних пiдстановок над деяким алфавiтом.

Означення 1.11. ГрупаG називається групою скiнченно автоматних пiдста-

новок над алфавiтом X, якщо G iзоморфна деякiй пiдгрупi групи FGA(X).

Означення 1.12. Група називається групою скiнченно автоматних пiдста-

новок, якщо вона є групою скiнченно автоматних пiдстановок над деяким

алфавiтом.

Означення 1.13. Групою пiдстановочного автомата A називається група,

породжена автоматними пiдстановками, визначеними автоматом A у всiх йо-

го внутрiшнiх станах. Групу автомата A позначатимемо G(A).

Приклад 1.1. Група автомата зображеного на Рис. 1.1 є скiнченно поро-

дженою нескiнченною 2-групою, вiдомою як група Григорчука ([22]).

Означення 1.14. Група G називається самоподiбною, якщо вона iзоморфна

групi деякого пiдстановочного автомата.
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Кожна самоподiбна група є групою автоматних пiдстановок. Для кожної

групи G автоматних пiдстановок природно визначена самоподiбна група, яка

її мiстить. А саме, в якостi такої групи досить розглянути групу, породже-

ну усiма станами усiх iнiцiальних автоматiв, якi визначають деяку систему

твiрних групи G.

1.2 Проскiнченнi групи

Означення 1.15. Бiнарне вiдношення ≤ на множинi I називається нестро-

гим частковим порядком, якщо воно є

• рефлексивним (для довiльного a ∈ I a ≤ a);

• антисиметричним (для довiльних a, b ∈ I з a ≤ b, b ≤ a випливає a = b);

• транзитивним (для довiльних a, b, c ∈ I з a ≤ b, b ≤ c випливає a ≤ c).

Означення 1.16. Множина з нестрогим частковим порядком (I,≤) назива-

ється частково впорядкованою множиною.

Означення 1.17. Частково впорядкована множина (I,≤) називається на-

правленою множиною, якщо для довiльних i1, i2 ∈ I iснує j ∈ I такий, що

i1 ≤ j та i2 ≤ j.

Приклад 1.2. 1. Множина натуральних чисел N з природним нестрогим

частковим порядком ≤ є направленою;

2. Множина цiлих чисел Z з природним нестрогим частковим порядком

≤ є направленою;

3. Нехай Ω — деяка множина. Тодi вiдносно включення множина усiх пiд-

множин Ω є направленою;
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4. Визначимо нестрогий частковий порядок ≤ на множинi усiх скiнчен-

них слiв X∗ над алфавiтом X: для слiв u, v ∈ X∗ виконується u ≤ v

тодi i лише тодi, коли v — це префiкс u, тобто u = vu1 для деякого

u1 ∈ X∗. Тодi (X∗,≤) є направленою.

Зафiксуємо деяку направлену множину iндексiв (I,≤). Нехай Gi, i ∈ I —

родина груп.

Означення 1.18. Проективною системою називається множина

{Gi, φij : i, j ∈ I, i ≤ j},

в якiй φij : Gj → Gi — епiморфiзм груп, i, j ∈ I, i ≤ j, причому виконанi

наступнi умови:

1. для довiльного i ∈ I вiдображення φii = id|Gi
— тотожне;

2. для довiльних i, j, k ∈ I, i ≤ j ≤ k маємо рiвнiсть

φij ◦ φjk = φik.

Означення 1.19. Граничною групою проективної системи

{Gi, φij : i, j ∈ I, i ≤ j}

називається пiдгрупа декартового добутку

D∏
i∈I

Gi,

яка складається з усiх елементiв виду (gi)i∈I таких, що виконується рiвнiсть

gj = φij(gi), i, j ∈ I, i ≤ j.

Твердження 1.4. Гранична група проективної системи iснує i єдина з то-

чнiстю до iзоморфiзму.
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Граничнi групи проективних систем родини груп Gi, i ∈ I називатимемо

проективними границями цiєї родини груп i позначатимемо lim←−Gi.

Окремий випадок проективних систем виникає, коли маємо послiдовнiсть

груп

G0, G1, G2, . . .

i сюр’єктивнi гомоморфiзми

φi : Gi → Gi−1, i ≥ 1.

Отримуємо проективну систему, коли визначимо рiвностi

φij = φi+1 ◦ . . . ◦ φj, 1 ≤ i < j

Нехай F — деякий клас скiнченних груп.

Означення 1.20. Група G називається F -групою, якщо G ∈ F .

Означення 1.21. Група G називається про-F групою, якщо G є проектив-

ною границею F -груп.

Вiдмiтимо, що кожна F -група є про-F групою. Досить взяти проективну

систему з направленою множиною, що мiстить єдиний елемент.

Нехай p — просте число.

Означення 1.22. Група G називається p-групою, якщо порядок кожного її

елемента рiвний степеню числа p.

Якщо F — клас усiх скiнченних груп, то проективнi границi груп з цього

класу називаються проскiнченними групами. Якщо F — клас усiх скiнченних

p-груп, то проективнi границi груп з цього класу називаються про-p групами.

Наведемо критерiй проскiнченностi для топологiчних груп.
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Твердження 1.5. Нехай G — топологiчна група. Наступнi твердження

еквiвалентнi

(i) G — проскiнченна;

(ii) G iзоморфна (як топологiчна група) замкненiй пiдгрупi декартового

добутку скiнченних груп;

(iii) G — компактна i цiлком незв’язна.

Означення 1.23. Клас груп F називається замкненим:

• вiдносно взяття пiдгруп, якщо кожна пiдгрупа F -групи є F -групою;

• вiдносно взяття факторгруп, якщо кожна фактор-група F -групи є F -гру-

пою;

• вiдносно взяття прямих добуткiв груп, якщо для груп G1, G2 ∈ F їх

прямий добуток G1 ×G2 також належить F .

Твердження 1.6. Нехай F — клас скiнченних груп, замкнений вiдносно

взяття пiдгруп i прямих добуткiв груп i топологiчна група G є про-F гру-

пою. Тодi для кожної вiдкритої нормальної пiдгрупи L групи G iснує вiд-

крита нормальна пiдгрупа N групи G, така що N ≤ L i G/N ∈ F .

Класи усiх скiнченних груп та усiх скiнченних p-груп замкненi вiдносно

взяття пiдгруп, факторгруп та вiдносно взяття прямих добуткiв груп. Звiдси

випливає, що в проскiнченних групах iндекси вiдкритих нормальних пiдгруп

є скiнченними.

Означення 1.24. Нехай G — проскiнченна група.

• Проскiнченним iндексом [G : H] замкненої пiдгрупи H групи G назива-

ється найменше спiльне кратне iндексiв вiдкритих пiдгруп групи G, що

мiстять H.
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• Проскiнченним порядком |G| групи G називається проскiнченний iндекс

її одиничної пiдгрупи.

• Проскiнченним порядком елемента x ∈ G називається проскiнченний по-

рядок пiдгрупи, топологiчно породженої елементом x, тобто топологiчне

замикання абстрактної групи, породженої елементом x.

Зауважимо, що проскiнченнi iндекси i проскiнченнi порядки є супернату-

ральним числами ([66]).

Твердження 1.7. Проскiнченний iндекс замкненої пiдгрупи H проскiнчен-

ної групи G дорiвнює найменшому спiльному кратному iндексiв вигляду

[G : NH], де N — вiдкрита нормальна пiдгрупа G.

Твердження 1.8. Проскiнченна група є про-p групою тодi i лише тодi, коли

її проскiнченний порядок є степенем (можливо нескiнченним) числа p.

Нехай G — скiнченна група i p — просте число.

Означення 1.25. Силовською p-пiдгрупою групи G називається така пiд-

група Sylp(G) що

1. Sylp(G) є p-групою;

2. iндекс [G : Sylp(G)] взаємно простий з p.

Нехай G — проскiнченна група i p — просте число.

Означення 1.26. Пiдгрупа P називається p-силовською пiдгрупою групи G,

якщо порядок P є степенем (можливо нескiнченним) числа p i iндекс [G : P ]

взаємно простий з p.

Твердження 1.9. Нехай G — проскiнченна група i p — просте число. Тодi

мають мiсце наступнi твердження:
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(i) в G iснує p-силовська пiдгрупа;

(ii) якщо P — p-силовська пiдгрупа групи G i T — про-p пiдгрупа групи G,

то g−1Tg ≤ P для деякого g ∈ G;

(iii) кожна про-p пiдгрупа групи G мiститься в її p-силовськiй пiдгрупi;

(iv) якщо P1, P2 — двi p-силовськi пiдгрупи групи G, то g−1P1g = P2 для

деякого g ∈ G.

Таким чином, p-силовськi пiдгрупи є максимальними про-p пiдгрупами

проскiнченної групи G, а силовська теорiя для проскiнченних груп узагаль-

нює силовську теорiю для скiнченних груп.

1.3 Кореневi дерева та їх автоморфiзми

Нехай X = {x0, x1, . . . , xd−1} — алфавiт потужностi d, d ≥ 2.

Множину X∗ усiх скiнченних слiв над X можна природно ототожнити з

множиною вершин d-регулярного кореневого дерева Td(X) (див. Рис. 1.2), в

якому два слова з’єднанi ребром тодi i лише тодi, коли вони мають вигляд v

i vx, де v ∈ X∗, x ∈ X. Порожнє слово Λ буде коренем цього дерева.

Λ

xd−1

xd−1xd−1. . .xd−1x0

. . .x0

x0xd−1. . .x0x0

Рис. 1.2 d-регулярне кореневе дерево Td(X)
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Означення 1.27. Автоморфiзмом d-регулярного кореневого дерева Td(X) на-

зивається таке бiєктивне вiдображення f : X∗ → X∗, що довiльнi вершини v i

vx з’єднанi ребром тодi й лише тодi, коли вершини f(v) i f(vx) також з’єднанi

ребром, v ∈ X∗, x ∈ X.

Зауважимо, що образом кореня дерева Td(X) пiд дiєю автоморфiзму f

буде вiн сам. Для автоморфiзму f i довiльної вершини v ∈ X∗ розглянемо

множину

{vx : x ∈ X}.

Тодi образами вершин з цiєї множини є вершини з множини

{f(v)x : x ∈ X}.

Таким чином, однозначно визначена пiдстановка σv на множинi X така, що

f(vx) = f(v)σv(x), x ∈ X.

Означення 1.28. Портретом автоморфiзму f називається помiчене дерево

Td(X), в якому кожна вершина v ∈ X∗ має помiтку σv.

Твердження 1.10. Кожен автоморфiзм однозначно визначається своїм

портретом.

Групу всiх автоморфiзмiв дерева Td(X) будемо позначати Aut Td(X).

Твердження 1.11. Група Aut Td(X) як група пiдстановок множини X⋆ збi-

гається з групою автоматних пiдстановок GA(X).

Множину Xn ⊂ X∗ будемо називати n-им рiвнем дерева Td(X), n ≥ 0.

Для кожного n ≥ 0 розглянемо кореневе пiддерево дерева Td(X), множиною

вершин якого є першi n + 1 рiвнiв дерева Td(X). Будемо його називати d-ре-

гулярним кореневим деревом глибини n i позначати Td,n(X).
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Для кожного n ≥ 0 позначимо через Aut Td,n(X) групу автоморфiзмiв d-ре-

гулярного кореневого дерева Td,n(X) глибини n. Визначимо сюр’єктивнi гомо-

морфiзми

ψn : Aut Td,n(X)→ Aut Td,n−1(X), n ≥ 1.

А саме, пiд дiєю гомоморфiзму ψn кожен автоморфiзм f ∈ Aut Td,n(X) пе-

реходить у автоморфiзм дерева Td,n−1(X), що є звуженням автоморфiзму f

на це дерево. Таким чином, отримаємо проективну систему скiнченних груп

Aut Td,n(X) та їх гомоморфiзмiв ψn, n ≥ 1.

Твердження 1.12. lim←−Aut Td,n(X) ≃ GA(X).

Звiдси випливає

Твердження 1.13. Група GA(X) є проскiнченною.

Зафiксуємо просте число p i алфавiт X потужностi p.

Група GA(X) мiстить силовську p-пiдгрупу, яку будемо позначати через

Sylp(GA(X)). Опишемо її будову в термiнах автоматних пiдстановок задани-

ми автоматами спецiального вигляду.

А саме, зафiксуємо деякий цикл σ довжини p над X.

Означення 1.29. Автомат A = ⟨Q, λ, µ⟩ над алфавiтом X називається p-ав-

томатом, якщо для довiльного стану q ∈ Q функцiя виходiв µ для деякого

k ≥ 0 визначається рiвнiстю

µq = σk.

Твердження 1.14. Група Sylp(GA(X)) складається з тих автоматних

пiдстановок, якi задаються p-автоматами над алфавiтом X.

Позначимо символом p-FGA(X) перетин груп Sylp(GA(X)) i FGA(X). То-

дi маємо
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Твердження 1.15. Група p-FGA(X) складається з тих автоматних пiд-

становок, якi задаються скiнченними p-автоматами над алфавiтом X.

1.4 Резидуально скiнченнi групи

Означення 1.30. Група G називається резидуально скiнченною, якщо для

довiльного неодиничного елемента g ∈ G iснує гомоморфiзм φ з G в деяку

скiнченну групу такий, що φ(g) ̸= 1.

Теорема 1.16. Нехай G — деяка група. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

1. G — резидуально скiнченна;

2. для кожного неодиничного елемента g ∈ G в групi G iснує нормальна

пiдгрупа скiнченного iндекса, що не мiстить g;

3. перетин усiх пiдгруп скiнченного iндекса групи G тривiльний;

4. перетин усiх нормальних пiдгруп скiнченного iндекса групи G тривiль-

ний;

5. група G може бути занурена в декартiв добуток сiм’ї скiнченних груп.

Наведемо деякi властивостi резидуально скiнченних груп.

Твердження 1.17. 1. Пiдгрупа резидуально скiнченної групи є резидуаль-

но скiнченною.

2. Прямий добуток резидуально скiнченних груп є резидуально скiнченним.

Проте фактор група резидуально скiнченної групи не обов’язково є рези-

дуально скiнченною.

Приклад 1.3. 1. Кожна скiнченна група є резидуально скiнченною.
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2. Кожна скiнченно породжена абелева група є резидуально скiнченною.

Означення 1.31. Група називається хопфою, якщо вона не має власних

факторгруп iзоморфних самiй собi.

Твердження 1.18 ([42]). Довiльна скiнченно породжена резидуальна скiн-

ченна група є хопфою.

Твердження 1.19 ([8]). Група автоморфiзмiв скiнченно породженої рези-

дуально скiнченної групи є резидуально скiнченною.

Твердження 1.20. Кожна проективна границя резидуально скiнченних груп

є резидуально скiнченною групою.

Твердження 1.21. Кожна проскiнченна група є резидуально скiнченною.

Звiдси, як наслiдок, маємо

Твердження 1.22. Група GA(X) всiх автоматних пiдстановок над скiн-

ченним алфавiтом X є резидуально скiнченною.

Це означає, що всi групи автоматних пiдстановок є резидуально скiнчен-

ними. Таким чином, дослiджувати питання про iснування точного зображе-

ння автоматними пiдстановками (вiдповiдно, скiнченно автоматними пiдста-

новками) має сенс лише для резидуально скiнченних груп (вiдповiдно, для

злiченних резидуально скiнченних груп).

Зафiксуємо просте число p.

Означення 1.32. Група G називається резидуально p-скiнченною, якщо для

кожного неодиничного елемента g ∈ G iснує гомоморфiзм φ з G в деяку

скiнченну p-групу такий, що φ(g) ̸= 1.

Кожна резидуально p-скiнченна група є резидуально скiнченною.
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Теорема 1.23. Нехай G — деяка група. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

1. G — резидуально p-скiнченна;

2. для кожного неодиничного елемента g ∈ G в групi G iснує нормальна

пiдгрупа, iндекс якої є степенем числа p i яка не мiстить g;

3. перетин усiх нормальних пiдгруп групи G, iндекси яких є степенями

числа p, тривiльний;

4. група G може бути занурена в декартiв добуток сiм’ї скiнченних p-груп.

Наведемо деякi властивостi резидуально p-скiнченних груп.

Твердження 1.24. 1. Пiдгрупа резидуально p-скiнченної групи є резиду-

ально p-скiнченною.

2. Прямий добуток резидуально p-скiнченних груп є резидуально p-скiн-

ченним.

Проте, фактор група резидуально p-скiнченної групи не обов’язково є ре-

зидуально p-скiнченною.

Приклад 1.4. Кожна скiнченна p-група є резидуально p-скiнченною.

Твердження 1.25. Скiнченно породжена абелева група є резидуально p-скiн-

ченною тодi i тiльки тодi, коли вона не мiстить елементiв простого по-

рядку, вiдмiнного вiд p.

Твердження 1.26. Кожна про-p група є резидуально p-скiнченною.

Звiдси, як наслiдок, маємо

Твердження 1.27. Група Sylp(GA(X)), де |X| = p, є резидуально p-скiнчен-

ною.
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Добре вiдомою є

Теорема 1.28 ([33]). Група Sylp(GA(X)), де |X| = p, мiстить iзоморфну

копiю довiльної злiченної резидуально скiнченної p-групи.

Зауважимо, що знаходження явних скiнченно автоматних зображень скiн-

ченно породжених резидуально скiнченних p-груп є природною i важливою

задачею. Зокрема, групи бернсайдового типу, побудованi в роботах [2, 61, 22,

28], природно задаються саме як групи скiнченно автоматних пiдстановок,

що належать до Sylp(GA(X)) ([13]).

1.5 Групи, заданi твiрними i спiввiдношеннями

Нагадаємо основнi поняття комбiнаторної теорiї груп, якi використовуються

при дослiдженнi груп, заданих множинами твiрних та визначальних спiввiд-

ношень.

Означення 1.33. Група G називається вiльною, якщо в нiй iснує така си-

стема твiрних X, що для довiльної групи H та для довiльного вiдображення

ϕ : X → H iснує гомоморфiзм Φ : G → H, який є продовженням ϕ, тобто

Φ|X = ϕ.

Пiдмножина X називається базисом вiльної групи.

Означення 1.34. Рангом вiльної групи називається потужнiсть її довiльного

базису.

Якщо ранг вiльної групи є числом n, то таку вiльну групу позначимо

через Fn, n ≥ 1.

42



Приклад 1.5. Тривiальна група є вiльною групою рангу 0, оскiльки її бази-

сом є порожня множина X = ∅.

Приклад 1.6. Розглянемо адитивну групу цiлих чисел G = Z.

Група G породжується множиною X = {1}, тобто ⟨1⟩ = Z.

Зафiксуємо довiльну групу H i вiдображення ϕ : X→ H таке, що ϕ(1) =

h ∈ H. Тодi побудуємо гомоморфiзм Φ, який є продовженням ϕ. Для нього

має виконуватись рiвнiсть Φ(m) = hm,m ∈ Z. Можливi два випадки:

1. якщо h має ∞ порядок, тодi Φ — iзоморфiзм мiж Z i ⟨h⟩.

2. якщо h має скiнченний порядок n < +∞, тодi ⟨h⟩ ≃ Z.

Маємо, що вiдображення Φ є природним гомоморфiзмом з Z на Z/nZ.

Таким чином, адитивна група цiлих чисел Z є вiльною групою рангу 1.

Побудова вiльної групи з базисом X Зафiксуємо непорожню множи-

ну X, який будемо називати алфавiт. Побудуємо групу, в якiй X буде базисом.

Розглянемо бiєктивну копiю алфавiту X, яку позначатимемо X−1, причому

X ∩ X−1 = ∅ i X−1 = {x−1 | x ∈ X},

Покладемо (x−1)−1 = x, x ∈ X. Тодi функцiя −1 : X ∩ X−1 → X ∩ X−1 є

iнволюцiєю.

Розглянемо Y∗ — множину усiх скiнченних слiв над Y вiдносно бiнарної

дiї приписування справа (конкатенацiї):

(z1 . . . zk) · (u1 . . . ul) = z1 . . . zku1 . . . ul.

Тодi одержимо моноїд Y∗.

Розглянемо в цьому моноїдi конгруенцiю, яка породжена усiма можливи-

ми парами виду: (yy−1, λ), y ∈ Y.
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Тобто, два слова будуть еквiвалентними, якщо вiд одного слова до друго-

го можна перейти за скiнченне число крокiв, видаляючи i вставляючи пари

вигляду (yy−1,Λ), y ∈ Y.

Тодi Y∗
/∼ — вiльна група рангу |X|.

В кожному класi еквiвалентностi iснує i єдине редуковане слово, тобто

таке слово, в якому немає пiдслiв виду yy−1, y ∈ Y.

Оберненим до y1 . . . yk є y−1k . . . y−11 .

Тобто, Y∗
/∼ ≃ F (X).

Теорема 1.29. Група G — вiльна тодi i лише тодi коли в групi G iснує

така система твiрних X, що G = F (X).

Теорема 1.30. Для будь-якої групи G iснує така вiльна група F (X), що G

є гомоморфiзмом образу F (X), тобто G ≃ F (X)/N , де N ◁ F (X).

Кожна група G є гомоморфним образом деякої вiльної групи. Точнiше,

iснує вiльна група F (X) та нормальна пiдгрупа N ◁F (X) такi, що G ≃ F (X)/N .

Припустимо, що N породжується пiдмножиною R, як нормальна пiдгру-

па, тобто

N =
⋂

H◁F (X)
H⊇R

= {w−11 rϵ11 w1 . . . w
−1
k rϵkk wk | ϵi = ±1, wi ∈ F (X), 1 ≤ i ≤ k, k ≥ 0}.

Тодi G записується множиною твiрних X та спiввiдношень R:

G = ⟨X | R⟩.

Означення 1.35. Групу G називають скiнченно породженою, якщо iснує її

задання G = ⟨X | R⟩, в якому X — скiнченна.

Означення 1.36. Групу G називають скiнченно заданою, якщо iснує її за-

дання G = ⟨X | R⟩, в якому X та R — скiнченнi.
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Приклад 1.7. Z = ⟨a | ∅⟩, Zn = ⟨a | an⟩.

Твердження 1.31. Нехай групи G1, G2 мають наступнi задання G1 = ⟨X1 |

R1⟩, G2 = ⟨X2 | R2⟩. Тодi

G1 ×G2 = ⟨X1 ∪ X2 | R1 ∪R2 ∪ {x−11 x−12 x1x2 | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}⟩.

Твердження 1.32 ([47], [43]). Резидуально скiнченна скiнченно задана група

має розв’язну проблему слiв.

Теорема 1.33 ([32]). Кожна вiльна група скiнченного рангу є резидуально

p-скiнченною для кожного простого p.

Теорема 1.34 ([50]). Кожна вiльна група скiнченного рангу допускає точне

скiнченно автоматне зображення над бiнарним алфавiтом.

1.6 Вiльнi добутки груп

Розглянемо групи G1 i G2, заданi твiрними та визначальними спiввiдношен-

нями. Нехай G1 = ⟨X1 | R1⟩, G2 = ⟨X2 | R2⟩, причому X1 ∩X2 = ∅.

Означення 1.37. Вiльним добутком груп G1 та G2 називається група

G1 ∗G2 = ⟨X1 ∪X2 | R1 ∪R2⟩.

Вiльний добуток заданих груп визначений однозначно, з точнiстю до iзо-

морфiзму, тобто має мiсце

Твердження 1.35. Вiльний добуток не залежить вiд задання початкових

груп твiрними i спiввiдношеннями.

Означення 1.38. Кажуть, що група G розкладається в добуток своїх пiд-

груп G1 та G2, якщо G1 ∗G2 ≃ G.

45



Приклад 1.8. Вiльна група пангу 2 є вiльним добутком двох нескiнченних

циклiчних груп, тобто F2 ≃ Z ∗ Z. Справдi, нехай F2 = F ({x1, x2}). Тодi

F2 = ⟨x1, x2 | ∅⟩ ≃ ⟨x1 | ∅⟩ ∗ ⟨x2 | ∅⟩.

Нехай G = G1 ∗G2.

Означення 1.39. Послiдовнiсть елементiв g1, g2, . . . , gn ∈ G називається ка-

нонiчною, якщо:

1. gi ∈ G1 або gi ∈ G2, i ≥ 1;

2. якщо n > 1, то gi ̸= e, i ≥ 1;

3. gi та gi+1 належать рiзним групам, i ≥ 1.

Теорема 1.36. Кожен елемент g вiльного добутку G1 ∗G2 однозначно по-

дається, як добуток g = g1g2 . . . gn, де g1, . . . , gn — канонiчна послiдовнiсть.

Аналогiчно визначаються вiльнi добутки довiльних родин груп.

Приклад 1.9. Вiльна група рангу n розкладається у вiльний добуток n

нескiнченних циклiчних груп:

Fn ≃ Z ⋆ . . . ⋆ Z︸ ︷︷ ︸
n

, n ≥ 2.

Для елементiв вiльного добутку довiльної родини груп аналогiчно вво-

диться поняття канонiчної послiдовностi i доводиться аналог Теореми 1.36

про iснування та єдинiсть розкладу елементiв як добутку членiв канонiчної

послiдовностi.

Теорема 1.37 (Теорема 4.1,[26]). Нехай G, H — резидуально скiнченнi гру-

пи. Тодi вiльний добуток G ⋆ H є резидуально скiнченною групою.
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Теорема 1.38 ([27]). Вiльний добуток скiнченного числа скiнченних груп є

групою скiнченно автоматних пiдстановок групою над алфавiтом, поту-

жнiсть якого дорiвнює максимальному з порядкiв композицiйних факторiв

заданих груп.

Теорема 1.39 ([19]). Нехай G, H — групи скiнченно автоматних пiдста-

новок. Тодi вiльний добуток G ⋆H також є групою скiнченно автоматних

пiдстановок.

1.7 Амальгамованi вiльнi добутки груп

Нехай G1 i G2 — такi групи, в яких вибрано пiдгрупи H1 i H2 вiдповiдно, якi

iзоморфнi деякiй групi H. Припустимо, що зафiксовано iзоморфiзм φ : H1 →

H2.

Означення 1.40. Амальгамованим вiльним добутком груп G1 i G2 (амаль-

гамованим за пiдгрупою H) називається група

G1 ⋆H G2 = ⟨G1, G2 | φ(h) = h, h ∈ H1⟩.

Таким чином, маємо

G1 ⋆H G2 ≃ G1⋆G2/⟨φ(h)h−1,h∈H1⟩.

Зауважимо, що у випадку, коли група H є одиничною, тобто амальгама-

цiя є тривiальною, то амальгамований вiльний добуток G1 ⋆H G2 є вiльним

добутком G1 ⋆ G2.

Означення 1.41. Зв’язною послiдовнiстю у амальгамованому вiльному до-

бутку G1 ⋆H G2, де H1 < G1, H2 < G2, φ : H1 → H2 — iзоморфiзм, H ≃

H1 ≃ H2 називається така послiдовнiсть g1g2 . . . gn, що для неї виконуються

наступнi умови
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1. gi ∈ G1 або gi ∈ G2, i ≥ 1;

2. якщо n ≥ 1, то gi /∈ H1 i gi /∈ H2, i ≥ 1;

3. gi та gi+1 належать рiзним групам G1 та G2, 1 ≤ i ≤ n;

4. якщо n > 1,то gi ̸= e, i ≥ 1.

Теорема 1.40. В амальгамованому вiльному добутку G1 ⋆H G2 для кожної

зведеної послiдовностi добуток її членiв є неодиничним елементом.

Поняття амальгамованого вiльного добутку природно узагальнюється на

довiльну родину груп. Нехай Gi, i ∈ I — родина груп, H — така група, що в

кожнiй Gi iснує пiдгрупа Hi iзоморфна H. Для кожної пари i, j ∈ I зафiксу-

ємо iзоморфiзм φij : Hi → Hj.

Означення 1.42. Амальгамованим вiльним добутком груп Gi, i ∈ I (амаль-

гамованих за пiдгрупою H) називається група, задана в термiнах твiрних i

визначальних спiввiдношень

(⋆Gi)H = ⟨Gi | φij(h) = h, h ∈ Hi, i.j ∈ I⟩.

Аналогiчно вводиться поняття зведеної послiдовностi i доводиться аналог

Теореми 1.40.

Питання про резидуальну скiнченнiсть та резидуальну p-скiнченнiсть амаль-

гамованих вiльних добуткiв дослiджувалися в рядi робiт рiзних авторiв ([29,

35, 37, 34]).

Теорема 1.41 ([52]). Амальгамований вiльний добуток скiнченного числа

нескiнченних циклiчних груп є групою скiнченно автоматних пiдстановок.
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1.8 HNN-розширення

Однiєю з центральних конструкцiй комбiнаторної теорiї груп, є розширення

Хiгмана-Ноймана-Нойман, бiльш вiдоме, як HNN-розширення груп.

Нехай G — деяка група, H1, H2 — iзоморфнi пiдгрупи групи G, для яких

зафiксовано iзоморфiзм φ : H1 → H2.

Означення 1.43. HNN-розширенням групи G називається група

⟨G, t | t−1ht = φ(h), h ∈ H1⟩,

тобто

1. до твiрних групи G додається єдиний елемент t,

2. до спiввiдношень групи G додаються такi

t−1ht = φ(h), h ∈ H1.

За допомогою цiєї конструкцiї доведено зокрема такий класичний резуль-

тат про занурення.

Теорема 1.42 ([30]). Кожна злiченна група iзоморфна пiдгрупi деякої 2-по-

родженої групи.

Означення 1.44. Зведеною послiдовнiстю у HNN-розширеннi групи G на-

зивається послiдовнiсть

g0t
ϵ1g1t

ϵ2g2 . . . t
ϵngn

в якiй

1. g0, g1, g2, . . . , gn ∈ G;

2. ε1, ε2, . . . , εn ∈ {1,−1};
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3. немає входжень виду t−1ht, h ∈ H1 та tφ(h)t−1, h ∈ H1;

4. немає входжень виду tεietεi+1.

Теорема 1.43. В HNN-розширеннi групи G для кожної зведеної послiдовно-

стi добуток її членiв є неодиничним елементом.

Нехай G — група, Hi < G, i ∈ I — родина попарно iзоморфних мiж собою

пiдгруп, Hi ≃ H < G, i ∈ I. Зафiксуємо iзоморфiзми φi : H → Hi, i ∈ I.

Означення 1.45. HNN-розширенням групи G називається група

⟨G, ti, i ∈ I | t−1i hti = φi(h), h ∈ H, i ∈ I⟩.

Однiєю з найвiдомiших серiй груп, кожна з яких є HNN-розширенням

нескiнченної циклiчної групи, є серiя груп Баумслага-Солiтера ([9]).

Означення 1.46. Для натуральних чисел n,m ∈ N група

BS(n,m) = ⟨a, t | t−1ant = am⟩,

називається групою Баумслага-Солiтера.

Приклад 1.10. Нехай G = Z = ⟨a⟩. Розглянемо її iзоморфнi пiдгрупи H1 =

⟨am⟩ ≃ Z та H1 = ⟨an⟩ ≃ Z. Визначимо iзоморфiзм φ : H1 → H2 такий що

φ(am) = an. Тодi BS(n,m) — HNN-розширення Z.

Твердження 1.44 ([44, 46]). Група Баумслага-Солiтера BS(m,n) є резиду-

ально скiнченною тодi i лише тодi, коли |m| = 1, |n| = 1 або |m| = |n|.

Питання про резидуальну скiнченнiсть та резидуальну p-скiнченнiсть HNN-роз-

ширень дослiджувалися в роботах [7, 45, 36].
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1.9 Висновки до роздiлу

Цей роздiл є допомiжним i не мiстить нових результатiв.

У ньому викладено основнi поняття i сформульовано твердження, якi бу-

дуть використовуватися в дисертацiї. Зокрема, наведено необхiднi означен-

ня, якi стосуються автоматiв та груп, ними визначених, проскiнченних груп,

кореневих дерев та їх автоморфiзмiв, резидуально скiнченних груп, вiльних

груп i груп, заданих твiрними та визначальними спiввiдношеннями, вiльних

добуткiв груп, амальгамованих вiльних добуткiв груп, HNN-розширень груп.

Зроблено короткий огляд результатiв, котрi стосуються автоматних зобра-

жень вiльних груп, вiльних добуткiв груп та амальгамованих вiльних добу-

ткiв груп.

51



Роздiл 2

Автоматнi зображення

амальгамованих вiльних добуткiв
В цьому роздiлi буде побудоване конструктивне доведення того, що амаль-

гамований вiльний добуток циклiчних груп порядкiв l1, l2, . . . , lr, r ≥ 2 по

циклiчний пiдгрупi порядку k занурюється в групу скiнченно автоматних

пiдстановок. Для цього буде використане узагальнення леми про пiнг-понг.

Ми будемо використовувати лiву дiю для груп пiдстановок, тобто у добу-

тку fg елемент g дiє першим.

2.1 Узагальнення леми про пiнг-понг

Нагадаємо лему про пiнг-понг [41, Proposition 12.4 на с. 168], яка дає доста-

тню умову розкладеностi груп пiдстановок у амальгамований вiльний добу-

ток двох своїх пiдгруп. Наведемо також її доведення для повноти подальшого

викладу результатiв.

Лема 2.1 (про пiнг-понг [41]). Нехай група G породжується своїми пiдгру-

пами G1 i G2, при цьому G1 ∩ G2 = H, де H — власна пiдгрупа кожної з

груп G1 та G2 i в жоднiй з них вона не є пiдгрупою iндексу 2. Припустимо,

що G дiє на множинi Ω i iснують такi непорожнi пiдмножини Ω1,Ω2 ⊆ Ω,

для яких виконуються наступнi умови:

1. Ω1 ∩ Ω2 = ∅;
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2. ΩH
1 ⊆ Ω1, ΩH

2 ⊆ Ω2;

3. ΩG1\H
1 ⊆ Ω2, Ω

G2\H
2 ⊆ Ω2.

Тодi група G є амальгамованим вiльним добутком своїх пiдгруп G1 та G2

по пiдгрупi H, тобто G = G1 ⋆H G2.

Доведення. Розглянемо випадок, коли [G1 : H] > 2.

Якщо g ∈ G1 \ H, то iснує елемент f ∈ G1 такий, що класи сумiжностi

H,Hg,Hf попарно рiзнi. Оскiльки рiвнiстьHg = Hf виконується тодi i лише

тодi, коли g = hf для деякого h ∈ H, тобто

gf−1 = h ∈ H,

то звiдси випливає, що

gf−1 ∈ G1 \H.

Оскiльки g, f, gf−1 ∈ G1 \H, то з умови 3 леми випливає, що

Ωg
1,Ω

f
1 ,Ω

gf−1

1 ⊆ Ω2.

Подiявши елементом f на обидвi частини включення

Ωgf−1

1 ⊆ Ω2

отримуємо нестроге включення

Ωg
1 ⊆ Ωf

2 .

З умови 1 маємо рiвнiсть

Ωf
1 ∩ Ωf

2 = ∅.

Тому з включення

Ωg
1 ⊆ Ωf

2
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випливає рiвнiсть

Ωf
1 ∩ Ωg

1 = ∅.

Так як Ω є непорожньою множиною, то виконується

Ωf
1 ̸= ∅.

Тому маємо рiвнiсть

Ωf
1 ∩ Ωg

1 = ∅

i нестроге включення

Ωg
1,Ω

f
1 ⊆ Ω2.

Звiдси отримуємо строге включення

Ωg
1 ⊊ Ω2.

У випадку [G2 : H] > 2 мiркуваннями, аналогiчними до попереднiх, мо-

жна показати, що для g ∈ G2 \H має мiсце строге включення

Ωg
2 ⊊ Ω1.

Таким чином, для довiльного g ∈ G виконується принаймнi одне з двох

тверджень: з умови g ∈ G1 \H випливає умова

Ωg
1 ⊊ Ω2

або з умови g ∈ G2 \H випливає умова

Ωg
2 ⊊ Ω1.

Тепер достатньо показати, що добуток

w = hg1g2 . . . gn,
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такий що елемент h ∈ H, а елементи g1g2 . . . gn по черзi належать G1 \ H i

G2 \H, причому h — неодиничний елемент у випадку n = 0, є нетривiальним

елементов групи G (див. [41, Theorem 2.6 на с. 187]).

У випадку n < 2 нерiвнiсть w ̸= 1 випливає з означення пiдгрупи H. А

саме, при n = 1 маємо

w = hg1,

де h ∈ H, g1 ∈ G1 \H або g1 ∈ G2 \H, звiдки h ̸= g1, тобто w ̸= 1.

Нехай n ≥ 2. Не обмежуючи загальностi, припустимо, що

w = hg1g2 . . . gn,

де g1 ∈ G1 \H, g2 ∈ G2 \H, g3 ∈ G1 \H, g4 ∈ G2 \H, . . ..

З умов 3, 2 маємо, що

ΩH
2 ⊆ Ω2, Ωg1

2 ⊆ Ω1, Ωg2
1 ⊆ Ω2.

Як було показано вище, принаймнi одне з останнiх двох включень є строгим.

Тому має мiсце строге включення

Ωhg1g2
2 ⊊ Ω2.

По iндукцiї, з включення

Ωhg1g2...g2m
2 ⊊ Ω2

випливає

Ω
hg1g2...g2mg2m+1

2 ⊊ Ω1

i з включення

Ω
hg1g2...g2mg2m+1

2 ⊊ Ω1

випливає

Ω
hg1g2...g2mg2m+1g2m+2

2 ⊊ Ω2.

55



Отже, маємо

Ω2w ⊊ Ω1 або Ω2w ⊊ Ω2.

В будь-якому випадку Ω2w ̸= Ω2, тобто w ̸= 1.

Наведене доведення леми показує, що умову 3 можна послабити. Наведе-

мо природне узагальнення на випадок довiльної скiнченної кiлькостi пiдгруп

заданої групи пiдстановок.

Лема 2.2. Нехай група G породжена своїми нетривiальними пiдгрупами

G1, G2, . . . , Gr, r ≥ 2, при цьому ⟨G1, . . . , Gi−1, Gi+1, . . . , Gr⟩ ∩ Gi = H, де

H — власна пiдгрупа груп Gi, 1 ≤ i ≤ r. Припустимо, що група G дiє на

множинi Ω i iснують непорожнi пiдмножини Ω1, . . . ,Ωr множини Ω, що

попарно не перетинаються i задовольняють наступним умовам:

1. ΩH
i ⊆ Ωi, 1 ≤ i ≤ r,

2. Ωgi
j ⊊ Ωi, gi ∈ Gi \H, 1 ≤ i, j ≤ r, i ̸= j.

Тодi група G є амальгамованим вiльним добутком груп Gi, 1 ≤ i ≤ r по

пiдгрупi H.

Доведення. Розглянемо довiльний добуток w = hgi1gi2 . . . gin, в якому h ∈ H

та

gi1 ∈ Gi1 \H, gi2 ∈ Gi2 \H, . . . , gin ∈ Gin \H,

1 ≤ i1, i2, . . . , in ≤ r, i1 ̸= i2, i2 ̸= i3, . . . , in−1 ̸= in, n ≥ 1.

Як i при доведеннi Леми 2.1 достатньо показати, що w ̸= 1.

Розглянемо множину Ωj таку, що j ̸= i1. Тодi з умови 1 маємо включення

Ωh
j ⊆ Ωj.
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З умови 2 випливає строге включення

Ω
hgi1
j ⊊ Ωi1.

Тодi послiдовно отримуємо

Ω
hgi1gi2
j ⊊ Ωi2, . . . ,Ω

hgi1gi2 ...gin
j ⊊ Ωin.

Отже, Ωw
j ̸= Ωj, тобто w ̸= 1. Таким чином, лему доведено.

2.2 Амальгамований вiльний добуток скiнчен-

них циклiчних груп

Зафiксуємо деяке число r ≥ 2. Розглянемо цiлi невiд’ємнi числа

l1, . . . , lr, k

такi, що k | l1, . . . , k | lr i 1 ≤ k < l1 ≤ . . . ≤ lr. Тодi iснують невiд’ємнi цiлi

числа m1, . . . ,mr такi, що kmi = li, 1 ≤ i ≤ r.

Таким чином, коректно визначений амальгамований вiльний добуток ци-

клiчних груп порядкiв l1, . . . , lr по циклiчнiй пiдгрупi порядку k. Позначимо

цю групу через G(l1, . . . , lr, k).

Група G(l1, . . . , lr, k) має наступне представлення в термiнах твiрних i

визначальних спiввiдношень:

G(l1, . . . , lr, k) = ⟨a1, a2, . . . , ar | al11 = e, al22 = e, . . . , alrr = e, ami

i = a
mj

j , i ̸= j⟩.

Тодi має мiсце наступна теорема

Теорема 2.3. Група G(l1, . . . , lr, k) дiє точно скiнченними автоматами над

деяким скiнченним алфавiтом.
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Для доведення теореми необхiдно визначити алфавiт i побудувати скiн-

ченнi iнiцiальнi автомати над цим алфавiтом, що породжуватимуть групу

G(l1, . . . , lr, k).

Нехай L = l1 . . . lr i Ki = L/li, 1 ≤ i ≤ r. Визначимо алфавiт X потужностi

L, який будемо ототожнювати з кiльцем лишкiв за модулем L, тобто

X = {0, 1, . . . , L− 1}.

Розiб’ємо алфавiт X на наступнi попарно неперетиннi пiдмножини:

Y1 = {1, . . . , L1},

Y2 = {L1 + 1, . . . , L1 + L2},

Y3 = {L1 + L2 + 1, . . . , L1 + L2 + L3},

. . .

Yr = {L1 + . . .+ Lr−1 + 1, . . . , L1 + . . .+ Lr−1 + Lr},

де Li = mi−1, 1 ≤ i ≤ r. Оскiльки L1+ . . .+Lr < L, цi пiдмножини коректно

визначенi.

Нехай Xi = Yi ∪ {0}, 1 ≤ i ≤ r.

Визначимо наступнi r циклiв на алфавiтi X:

σ1 = (0, 1, . . . , L1),

σ2 = (0, L1 + 1, . . . , L1 + L2),

σ3 = (0, L1 + L2 + 1, . . . , L1 + L2 + L3),

. . .

σr = (0, L1 + . . .+ Lr−1 + 1, . . . , L1 + . . .+ Lr−1 + Lr).

(2.1)

Довжини цих циклiв рiвнi m1,m2,m3, . . . ,mr вiдповiдно. Позначимо через τ

довiльний цикл довжини L на множинi X. Також через τ будемо позначати
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Рис. 2.2 Автомат Ai

жорстке розширення цього циклу на множину Xω, тобто, автоматну пiдста-

новку, що дiє на кожнiй лiтерi кожного нескiнченного слова пiдставкою τ

(див. Рис. 2.1).

Для кожного i, 1 ≤ i ≤ r, визначимо iнiцiальний автомат Ai над алфавi-

том X за допомогою дiаграми Мура (див. Рис. 2.2). Позначатимемо через e i

тривiальну пiдстановку, i одиничний елемент групи.

Позначимо через ai, bi, ci, di автоматнi пiдстановки множини Xω визначенi

автоматом Ai у його внутрiшнiх станах q0, q1, q2, q3 вiдповiдно, 1 ≤ i ≤ r. З

визначення Ai прямо випливають рекурсивнi правила дiї автоматних пiдста-

новок ani , bni , cni , dni , 1 ≤ i ≤ r, n ≥ 1 на нескiнченних словах над X. Тобто, для

59



довiльних x ∈ X, w ∈ Xω виконуються наступнi рiвностi:

ani (xw) =

xb
n
i (w), якщо x = 0

xdni (w), якщо x ̸= 0,
(2.2)

bni (xw) =

xb
n
i (w), якщо x ∈ Xi

xcni (w), якщо x ∈ X \ Xi,
(2.3)

cni (xw) =

x
σn
i bni (w), якщо x ∈ Xi

xσ
n
i cni (w), якщо x ∈ X \ Xi,

(2.4)

dni (xw) = xτ
Kin

dni (w). (2.5)

Зафiксуємо деяке i, 1 ≤ i ≤ r.

Нехай w = x1x2x3 . . . — нескiнченне слово над алфавiтом X. Доведемо

рекурсивнi правила (2.2)-(2.5) по iндукцiї за n, n ≥ 1.

У випадку n = 1, рекурсивнi правила (2.2)-(2.5) прямо випливають з озна-

чення автомату Ai.

Припустимо, що рекурсивнi правила (2.2)-(2.5) виконуються для усiх сте-

пенiв не вищих за n. Перевiримо твердження у випадку n+ 1.

Використовуючи iндуктивне припущення i означення автоматної пiдста-

новки di отримуємо наступнi рiвностi:

dn+1
i (x1x2x3 . . .) = di(x

τKin

1 dni (x2x3 . . .)) =

= xτ
Ki(n+1)

1 di(d
n
i (x2x3 . . .)) =

= xτ
Ki(n+1)

1 dn+1
i (x2x3 . . .).

(2.6)

Отже, з рiвностей (2.6) випливає рекурсивне правило (2.5).

Використовуючи iндуктивне припущення i означення автоматних пiдста-
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новок bi, ci отримуємо наступнi рiвностi:

bn+1
i (x1x2x3 . . .) =

bi(x1b
n
i (x2x3 . . .)), якщо x1 ∈ Xi

bi(x1c
n
i (x2x3 . . .)), якщо x1 ∈ X \ Xi

=

x1bi(b
n
i (x2x3 . . .)), якщо x1 ∈ Xi

x1ci(c
n
i (x2x3 . . .)), якщо x1 ∈ X \ Xi

=

x1b
n+1
i (x2x3 . . .), якщо x1 ∈ Xi

x1c
n+1
i (x2x3 . . .), якщо x1 ∈ X \ Xi

.

(2.7)

cn+1
i (x1x2x3 . . .) =

ci(x
σn
i

1 b
n
i (x2x3 . . .)), якщо x1 ∈ Xi

ci(x
σn
i

1 c
n
i (x2x3 . . .)), якщо x1 ∈ X \ Xi

=

x
σn+1
i

1 bi(b
n
i (x2x3 . . .)), якщо x1 ∈ Xi

x
σn+1
i

1 ci(c
n
i (x2x3 . . .)), якщо x1 ∈ X \ Xi

=

x
σn+1
i

1 bn+1
i (x2x3 . . .), якщо x1 ∈ Xi

x
σn+1
i

1 cn+1
i (x2x3 . . .), якщо x1 ∈ X \ Xi

.

(2.8)

Оскiльки множини Xi i X \ Xi iнварiантнi пiд дiєю пiдстановки σi, друга

рiвнiсть в (2.8) правильна.

Отже, з рiвностей (2.7)-(2.8) випливають рекурсивнi правила (2.3)-(2.4).

Використовуючи iндуктивне припущення i означення автоматних пiдста-
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новок ai, bi, di отримуємо наступнi рiвностi:

an+1
i (x1x2x3 . . .) =

ai(x1b
n
i (x2x3 . . .)), якщо x1 = 0

ai(x1d
n
i (x2x3 . . .)), якщо x1 ∈ X \ {0}

=

x1bi(b
n
i (x2x3 . . .)), якщо x1 = 0

x1di(d
n
i (x2x3 . . .)), якщо x1 ∈ X \ {0}

=

x1b
n+1
i (x2x3 . . .), якщо x1 = 0

x1d
n+1
i (x2x3 . . .), якщо x1 ∈ X \ {0}

.

(2.9)

Отже, з рiвностi (2.9) випливає рекурсивне правило (2.2).

Позначимо через Gi циклiчну групу породжену iнiцiальним автоматом

Ai, 1 ≤ i ≤ r. Тодi визначимо групу G як групу породжену iнiцiальними

автоматами Ai, 1 ≤ i ≤ r. Iншими словами,

Gi = ⟨ai⟩, 1 ≤ i ≤ r, G = ⟨a1, . . . , ar⟩ = ⟨G1, . . . , Gr⟩.

Для доведення Теореми 2.3 покажемо, що група G рокладається у амаль-

гамований вiльний добуток циклiчних груп порядкiв l1, . . . , lr амальгамова-

ний по циклiчнiй пiдгрупi порядку k. Для доведення цього твердження, необ-

хiдно застосувати Лему 2.2. Розiб’ємо доведення на твердження, в кожному

з яких зафiксуємо i таке, що 1 ≤ i ≤ r.

Твердження 2.4. Порядки автоматних пiдстановок bi i ci рiвнi mi.

Доведення. Оскiльки σi — це цикл довжини mi, то порядок пiдстановки σi на

множинi X рiвний mi. Помiтимо, що автоматна пiдстановка cmi

i дiє тривiаль-

но на перших лiтерах слiв з множини Xω. Звiдси, з рекурсивних правил (2.3)

i (2.4) маємо, що автоматнi пiдстановки bmi

i i cmi

i дiють тривiально на ко-

жнiй лiтерi довiльного нескiнченного слова. З тих самих рiвностей випливає,
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Рис. 2.3 Автомат T

що mi — це найменше таке число, що має вказану властивiсть. Отже, mi —

порядок автоматних пiдстановок bi i ci.

Твердження 2.5. Циклiчна група Gi має порядок рiвний li.

Доведення. Для доведення цього твердження, достатньо показати, що авто-

матна пiдстановка ai має порядок li.

З рекурсивного правила (2.5) випливає, що порядок автоматної пiдста-

новки di рiвний порядку циклу τKi. Оскiльки, Ki = L/li i τ — цикл довжини

L, то порядок циклу τKi рiвний li. Отже, порядок автоматної пiдстановки di

рiвний li.

З рекурсивного правила (2.2) випливає, що автоматна пiдстановка ani дiє

тривiально на усiх нескiнченних словах над алфавiтом X тодi i лише тодi,

коли автоматнi пiдстановки bni i dni дiють тривiально на усiх нескiнченних

словах над X. Звiдси випливає, що порядок автоматної пiдстановки ai рiвний

найменшому спiльному кратному порядкiв автоматних пiдстановок bi та di.

Оскiльки порядки автоматних пiдстановок bi, di рiвнimi, li вiдповiдно imi | li,

то автоматна пiдстановка ai має порядок li, що i доводить твердження.

З Твердження 2.5 випливає, що група G породжена циклiчними пiдгру-

пами порядкiв l1, . . . , lr.

Визначимо iнiцiальний автомат T (див. Рис. 2.3) i позначимо через t ав-

томатну пiдстановку визначену цим автоматом. Тодi t дiє на Xω за наступним

63



рекурсивним правилом:

t =

xw, якщо x = 0

xτL/k(w), якщо x ̸= 0
, x ∈ X, w ∈ Xω. (2.10)

Символом H позначимо пiдгрупу групи G, породжену автоматною пiдста-

новкою t.

Твердження 2.6. Група H — власна циклiчна пiдгрупа порядку k групи Gi.

Доведення. В Твердженнi 2.4 було доведено, що автоматна пiдстановка bi має

порядок mi. Оскiльки Kimi = L/k, з рiвностей (2.2) i (2.10) випливає, що

ami

i = t.

З рiвностi

kmi = li

отримуємо, що автоматна пiдстановка ami

i має порядок k. Звiдси H — це

пiдгрупа порядку k циклiчної групи Gi.

Оскiльки k < li, пiдгрупа H — власна.

Позначимо через Bi пiдгрупу групи G породжену пiдгрупами

G1, . . . , Gi−1, Gi+1, . . . , Gr.

Твердження 2.7. Перетин пiдгруп Bi i Gi є пiдгрупою H.

Доведення. З Твердження 2.6 випливає, що H — це пiдгрупа обох груп Bi та

Gi. Припустимо, що g ∈ Bi ∩Gi. Нехай

w = 0x0w1,
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де x ∈ X \ Xi, w1 ∈ Xω. Оскiльки g ∈ Bi, для деякого x1 ∈ X \ Yi i автоматної

пiдстановки g1 маємо, що

g(w) = 0xx1g1(w1).

Оскiльки g ∈ Gi, для деякого s ≥ 1 маємо, що

g(w) = asi (w) = 0x0σ
s
i g1(w1).

З iншого боку, 0σs
i ∈ Xi. Тому, з того, що

(X \ Yi) ∩ Xi = {0},

маємо рiвнiсть

x1 = 0.

Оскiльки порядок σi рiвний mi, маємо, що mi дiлить s. Отже, g ∈ H.

Визначимо наступнi r непорожнiх пiдмножин множини Xω:

Ωi = {0wy00 . . . : w ∈ X∗, y ∈ Yi}, 1 ≤ i ≤ r. (2.11)

Твердження 2.8. Пiдмножини Ωi, 1 ≤ i ≤ r попарно не перетинаються.

Доведення. Твердження випливає з того, що Yi, 1 ≤ i ≤ r попарно не пере-

тинаються.

Твердження 2.9. Виконуються наступнi включення:

ΩH
i ⊆ Ωi, 1 ≤ i ≤ r.

Доведення. Для кожного i, 1 ≤ i ≤ r перша лiтера нескiнченного слова w з

множини Ωi рiвна 0. З визначення автоматної пiдстановки t маємо

t(w) = w.

Оскiльки t породжує групу H, маємо необхiдне твердження.
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Твердження 2.10. Мають мiсце наступнi строгi включення:

Ω
Gi\H
j ⊊ Ωi, 1 ≤ i, j ≤ r, i ̸= j.

Доведення. Зафiксуємо довiльнi i та j, 1 ≤ i, j ≤ r, i ̸= j.

Нехай g ∈ Gi \H. З того, що

Gi = ⟨ai⟩ i H = ⟨ami

i ⟩

маємо рiвнiсть

g = asi

для деякого s такого, що mi ∤ s. Вiзьмемо довiльне нескiнченне слово з мно-

жини Ωj. З визначення множини Ωj (див. (2.11)) це слово має вигляд

0wy00 . . . ,

де w ∈ X∗, y ∈ Yj. Розглянемо дiю елемента g на це слово. З рекурсивного

зображення (2.2) маємо:

g(0wy00 . . .) = asi (0wy00 . . .) = 0w1y1y200 . . .

для деякого w1 ∈ X∗, y1 ∈ Yi, y2 = 0σ
s
i . Оскiльки mi ∤ s, лiтера y2 ̸= 0. З

визначення циклу σi (див. (2.1)) маємо, що y2 ∈ Yi. Тому нескiнченне слово

0w1y1y200 . . .

належить множинi Ωi.

Оскiльки w1 ∈ X∗ та y1 ∈ X, маємо що скiнченне слово w1y1 — непорожнє.

З iншого боку, нескiнченнi слова

0y00 . . . , y ∈ Yi
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Рис. 2.4 Автомат A′i, 1 ≤ i ≤ r

належать множинi Ωi. Отже, множина Ωi строго включає множину всiх не-

скiнченних слiв виду

0w1y1y200 . . . , w1 ∈ X∗, y1 ∈ X, y2 ∈ Yi,

що i доводить твердження.

Твердження 2.6-2.10 дозволяють застосувати Лему 2.2 до групи G. Таким

чином, Теорема 2.3 доведена.

2.3 Випадок тривiальної амальгамацiї

Доведення Теореми 2.3 представлене в Роздiлi 2.2 ґрунтується на конструкцiї

iнiцiального автомата з 4-ма внутрiшнiми станами. Проте, у випадку k = 1

можна використати автомат з двома внутрiшнiми станами. В цьому випадку

група G(l1, . . . , lr, k) має наступне представлення в термiнах твiрних i визна-

чальних спiввiдношень:

G(l1, . . . , lr, 1) = ⟨a1, a2, . . . , ar | al11 = e, al22 = e, . . . , alrr = e⟩.

Таким чином, група розкладається у вiльний добуток циклiчних груп поряд-

кiв l1, . . . , lr. Щоб побудувати точну дiю скiнченними автоматами для цiєї

групи необхiдно визначити iнiцiальний автомат A′i, 1 ≤ i ≤ r (див. Рис. 2.4).
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Позначення використанi для цього визначення такi самi як i в доведеннi Те-

ореми 2.3. Автоматнi пiдстановки визначенi автоматом A′i в станах q1, q2 до-

рiвнюють автоматним пiдстановкам bi, ci, визначених автоматом Ai в станах

q1, q2 вiдповiдно, 1 ≤ i ≤ r.

Теорема 2.11. Обидвi групи породженi автоматними пiдстановками

b1, . . . , br та c1, . . . , cr розкладаються у вiльний добуток циклiчних груп по-

рядкiв l1, . . . , lr.

Будемо доводити твердження теореми для групи, породженої автоматни-

ми пiдстановками b1, . . . , br. Для групи породженої автоматними пiдстанов-

ками c1, . . . , cr доведення аналогiчне.

Позначимо через G̃ групу породжену автоматними пiдстановками b1, . . . , br

i через G̃i циклiчнi групи породженi bi, 1 ≤ i ≤ r. Покажемо, що G̃ розкла-

дається у вiльний добуток груп G̃1, . . . , G̃r.

Зафiксуємо число i таке, що 1 ≤ i ≤ r. Оскiльки k = 1, то виконуються

рiвностi li = mi. З Твердження 2.4 випливає, що автоматна пiдстановка bi

має порядок li. Отже, порядок циклiчної групи G̃i рiвний li.

Позначимо через B̃i пiдгрупу групи G̃ породжену пiдгрупами

G̃1, . . . , G̃i−1, G̃i+1, . . . , G̃r.

Твердження 2.12. Пiдгрупи B̃i i G̃i мають тривiальний перетин.

Доведення. Припустимо, що g ∈ B̃i ∩ G̃i. Нехай

w = x0w1,

де x ∈ X \ Xi, w1 ∈ Xω. Оскiльки g ∈ B̃i, для деякого x1 ∈ X \ Yi i автоматної

пiдстановки g1 ми маємо

g(w) = xx1g1(w1).

68



Оскiльки g ∈ G̃i, для деякого s ≥ 1 ми маємо

g(w) = bsi (w) = x0σ
s
i g1(w1).

Але 0σ
s
i ∈ Xi. Тому з (X \ Yi) ∩ Xi = {0} ми маємо x1 = 0. Оскiльки порядок

σi рiвний li ми отримаємо, що li дiлить s. Отже, g = e.

Визначимо наступнi r непорожнiх пiдмножин множини Xω:

Ω̃i = {wy00 . . . : w ∈ X∗, y ∈ Yi}, 1 ≤ i ≤ r. (2.12)

Твердження 2.13. Пiдмножини Ω̃i, 1 ≤ i ≤ r попарно не перетинаються.

Доведення. Оскiльки Yi, 1 ≤ i ≤ r попарно не перетинаються, твердженння

виконується.

Твердження 2.14. Наступнi строгi включення виконуються:

Ω̃
G̃i\{e}
j ⊊ Ω̃i, 1 ≤ i, j ≤ r, i ̸= j.

Доведення. Зафiксуємо довiльнi i та j, 1 ≤ i, j ≤ r, i ̸= j.

Нехай g ∈ G̃i, g ̸= e. Оскiльки

G̃i = ⟨bi⟩,

маємо рiвнiсть

g = bsi

для деякого s такого, що li ∤ s. Вiзьмемо довiльне нескiнченне слово з мно-

жини Ω̃j. З визначення множини Ω̃j (див. (2.12)) це слово має вигляд

wy00 . . . ,

де w ∈ X∗, y ∈ Yj. Розглянемо дiю елемента g на це слово. З рекурсивного

правила (2.3) маємо наступне:

g(wy00 . . .) = bsi (wy00 . . .) = w1y1y200 . . .
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для деякого w1 ∈ X∗, y1 ∈ Yi, y2 = 0σ
s
i . Оскiльки li ∤ s, лiтера y2 ̸= 0. З

визначення циклу σi (див. (2.1)) маємо, що y2 ∈ Yi. Звiдси випливає, що

нескiнченне слово

w1y1y200 . . .

належить множинi Ω̃i.

Оскiльки w1 ∈ X∗ i y1 ∈ X ми маємо, що скiнченне слово w1y1 — непоро-

жнє. З iншого боку, нескiнченнi слова y00 . . ., y ∈ Yi належать множинi Ω̃i.

Отже, множина Ω̃i строго включає множину усiх нескiнченних слiв виду

w1y1y200 . . . , w1 ∈ X∗, y1 ∈ X, y2 ∈ Yi

що i доводить твердження.

Доведення Теореми 2.11. Твердження 2.12-2.14 дозволяють застосувати Ле-

му 2.2 до групи G̃. Отже, група G̃ розкладається у вiльний добуток циклiчних

груп порядкiв l1, . . . , lr.

Нагадаємо означення оновлювального автомата над алфавiтом X (див. [58]).

Означення 2.1. Лiтера x ∈ X називається оновлювальною, якщо |λ(q, x)| =

1, q ∈ Q, тобто x скидає автомат до стану λ(q, x).

Автомат називається оновлювальним, якщо кожна лiтера алфавiту, над

яким вiн розглядається, є оновлювальною.

Зафiксуємо i, 1 ≤ i ≤ r. Легко бачити, що автомат A′i є оновлювальним.

Група автомата A′i описана в наступнiй теоремi.

Теорема 2.15. Група автомата G(A′i) розкладається в прямий добуток

двох циклiчних груп порядку mi.

Для доведення теореми доведемо наступну лему.
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Лема 2.16. Автоматнi пiдстановки bi та ci комутують.

Доведення. Для доведення твердження леми достатньо показати, що для до-

вiльного нескiнченного слова w над X виконується рiвнiсть

bici(w) = cibi(w).

Нехай

w = x1w1, x1 ∈ X, w1 ∈ Xω

нескiнченне слово над X. З рiвностi (2.1) випливає, що множини Xi i X \ Xi

iнварiантнi вiдносно дiї σi. Тодi з рiвностей (2.3), (2.4) маємо

bici(w) = bici(x1w1) =

=

bi(x
σi
1 bi(w)), якщо x1 ∈ Xi

bi(x1ci(w)), якщо x1 ∈ X \ Xi

=

x
σi
1 b

2
i (w), якщо x1 ∈ Xi

x1c
2
i (w), якщо x1 ∈ X \ Xi

,

(2.13)

cibi(w) = cibi(x1w1) =

=

ci(x1bi(w)), якщо x1 ∈ Xi

ci(x1ci(w)), якщо x1 ∈ X \ Xi

=

x
σi
1 b

2
i (w), якщо x1 ∈ Xi

x1c
2
i (w), якщо x1 ∈ X \ Xi

.

(2.14)

Отже, з рiвностей (2.13), (2.14) випливає твердження леми.

Доведення Теореми 2.15. З Леми 2.16 випливає, що група автомата G(A′i)

абелева. З Твердження 2.4 випливає, що ci i bi мають порядок mi. Припусти-
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мо, що для деяких додатних цiлих чисел s1, s2 рiвнiсть

bs1i = cs2i

виконується.

Нехай

w = xw1,

де x ∈ Xi, w1 ∈ Xω. З рiвностей (2.3), (2.4) маємо

bs1i (w) = xbs11 (w1) = xσ
s2
i bi(w1) = cs2i (w).

Отже, s2 дiлиться на mi. Тодi перетин пiдгруп G(A′i) породжених bi та ci

тривiльний. Звiдси випливає твердження теореми.

Разом з тим, питання про структурний опис групи, пороженої усiма авто-

матними пiдстановками b1, . . . , br та c1, . . . , cr, залишається вiдкритим. Зокре-

ма, природно виникає питання про задання цiєї групи твiрними та спiввiдно-

шеннями.

2.4 Висновки до роздiлу

Побудовано точнi зображення амальгамованих вiльних добуткiв скiнченних

циклiчних груп по циклiчнiй пiдгрупi за допомогою скiнченних автоматiв над

деяким скiнченним алфавiтом. Для цього доведено узагальнення леми про

пiнг-понг для амальгамованих вiльних добуткiв скiнченної кiлькостi груп.

Було показано, що вказаний амальгамований вiльний добуток породжується

автоматними пiдстановками, визначеними iнiцiальними автоматами з 4 ста-

нами. Окремо розглянуто випадок тривiальної амальгамацiї, тобто вiльного

добутку скiнченних циклiчних груп. Побудованi в цьому випадку iнiцiальнi

автомати, в яких визначаються необхiднi автоматнi пiдстановки, мають по 2
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внутрiшнi стани i є оновлювальними автоматами. Показано, що групи кожно-

го з цих автоматiв розкладаються в прямi добутки двох скiнченних циклiчних

груп.
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Роздiл 3

Мiнiмальнi автоматнi зображення

амальгамованих вiльних добуткiв
В цьому роздiлi розглянемо амальгамованi вiльнi добутки скiнченних груп

i побудуємо скiнченнi iнiцiальнi автомати над мiнiмально можливими алфа-

вiтами, якi визначають цi групи. Якщо для простого числа p амальгамова-

ний вiльний добуток скiнченних циклiчних груп є резидульно скiнченною

p-групою, то буде показано, що побудованi автомати визначають елементи з

p-силовської пiдгрупи групи GA(X). Останнiй результат може бути розгля-

нутий як iзоморфне занурення в скiнченно-становий вiнцевий добуток регу-

лярних простих циклiчних груп (див. [53]).

3.1 Розширення дiй на словах

Нехай w — деяке нескiнченне слово над алфавiтом X i ξ = {ξk}k≥0 — послi-

довнiсть додатних цiлих чисел.

Означення 3.1. Розбиттям w[ξ] по послiдовностi ξ будемо називати таке

розбиття нескiнченного слова w на склади, довжини яких рiвнi вiдповiдним

членам послiдовностi ξ, тобто

w = w[1, ξ1]w[2, ξ2] . . . w[k, ξk] . . . .

Нехай w — деяке скiнченне слово над алфавiтом X i ξk = {ξi}ki=1, k ≥ 0 —
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скiнченна послiдовнiсть додатних цiлих чисел така, що |w| = ξ1 + . . .+ ξk.

Означення 3.2. Розбиттям w[ξk] по послiдовностi ξk будемо називати таке

розбиття скiнченного слова w на склади, довжини яких рiвнi вiдповiдним

членам послiдовностi ξk, тобто

w = w[1, ξ1]w[2, ξ2] . . . w[k, ξk].

Означення 3.3. Автоматна пiдстановка a є жорстким розширенням своєї дiї

на скiнченних словах, якщо iснує l > 0 таке, що для довiльного розбиття w[ξ]

має мiсце рiвнiсть:

a(w[ξ]) = a(w[1, l])a(w[2, l]) . . . a(w[k, l]) . . . . (3.1)

Лема 3.1. Нехай автоматна пiдстановка a є жорстким розширенням своєї

дiї на скiнченних словах довжини l. Тодi вона має скiнченний порядок, рiв-

ний порядку звуження автоматної пiдстановки a на скiнченнi слова дов-

жини l.

Доведення. Доведення випливає з рiвностi (3.1).

Нехай m > 1 — додатне цiле число. Розглянемо канонiчний розклад m на

простi множники

m = pα1
1 p

α2
2 . . . pαt

t ,

де p1, p2, . . . , pt — попарно рiзнi простi числа, α1, α2, . . . , αt ≥ 0, t ≥ 1. Для

числа m символом d(m) позначимо суму

α1 + α2 + . . .+ αt.

Будемо використовувати лiву дiю для груп пiдстановок, тобто в добутку

fg елемент g дiє першим.
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3.2 Дiї над автоматами

З’єднання автоматiв

Нехай Aq1 = ⟨Q1, λ1, µ1⟩ та Aq2 = ⟨Q2, λ2, µ2⟩ — два iнiцiальнi автомати над

алфавiтом X, причому Q1∩Q2 = ∅. Зафiксуємо непорожнi пiдмножини стрi-

лок R1, R2 такi, що

R1 ⊂ {(q, x) | λ1(q, x) = q1, q ∈ Q1, x ∈ X}, (3.2)

R2 ⊂ {(q, x) | λ2(q, x) = q2, q ∈ Q2, x ∈ X}. (3.3)

Введемо операцiю

Означення 3.4. З’єднання автоматiв Aq1 та Aq2 вiдносно множин R1, R2 на-

зивається iнiцiальний автомат Aq1R1 R2
Aq2 = ⟨Q, λ, µ⟩, отриманий наступним

чином:

• множина внутрiшнiх станiв Q є об’єднанням внутрiшнiх станiв автоматiв

Aq1 та Aq2, тобто Q = Q1 ∪Q2;

• для довiльного (q, x) ∈ Q × X функцiя переходiв λ визначається за на-

ступним правилом:

λ(q, x) =



q2 якщо (q, x) ∈ R1

q1 якщо (q, x) ∈ R2

λ1(q, x) якщо (q, x) ̸∈ R1, q ∈ Q1

λ2(q, x) якщо (q, x) ̸∈ R2, q ∈ Q2

; (3.4)

• для довiльного (q, x) ∈ Q × X функцiя виходiв µ визначається за насту-
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q1 ...

Автомат Aq1

q2 ...

Автомат Aq2

... ...

R1

R2

Рис. 3.1 Автомат Aq1R1 R2
Aq2

пним правилом:

µ(q, x) =

µ1(q, x) якщо q ∈ Q1

µ2(q, x) якщо q ∈ Q2

; (3.5)

• iнiцiальним станом автомата Aq1R1 R2
Aq2 є q1.

Графiчне зображення автомата Aq1R1 R2
Aq2 представлене на Рис. 3.1. На

цьому рисунку червоними стрiлками позначено стрiлки, що пiсля приєднання

були перевизначенi в з’єднаннi автоматiв.

Для iнiцiальних автоматiв Aq1,Aq2,Aq3 i вiдповiдних їм множин стрiлок

R1, R2, R3 має мiсце рiвнiсть:

(Aq1R1 R2
Aq2)R2 R3

Aq3 = Aq1R1 R3
(Aq2R2 R3

Aq3).

Послiдовне з’єднання автоматiв

Нехай Aq1 = ⟨Q1, λ1, µ1⟩ та Aq2 = ⟨Q2, λ2, µ2⟩ — два iнiцiальнi автомати над

алфавiтом X, причому Q1 ∩ Q2 = ∅. Припустимо, що наступнi пiдмножини

стрiлок R1 та R2 є непорожнiми:

R1 = {(q, x) | λ1(q, x) = q1, q ∈ Q1, x ∈ X},

R2 = {(q, x) | λ2(q, x) = q2, q ∈ Q2, x ∈ X}.
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Введемо операцiю послiдовного з’єднання заданих автоматiв.

Означення 3.5. Послiдовним з’єднання автоматiв Aq1 та Aq2 називається

iнiцiальний автомат

Aq1 Aq2 = Aq1R1 R2
Aq2.

Iншими словами, послiдовне з’єднання є окремим випадком з’єднання,

коли пiдмножини R1, R2 є максимальними за включенням, тобто мiстять усi

стрiлки, якi ведуть в iнiцiальний стан.

Безпосередньо з означення випливає, що операцiя послiдовного з’єднання

автоматiв є асоцiативною. Тому ця операцiя коректно визначається i для до-

вiльного скiнченнного числа iнiцiальних автоматiв.

Нехай k – деяке натуральне число, k ≥ 2. Визначимо автоматнi пiдста-

новки a1, a2, . . ., ak в iнiцiальних станах автоматiв Aq1, Aq2, . . ., Aqk вiдпо-

вiдно i автоматну пiдстановку a, визначену в iнiцiальному станi послiдовного

з’єднання Aq1 Aq2 . . . Aqk цих автоматiв. Тодi має мiсце наступна лема.

Лема 3.2. Нехай автоматнi пiдстановки a1, a2, . . ., ak є жорсткими роз-

ширеннями своїх дiй на скiнченних словах довжини l1, l2, . . . , lk i мають

порядки n1, n2, . . ., nk вiдповiдно. Тодi автоматна пiдстановка a також є

жорстким розиренням своєї дiї на скiнченних словах довжини l1+l2+. . .+lk

та має скiнченний порядок, рiвний НСК{n1, n2, . . . , nk}.

Доведення. З визначення автомата Aq1 Aq2 . . . Aqk прямо випливає, що ав-

томатна пiдстановка a є жорсткими розширеннями своєї дiї на словах дов-

жини l = l1 + l2 + . . .+ lk.

Дiя автоматної пiдстановки a на довiльному словi w довжини l над алфа-

вiтом X визначається рiвнiстю:

a(w[ξk]) = a1(w[1, l1])a2(w[2, l2]) . . . ak(w[k, lk]), (3.6)
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де w[ξk] — розбиття слова w по послiдовностi ξk = {l1, . . . , lk}.

З Леми 3.1 i рiвностi (3.6) тепер вiдразу випливає необхiдне твердження.

l−повний автомат

Нехай Aq0 = ⟨Q, λ, µ⟩ — iнiцiальний автомат над алфавiтом X. Припустимо,

що автоматна пiдстановка визначена в станi q0 автомата Aq0 є жорстким

розширенням своєї дiї на словах довжини l для деякого l ≥ 1.

Означення 3.6. Автомат l-Aq0 = ⟨Q, λ, µ⟩ над алфавiтом X, який називає-

ться l-повним автоматом, отримується з Aq0 наступним чином:

• множина внутрiшнiх станiв Q =
l−1⋃
k=0

Xk;

• для стану w, 0 ≤ |w| < l−1 i лiтери x ∈ X функцiя переходiв λ визначена

рiвнiстю:

λ(w, x) = wx;

• для стану w, |w| = l − 1 i лiтери x ∈ X функцiя переходiв λ визначена

рiвнiстю:

λ(w, x) = Λ; (3.7)

• для стану w, 0 ≤ |w| ≤ l − 1 i лiтери x ∈ X функцiя виходiв µ визначена

рiвнiстю:

µ(w, x) = µ(λ(q0, w), x); (3.8)

• iнiцiальним станом автомата l-Aq0 є Λ.

З Означення 3.6 прямо випливає наступна лема:

Лема 3.3. Автоматнi пiдстановки визначенi в iнiцiальних станах авто-

мата Aq0 i l-повного автомата l-Aq0 рiвнi.
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Доведення. Нехай a, al — автоматнi пiдстановки визначенi в iнiцiальних ста-

нах автоматiв Aq0 i l-Aq0. З рiвностi (3.7) випливає, що автоматна пiдстановка

al також є жорстким розширенням своєї дiї на словах довжини l. Тому до-

статньо показати, що автоматнi пiдстановки al, a дiють однаково на словах

довжини не бiльше l. Доведемо iндукцiєю за довжиною слова.

База iндукцiї виконується, оскiльки мають мiсце рiвностi:

al(Λ) = µ(Λ,Λ) = Λ = a(Λ)

Нехай w — слово довжини не бiльшої за l i al(w) = a(w). Тодi для довiль-

ного x ∈ X має мiсце:

al(wx) = µ(Λ, w)µ(λ(Λ, w), x) = a(w)µ(w, x) =

= a(w)µ(λ(q0, w), x) = a(wx).
(3.9)

Отже, припущення iндукцiї виконується i автоматнi пiдстановки a i al рiвнi.

Приклад 3.1. Нехай визначений алфавiт X = {0, 1} i пiдстановка σ =

(0, 1). На Рис. 3.2 злiва зображений iнiцiальний автомат Aq1. Автоматна

пiдстановка, визначена автоматом Aq1, є жорстким роширенням своєї дiї

на словах довжини 3. Справа зображений вiдповiдний йому 3-повний авто-

мат 3-Aq1.

3.3 Автоматнi пiдстановки скiнченного поряд-

ку

Зафiксуємо натуральне число m. Нехай

m = pα1
1 p

α2
2 . . . pαt

t ,
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Рис. 3.2 Автомати Aq1 i 3-Aq1

де p1, p2, . . . , pt — попарно рiзнi простi числа, α1, α2, . . . , αt — додатнi цiлi

числа. Позначимо через p максимальне з простих чисел p1, p2, . . . , pt, t ≥

1. Розглянемо алфавiт X = {0, 1, . . . , p − 1}, який будемо ототожнювати з

кiльцем лишкiв за модулем p.

Нехай q — деяке просте число, q ≤ p. Визначимо пiдстановку

σq = (0, 1, . . . , q − 1)

над X. Пiдмножину перших q лiтер {0, 1, . . . , q − 1} алфавiту X будемо ото-

тожнювати iз Zq.

Нехай w = x1x2 . . . xα — слово довжини α, α ≥ 1 над Zq. Для слова w ви-

значимо iнiцiальний автомат Aw
q над алфавiтом X (див. Рис. 3.3). Розглянемо

автоматну пiдстановку a визначену в iнiцiальному станi q1 автомата Aw
q .

З означення автомата Aw
q прямо випливає наступна лема:

Лема 3.4. Автоматна пiдстановка a є жорстким розширення своєї дiї на

словах довжини α.
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q1σq q2
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Рис. 3.3 Автомат Aw
q

Автоматна пiдстановка a дiє на словi u = y1y2 . . . yβ, β ≤ α над Zq насту-

пним чином:

a(u) = a(y1y2 . . . yβ) = (y1 + 1)(y2 + 1) . . . (yk+1 + 1)yk+2 . . . yβ,

де додавання виконується за модулем q та виконанi умови yi = xi для усiх

1 ≤ i ≤ k, yk+1 ̸= xk+1.

Якщо u — це слово довжини α над X, яке мiстить хоча б одне входження

деякої лiтери x з X \ Zq, то слово u має вигляд

u = u1xu2,

де u1 — слово довжини β, β < α над Zq, u2 — деяке слово над X. Тодi a дiє
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q1

σq

X

Рис. 3.4 Автомат Aq
x

на u згiдно рiвностi:

a(u) = a(u1)xu2. (3.10)

Для автоматної пiдстановки a i слова u над X розглянемо орбiту дiї групи

породженої a:

O(u) = {ak(u) | k ∈ Z}.

Твердження 3.5. Має мiсце рiвнiсть:

O(w) = Zα
q .

Доведення. Доведемо iндукцiєю за довжиною α слова w.

Нехай α = 1. Тодi автомат Aw
q (див. Рис. 3.4) має єдиний стан з помiткою

σq i для автоматної пiдстановки a, визначеної в цьому станi, дiя на словi

x ∈ Zq довжини α визначена рiвнiстю:

a(x) = (x+ 1) (mod q).

Звiдси випливає, що O(x) = Zq i база iндукцiї виконується.

Припустимо, що для усiх слiв w довжини α−1, α ≥ 2 виконується рiвнiсть

O(w) = Zα−1
q .

Покажемо, що для довiльного слова w довжини α виконується рiвнiсть

O(w) = Zα
q .
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Нехай w = w1x, де w1 — слово довжини α − 1, x ∈ Zq. Дiя автоматної

пiдстановки a, визначеної в iнiцiальномi станi автомата Aw
q (див. Рис. 3.3), на

слово w описується рiвнiстю:

a(w) = b1(w1) (x+ 1) (mod q),

де b1 — автоматна пiдстановка визначена в iнiцiальномi станi автомата Aw1
q .

З припущення iндукцiї випливає, що найменший степiнь β, для якого

bβ1 (w1) = w1,

дорiвнює qα−1. Тому має мiсце наступна рiвнiсть:

aβ(w) = bβ1 (w1)(x+ 1) (mod q), 1 ≤ β ≤ qα−1.

Звiдси маємо рiвностi:

aβ(w) = b
β (mod qα−1)
1 (w1)(x+ k) (mod q),

(k − 1)qα−1 + 1 ≤ β ≤ kqα−1, 1 ≤ k ≤ q.

Застосувавши припущення iндукцiї отримуємо необхiдне твердження.

Нехай u = u1xu2 — слово довжини α над X, таке що u1 — слово довжини

β, β < α над Zq, x з X \ Zq, u2 — деяке слово над X. Тодi має мiсце

Твердження 3.6. Для слова u виконується рiвнiсть:

O(u) = {vxu2 | v ∈ Zβ
q }.

Доведення. З рiвностi (3.10) маємо

O(u) = {vxu2 | v ∈ O(u1)}. (3.11)

З Твердження 3.5 випливає, що

O(u1) = Zβ
q . (3.12)

Рiвностi (3.11) та (3.12) доводять необхiдне твердження.
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Твердження 3.7. Автоматна пiдстановка a має порядок qα.

Доведення. За Лемою 3.4 порядок a дорiвнює порядку звуження цiєї пiдста-

новки на слова довжини α над X. Цей порядок дорiвнює найменшому спiльно-

му кратному потужностей орбiт дiї групи породженої a на словах довжини α.

За Твердженнями 3.6 та 3.5 цi потужностi набувають всiх можливих значень

з множини

{qβ | 0 ≤ β ≤ α}.

Отже, їх найменше спiльне кратне дорiвнює qα, що i доводить необхiдне твер-

дження.

Таким чином, порядок автоматної пiдстановки, визначеної в iнiцiальному

станi автомата Aw
q , дорiвнює q|w|.

Побудуємо для числа m i набору слiв

W = (w1, . . . , wt),

де wi ∈ Zαi
pi
, 1 ≤ i ≤ t автомат AW

m як послiдовне з’єднання

AW
m = Aw1

p1
Aw2

p2
. . . Awt

pt
. (3.13)

Графiчне зображення автомата AW
m для числа m = pα1

1 p
α2
2 представлене

на Рис. 3.5. Червоними стрiлками схематично зображенi усi стрiлки, якi пiсля

з’єднання перевизначаються у автоматах Aw1
p1
,Aw2

p2
.

З Означення 3.4 прямо випливає наступне твердження.

Твердження 3.8. Кiлькiсть станiв автомата AW
m дорiвнює

2
t∑

i=1

αi − t.

Твердження 3.9. Автоматна пiдстановка, визначена в iнiцiальному ста-

нi автомата AW
m , є жорстким розширенням своєї дiї на словах довжини

d(m) та має порядок m.

85



q1σp1 ... qα1

σp1

... q′α1

e

s1

σp2

... sα2

σp2

... s′α2

e

x1 xα1−1

x ̸= x1

xα1−1

x ̸= xα1−1

y1 yα2−1

x ̸= y1

yα2−1

x ̸= yα2−1

X

X

X

X

Рис. 3.5 Автомат Aw1
p1
Aw2

p2

Доведення. Перша частина твердження випливає з визначення автомата AW
m

i Леми 3.2.

З Твердження 3.7 i Леми 3.2 отримуємо, що порядок автоматної пiдста-

новки, визначеної в iнiцiальному станi автомата AW
m , дорiвнює найменшому

спiльному кратному попарно взаємно простих чисел pα1
1 , p

α2
2 , . . . , p

αt
t . Звiдси

вiдразу випливає друга частина твердження.

Визначимо iнiцiальнi автомати In, n ≥ 1 (див. Рис. 3.6), кожен з яких

визначає тотожну автоматну пiдстановку.
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q1 q2 ... qn−1 qn
X X X X

X

Рис. 3.6 Автомат In

3.4 Основна конструкцiя

Зафiксуємо деяке число r ≥ 2. Розглянемо цiлi додатнi числа l1, . . . , lr, k такi,

що k | l1, . . . , k | lr i 1 ≤ k < l1 ≤ . . . ≤ lr. Тодi iснують додатнi цiлi числа

m1, . . . ,mr такi, що kmi = li, 1 ≤ i ≤ r.

Таким чином, коректно визначений амальгамований вiльний добуток ци-

клiчних груп порядкiв l1, . . . , lr по циклiчнiй пiдгрупi порядку k. Позначимо

цю групу через

G(l1, . . . , lr, k).

Група G(l1, . . . , lr, k) має наступне представлення в термiнах твiрних i

визначальних спiввiдношень:

G(l1, . . . , lr, k) = ⟨y1, y2, . . . , yr | yl11 = e, yl22 = e, . . . , ylrr = e, ymi

i = y
mj

j , i ̸= j⟩.

Нехай L = l1l2 . . . lr. Позначимо через p найбiльший з простих дiльникiв

числа L. Зафiксуємо алфавiт X = Zp. Тодi має мiсце наступна теорема

Теорема 3.10. Група G(l1, . . . , lr, k) iзоморфно занурюється в FGA(X), при-

чому потужнiсть алфавiту X є мiнiмально можливою.

Ми наведемо явну конструкцiю автоматiв над X, якi породжують групу

iзоморфну G(l1, . . . , lr, k). Для цього побудуємо ряд допомiжних автоматiв, а

потiм доведемо необхiднi для доведення теореми твердження.
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Для кожного n > 0 позначатимемо символом 0n слово 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

.

Нехай

d = d(m1) + d(m2) + . . .+ d(mr). (3.14)

Тодi d > 0.

Зафiксуємо i, 1 ≤ i ≤ r. Для числа mi розглянемо його канонiчний роз-

клад на простi множники:

mi = pα1
1 p

α2
2 . . . pαt

t ,

де p1, p2, . . . , pt — попарно рiзнi простi числа, α1, α2, . . . , αt — додатнi цiлi

числа.

Розглянемо для числа mi та множини слiв

Wi = {0α1
, 0α2

, . . . , 0αt
} (3.15)

iнiцiальний автомат AWi
mi

, визначений рiвнiстю (3.13), над алфавiтом X.

Зауваження 3.11. Множину Wi можна замiнити на множину, яка скла-

дається iз довiльних слiв довжин α1, α2, . . . , αt над X без суттєвих змiн в

подальших мiркуваннях.

Позначимо автомат AWi
mi

символом Hi. Нехай hi — автоматна пiдстановка,

визначена в iнiцiальному станi автомата Hi.

Лема 3.12. Автоматна пiдстановка hi є жорсткими розширеннями своєї

дiї на словах довжини d(mi) i має порядок mi.

Доведення. Доведення випливає з Твердження 3.9.

Тепер розглянемо iнiцiальний автомат Vi як послiдовне з’єднання r авто-

матiв:

Vi = Id(m1) . . . Id(mi−1) Hi Id(mi+1) . . . Id(mr), (3.16)
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де Hi стоїть на i-тiй позицiї.

Нехай vi — автоматна пiдстановка визначена в iнiцiальному станi автомата

Vi.

Лема 3.13. Автоматна пiдстановка vi є жорстким розширенням своєї дiї

на словах довжини d i має порядок mi.

Доведення. Автомат In, n ≥ 1 в своєму iнiцiальному станi визначає автома-

тну пiдстановку, яка є жорстким розширенням своєї дiї на скiнченних словах

довжини n.

Тепер доведення випливає з Леми 3.2 i Леми 3.12.

Розглянемо для слова 0d(mi) орбiту дiї групи, породженої автоматною пiд-

становкою hi:

O(0d(mi)) = {h
k
i (0d) | k ∈ Z}.

Для слова 0d позначимо орбiту дiї групи, породженої автоматною пiдста-

новкою vi, символом Xi.

Лема 3.14. Має мiсце рiвнiсть

Xi = {0d(m1) . . . 0d(mi−1)u0d(mi+1) . . . 0d(mr) | u ∈ O(0d(mi))}, (3.17)

Доведення. Нехай u — довiльне слово довжини d над X. Розглянемо його

розбиття на склади, визначене послiдовнiстю d(m1), . . . , d(mr):

u = u[1, d(m1)] . . . u[i− 1, d(mi−1)]u[i, d(mi)]u[i+ 1, d(mi+1)] . . . u[r, d(mr)].

Тодi

vi(u) =u[1, d(m1)] . . . u[i− 1, d(mi−1)]hi(u[i, d(mi)])

u[i+ 1, d(mi+1)] . . . u[r, d(mr)].
(3.18)

Поклавши u = 0d з рiвностi (3.18) отримуємо потрiбне твердження.
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Розглянемо d-повнi автомати d-Id та d-Vi. Нехай q1 i q2 — iнiцiальнi стани

цих автоматiв. Розглянемо пiдмножини стрiлок

{(q, u[d]) | λ1(q, u) = q1, q ∈ Q1, u ∈ Xd \ Xi},

{(q, u[d]) | λ2(q, u) = q2, q ∈ Q2, u ∈ Xi},

де u[d] — d-та лiтера слова u. Для простоти, будемо їх позначати символами

Xd \ Xi та Xi вiдповiдно.

Визначимо з’єднання двох автоматiв

Bi = d-Id Xd\Xi Xi
d-Vi (3.19)

Нехай Bi = ⟨Q1, λ1, µ1⟩. Iнiцiальним станом цього автомата буде q1.

Розглянемо канонiчний розклад L на простi множники:

L = p̃1
β1p̃2

β2 . . . p̃s
βs, (3.20)

де p̃1, p̃2, . . . , p̃s — попарно рiзнi простi числа, β1, β2, . . . , βs — додатнi цiлi

числа. Розглянемо для числа L та множини слiв

W = {0β1
, 0β2

, . . . , 0βs
}

iнiцiальний автомат AW
L , визначений рiвнiстю (3.13), над алфавiтом X.

Позначимо автоматну пiдстановку визначену в iнiцiальному станi цього

автомата через f . Нехай fi = fL/li.

Тодi з Твердження 3.9 прямо випливає наступна лема.

Лема 3.15. Автоматнi пiдстановки f та fi мають порядки L та li вiдпо-

вiдно.

Нехай Fi = ⟨Q2, λ2, µ2⟩ — iнiцiальний автомат, що визначає автоматну

пiдстановку fi. Позначимо його iнiцiальний стан символом q3.

Будемо вважати, що Q1 ∩ Q2 = ∅. Побудуємо iнiцiальний автомат Ai =

⟨Q, λ, µ⟩ над алфавiтом X за наступним правилом:
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q1 ... q0

Автомат Bi

q3 ...

Автомат Fi

... ...

0

x ̸= 0

Рис. 3.7 Автомат Ai, 1 ≤ i ≤ r

• Q = Q1 ∪ {q0} ∪Q2, де q0 не належить жоднiй з множин Q1, Q2;

• iнiцiальним станом автомата Ai є q0;

• для (q, x) ∈ Q× X функцiя переходiв λ визначена за правилом:

λ(q, x) =



q1 якщо q = q0, x = 0

q3 якщо q = q0, x ̸= 0

λ1(q, x) якщо q ∈ Q1

λ2(q, x) якщо q ∈ Q2

; (3.21)

• для (q, x) ∈ Q× X функцiя виходiв µ визначена за правилом:

µ(q, x) =


x якщо q = q0

µ1(q, x) якщо q ∈ Q1

µ2(q, x) якщо q ∈ Q2

. (3.22)

Автомат Ai схематично зображено на Рис. 3.7.

Твердження 3.16. Кiлькiсть станiв автомата Ai, 1 ≤ i ≤ r дорiвнює

2
pd − 1

p− 1
+

(
2

s∑
i=1

βi − s

)L/li

+ 1,

де d, L, βi, 1 ≤ i ≤ s визначаються з рiвностей (3.14), (3.20), (3.19).
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Доведення. Множина внутрiшнiх станiв автомата Ai є диз’юнктним об’єдна-

нням множин внутрiшнiх станiв автоматiв Fi та Bi i одноелементної множини.

Знайдемо окремо потужностi цих множин.

Автомат Bi є послiдовним з’єднанням двох d-повних автоматiв d-Id та

d-Vi.

Нехай l-A — l-повний автомат над алфавiтом X для деякого l, l ≥ 1. По-

значимо через n потужнiсть алфавiта X. З Означення 3.6 випливає, що мно-

жина внутрiшнiх станiв l-A дорiвнює множинi вершин n-кореневого дерева

глибини l − 1. Тому кiлькiсть станiв автомата l-A рiвна

l−1∑
i=0

ni.

Отже, число станiв обох автоматiв d-Id та d-Vi дорiвнює

d−1∑
i=0

pi.

З Означення 3.4 тепер прямо випливає, що множина внутрiшнiх станiв авто-

мата Bi має потужнiсть

2
d−1∑
i=0

pi.

З Твердження 3.8 i визначення автомата Fi як автомата, що задає степiнь

автоматної пiдстановки випливає, що множина внутрiшнiх станiв автомата Fi

має потужнiсть (
2

s∑
i=1

βi − s

)L/li

.

Таким чином, кiлькiсть станiв автомата Ai дорiвнює

2
d−1∑
i=0

pi +

(
2

s∑
i=1

βi − s

)L/li

+ 1 = 2
pd − 1

p− 1
+

(
2

s∑
i=1

βi − s

)L/li

+ 1.

Твердження доведено.
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Зауважимо, що автомат Ai, 1 ≤ i ≤ r не є мiнiмiзованим, тобто не є

автоматом з мiнiмальною кiлькiстю станiв, автоматнi пiдстановки визначенi в

яких будуть тi самi. Зокрема стани w1 та w2 автомата d-Vi можна ототожнити,

якщо виконуються наступнi умови:

• одночасно w1, w2 ∈ Xi або w1, w2 ∈ X \ Xi;

• функцiя виходiв µ автомата d-Vi в станах w1 та w2 визначається рiвнiстю

µw1
= µw2

.

Також кiлькiсть станiв автомата Fi можна зменшити.

Автоматнi пiдстановки, визначенi в станах q0, q1, q2, q3 автоматаAi, будемо

позначати символами ai, bi, ci, fi вiдповiдно.

Лема 3.17. Для довiльних x ∈ X, u ∈ Xd, w ∈ Xω, n ∈ N мають мiсце

рiвностi:

ani (xw) =

xb
n
i (w), якщо x = 0

xfni (w), якщо x ̸= 0,
(3.23)

bni (uw) =

ub
n
i (w), якщо u ∈ Xi

ucni (w), якщо u ∈ Xd \ Xi,
(3.24)

cni (uw) =

v
n
i (u)b

n
i (w), якщо u ∈ Xi

vni (u)c
n
i (w), якщо u ∈ Xd \ Xi,

(3.25)

Доведення. Доведемо iндукцiєю за n.

Нехай n = 1. Тодi рiвнiсть (3.23) випливає з визначення автоматної пiд-

становки ai. З Леми 3.3, означення з’єднання автоматiв i рiвностi (3.19) ви-

пливають рiвностi (3.24)-(3.25). Нехай рiвностi (3.23)-(3.25) виконуються для
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деякого n, n ≥ 1. Перевiримо їх для n + 1. Для довiльних x ∈ X, u ∈ Xd, w ∈

Xω, n ∈ N мають мiсце рiвностi:

an+1
i (xw) =

ai(xb
n
i (w)), якщо x = 0

ai(xf
n
i (w)), якщо x ̸= 0

=

xb
n+1
i (w), якщо x = 0

xfn+1
i (w), якщо x ̸= 0

bn+1
i (uw) =

bi(ub
n
i (w)), якщо u ∈ Xi

bi(uc
n
i (w)), якщо u ∈ Xd \ Xi,

=

ub
n+1
i (w), якщо u ∈ Xi

ucn+1
i (w), якщо u ∈ Xd \ Xi,

cn+1
i (uw) =

ci(v
n
i (u)b

n
i (w)), якщо u ∈ Xi

ci(v
n
i (u)c

n
i (w)), якщо u ∈ Xd \ Xi,

=

v
n+1
i (u)bn+1

i (w), якщо u ∈ Xi

vn+1
i (u)cn+1

i (w), якщо u ∈ Xd \ Xi,

Остання рiвнiсть має мiсце, оскiльки Xi є орбiтою дiї групи, породженою

автоматною пiдстановкою vi.

Лема 3.18. Порядки автоматних пiдстановок bi i ci рiвнi mi.

Доведення. Доведення випливає з Леми 3.13 i рiвностей (3.24)-(3.25).

Позначимо черезGi циклiчну групу, породжену автоматною пiдстановкою

ai:

Gi = ⟨ai⟩, 1 ≤ i ≤ r.

Лема 3.19. Циклiчна група Gi має порядок рiвний li.
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Доведення. Для доведення цього твердження, достатньо показати, що авто-

матна пiдстановка ai має порядок li.

За Лемою 3.15 порядок автоматної пiдстановки fi рiвний li.

З рекурсивного зображення (3.23) випливає, що автоматна пiдстановка ani
дiє тривiально на усiх нескiнченних словах над алфавiтом X тодi i лише тодi,

коли автоматнi пiдстановки bni i fni дiють тривiально на усiх нескiнченних

словах над X. Звiдси випливає, що порядок автоматної пiдстановки ai рiвний

найменшому спiльному кратному порядкiв автоматних пiдстановок bi та fi,

тобто НСК(mi, li). Оскiльки mi | li, то порядок ai рiвний li, що i доводить

твердження.

Позначимо через t скiнченно автоматну пiдстановку, яка дiє на Xω за на-

ступним рекурсивним правилом:

t(xw) =

xw, якщо x = 0

xfL/k(w), якщо x ̸= 0,
(3.26)

де x ∈ X, w ∈ Xω.

Позначимо через H пiдгрупу групи FGA(X), породжену автоматною пiд-

становкою t.

Лема 3.20. Пiдгрупа H — власна пiдгрупа порядку k групи Gi.

Доведення. В Лемi 3.18 було доведено, що автоматна пiдстановка bi має по-

рядок mi. Оскiльки l/limi = L/k, з рiвностей (3.23) i (3.26) i

fL/k = (fL/li)mi = fmi

i

випливає, що

ami

i = t.
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З рiвностi

kmi = li

отримуємо, що автоматна пiдстановка ami

i має порядок k. Звiдси H — це

пiдгрупа порядку k циклiчної групи Gi. Оскiльки, k < li, то пiдгрупа H —

власна.

Позначимо через Bi групу, породжену пiдгрупами

G1, . . . , Gi−1, Gi+1, . . . , Gr.

Лема 3.21. Перетин пiдгруп Bi i Gi є пiдгрупою H.

Доведення. З Леми 3.20 випливає, що H — це пiдгрупа обох груп Bi та Gi.

Припустимо, що g ∈ Bi ∩Gi. Нехай

w = 0u0dw1,

де u ∈ Xd \ Xi, w1 ∈ Xω.

При дiї автоматної пiдстановкм vj на слово 0d змiнюється лише j-ий склад

довжини d(mj). У випадку, коли

g ∈ ⟨v1, . . . , vi−1, vi, . . . , vr⟩

дiє на 0d, i-ий склад довжини d(mj) змiнитися не може. Тому для g ∈ Bi має

мiсце

g(w) = 0uu1g1(w1)

для деякого u1 ∈ (Xd \ Xi) ∪ {0d} i автоматної пiдстановки g1.

Оскiльки g ∈ Gi, для деякого s ≥ 1, маємо

g(w) = asi (w) = 0uvsi (0d)g1(w1),
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причому ui = vsi (0d) ∈ Xi. Тому, з того, що

((Xd \ Xi) ∪ {0d}) ∩ Xi = {0d}

маємо рiвнiсть u1 = 0d. Оскiльки, порядок vi рiвний mi, маємо, що mi дiлить

s. Отже, g ∈ H.

Доведення Теореми 3.23. Визначимо групу G як групу породжену автома-

тними пiдстановками ai, 1 ≤ i ≤ r. Iншими словами

G = ⟨a1, . . . , ar⟩ = ⟨G1, . . . , Gr⟩.

Для доведення досить показати, що G розкладається у амальгамований вiль-

ний добуток циклiчних груп порядкiв l1, . . . , lr, амальгамований по циклiчнiй

пiдгрупi порядку k.

З Леми 3.19 i Леми 3.21, а також твердження про канонiчний вигляд еле-

ментiв амальгамованого вiльного добутку (див. [56, с.179]) випливає, що до-

сить довести нетривiальнiсть добутку

gn = asnin . . . a
s1
i1
h,

де h ∈ H, h ̸= e i 1 ≤ i1, . . . , in ≤ r, s1, . . . , sn ∈ N, n ≥ 1, причому ij ̸=

ij+1, 1 ≤ j ≤ n− 1 та mij ̸ |sj, 1 ≤ j ≤ n.

Зафiксуємо нескiнченне слово u ∈ Xω таке, що його розбиття на склади

по послiдовностi ξ = {1, d, d, . . .} має вигляд:

u[ξ] = 0u[2, d]u[3, d] . . . u[n, d] . . . ,

де u[2, d] ∈ Xd \ Xi1, u[i, d] = 0d, i ≥ 3.

Покажемо iндукцiєю за довжиною n добутку gn, що слово w = gn(u) має

вигляд

w = 0u[2, d]w[3, d] . . . w[n, d] . . . ,
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де w[n+ 2, d] ∈ Xin \ {0d} i w[k, d] = 0d, k > n+ 2.

Звiдси випливатиме, що gn дiє на слово u нетривiально.

Нехай n = 1. З рiвностi (3.26) випливає, що h(u) = u. З рiвностей (3.23)-

(3.25) послiдовно отримуємо наступнi рiвностi

g1(u) = as1i1h(u[ξ]) = as1i1 (0u[2, d]u[3, d] . . . u[n, d] . . .) =

= 0u[2, d]vs1i1 (u[3, d])b
s1
i1
(0d . . .) =

= 0u[2, d]vs1i1 (0d)0d . . . .

Оскiльки mi1 ̸ |s1, маємо що vs1i1 (0d) ∈ Xi1 \ {0d} i g1h(u) ̸= u.

Нехай потрiбне твердження доведено для деякого n, n ≥ 1 i gn(u) = w.

Перевiримо його для gn+1. Оскiльки w[n + 2, d] ∈ Xin \ {0d}, то w[n + 2, d] ∈

Xd \ Xin+1
. Тому для gn+1 має мiсце рiвнiсть:

gn+1(u) = a
sn+1

in+1
asnin . . . a

s1
i1
h(u[ξ]) = a

sn+1

in+1
(w) =

= a
sn+1

in+1
(0u[2, d]w[3, d] . . . w[n+ 2, d]0d0d . . .) =

= 0u[2, d]w[3, d] . . . w[n+ 2, d]c
sn+1

in+1
(0d0d . . .) =

= 0u[2, d]w[3, d] . . . w[n+ 2, d]v
sn+1

in+1
(0d)b

sn+1

in+1
(0d . . .) =

= 0u[2, d]w[3, d] . . . w[n+ 2, d]v
sn+1

in+1
(0d)0d . . . ,

для деяких слiв w[3, d] . . . w[n+ 2, d] довжини d над X.

Оскiльки min+1
̸ |sn+1, маємо що

v
sn+1

in+1
(0d) ∈ Xin+1

\ {0d} i gn(u) ̸= u.

Потужнiсть алфавiту X є мiнiмально можливою, оскiльки циклiчна група

простого порядку p не може бути iзоморфно занурена в групу автоматних

пiдстановок над алфавiтом потужностi меншої за p.

Теорему доведено.
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3.5 Автоматне занурення амальгамованого вiль-

ного добутку p−груп

Зафiксуємо деяке число r ≥ 2 i просте число p.

Нехай li = psi, 1 ≤ i ≤ r i k = ps для деяких додатних цiлих s1, . . . , sr, s

таких, що 1 ≤ s < s1 ≤ . . . ≤ sr.

Амальгамований вiльний добуток циклiчних груп порядкiв l1, . . . , lr по

циклiчнiй пiдгрупi порядку k позначимо символом Gp(s1, . . . , sr, s). Iншими

словами, в позначеннях Роздiлу 3.4 маємо

Gp(s1, . . . , sr, s) = G(l1, . . . , lr, k).

ГрупаGp(s1, . . . , sr, s) є злiченною резидуально скiнченною p-групою ([29]).

Тому вона iзоморфно занурюється в Sylp(GA(X)).

Покажемо, що має мiсце бiльш сильне твердження

Теорема 3.22. Група Gp(s1, . . . , sr, s) iзоморфно занурюється в p-FGA(X).

Доведення. Скористаємося конструкцiєю описаною в доведеннi Теореми 3.10.

А саме, покажемо, що автомати Ai, 1 ≤ i ≤ r, котрi визначають автоматнi

пiдстановки ai, 1 ≤ i ≤ r є p-автоматами.

Зафiксуємо i, 1 ≤ i ≤ r. Нехай mi = psi−s.

Розглянемо для числа mi та слова wi = 0si−s iнiцiальний автомат Awi
p над

алфавiтом X (див. Рис. 3.3). Автомат Awi
p є p-автоматом, оскiльки в кожно-

му станi його функцiя виходiв визначається пiдстановкою σp або тотожною

пiдстановкою. Автомати In, n ≥ 1 (див. Рис. 3.6), якi визначають тотожну

автоматну пiдстановку над X, є p-автоматими. З рiвностi (3.5) випливає, що

з’єднання двох iнiцiальних p-автоматiв є p-автоматом. Тому з’єднання авто-

матiв Vi визначене рiвнiстю (3.16) є p-автоматом.
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З рiвностi (3.8) випливає, що l-повний автомат, який вiдповiдає p-автомату

для деякого l ≥ 1, також є p-автоматом. Оскiльки послiдовне з’єднання ав-

томатiв є частковим випадком з’єднання автоматiв, автомат Bi, визначений

рiвнiстю (3.19), також є p-автоматом.

Розглянемо для числа L = ps1+...+sr та слова w = 0s1+...+sr iнiцiальний

автомат Aw
p над алфавiтом X (див. Рис. 3.3). Визначимо автоматну пiдста-

новку fi = fL/li, де f — автоматна пiдстановка визначена автоматом Aw
p .

Оскiльки автомат Aw
p є p-автоматом, то автомат Fi, що визначає fi, також є

p-автоматом.

Автомат Ai є p-автоматом, оскiльки його функцiя виходiв визначається

рiвнiстю (3.22), де µ1 i µ2 — функцiї виходiв p-автоматiв Bi та Fi вiдповiдно.

З Теореми 3.10 тепер вiдразу випливає необхiдне твердження.

3.6 Випадок тривiальної амальгамацiї

Розглянемо групу G(l1, . . . , lr, k) у випадку, коли k = 1. В цьому випадку

група G(l1, . . . , lr, k) має наступне представлення в термiнах твiрних i визна-

чальних спiввiдношень:

G(l1, . . . , lr, 1) = ⟨a1, a2, . . . , ar | al11 = e, al22 = e, . . . , alrr = e⟩.

Тодi ця група розкладається у вiльний добуток циклiчних груп порядкiв

l1, . . . , lr. Доведення Теореми 3.10 представлене в Роздiлi 3.4 грунтується на

конструкцiї iнiцiального автомата Ai, 1 ≤ i ≤ r. Проте, у випадку k = 1

можна використати автомат Bi, 1 ≤ i ≤ r (див. 3.19) з меншою кiлькiстю

внутрiшнiх станiв. Позначення використанi в подальших мiркуваннях такi

самi як i в доведеннi Теореми 3.10. Бiльше того, автоматнi пiдстановки ви-

значенi автоматом Bi в станах q1, q2 дорiвнюють автоматним пiдстановкам

bi, ci, визначенi автоматом Ai в станах q1, q2 вiдповiдно, 1 ≤ i ≤ r.
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Теорема 3.23. Група породжена автоматними пiдстановками b1, . . . , br

розкладається у вiльний добуток циклiчних груп порядкiв l1, . . . , lr. Причо-

му потужнiсть алфавiту X, над яким визначенi автоматнi пiдстановки

b1, . . . , br, є мiнiмально можливою.

Позначимо через G̃ групу породжену автоматними пiдстановками b1, . . . , br

i через G̃i циклiчнi групи породженi bi, 1 ≤ i ≤ r. Покажемо, що G̃ розкла-

дається у вiльний добуток груп G̃1, . . . , G̃r.

Зафiксуємо число i таке, що 1 ≤ i ≤ r. Оскiльки k = 1 виконуються

рiвностi li = mi. З Твердження 3.18 випливає, що автоматна пiдстановка bi

має порядок li. Отже, порядок циклiчної груп G̃i рiвний li.

Позначимо через B̃i пiдгрупу групи G̃ породжену пiдгрупами

G̃1, . . . , G̃i−1, G̃i+1, . . . , G̃r.

Твердження 3.24. Пiдгрупи B̃i i G̃i мають тривiальний перетин.

Доведення. Припустимо, що g ∈ B̃i ∩ G̃i. Нехай

w = u0dw1,

де u ∈ Xd\Xi, w1 ∈ Xω. Оскiльки g ∈ B̃i, для деякого u1 ∈ Xd\Yi i автоматної

пiдстановки g1 ми маємо

g(w) = uu1g1(w1).

Оскiльки g ∈ G̃i, для деякого s ≥ 1 ми маємо

g(w) = bsi (w) = u0
σs
i

d g1(w1).

Але 0σ
s
i ∈ Xi. Тому з (X \ Yi) ∩ Xi = {0} ми маємо u1 = 0d. Оскiльки порядок

σi рiвний li ми отримаємо, що li дiлить s. Отже, g = e.
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Доведення Теореми 3.23. Для доведення досить показати, що G̃ розкладає-

ться у вiльний добуток циклiчних груп порядкiв l1, . . . , lr.

З того, що порядок циклiчної груп G̃i рiвний li, i Леми 3.24, а також твер-

дження про канонiчний вигляд елементiв вiльного добутку (див. [56, с.163])

випливає, що досить довести нетривiальнiсть добутку

gn = bsnin . . . b
s1
i1
,

де 1 ≤ i1, . . . , in ≤ r, s1, . . . , sn ∈ N, n ≥ 1, причому ij ̸= ij+1, 1 ≤ j ≤ n − 1

та mij ̸ |sj, 1 ≤ j ≤ n.

Зафiксуємо нескiнченне слово u ∈ Xω таке, що його розбиття на склади

по послiдовностi ξ = {d, d, . . .} має вигляд:

u[ξ] = u[1, d]u[2, d] . . . u[n, d] . . . ,

де u[1, d] ∈ Xd \ Xi1, u[i, d] = 0d, i ≥ 2.

Покажемо iндукцiєю за довжиною n добутку gn, що слово w = gn(u) має

вигляд

w = u[1, d]w[2, d] . . . w[n, d] . . . ,

де w[n+ 2, d] ∈ Xin \ {0d} i w[k, d] = 0d, k > n+ 2.

Звiдси випливатиме, що gn дiє на слово u нетривiально.

Нехай n = 1. З рiвностей (3.23)-(3.25) послiдовно отримуємо наступнi

рiвностi

g1(u) = bs1i1 (u[ξ]) = bs1i1 (u[1, d]u[2, d] . . . u[n, d] . . .) =

= u[1, d]vs1i1 (u[2, d])b
s1
i1
(0d . . .) =

= u[1, d]vs1i1 (0d)0d . . . .

Оскiльки mi1 ̸ |s1, маємо що

vs1i1 (0d) ∈ Xi1 \ {0d}
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i виконується

g1(u) ̸= u.

Нехай потрiбне твердження доведено для деякого n, n ≥ 1 i виконується

рiвнiсть

gn(u) = w.

Перевiримо її для gn+1. Оскiльки виконується

w[n+ 2, d] ∈ Xin \ {0d},

то має мiсце

w[n+ 2, d] ∈ Xd \ Xin+1
.

Тому для gn+1 має мiсце рiвнiсть:

gn+1(u) = b
sn+1

in+1
bsnin . . . b

s1
i1
(u[ξ]) = b

sn+1

in+1
(w) =

= b
sn+1

in+1
(u[1, d]w[2, d] . . . w[n+ 2, d]0d0d . . .) =

= u[1, d]w[2, d] . . . w[n+ 2, d]c
sn+1

in+1
(0d0d . . .) =

= u[1, d]w[2, d] . . . w[n+ 2, d]v
sn+1

in+1
(0d)b

sn+1

in+1
(0d . . .) =

= u[1, d]w[2, d] . . . w[n+ 2, d]v
sn+1

in+1
(0d)0d . . . ,

для деяких слiв w[2, d] . . . w[n+ 2, d] довжини d над X.

Оскiльки min+1
̸ |sn+1, маємо що

v
sn+1

in+1
(0d) ∈ Xin+1

\ {0d}

i виконується

gn(u) ̸= u.

Потужнiсть алфавiту X є мiнiмально можливою, оскiльки циклiчна група

простого порядку p не може бути iзоморфно занурена в групу автоматних

пiдстановок над алфавiтом потужностi меншої за p.

Теорему доведено.
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3.7 Висновки до роздiлу

Для амальгамованих вiльних добуткiв скiнченних циклiчних груп побудовано

скiнченнi автомати над мiнiмально можливими алфавiтами, якi визначають

точнi скiнченно автоматнi зображення таких груп. Для кожного простого p

розглянуто випадок амальгамованого вiльного добутку циклiчних p-груп. В

цьому випадку показано, що вiдповiднi амальгамованi вiльнi добутки допу-

скають точнi скiнченно автоматнi зображення скiнченними автоматами, що

належать до силовської p-пiдгрупи групи всiх автоматних пiдстановок над

p-елементним алфавiтом.
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Роздiл 4

Автоматнi зображення

HNN-розширень
В цьому роздiлi для довiльного простого p буде визначено природний клас

HNN-розширень вiльних абелевих груп скiнченного рангу, якi дiють скiнчен-

но автоматними пiдстановками над алфавiтом X потужностi p i належать до

p-силовської пiдгрупи групи автоматних пiдстановок над X. Як наслiдок, звiд-

си випливатиме, що всi такi HNN-розширення є резидуально p-скiнченними

групами.

4.1 Групи Баумслага-Солiтера i їх узагальнен-

ня

Одним з найпростiших прикладiв HNN-розширень є HNN-розширення не-

скiнченних циклiчних груп. Такi групи природно виникли в контекстi дослi-

дження класу хопфових груп. Нагадаємо, що група G називається хопфовою,

якщо кожен епiморфiзм G→ G є iзоморфiзмом. В 1930-х роках була сформу-

льована проблема iснування скiнченно заданих нехопфових груп ([31]). Першi

приклади скiнченно породжених груп з одним спiввiдношенням, що не є хо-

пфовими, були знайденi в родинi груп Баумслага-Солiтера BS(k, l). Таким

чином, припущення про хопфовiсть кожної скiнченно породженої групи з

одним спiввiдношенням було спростовано. Ця родина груп була визначена в
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1962 роцi в роботi [9]. Нагадаємо її означення i наведемо деякi її властивостi.

Зафiксуємо ненульовi цiлi числа k i l, |l| ≥ k > 0. Група

BS(k, l) = ⟨a, t | takt−1 = al⟩

називається групою Баумслага-Солiтера.

Характеризацiю резидуально скiнченних та p-резидуально скiченних груп

Баумслага-Солiтера для простого p наведено в наступних теоремах

Теорема 4.1 ([44]). Група BS(k, l) є резидуально скiнченною тодi i лише

тодi, коли l = 1 або |l| = k.

Теорема 4.2 ([45]). Група BS(1, l) є резидуально p-скiнченною, p — просте,

тодi i лише тодi, коли l ≡ 1 (mod p).

Як легко бачити з означення, групи Баумслага-Солiтера є HNN-розши-

реннями нескiнченної циклiчної групи, тобто вiльної абелевої групи рангу 1.

Розглянемо природнi узагальнення цих груп, якi є HNN-розширеннями вiль-

них абелевих груп довiльного скiнченного рангу.

Зафiксуємо n ≥ 1. Нехай M = (mij)
n
i,j=1 — невироджена цiлочисельна

матриця розмiру n× n. Розглянемо групу GM

⟨a1, a2, . . . , an, t | ai попарно комутують, ati = am1i
1 am2i

2 . . . amni
n , 1 ≤ i ≤ n⟩.

З цього означення вiдразу випливає, що група GM є HNN-розширенням своєї

пiдгрупи

⟨a1, a2, . . . , an⟩,

яка є вiльною абелевою групою рангу n.

Нехай матриця M задовольняє умовам

(A1) визначник матрицi M взаємно простий з деяким натуральним числом

l > 1;
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(A2) M має нескiнченний мультиплiкативний порядок.

Нагадаємо, що ∞-нормою матрицi M називається число

∥M∥= max
1≤i≤n

n∑
j=1

|mij|.

Нехай X = {0, 1, . . . , l − 1}. Розглянемо алфавiт Xn.

Визначимо автомат AM = ⟨Q, λ, µ⟩ над алфавiтом Xn такий, що

• Q — множина цiлочисельних векторiв-стовпчикiв розмiрностi n, кожна

координата яких лежить у промiжку мiж −∥M∥ i ∥M∥ − 1 включно;

• λ(v, x) = Div(v +Mx), v ∈ Q, x ∈ Xn, де Div позначає операцiю покоор-

динатного взяття частки вiд дiлення на l;

• µ(v, x) = Mod(v +Mx), v ∈ Q, x ∈ Xn, де Mod позначає операцiю поко-

ординатного взяття остачi вiд дiлення на l.

Теорема 4.3 ([6], [60]). Група автомата AM iзоморфна групi GM .

Вiдмiтимо, що у випадку n = 1 матриця M — одновимiрна, тобто M =

(m), де m ∈ Z i m не дiлиться на l. Тодi група GM — це насправдi група

Баумслага-Солiтера BS(1,m).

Наслiдок 4.4 ([6]). Група Баумслага-Солiтера BS(1,m) є групою деякого

скiнченного автомата над алфавiтом з l елементiв, де m та l взаємно

простi.

4.2 Достатнi умови резидуальної p−скiнченностi

HNN-розширень

Нехай p — просте число, n ≥ 1.

Зафiксуємо цiлочисельну матрицю M = (mij) розмiру n× n таку, що
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(B1) mii ≡ 1 (mod p), 1 ≤ i ≤ n;

(B2) mij дiлиться на p при i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ n;

(B3) M має нескiнченний мультиплiкативний порядок.

Прикладом такої матрицi є матриця з натуральними елементами, всi дiаго-

нальнi елементи якої рiвнi одиницi, а всi iншi кратнi p.

Лема 4.5. Визначник матрицi M взаємно простий з p.

Доведення. Визначник матрицi M можна записати у виглядi

det(M) = m11m22 . . .mnn + a,

де a є сумою таких добуткiв цiлих чисел, що кожен з них мiстить хоча б один

позадiагональний елемент матрицi M . З умови (B1) випливає, що

m11m22 . . .mnn ≡ 1 (mod p).

З умови (B2) випливає, що a дiлиться на p.

Отже,

det(M) ≡ 1 (mod p),

що i потрiбно було довести.

Лема 4.6. Для матрицi M виконується нерiвнiсть

∥M∥ ≥ p− 1.

Доведення. Розглянемо два випадки.

Нехай M — не дiагональна матриця. З умови (B2) випливає, що нену-

льовий елемент mij цiєї матрицi, який стоїть поза дiагоналлю, задовольняє

нерiвнiсть

|mij| ≥ p.
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Тому

∥M∥ ≥ p > p− 1.

|mij| ≥ p− 1.

Тому

∥M∥ ≥ p− 1.

Отже, твердження леми виконується.

Адитивну групу векторного простору V позначимо символом G. Група G

iзоморфна прямому добутку n циклiчних груп порядку p, тобто Zn
p .

Лема 4.7. 1. Для довiльних v ∈ Q, x ∈ Xn має мiсце рiвнiсть

µv(x) = Mod(v + x). (4.1)

2. В кожному станi v ∈ Q автомата AM функцiя µv задає природну дiю

деякого елемента групи G на Zn
p .

3. Кожен елемент групи G реалiзується в деякому станi автомата AM .

Доведення. Зафiксуємо стан v ∈ Q.

З умов (B1) i (B2) випливає, що для x ∈ Xn мають мiсце наступнi рiвностi

µv(x) = Mod(v +Mx) = Mod


v1 +m11x1 +

∑n
j=2mijxj

. . .

vn +
∑n−1

j=1 mijxj +mnnxn

 =

= Mod


v1 + x1

. . .

vn + xn

 = Mod(v + x).

Тобто, має мiсце рiвнiсть (4.1).
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Для v1, v2 ∈ Q, x ∈ Xn виконується

µv2(µv1(x)) = Mod(v2 +Mod(v1 + x)) =

= Mod(v2 + v1 + x) = µv1+v2(x).

Таким чином, в кожному станi v ∈ Q функцiя виходiв µv реалiзує приро-

дну дiю елемента групи G на Zn
p .

Для доведення третього твердження леми досить показати, що норма ма-

трицi M задовольняє нерiвнiсть

∥M∥ ≥ p− 1.

З Леми 4.6 i рiвностi (4.1) маємо, що для множини внутрiшнiх станiв

автомата AM виконується вкладення G ⊂ Q i третє твердження леми вико-

нується.

Для довiльної пiдстановки σ ∈ S(X) i цiлочисельного вектора g = (g0, . . . , gn−1)

довжини n, n ≥ 1 визначимо автомат A(σ, g) = ⟨Q, λ, µ⟩ над алфавiтом X

наступним чином:

• Q = {v | v ∈ X∗, |v| ≤ n − 1}, тобто Q є множиною вершин дерева

Td,n−1(X);

• λ(v, x) =

vx, якщо |v| < n− 1

v, якщо |v| = n− 1
, v ∈ Q, x ∈ X;

• µv = σg|v|, v ∈ Q.

З визначення автомата A(σ, g) прямо випливає наступна лема

Лема 4.8. Автомат A(σ, g) в станi Λ визначає автоматну пiдстановку,

пiд дiєю якої слово

x1x2 . . . xn
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над X довжини n переходить у слово

σg0(x1)σ
g1(x2) . . . σ

gn−1(xn).

Зафiксуємо пiдстановку σ = (0, 1, . . . , p− 1).

σg0

σg1

σg2

σgn−1

. . .

...

. . .σg2

. . .

...

. . .σg1

σg2

. . .

...

. . .σg2

σgn−1

. . .

...

Рис. 4.1 Портрет автоматної пiдстановки, визначеної автоматом A(σ, g) в ста-

нi Λ

Побудуємо автомат BM = ⟨Q⋆, λ⋆, µ⋆⟩ над алфавiтом X певним чином пе-

ретворивши автомат AM = ⟨Q, λ, µ⟩.

Для кожного стану v ∈ Q автомата AM розглянемо автомат

A(σ, v) = ⟨Qv, λv, µv⟩

над алфавiтом X (див. Рис. 4.1). Оскiльки v є цiлочисельним вектором довжи-

ни n, множиною станiв Qv автомата A(σ, v) є множина вершин p-кореневого

дерева Tp,n−1(X) глибини n− 1, тобто Z(n−1)
p .

Тепер автомат BM визначається наступними рiвностями

• Q⋆ = Q× Z(n−1)
p ;
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• λ⋆((v, w), x) =

(v, λv(Λ, wx)), якщо |w| < n− 1

(λ(v, wx),Λ), якщо |w| = n− 1
, (v, w) ∈ Q⋆, x ∈ X;

• µ⋆((v, w), x) = µv(w, x), (v, w) ∈ Q⋆, x ∈ X.

Нехай HB — це пiдгрупа групи автомата BM породжена усiма автоматни-

ми пiдстановками, визначеними в станах вигляду (v,Λ), v ∈ Q.

Лема 4.9. Група HB iзоморфна GM .

Доведення. Розглянемо нескiнченне слово w = x1x2 . . . xn . . . над X. Слово w

можна природним чином розбити на блоки довжини n:

w = (x1x2 . . . xn)(xn+1xn+2 . . . x2n) . . . (xkn+1xkn+2 . . . x(k+1)n) . . . =

= w[1, n]w[2, n] . . . w[k, n] . . . .
(4.2)

Слово

φ(w) = y1y2 . . . yk . . . ,

де yi = w[i, n], i ∈ N, є нескiнченним словом над Xn. Легко бачити, що φ є

бiєкцiю мiж множинами нескiнченних слiв над X та Xn.

Для кожного v ∈ Q розглянемо стани v, (v,Λ) автоматiв AM та BM вiд-

повiдно. Тодi в станах v та (v,Λ) визначено автоматнi пiдстановки fv та Fv

над алфавiтами Xn та X вiдповiдно. Для доведення леми достатньо показати,

що для довiльного нескiнченного слова w над X i довiльного стану v ∈ Q має

мiсце рiвнiсть

fv(φ(w)) = φ(Fv(w)). (4.3)

Розпишемо кожну з частин рiвностi (4.3). Нескiнченне слово w розiб’ємо

на блоки довжини n (див. рiвнiсть (4.2)). Тодi

w = w[1, n]w1
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для деякого нескiнченного слова w1 над X.

Маємо

Fv(w) = Fv(w[1, n]w1) = µ⋆((v,Λ), w[1, n])Fλ(v,w[1,n])(w1)

= µv(Λ, w[1, n])Fλ(v,w[1,n])(w1).

За означенням автомата AM стан v ∈ Q є цiлочисельним вектором

v = (v0, v1, . . . , vn−1).

Тому за Лемою 4.8 маємо рiвнiсть

µv(Λ, w[1, n]) = σv0(x1)σ
v1(x2) . . . σ

vn−1(xn).

Отже,

Fv(w) = σv0(x1)σ
v1(x2) . . . σ

vn−1(xn)Fλ(v,w[1,n])(w1). (4.4)

З iншого боку,

fv(φ(w)) = fv(w[1, n]φ(w1)) = µv(w[1, n])fλ(v,w[1,n])(φ(w1)). (4.5)

З Леми 4.7 випливає, що

µv(w[1, n]) = Mod(v + w[1, n]) = (σv0(x1), σ
v1(x2), . . . , σ

vn−1(xn)). (4.6)

Тодi з рiвностей (4.4)-(4.6) випливає потрiбна рiвнiсть (4.3).

Сформулюємо основну теорему

Теорема 4.10. Група GM iзоморфно занурюється в p-FGA(X).

Доведення. За побудовою автомата BM в кожному його станi реалiзується

пiдстановка на алфавiтi X, що є степенем пiдстановки

σ = (0, 1, . . . , p− 1).
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Тому BM є p-автоматом.

Тодi за Лемою 4.9 група GM породжується автоматними пiдстановками,

визначеними в станах скiнченного p-автомата. Звiдси отримуємо твердження

теореми.

4.3 Приклад резидуального 2−скiнченного HNN-

розширення

Наведемо приклад матрицi, для якої виконуються умови (A1)-(A2) i вiд-

повiдна їй група GM iзоморфно занурюється в p-FGA(X). З iншого боку,

покажемо, що така матриця не задовольняє набору умов (B1)-(B3), а, отже,

умови, накладенi на матрицю в Теоремi 4.10, не є необхiдними.

Зафiксуємо p = 2 i матрицю

M =

0 1

1 2

 .

Тодi

GM = ⟨a1, a2, t | a1a2 = a2a1, a
t
1 = a2, a

t
2 = a1a

2
2⟩.

Дiагональнi елементи матрицi M є парними числами, а тому матриця M

не задовольняє умовi (B1).

Визначник матрицi M рiвний −1. Тому вiн взаємно простий з p i викону-

ється умова (A1).

Покажемо, що виконується умова (A2), тобто матриця M має нескiнчен-

ний мультиплiкативний порядок. Розглянемо послiдовнiсть матриць

Mn+1 =

an bn

cn dn

 , n ≥ 0.
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Тодi

a0 = 0, an = cn−1,

b0 = 1, bn = dn−1,

c0 = 1, c1 = 2, cn = cn−2 + 2cn−1,

d0 = 2, d1 = 5, dn = dn−2 + 2dn−1

Для послiдовностей cn, dn, n > 0 маємо нерiвностi

cn = cn−2 + 2cn−1 > cn−1, оскiльки c0, c1 > 0,

dn = dn−2 + 2dn−1 > dn−1, оскiльки d0, d1 > 0.

Тодi cn, dn, n > 0 є зростаючими послiдовностями. I звiдси отримуємо необхi-

дну властивiсть.

Розглянемо автомат AM над алфавiтом Z2
2, визначений для матрицi M .

Для AM множина внутрiшнiх станiв

Q = {(v1, v2) | −3 ≤ v1, v2 ≤ 2},

оскiльки ∥M∥ = 3.

Для стану v ∈ Q позначимо вектор Mod(v) через ψ(v). Тодi функцiя ψ

дiє з множини станiв Q в Z2
2. Для v ∈ Q, x = (x1, x2) ∈ Z2

2 маємо

µv(x) = Mod(v +Mx) = Mod

v1 + x2

v2 + x1

 = Mod

x2
x1

+ ψ(v)

 .

Побудуємо автомат BM = ⟨Q⋆, λ⋆, µ⋆⟩ над алфавiтом Z2 певним чином

перетворивши автомат AM .

Для кожного стану v ∈ Q розглянемо множину Qv = {v} × {Λ, 0, 1}.

Нехай σ = (0, 1). Визначимо автомат A(σ, ψ(v)) = ⟨Qv, λv, µv⟩ над алфавiтом

Z2 дiаграма Мура якого зображена на Рис. 4.2.

Тепер автомат BM визначається наступними рiвностями
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• Q⋆ = Q× {Λ, 0, 1} = ∪
v∈Q

Qv;

• λ⋆((v, w), x) =

(v, λv(Λ, x)), якщо w = Λ

(λ(v, wx),Λ), якщо w ∈ {0, 1}
, (v, w) ∈ Q⋆, x ∈ Z2;

• µ⋆((v, w), x) = µv(w, x), (v, w) ∈ Q⋆, x ∈ Z2.

σ

10
XX

(а) Автомат A(σ, (0, 0))

σσ

10
XX

(б) Автомат A(σ, (1, 0))

σ

10
XX

(в) Автомат A(σ, (1, 1))

σ σ

10
XX

(г) Автомат A(σ, (0, 1))

Рис. 4.2 Автомати в залежностiв вiд значення ψ(v)

Нехай HB — це пiдгрупа групи автомата BM породжена усiма автоматни-

ми пiдстановками, визначеними в станах вигляду (v,Λ), v ∈ Q.

Покажемо, що група HB iзоморфна GM .

Розглянемо нескiнченне слово w над Z2. Розiб’ємо w на блоки довжини 2:

w = (x1x2)(x3x4) . . . (xkn+1xkn+2) . . . =

= w[1, 2]w[2, 2] . . . w[k, 2] . . . .
(4.7)

Визначимо функцiю ν яка дiє з Z2
2 в Z2

2 за правилами

ν(10) = 00, ν(01) = 01, ν(00) = 10, ν(11) = 11.

Слово

φ(w) = y1y2 . . . yk . . . ,
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де yi = ν(w[i, 2]), i ∈ N, є нескiнченним словом над Z2
2. Легко бачити, що φ є

бiєкцiю мiж множинами нескiнченних слiв над Z2 та Z2
2.

Для кожного v ∈ Q розглянемо стани v та (v,Λ) автоматiв AM та BM
вiдповiдно. Тодi в станах v та (v,Λ) визначено автоматнi пiдстановки fv та

Fv над алфавiтами Z2
2 та Z2 вiдповiдно. Покажемо, що для довiльного нескiн-

ченного слова w над Z2 i довiльного стану v ∈ Q має мiсце рiвнiсть

fv(φ(w)) = φ(Fv(w)). (4.8)

Розпишемо кожну з частин рiвностi (4.8). Нескiнченне слово w розiб’ємо

на блоки довжини 2 (див. рiвнiсть (4.7)). Тодi

w = w[1, 2]w1

для деякого нескiнченного слова w1 над Z2.

Маємо

Fv(w) = Fv(w[1, 2]w1) = µ⋆((v,Λ), w[1, 2])Fλ(v,w[1,2])(w1) =

= µv(Λ, w[1, 2])Fλ(v,w[1,2])(w1).

Тодi

φ(Fv(w)) = φ(µv(Λ, w[1, 2])Fλ(v,w[1,2])(w1)) =

= ν(µv(Λ, w[1, 2]))φ(Fλ(v,w[1,2])(w1)).

З iншого боку,

fv(φ(w)) = fv(ν(w[1, 2])φ(w1)) = µv(ν(w[1, 2]))fλ(v,w[1,2])(φ(w1)).

Оскiльки w[1, 2] = x1x2, лишилось показати, що

ν(µv(Λ, x1x2)) = µv(ν(x1x2)). (4.9)
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З визначення автомату A(σ, u), u ∈ Z2
2 маємо рiвнiсть

µv(Λ, x1x2) =



x1x
σ1+x1

2 , якщо ψ(v) = (0, 0)

xσ1x
σx1

2 , якщо ψ(v) = (0, 1)

xσ1x
σ1+x1

2 , якщо ψ(v) = (1, 0)

x1x
σx1

2 , якщо ψ(v) = (1, 1)

.

Нехай ψ(v) = (0, 0).

Розпишемо лiву частину рiвностi

ν(µv(Λ, w[1, 2])) = ν(x1xσ
1−x1

2 ) =

=



ν(01), якщо x1x2 = 00

ν(00), якщо x1x2 = 01

ν(10), якщо x1x2 = 10

ν(11), якщо x1x2 = 11

=



(0, 1), якщо x1x2 = 00

(1, 0), якщо x1x2 = 01

(0, 0), якщо x1x2 = 10

(1, 1), якщо x1x2 = 11

.
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Розпишемо праву частину рiвностi

µv(ν(w[1, 2])) =



µv((1, 0)), якщо x1x2 = 00

µv((0, 1)), якщо x1x2 = 01

µv((0, 0)), якщо x1x2 = 10

µv((1, 1)), якщо x1x2 = 11

=



(0, 1), якщо x1x2 = 00

(1, 0), якщо x1x2 = 01

(0, 0), якщо x1x2 = 10

(1, 1), якщо x1x2 = 11

.

Отже, маємо рiвнiсть (4.9) для випадку ψ(v) = (0, 0).

Нехай ψ(v) = (0, 1).

Розпишемо лiву частину рiвностi

ν(µv(Λ, w[1, 2])) = ν(xσ1x
σx1

2 ) =



ν(10), якщо x1x2 = 00

ν(11), якщо x1x2 = 01

ν(01), якщо x1x2 = 10

ν(00), якщо x1x2 = 11

=



(0, 0), якщо x1x2 = 00

(1, 1), якщо x1x2 = 01

(0, 1), якщо x1x2 = 10

(1, 0), якщо x1x2 = 11

.

119



Розпишемо праву частину рiвностi

µv(ν(w[1, 2])) =



µv((1, 0)), якщо x1x2 = 00

µv((0, 1)), якщо x1x2 = 01

µv((0, 0)), якщо x1x2 = 10

µv((1, 1)), якщо x1x2 = 11

=



(0, 1) + (0, 1), якщо x1x2 = 00

(1, 0) + (0, 1), якщо x1x2 = 01

(0, 0) + (0, 1), якщо x1x2 = 10

(1, 1) + (0, 1), якщо x1x2 = 11

=



(0, 0), якщо x1x2 = 00

(1, 1), якщо x1x2 = 01

(0, 1), якщо x1x2 = 10

(1, 0), якщо x1x2 = 11

.

Отже, маємо рiвнiсть (4.9) для ψ(v) = (0, 1).

Нехай ψ(v) = (1, 0).
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Розпишемо лiву частину рiвностi

ν(µv(Λ, w[1, 2])) = ν(xσ1x
σ1−x1

2 ) =



ν(11), якщо x1x2 = 00

ν(10), якщо x1x2 = 01

ν(00), якщо x1x2 = 10

ν(01), якщо x1x2 = 11

=



(1, 1), якщо x1x2 = 00

(0, 0), якщо x1x2 = 01

(1, 0), якщо x1x2 = 10

(0, 1), якщо x1x2 = 11

.

Розпишемо праву частину рiвностi

µv(ν(w[1, 2])) =



µv((1, 0)), якщо x1x2 = 00

µv((0, 1)), якщо x1x2 = 01

µv((0, 0)), якщо x1x2 = 10

µv((1, 1)), якщо x1x2 = 11

=



(0, 1) + (1, 0), якщо x1x2 = 00

(1, 0) + (1, 0), якщо x1x2 = 01

(0, 0) + (1, 0), якщо x1x2 = 10

(1, 1) + (1, 0), якщо x1x2 = 11

=



(1, 1), якщо x1x2 = 00

(0, 0), якщо x1x2 = 01

(1, 0), якщо x1x2 = 10

(0, 1), якщо x1x2 = 11

.
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Отже, маємо рiвнiсть (4.9) для ψ(v) = (1, 0).

Нехай ψ(v) = (1, 1).

Розпишемо лiву частину рiвностi

ν(µv(Λ, w[1, 2])) = ν(x1xσ
x1

2 ) =

=



ν(00), якщо x1x2 = 00

ν(01), якщо x1x2 = 01

ν(11), якщо x1x2 = 10

ν(10), якщо x1x2 = 11

=



(1, 0), якщо x1x2 = 00

(0, 1), якщо x1x2 = 01

(1, 1), якщо x1x2 = 10

(0, 0), якщо x1x2 = 11

.
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Розпишемо праву частину рiвностi

µv(ν(w[1, 2])) =



µv((1, 0)), якщо x1x2 = 00

µv((0, 1)), якщо x1x2 = 01

µv((0, 0)), якщо x1x2 = 10

µv((1, 1)), якщо x1x2 = 11

=



(0, 1) + (1, 1), якщо x1x2 = 00

(1, 0) + (1, 1), якщо x1x2 = 01

(0, 0) + (1, 1), якщо x1x2 = 10

(1, 1) + (1, 1), якщо x1x2 = 11

=



(1, 0), якщо x1x2 = 00

(0, 1), якщо x1x2 = 01

(1, 1), якщо x1x2 = 10

(0, 0), якщо x1x2 = 11

.

Отже, маємо рiвнiсть (4.9) для ψ(v) = (1, 1).

Таким чином маємо рiвнiсть (4.8).

За побудовою автомата BM в кожному його станi реалiзується пiдстановка

на алфавiтi Z2, що є степенем пiдстановки σ = (0, 1). Тому BM є 2-автоматом.

Група GM породжується автоматними пiдстановками, визначеними в ста-

нах скiнченного 2-автомата, а тому вона iзоморфно занурюється в 2-FGA(X).

4.4 Висновки до роздiлу

В даному роздiлi розглядаються HNN-розширення вiльних абелевих груп

скiнченного рангу, якi допускають точнi скiнченно автоматнi зображення,
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що належать до силовської p-пiдгрупи групи всiх автоматних пiдстановок

над p-елементним алфавiтом. Кожне таке розширення визначається деякою

невиродженою цiлочисельною матрицею M розмiру n×n. Наведено достатнi

умови на матрицю M , за яких вiдповiдне HNN-розширення допускає шука-

не автоматне зображення. Як наслiдок, отримано, що всi HNN-розширення

вказаного вигляду є резидуально p-скiнченними групами. Показано, що на-

кладенi на матрицю M не є необхiдними для iснування зазначених скiнченно

автоматних зображень.
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Висновки
В дисертацiйнiй роботi будуються точнi скiнченно автоматнi зображення ряду

скiнченно породжених груп. Природною необхiдною умовою для груп, якi до-

пускають такi зображення, є резидуальна скiнченнiсть. Розглядаються точнi

скiнченно автоматнi зображення для таких скiнченно породжених резидуаль-

но скiнченних груп, якi за своєю комбiнаторною структурою є близькими до

вiльних груп. А саме, груп, що розкладаються у вiльнi добутки своїх пiдгруп,

амальгамованi вiльнi добутки, або є HNN-розширеннями.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi результати.

1. Для амальгамованих добуткiв скiнченного числа скiнченних циклiчних

груп, амальгамованих за циклiчною пiдгрупою побудовано точнi скiнчен-

но автоматнi зображення. Автоматнi пiдстановки, якi породжують вiдпо-

вiднi добутки, визначаються iнiцiальними автоматами, кожен з яких має

4 внутрiшнi стани.

2. Побудовано точнi скiнченно автоматнi зображення вiльних добуткiв скiн-

ченних циклiчних груп. Автоматнi пiдстановки, якi породжують вiдпо-

вiднi добутки, визначаються iнiцiальними автоматами, якi мають по 2

внутрiшнi стани.

3. Для амальгамованих добуткiв скiнченного числа скiнченних циклiчних

груп, амальгамованих за циклiчною пiдгрупою, побудовано точнi скiн-

ченно автоматнi зображення над мiнiмально можливим алфавiтом.

4. Для довiльного простого числа p доведено, що амальгамованi вiльнi добу-

тки скiнченного числа циклiчних p-груп, амальгамованих за циклiчною
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пiдгрупою, зображаються скiнченними автоматами спецiального вигляду.

Показано, що вiдповiднi автоматнi пiдстановки належать до p-силовської

пiдгрупи групи всiх автоматних пiдстановок над p-елементним алфавi-

том.

5. Введено клас HNN-розширень вiльних абелевих груп скiнченного рангу,

всi групи з якого зображаються скiнченно автоматними пiдстановками.

Доведено, що вiдповiднi автоматнi пiдстановки належать до p-силовської

пiдгрупи групи всiх автоматних пiдстановок над p-елементним алфавi-

том.
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[25] Grigorchuk, R. I., and Żuk, A. The lamplighter group as a group

generated by a 2-state automaton, and its spectrum. Geom. Dedicata 87,

1-3 (2001), 209–244.

[26] Gruenberg, K. W. Residual properties of infinite soluble groups. Proc.

Lond. Math. Soc. (3) 7 (1957), 29–62.

[27] Gupta, C. K., Gupta, N. D., and Oliynyk, A. S. Free products of finite

groups acting on regular rooted trees. Algebra Discrete Math. 2007, 2 (2007),

91–103.

129



[28] Gupta, N., and Sidki, S. Some infinite p-groups. Algebra Logic 22 (1983),

421–424.

[29] Higman, G. Amalgams of p-groups. J. Algebra 1 (1964), 301–305.

[30] Higman, G., Neumann, B. H., and Neumann, H. Embedding theorems

for groups. J. Lond. Math. Soc. 24 (1950), 247–254.
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