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íÿìè çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ
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Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiëîñîôi¨ ó ãàëóçi
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� Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, Ìiíiñòåð-

ñòâî îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè, Êè¨â, 2026.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ïèòàíü ïðî iñíóâàííÿ òà

íàáëèæåíå çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ëiíié-

íèìè òà íåëiíiéíèìè çà êåðóâàííÿì äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè íà

ñêií÷åííèõ òà íåñêií÷åííèõ iíòåðâàëàõ çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöié óêðà¨íñüêîþ òà àíãëiéñüêîþ ìîâàìè,

âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ îñíîâíî¨ ÷àñòèíè, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ

äæåðåë òà äîäàòêó.

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè, âêàçàíî çâ'ÿçîê äàíî¨ ðîáîòè

ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè, âñòàíîâëåíî ìåòó i çàâäàííÿ,

îá'¹êò, ïðåäìåò òà ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, íàâåäåíî íàóêîâó íîâèçíó òà

ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îõàðàêòåðèçîâàíî îñîáèñòèé

âíåñîê çäîáóâà÷à, íàâåäåíî ñïèñîê êîíôåðåíöié òà íàóêîâèõ ñåìiíàðiâ,

íà ÿêèõ äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðîéøëà àïðîáàöiþ, òà êîðîòêèé çìiñò ðîáîòè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà

òåìàòèêîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè òà ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ iíøèìè àâòî-

ðàìè. Òàêîæ öåé ðîçäië ìiñòèòü ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç iç ðîáîòàìè iíøèõ

àâòîðiâ, ùî ìiñòÿòü ðåçóëüòàòè ç òåìàòèêè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.

Íàâåäåíî îñíîâíi ïîëîæåííÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ òà êëþ÷îâi

äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè çà éîãî âèêîðèñòàííÿ. Âèñâiòëåíî ðîáîòè àâòîðiâ,

ùî çàéìàëèñÿ éîãî çàñòîñóâàííÿì, â òîìó ÷èñëi â òåîði¨ çàäà÷ îïòèìàëüíèõ
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êåðóâàíü.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî îáãðóíòóâàí-

íÿ ìåòîäó óñåðåäåíííÿ äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ, ëiíiéíîãî çà çìiííîþ êåðóâà-

ííÿ, òà çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îáãðóíòîâàíî çáiæíiñòü îïòè-

ìàëüíèõ êåðóâàíü i îïòèìàëüíèõ òðà¹êòîðié ðîçâ'ÿçêiâ òî÷íî¨ çàäà÷i äî

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ i òðà¹êòîðié óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i.

Áàãàòîçíà÷íiñòü ïîðîäæó¹ ñâî¨ ñïåöèôi÷íi ïðîáëåìè, òàêi ÿê çàìêíå-

íiñòü, îïóêëiñòü ñiì'¨ ðîçâ'ÿçêiâ, iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, âèäiëåí-

íÿ ðîçâ'ÿçêiâ iç çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè, òîùî. Ïðîòå äîáðå ðîçâèíåíèé

àïàðàò ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ áàãà-

òîçíà÷íèõ ôóíêöié, äà¹ ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äî

îïèñàíî¨ âèùå çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Îêðåìî ðîçãëÿäàëèñÿ âè-

ïàäêè ñêií÷åíîãî ÷àñîâîãî iíòåðâàëó ç çàãàëüíèì êîåðöèòèâíèì ôóíêöiî-

íàëîì ÿêîñòi òà íåñêií÷åííîãî ÷àñîâîãî iíòåðâàëó ç êâàäðàòè÷íèì öiëüîâèì

ôóíêöiîíàëîì. Òàêîæ áóëî ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íà

ïiâîñi ç ìíîãîçíà÷íîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ òèïó Êàðàòåîäîði.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ

íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íåëiíiéíîþ çà

êåðóâàííÿì ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü ç øâèäêîîñöèëþþ÷èìè

ïàðàìåòðàìè. Òàêîæ áóëî ðîçãëÿíóòî çâ'ÿçîê çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâà-

ííÿ ç óñåðåäíåíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà âèõiäíî¨ çáóðåíî¨ ñèñòåìè ó âèïàäêó

ñêií÷åíîãî òà íåñêií÷åíîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî òàêi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

� äîñëiäæåíî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè;

� äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ¹ ëiíiéíîþ çà êåðóâàííÿì, ó

âèïàäêó ëiïøèöåâî¨ áàãàòîçíà÷íî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè íå áiëüø, íiæ ëiíiéíî-

ãî ðîñòó çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè, äîâåäåíà çáiæíiñòü êðèòåði¨â

ÿêîñòi, îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü òà ðîçâ'ÿçêiâ äî âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè ÿê ó âèïàäêó ñêií-
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÷åíîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó , òàê i íà ïiâîñi;

� äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ¹ ëiíiéíîþ çà êåðóâàííÿì, ó

âèïàäêó íàïiâíåïåðåðâíî¨ çâåðõó îáìåæåíî¨ áàãàòîçíà÷íî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè

çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè äîâåäåíà çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi,

îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü òà ðîçâ'ÿçêiâ äî âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü çàäà÷i îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè íà íåñêií÷åíîìó ÷àñîâî-

ìó iíòåðâàëi;

� äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè íåëiíiéíîãî çà êåðó-

âàííÿì äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ ç ëiïøèöåâîþ áàãàòîçíà÷íîþ ïðàâîþ

÷àñòèíîþ çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè, äîâåäåíà çáiæíiñòü êðèòåði-

¨â ÿêîñòi, îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü òà ðîçâ'ÿçêiâ äî âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü çà-

äà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè ÿê ó âèïàäêó

ñêií÷åíîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó , òàê i íà ïiâîñi.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi â ðîáîòi

ðåçóëüòàòè ìàþòü âàæëèâå çíà÷åííÿ äëÿ ÿêiñíî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç áàãàòîçíà÷íîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ, òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêàìè äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü, òà ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi

äëÿ íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè òà âêëþ÷åííÿìè çi øâèäêîîñöèëþþ÷èìè

çìiííèìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, äèôåðåíöiàëüíå âêëþ÷åííÿ, ìà-

ëèé ïàðàìåòð, ìåòîä óñåðåäíåííÿ, íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê, áàãàòîçíà÷íå âiä-

îáðàæåííÿ, äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç áàãàòîçíà÷íîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ.
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Abstract

Zhuk T. Yu. Optimal control problems of di�erential inclusions with rapidly

oscillating coe�cients. � Qualifying scienti�c work on the rights of the manuscri-

pt.

Doctor of Philosophy thesis undertaken in the �eld of knowledge 11 �

Mathematics and statitstics in specialty 111 � Mathematics � Taras Shevchenko

National University of Kyiv, Ministry of Education and Science of Ukraine,

Kyiv, 2026.

The dissertation is devoted to the study of issues concerning the existence

and approximate determination of solutions to optimal control problems for

di�erential inclusions that are linear and nonlinear with respect to the control,

on �nite and in�nite intervals with rapidly oscillating coe�cients.

The dissertation consists of abstracts in Ukrainian and English, an introducti-

on, three chapters of the main body, conclusions, a list of references, and an

appendix.

In the introduction, the relevance of the topic is substantiated, the connection

of this work with scienti�c programs, plans, and topics is indicated, the aim

and objectives, the object, subject, and research methods are established, the

scienti�c novelty and practical signi�cance of the obtained results are presented,

the personal contribution of the applicant is characterized, a list of conferences

and scienti�c seminars at which the dissertation was presented is provided, and

a brief description of the work is given.

The �rst chapter of the dissertation provides a review of the literature related

to the topic of the dissertation and the results obtained by other authors. This

chapter also contains a comparative analysis with the works of other authors

that include results related to the subject of the dissertation research. The

main provisions of the application of the averaging method and key auxiliary

results concerning its use are presented. The works of authors who studied its

application, including in the theory of optimal control problems, are highlighted.

The second chapter of the dissertation investigates the issue of substanti-

ating the averaging method for the approximate solution of an optimal control
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problem for a di�erential inclusion that is linear with respect to the control vari-

able and has rapidly oscillating coe�cients. The convergence of optimal controls

and optimal trajectories of solutions of the exact problem to the optimal control

and trajectories of the averaged problem is justi�ed.

Multivaluedness gives rise to its own speci�c problems, such as closedness,

convexity of the family of solutions, existence of limit solutions, selecti-

on of solutions with prescribed properties, etc. However, the well-developed

apparatus of mathematical analysis applied to the study of multivalued functi-

ons makes it possible to apply the averaging method to the optimal control

problem described above. The cases of a �nite time interval with a general

coercive quality functional and an in�nite time interval with a quadratic objecti-

ve functional were considered separately. The optimal control problem on the

half-line with a multivalued right-hand side of Carath?odory type was also

considered.

The third chapter of the dissertation investigates the issue of the existence

of an approximate solution to the optimal control problem for a system of

di�erential inclusions nonlinear with respect to the control and with rapidly

oscillating parameters. The relationship between the optimal control problem

with averaged coe�cients and the original perturbed system in the case of a

�nite and in�nite time interval was also considered.

The following new scienti�c results were obtained in the dissertation:

� the application of the averaging method to optimal control problems for

di�erential inclusions was investigated;

� for the optimal control problem that is linear with respect to the control,

in the case of a Lipschitz multivalued right-hand side of at most linear growth

with rapidly oscillating coe�cients, the convergence of quality criteria, opti-

mal controls, and solutions to the corresponding values of the optimal control

problem with averaged parameters was proved both in the case of a �nite time

interval and on the half-line;

� for the optimal control problem that is linear with respect to the control,

in the case of an upper semicontinuous bounded multivalued right-hand side

with rapidly oscillating coe�cients, the convergence of quality criteria, opti-

mal controls, and solutions to the corresponding values of the optimal control
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problem with averaged parameters on an in�nite time interval was proved;

� for the optimal control problem for solutions of a di�erential inclusion

nonlinear with respect to the control, with a Lipschitz multivalued right-hand

side with rapidly oscillating coe�cients, the convergence of quality criteria, opti-

mal controls, and solutions to the corresponding values of the optimal control

problem with averaged parameters was proved both in the case of a �nite time

interval and on the half-line.

The dissertation is theoretical in nature. The results obtained in the work

are of signi�cant importance for the qualitative theory of di�erential equations

with a multivalued right-hand side, the theory of optimal control of solutions of

di�erential inclusions, and may be used for the approximate determination of

solutions to optimal control problems for di�erential equations and inclusions

with rapidly oscillating variables.

Key words: optimal control, di�erential inclusion, small parameter, averaging

method, approximate solution, multivalued mapping, di�erential equation with

a multivalued right-hand side.
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ÂÑÒÓÏ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ ïèòàíü ïðî iñíóâàííÿ òà íàáëè-

æåíå çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ëiíiéíèìè òà

íåëiíiéíèìè çà êåðóâàííÿì äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè íà ñêií÷åííèõ

òà íåñêií÷åííèõ iíòåðâàëàõ çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Àêòóàëüíiñòü òåìè.

Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü, çîêðåìà òèõ, ùî ¹

ëiíiéíèìè çà êåðóâàííÿì i ìiñòÿòü øâèäêîêîëèâíi çìiííi, íà ñêií÷åííîìó

òà íåñêií÷åííîìó iíòåðâàëàõ, à òàêîæ äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì, ¹ íàäçâè÷àé-

íî âàæëèâèìè ÿê ç òåîðåòè÷íî¨, òàê i ç ïðèêëàäíî¨ òî÷êè çîðó.

Ïî-ïåðøå, öi ïèòàííÿ ¹ ôóíäàìåíòàëüíèìè â ìàòåìàòè÷íié òåîði¨ êåðó-

âàííÿ, îñêiëüêè áåç ãàðàíòi¨ iñíóâàííÿ òà ïðîöåäóðè åôåêòèâíîãî íàáëè-

æåíîãî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ïîáóäîâà åôåêòèâíîãî êåðóâàííÿ ñòà¹ íå-

ìîæëèâîþ. Ïî-äðóãå, äèôåðåíöiàëüíi âêëþ÷åííÿ ç øâèäêîîñöèëþþ÷èìè

êîåôiöi¹íòàìè øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðåàëüíèõ ïðîöå-

ñiâ, çîêðåìà â òåõíiöi, åêîíîìiöi òà ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ, äå ìàþòü ìiñöå

øâèäêîïåðiîäè÷íi çìiíè àáî çáóðåííÿ. Ñàìå òîìó âèíèêà¹ ïîòðåáà â ðîç-

ðîáöi åôåêòèâíèõ ïiäõîäiâ äî îïèñó ¨õíüî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè, çîêðå-

ìà ìåòîäiâ óñåðåäíåííÿ.

Äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ç øâèäêîêîëèâíèìè ïàðàìåòðàìè

äî ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i íå ëèøå îá ðóíòîâó¹ çàñòî-

ñóâàííÿ ñïðîùåíèõ ìîäåëåé, à é äîçâîëÿ¹ çíà÷íî çíèçèòè îá÷èñëþâàëüíi

âèòðàòè. Êðiì òîãî, âñòàíîâëåííÿ iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà-

áåçïå÷ó¹ ñòàáiëüíiñòü òà ïåðåäáà÷óâàíiñòü ñèñòåìè, ùî ¹ êðèòè÷íèì äëÿ

ïðàêòè÷íîãî âïðîâàäæåííÿ êåðóþ÷èõ ñòðàòåãié.

Òàêèì ÷èíîì, äîñëiäæåííÿ âêàçàíèõ ïèòàíü ñïðèÿ¹ ðîçâèòêó ÿê òåîðå-
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òè÷íèõ îñíîâ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü, òàê i ïðèêëàäíèõ ìåòîäiâ

êåðóâàííÿ ñêëàäíèìè äèíàìi÷íèìè ñèñòåìàìè ç áàãàòîçíà÷íîþ ïðàâîþ

÷àñòèíîþ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiéíå äîñëiäæåííÿ âèêîíàíå âiäïîâiäíî äî iíäèâiäóàëüíîãî ïëàíó
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íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, çàòâåðäæåíîãî â÷å-

íîþ ðàäîþ ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó, i â ðàìêàõ äåðæàâíî¨
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íîãî êåðóâàííÿ ëiíiéíèìè òà íåëiíiéíèìè çà êåðóâàííÿì äèôåðåíöiàëüíè-

ìè âêëþ÷åííÿìè íà ñêií÷åííèõ òà íåñêií÷åííèõ iíòåðâàëàõ çi øâèäêîêî-

ëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Îñíîâíèìè çàâäàííÿìè äàíî¨ ðîáîòè ¹:

� äîñëiäèòè çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè;

� äîñëiäèòè çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òà çíà÷åíü êðèòåði¨â ÿêîñòi çàäà÷i îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ëiíiéíî¨ çà êåðóâàííÿì, ó âèïàäêó ëiïøèöåâî¨ áàãàòî-

çíà÷íî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè íå áiëüø, íiæ ëiíiéíîãî ðîñòó çi øâèäêîêîëèâíèìè

êîåôiöi¹íòàìè äî ðîçâ'ÿçêiâ òà âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü êðèòåði¨â ÿêîñòi çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè ÿê ó âèïàäêó ñêií-

÷åíîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó, òàê i íà ïiâîñi;

� äîñëiäèòè çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òà çíà÷åíü êðèòåði¨â ÿêîñòi çàäà÷i îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ëiíiéíî¨ çà êåðóâàííÿì, ó âèïàäêó íàïiâíåïåðåðâíî¨
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çâåðõó îáìåæåíî¨ áàãàòîçíà÷íî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè çi øâèäêîêîëèâíèìè êî-

åôiöi¹íòàìè äî ðîçâ'ÿçêiâ òà âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü êðèòåði¨â ÿêîñòi çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè íà íåñêií÷åíîìó ÷à-

ñîâîìó iíòåðâàëi;

� äîñëiäèòè çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òà çíà÷åíü êðèòåði¨â ÿêîñòi çàäà÷i îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè íåëiíiéíîãî çà êåðóâàííÿì äèôåðåíöiàëü-

íîãî âêëþ÷åííÿ ç ëiïøèöåâîþ áàãàòîçíà÷íîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ òà øâèä-

êîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè äî ðîçâ'ÿçêiâ òà âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü êðèòåði¨â

ÿêîñòi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè ÿê ó

âèïàäêó ñêií÷åíîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó, òàê i íà ïiâîñi.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äèôåðåíöi-

àëüíèì âêëþ÷åííÿìè çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè çi øâèäêîîñöè-

ëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ïðîöåñi äîñëiäæåííÿ, ïðîâåäåíîãî ó äèñåð-

òàöiéíié ðîáîòi, çàñòîñîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà

âêëþ÷åíü, ìåòîäè òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ìåòîäè àíàëiçó áàãàòî-

çíà÷íèõ âiäîáðàæåíü, ìåòîäè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Âñi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi

â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, ¹ íîâèìè òà ìàòåìàòè÷íî îá ðóíòîâàíèìè. Îñíîâíi

ç íèõ òàêi:

� äîñëiäæåíî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè;

� äîâåäåíî, ùî äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ëiíiéíî¨ çà êåðóâà-

ííÿì, ó âèïàäêó ëiïøèöåâî¨ áàãàòîçíà÷íî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè íå áiëüø, íiæ

ëiíiéíîãî ðîñòó çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü

êðèòåði¨â ÿêîñòi, îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü òà ðîçâ'ÿçêiâ äî âiäïîâiäíèõ çíà-

÷åíü çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè ÿê ó

âèïàäêó ñêií÷åíîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó , òàê i íà ïiâîñi;
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� äîâåäåíî, ùî äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ¹ ëiíiéíîþ çà êå-

ðóâàííÿì, ó âèïàäêó íàïiâíåïåðåðâíî¨ çâåðõó îáìåæåíî¨ áàãàòîçíà÷íî¨ ïðà-

âî¨ ÷àñòèíè çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü êðè-

òåði¨â ÿêîñòi, îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü òà ðîçâ'ÿçêiâ äî âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü

çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè íà íåñêií÷å-

íîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi;

� äîâåäåíî, ùî äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè íåëi-

íiéíîãî çà êåðóâàííÿì äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ ç ëiïøèöåâîþ áàãàòî-

çíà÷íîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìà¹ ìiñöå

çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi, îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü òà ðîçâ'ÿçêiâ äî âiäïîâiä-

íèõ çíà÷åíü çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè

ÿê ó âèïàäêó ñêií÷åíîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó , òàê i íà ïiâîñi.

Òåîðåòè÷íå òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi â ðîáîòi ðå-

çóëüòàòè ìàþòü âàæëèâå çíà÷åííÿ äëÿ ÿêiñíî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç áàãàòîçíà÷íîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ, òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêàìè äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü, òà ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi

äëÿ íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè òà âêëþ÷åííÿìè çi øâèäêîîñöèëþþ÷èìè

çìiííèìè. Âîíè ìîæóòü ñëóãóâàòè òåîðåòè÷íîþ îñíîâîþ äëÿ ìîäåëþâàííÿ

òà ÷èñåëüíîãî àíàëiçó êåðîâàíèõ ïðîöåñiâ çi øâèäêîîñöèëþþ÷èìè çìiííè-

ìè, à òàêîæ â çàäà÷àõ àâòîìàòè÷íîãî êåðóâàííÿ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Àâòîðîì ñàìîñòiéíî îòðèìàíi îñíîâíi

ðåçóëüòàòè ðîáîòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò i â ñóïåðâiçiþ íàóêîâîãî êåðiâ-

íèêà Î. Â. Êàïóñòÿíà, ÿêîìó íàëåæèòü âèçíà÷åííÿ ïëàíó äîñëiäæåííÿ òà

çàãàëüíå êåðiâíèöòâî. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ çäîáóâà÷åì áóëî îïóáëiêîâà-

íî â 19 íàóêîâèõ ïðàöÿõ, ç ÿêèõ 6 ñòàòåé òà 13 òåç ó ìàòåðiàëàõ íàóêîâèõ

êîíôåðåíöié. Ó ñòàòòÿõ [11, 69, 72] Î.Ä. Êi÷ìàðåíêî òà Î.À. Êàïóñòÿí íà-

ëåæèòü îçíàéîìëåííÿ àâòîðà ç äåÿêèìè ðåçóëüòàòàìè òåîði¨ îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè òà çàñòîñóâàííÿ äî íèõ òåîði¨

óñåðåäåíííÿ, ó ñòàòòÿõ [25, 60, 69, 72] Í.Â. Êàñiìîâié íàëåæèòü çàãàëü-

íà ñõåìà äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi çáóðåíèõ áàãàòîçíà-
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÷íèõ ñèñòåì äî óñåðåäåíèõ çíà÷åíü; ó ñòàòòÿõ [25, 60] I. Öèãàíiâñüêié òà

À. Ðèæîâó íàëåæèòü ðåäàêòîðñüêà äîïîìîãà â ïðîöåñi ïîäàííÿ ðóêîïèñiâ,

îáãîâîðåííÿ âiäïîâiäåé ðåöåíçåíòàì, à òàêîæ îáãîâîðåííÿ øëÿõiâ ìîæëè-

âîãî çàñòîñóâàííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ; â ðîáîòi [11] Ñ.Ì. Äàøêîâñüêîìó

íàëåæèòü îçíàéîìëåííÿ àâòîðà ç ÿêiñíîþ òåîði¹þ âêëþ÷åíü òèïó Êàðàòå-

îäîði òà îáãîâîðåííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äîñëi-

äæåííÿ äîïîâiäàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà òàêèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ

òà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ:

1. International Workshop "QUALITDE-2020 Tbilisi State University,

Georgia, 2020.

2. XXXVI International Conference "Problems of decision making under

uncertainties (PDMU-2021), Austria, Georgia, Ukraine, 2021.

3. ÌIÆÍÀÐÎÄÍÀ ÍÀÓÊÎÂÀ ÊÎÍÔÅÐÅÍÖIß, ÏÐÈÑÂß×ÅÍÀ 75-

ÐI××Þ ÊÀÔÅÄÐÈ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ ÒÀ 85-ÐI××Þ

ÂIÄ ÄÍßÍÀÐÎÄÆÅÍÍßÌÈÕÀÉËÀÏÀÂËÎÂÈ×ÀËÅÍÞÊÀ, ì. ×åð-

íiâöi, Óêðà¨íà, 2021.

4. International Workshop "QUALITDE-2021 Tbilisi State University,

Georgia, 2021.

5. XX Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ, àñïiðàíòiâ

òà ìîëîäèõ â÷åíèõ ¾Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà 2022¿. Êè¨â, 2022.

6. NONLINEAR ANALYSIS AND APPLICATIONS, Ukraine, Kyiv, 2022.

7. International Workshop "QUALITDE-2022 Tbilisi State University,

Georgia, 2022.

8. XXI Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ, àñïiðàí-

òiâ òà ìîëîäèõ â÷åíèõ ¾Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà 2023¿. Êè¨â, 2023.

9. XÕXVIII International Conference PROBLEMS OF DECISION MAKI-

NG UNDER UNCERTAINTIES (PDMU-2023), Polyana, Ukraine, 2023.

10. XXII Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ, àñïi-

ðàíòiâ òà ìîëîäèõ â÷åíèõ ¾Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà 2024¿. Êè¨â, 2024.

11. XIII Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ¾Ìàòåìàòèêà. Ií-

ôîðìàöiéíi òåõíîëîãi¨. Îñâiòà¿, ì. Ëóöüê, Âîëèíñüêà îáë., 2024.

12. V Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ, ïðèñâÿ÷åíî¨ 145-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåí-
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íÿ Ãàíñà Ãàíà, ×åðíiâöi, Óêðà¨íà, 2024.

13. XIV Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ¾Ìàòåìàòèêà. Ií-

ôîðìàöiéíi òåõíîëîãi¨. Îñâiòà¿, ì. Ëóöüê, Âîëèíñüêà îáë., 2025.

14. Íàóêîâèé ñåìiíàð ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëü-

íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà. Íàóêîâi êåðiâíèêè � ïðîôåñîð,

äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Î. Ì. Ñòàíæèöüêèé i ïðîôåñîð, äîêòîð

ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Î. Â. Êàïóñòÿí. (Êè¨â, 2023, 2026).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëi-

êîâàíi â äåâ'ÿòíàäöÿòüîõ íàóêîâèõ ïðàöÿõ, ç ÿêèõ øiñòü ñòàòòåé

[11, 25, 60, 61, 69, 72] òà òðèíàäöÿòü òåç ó ìàòåðiàëàõ íàóêîâèõ êîí-

ôåðåíöié [18, 23, 24, 27, 31, 62�68, 73]. Ñòàòòþ [69] îïóáëiêîâàíî ó âèäàííi,

ùî âíåñåíî äî ïåðåëiêó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàíü Óêðà¨íè êàòåãîði¨ "Á".

Ñòàòòþ [72] íàäðóêîâàíî ó íàóêîâîìó ôàõîâîìó âèäàííi Óêðà¨íè êàòåãîði¨

"A" , ùî iíäåêñó¹òüñÿ ó íàóêîìåòðè÷íié áàçi MathSciNet, àíãëîìîâíà âåðñiÿ

âèäàííÿ iíäåêñîâíà â íàóêîìåòðè÷íié áàçi Scopus òà âõîäèòü äî êâàðòèëÿ

Q3. Ñòàòòþ [25] íàäðóêîâàíî ó ìiæíàðîäíîìó æóðíàëi, ùî iíäåêñó¹òüñÿ

ó íàóêîìåòðè÷íié áàçi Scopus òà Web of Science òà âõîäèòü äî êâàðòèëÿ

Q2. Ñòàòòþ [60] îïóáëiêîâàíî ó ìiæíàðîäíîìó æóðíàëi, ÿêèé iíäåêñó¹òüñÿ

ó íàóêîìåòðè÷íié áàçi Scopus òà Web of Science òà âõîäèòü äî êâàðòèëÿ

Q3. Ñòàòòþ [11] îïóáëiêîâàíî ó ìiæíàðîäíîìó æóðíàëi, ÿêèé iíäåêñó¹òüñÿ

ó íàóêîìåòðè÷íié áàçi Scopus òà Web of Science òà âõîäèòü äî êâàðòèëÿ

Q2. Ñòàòòþ [61] îïóáëiêîâàíî ó âèäàííi, ùî âíåñåíî äî ïåðåëiêó íàóêîâèõ

ôàõîâèõ âèäàíü Óêðà¨íè êàòåãîði¨ "Á".

Îáñÿã i ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöié

óêðà¨íñüêîþ òà àíãëiéñüêîþ ìîâàìè, âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ

íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâêó, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà äîäàòêó, ÿêèé

ìiñòèòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà âiäîìîñòi ïðî

àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ. Çàãàëüíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 129 ñòîðiíîê.

Îáñÿã îñíîâíîãî òåêñòó äèñåðòàöi¨ 101 ñòîðiíêó. Ñïèñîê âèêîðèñòàíî¨ ëiòå-

ðàòóðè çàéìà¹ 9 ñòîðiíîê i íàëi÷ó¹ 74 íàéìåíóâàííÿ. Äîäàòêè çàéìàþòü 6

ñòîðiíîê i ìiñòÿòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà âiäîìîñòi ïðî
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àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

Çìiñò ðîáîòè. Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè, âêàçàíî

çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè, âñòàíîâëåíî

ìåòó i çàâäàííÿ, îá'¹êò, ïðåäìåò òà ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, íàâåäåíî íàóêîâó

íîâèçíó òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îõàðàêòåðèçîâà-

íî îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à, íàâåäåíî ñïèñîê êîíôåðåíöié òà íàóêîâèõ

ñåìiíàðiâ, íà ÿêèõ äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðîéøëà àïðîáàöiþ, òà êîðîòêèé

çìiñò ðîáîòè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè,

ùî ñòîñó¹òüñÿ îñíîâíèõ îá'¹êòiâ òà ìåòîäiâ äèñåðòàöi¨, îòðèìàíèõ iíøèìè

àâòîðàìè.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çà-

äà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèì âêëþ÷åííÿì çi øâèäêîêî-

ëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ëiíiéíî¨ çà êåðóâàííÿì

ẋ ∈ f(
t

ε
, x) + f1(x)u(t), x(0, u(0)) = x0

iç êðèòåði¹ì ÿêîñòi

Jε[u] =

T∫
0

[A(t, xε(t)) +B(t, u(t))] dt+ Φ(xε(T )) → inf

Òóò ε > 0 - ìàëèé ïàðàìåòð, T > 0 - çàäàíà ñòàëà, x - ôàçîâèé âåêòîð â Rd,

u(t) − m-âèìiðíèé âåêòîð êåðóâàííÿ, ÿêèé íàëåæèòü äàíié ôóíêöiîíàëü-

íié ìíîæèíi, f - ëiïøèöåâå áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ùî ìà¹ ñåðåäí¹ â

ìåòðèöi Õàóñäîðôà.

Äîäàòêîâî ðîçãëÿíóòà óñåðåäíåíà çàäà÷à. Â ðåçóëüòàòi áóëè âèçíà÷å-

íi óìîâè, çà ÿêèõ äëÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ uε ñïðàâåäëèâà çáiæíiñòü

uε
w−→ u0 â Lp([0, T ]) ïðè ε → 0, äå u0 - âåêòîð îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Êðiì òîãî, ðîçâ'ÿçîê xε(t) âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîøi ç

u(t) = uε(t) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà [0, T ] äî y(t) - ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî
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óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i iç êåðóâàííÿì u(t) = u0(t), òîáòî

xε(t) ⇒ y(t), ε→ 0

ðiâíîìiðíî ïî t ∈ [0, T ]. Òàêîæ âñòàíîâëåíî çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi.

Îòðèìàíî ïîäiáíi ðåçóëüòàòè äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çi

øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè íà ïiâîñi ç êâàäðàòè÷íèì öiëüîâèì ôóí-

êöiîíàëîì. Â öüîìó âèïàäêó òàêîæ îòðèìàíi âiäïîâiäíi çáiæíîñòi äëÿ êðè-

òåði¨â ÿêîñòi òà ôóíêöié êåðóâàííÿ, ÿêi â ñâîþ ÷åðãó ãàðàíòóþòü, ùî ÿêùî

óñåðåäíåíà çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, òî âèçíà÷åíi çáiæíîñòi ìàþòü ìi-

ñöå ïðè âñiõ ε→ 0.

Îêðåìî ðîçãëÿíóòî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-

ãî âêëþ÷åííÿ òèïó Êàðàòåîäîði, àôiííîãî ùîäî êåðóâàííÿ ç êîåðöèòèâíèì

ôóíêöiîíàëîì âàðòîñòi íà ïiâîñi òà øâèäêî îñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè,

ùî çàëåæàòü âiä ÷àñó. Â òàêîìó âèïàäêó çà óìîâè iñíóâàííÿ ñåðåäíüîãî â

íàïiâìåòðèöi Õàóñäîðôà îòðèìàíî ðåçóëüòàò ïðî çáiæíiñòü êðèòåðiþ ÿêî-

ñòi, ôàçîâîãî âåêòîðó òà âåêòîðó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äî âiäïîâiäíèõ

ïàðàìåòðiâ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíî-

ãî êåðóâàííÿ íåëiíiéíîþ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü iç øâèäêî-

îñöèëþþ÷èìè ïàðàìåòðàìè íà ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî¨ çáóðåíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà âiäïî-

âiäíî¨ çàäà÷i ç óñåðåäíåíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äàëi ïîêàçàíî, ùî îïòèìàëü-

íå êåðóâàííÿ çàäà÷i ç óñåðåäíåíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

¾ïðèáëèçíî¿ îïòèìàëüíå äëÿ ïî÷àòêîâî¨ çáóðåíî¨ çàäà÷i.

Äàëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íåëiíiéíîþ ñèñòå-

ìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü çi øâèäêîçìiííèìè ïàðàìåòðàìè íà ïiâ-

îñi. I â íié ñïî÷àòêó äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ïî÷àòêîâî¨ çáóðåíî¨

çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i ç óñåðåäíåíèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè. Ïîòiì, ïîêàçàíî çáiæíiñòü îïòèìàëüíèõ êåðóâàííü ïî÷àòêîâî¨

çàäà÷i êåðóâàííÿ äî îïòèìàëüíîãî ïðîöåñó óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i òà çáiæíiñòü

âiäïîâiäíèõ ôóíêöiîíàëiâ âàðòîñòi.

Ó âèñíîâêàõ ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.
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Ïîäÿêà. Àâòîð äèñåðòàöi¨ âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó

êåðiâíèêó � äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Êàïóñòÿíó

Îëåêñiþ Âîëîäèìèðîâè÷ó � çà ïîñòàíîâêó ðîçãëÿíóòèõ ó äèñåðòàöi¨ çà-

äà÷, ïîñòiéíó ïiäòðèìêó, óâàãó òà äîïîìîãó â ðîáîòi.
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Ðîçäië 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÇÀ ÒÅÌÎÞ ÄÈÑÅÐÒÀÖIˆ

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé îãëÿäó âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ òåìà-

òèêè äèñåðòàöi¨.

ßê çàçíà÷àëîñÿ ó âñòóïi, îá'¹êòîì äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ¹ çàäà-

÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè çi øâèäêîêî-

ëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè íà ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi òà ïiâîñi. Ïðåäìåòîì æ

äàíîãî äîñëiäæåííÿ ¹ ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äèôåðåí-

öiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Âàæëèâi ðåçóëüòàòè ùîäî äîñëiæåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ îòðèìàíi ó äèñåðòàöiéíèõ ðîáîòàõ Îëüãè Äìèòðiâíè Êi÷ìàðåíêî

òà Äîáðîäçié Òåòÿíè Âàñèëiâíè ïiä êåðiâíèöòâîì Îëåêñàíäðà Ìèêîëàéî-

âè÷à Ñòàíæèöüêîãî.

Ðîçâèòîê àíàëiçó áàãàòîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü i òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ

âêëþ÷åíü - äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç áàãàòîçíà÷íîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ,

ïîâ'ÿçàíèé ç ðåçóëüòàòàìè Æ.-Ï. Îáåíà òà éîãî íàóêîâî¨ øêîëè. Çíà÷íèé

âíåñîê ó ðîçâèòîê öüîãî íàïðÿìó âíåñëè ðîáîòè Á.Ï. Ïøåíè÷íîãî, Â.Ñ.

Ìåëüíèêà òà ¨õ ó÷íiâ, à òàêîæ ðîáîòè Â.Î. Ïëîòíiêîâà, À.Â. Ïëîòíiêîâà,

Í.Â. Ñêðèïíèê.

Òåîðiÿ óñåðåäíåííÿ äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà çàäà÷ êå-

ðóâàííÿ àêòèâíî ðîçâèâàëàñü â Êè¨âñüêié øêîëi íåëiíiéíî¨ ìåõàíiêè, çîêðå-

ìà â ðîáîòàõ À.Ì. Ñàìîéëåíêà, Ì.Î. Ïåðåñòþêà, Î.Ì. Ñòàíæèöüêîãî òà

¨õ ó÷íiâ. Äëÿ çàäà÷ êåðóâàííÿ ðiâíÿííÿìè â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çíà÷íèé

âêëàä â òåîðiþ óñåðåäåíííÿ âíåñëè ðîáîòè Ï.I. Êîãóòà, Î.Ï. Êóïåíêî, Î.À.

Êàïóñòÿí.
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1.1 Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Çàãàëüíi

âiäîìîñòi

Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçäiëîì ñó÷àñíî¨ òåî-

ði¨ êåðóâàííÿ òà ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè, ùî ïî¹äíó¹ ìåòîäè ìàòåìàòè÷íî-

ãî àíàëiçó, äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ, ôóíêöiîíàëü-

íîãî àíàëiçó, òåîði¨ îïòèìiçàöi¨ òà òåîði¨ iãîð. Îñíîâíîþ ìåòîþ öèõ çàäà÷ ¹

âèçíà÷åííÿ çàêîíó êåðóâàííÿ, ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ åêñòðåìàëüíå çíà÷åííÿ çà-

äàíîãî ôóíêöiîíàëà ÿêîñòi ïðè äèíàìi÷íîìó ðîçâèòêó ñèñòåìè, ùî äîçâî-

ëÿ¹ ïåðåâîäèòè ñèñòåìó çi ñòàíó ïî÷àòêîâîãî ó áàæàíèé êiíöåâèé ñòàí àáî

ïiäòðèìóâàòè îïòèìàëüíèé ðåæèì ïðîòÿãîì çàäàíîãî iíòåðâàëó ÷àñó, à òà-

êîæ ôîðìàëiçóâàòè ñòðàòåãi÷íi ðiøåííÿ ó òåõíi÷íèõ òà åêîíîìi÷íèõ ñèñòå-

ìàõ. Ìàòåìàòè÷íà ïîñòàíîâêà âêëþ÷à¹ ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

äëÿ ñòàíó x(t) ïiä äi¹þ êåðóâàííÿ u(t) i îáìåæåííÿ íà äîïóñòèìi çíà÷åííÿ

ñòàíó òà êåðóâàííÿ, ÿêi ìîæóòü âêëþ÷àòè ôiçè÷íi, òåõíîëîãi÷íi, åêîíîìi-

÷íi àáî áåçïåêîâi âèìîãè. Ïî÷àòêîâi òà êiíöåâi óìîâè ñèñòåìè ìîæóòü áóòè

ôiêñîâàíèìè àáî ÷àñòêîâî âiëüíèìè, ùî âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü ðîçâ'ÿçêó òà

íåîáõiäíiñòü ââåäåííÿ ñïðÿæåíèõ çìiííèõ ó òåîðåòè÷íîìó àíàëiçi.

Ôóíêöiîíàë îïòèìàëüíîñòi, ÿêèé îöiíþ¹ ÿêiñòü êåðóâàííÿ, çàçâè÷àé ìà¹

iíòåãðàëüíèé õàðàêòåð i ìîæå âêëþ÷àòè òåðìiíàëüíi ñêëàäîâi äëÿ îöiíêè

ñòàíó ñèñòåìè íà êiíöåâîìó ìîìåíòi ÷àñó. Â åêîíîìi÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ

ôóíêöiîíàë ÷àñòî iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê iíòåãðàë äèñêîíòîâàíî¨ êîðèñíîñòi,

ïðèáóòêó àáî äîõîäó, ùî ôîðìàëiçó¹ ÷àñîâó ïåðåâàãó ðåñóðñiâ i äîçâîëÿ¹

ïëàíóâàòè îïòèìàëüíi òðà¹êòîði¨ åêîíîìi÷íèõ çìiííèõ ó ìàêðîåêîíîìi÷íèõ

ìîäåëÿõ ðîñòó, óïðàâëiííi êàïiòàëîì, îïòèìàëüíîìó ñïîæèâàííi òà iíâåñòè-

öiéíié àêòèâíîñòi.

Àíàëiòè÷íèé àïàðàò òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ áàçó¹òüñÿ íà ïðèí-

öèïi ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà, ÿêèé ôîðìóëþ¹ íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëü-

íîñòi ÷åðåç ãàìiëüòîíîâó ôóíêöiþ çi ñòàíîì, êåðóâàííÿì òà ñïðÿæåíèìè

çìiííèìè. Öå äîçâîëÿ¹ çâîäèòè çàäà÷ó äî ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü çi ñïðÿæåíèìè çìiííèìè, àíàëiç ÿêî¨ çäiéñíþ¹òüñÿ ìåòîäàìè iíòåãðó-

âàííÿ, ôàçîâîãî àíàëiçó òà ñòiéêîñòi. Ïðèíöèï ìàêñèìóìó çàáåçïå÷ó¹ ìîæ-

ëèâiñòü âèçíà÷åííÿ ëîêàëüíî îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü i äîñëiäæåííÿ ñòðóê-
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òóðè îïòèìàëüíèõ ðåæèìiâ, âêëþ÷àþ÷è ïåðåìèêàëüíi ôóíêöi¨ ó çàäà÷àõ ç

îáìåæåííÿìè. Äèíàìi÷íå ïðîãðàìóâàííÿ Áåëëìàíà äîïîâíþ¹ öåé ïiäõiä,

ôîðìóëþþ÷è ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà�ßêîái�Áåëëìàíà äëÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨,

ùî äà¹ çìîãó âèçíà÷àòè îïòèìàëüíi òðà¹êòîði¨ ñòàíó òà êåðóâàííÿ ÿê ôóí-

êöiþ ÷àñó i ñòàíó ñèñòåìè. Öå îñîáëèâî âàæëèâî â åêîíîìiöi, äå ìåòîäè

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ àíàëiçó ñòðàòåãié àãåíòiâ òà

äîâãîñòðîêîâèõ íàñëiäêiâ ¨õíiõ ðiøåíü.

Ðîçâèòîê òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïîâ'ÿçàíèé ç ïðàöÿìè áàãàòüîõ

âèäàòíèõ ìàòåìàòèêiâ i åêîíîìiñòiâ. Îêðiì âèùåçãàäàíèõ, Ôðåíê Ïëàìïòîí

Ðåìçi çàïðîïîíóâàâ êëàñè÷íó ìîäåëü îïòèìàëüíîãî íàãðîìàäæåííÿ êàïiòà-

ëó, ùî ñòàëà ïðèêëàäîì åêîíîìi÷íîãî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ. Ì. Ì. Êðàñîâñüêèé äîñëiäæóâàâ ñòiéêiñòü êåðîâàíèõ ñèñòåì i

ìåòîäè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì ç îáìåæåííÿìè.

Ñó÷àñíà òåîðiÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïî¹äíó¹ â ñîái çãàäàíi íàïðÿ-

ìè: ïðèíöèï ìàêñèìóìó, ñòiéêiñòü, êåðîâàíiñòü òà ñòàáiëiçàöiþ íåëiíiéíèõ

ñèñòåì, äèíàìi÷íå ïðîãðàìóâàííÿ, ÷èñåëüíi ìåòîäè, åêîíîìi÷íèå çàñòîñóâà-

ííÿõ, âêëþ÷àþ÷è îïòèìiçàöiþ ïîðòôåëiâ, ïëàíóâàííÿ ðåñóðñiâ i ñòîõàñòè-

÷íi ñèñòåìè, òà iíòåãðóþ÷i àíàëiòè÷íi ìåòîäè ç ÷èñåëüíèìè àëãîðèòìàìè.

Âîíà ñëóãó¹ ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ îïòèìiçàöi¨ ñêëàäíèõ òåõíi÷íèõ,

åêîíîìi÷íèõ òà ìåðåæåâèõ ñèñòåì, à òàêîæ ó ðîáîòîòåõíiöi, åíåðãåòèöi òà

øòó÷íîìó iíòåëåêòi.

Ñó÷àñíi äîñëiäæåííÿ â öié ãàëóçi òàêîæ îõîïëþþòü ÷èñåëüíi ìåòîäè

âèñîêî¨ òî÷íîñòi, ñòîõàñòè÷íå òà íåëiíiéíå ïðîãðàìóâàííÿ, ìîäåëþâàííÿ

ñêëàäíèõ ìåðåæåâèõ ñèñòåì òà iíòåãðàöiþ ç òåîði¹þ iãîð. Ó ïðèêëàäíié

åêîíîìiöi ìåòîäè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ óïðàâëi-

ííÿ ïîðòôåëåì àêòèâiâ, ñòðàòåãi÷íîãî öiíîóòâîðåííÿ, îïòèìàëüíîãî âèðîá-

íè÷îãî ïëàíóâàííÿ, óïðàâëiííÿ çàïàñàìè òà ðåñóðñàìè, àíàëiçó ðèçèêiâ i

äîâãîñòðîêîâîãî ïëàíóâàííÿ iíâåñòèöié. Òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü

ïðîãíîçóâàòè ïîâåäiíêó åêîíîìi÷íèõ àãåíòiâ ó äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ, âèçíà-

÷àòè îïòèìàëüíi ïîëiòèêè òà ðåàãóâàòè íà çìiíè çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà.

Ìåòîäè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òàêîæ iíòåãðóþòüñÿ ç òåîði¹þ iãîð, ùî äî-

çâîëÿ¹ àíàëiçóâàòè ñòðàòåãi÷íó âçà¹ìîäiþ àãåíòiâ ó áàãàòîêîðèñòóâàöüêèõ

ñèñòåìàõ.
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Çàâäÿêè öüîìó òåîðiÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çàáåçïå÷ó¹ óíiâåðñàëüíèé

ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò äëÿ àíàëiçó, ìîäåëþâàííÿ òà îïòèìiçàöi¨ äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì ó òåõíiöi, ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ òà åêîíîìiöi, ïî¹äíóþ÷è ñòðîãèé òåî-

ðåòè÷íèé àíàëiç iç ïðàêòè÷íèìè çàñòîñóâàííÿìè äëÿ ïiäâèùåííÿ åôåêòèâ-

íîñòi, ñòàáiëüíîñòi òà áåçïåêè ñêëàäíèõ ñèñòåì.

Çàãàëîì, òåîðiÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çàáåçïå÷ó¹ ïîòóæíèé ìàòåìà-

òè÷íèé òà àíàëiòè÷íèé àïàðàò äëÿ äîñëiäæåííÿ, ìîäåëþâàííÿ òà îïòèìi-

çàöi¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ó òåõíiöi, ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ òà åêîíîìiöi. Âîíà

äîçâîëÿ¹ íå ëèøå ðîçðîáëÿòè òåîðåòè÷íî îá ðóíòîâàíi óìîâè îïòèìàëüíî¨

ïîâåäiíêè ñèñòåì òà àãåíòiâ, à é ñòâîðþâàòè ïðàêòè÷íi àëãîðèòìè äëÿ ïiä-

âèùåííÿ åôåêòèâíîñòi, ñòàáiëüíîñòi òà áåçïåêè ôóíêöiîíóâàííÿ ñêëàäíèõ

ñèñòåì, çàáåçïå÷óþ÷è îäíî÷àñíî ãëèáîêå ðîçóìiííÿ ñòðóêòóðíèõ âëàñòèâî-

ñòåé îïòèìàëüíèõ ðiøåíü òà ¨õ åêîíîìi÷íî¨ i òåõíi÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨.

Òåîðiÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ¹ âàæëèâèì ðîçäiëîì ïðèêëàäíî¨ ìàòå-

ìàòèêè, ùî ïî¹äíó¹ ìåòîäè âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ, äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü, ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ êåðóâàííÿ. ˆ¨ ìåòîþ ¹ âèçíà÷åííÿ

òàêîãî êåðóâàííÿ, ÿêå çàáåçïå÷ó¹ îïòèìàëüíó ïîâåäiíêó äèíàìi÷íî¨ ñèñòå-

ìè âiäïîâiäíî äî çàäàíîãî êðèòåðiþ ÿêîñòi.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ôîðìóëþ¹òüñÿ ó

âèãëÿäi çíàõîäæåííÿ äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ u(·), ÿêå ìiíiìiçó¹ ôóíêöiî-
íàë

J(u) = Φ
(
x(tf), tf

)
+

∫ tf

t0

L
(
t, x(t), u(t)

)
dt, (1.1)

çà óìîâè, ùî ñòàí ñèñòåìè çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

ẋ(t) = f
(
t, x(t), u(t)

)
, x(t0) = x0, (1.2)

äå x(t) ∈ Rn � âåêòîð ôàçîâèõ çìiííèõ, u(t) ∈ U ⊂ Rm � êåðóâàííÿ, U �

ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü.

Çàëåæíî âiä êîíêðåòíî¨ ïîñòàíîâêè, ó çàäà÷i ìîæóòü áóòè ïðèñóòíi:

ˆ îáìåæåííÿ íà êåðóâàííÿ òà ôàçîâi çìiííi;

ˆ âiëüíèé àáî ôiêñîâàíèé êiíöåâèé ìîìåíò ÷àñó;

ˆ iíòåãðàëüíi, òåðìiíàëüíi àáî êîìáiíîâàíi êðèòåði¨ ÿêîñòi;
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ˆ äåòåðìiíîâàíèé àáî ñòîõàñòè÷íèé îïèñ äèíàìiêè.

Ïî÷àòêè òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïîâ'ÿçàíi ç êëàñè÷íèì âàðiàöié-

íèì ÷èñëåííÿì (Åéëåð, Ëàãðàíæ), îäíàê ¨¨ ñó÷àñíèé âèãëÿä ñôîðìóâàâñÿ

ó ñåðåäèíi XX ñòîëiòòÿ. Âèçíà÷àëüíèì ðåçóëüòàòîì ñòàëî ôîðìóëþâàííÿ

ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà, ÿêèé óçàãàëüíèâ íåîáõiäíi óìîâè åêñòðå-

ìóìó íà âèïàäîê ñèñòåì ç êåðóâàííÿì [46].

Ïàðàëåëüíî ðîçâèâàâñÿ ïiäõiä äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ, çàïðîïîíî-

âàíèé Ð. Áåëëìàíîì [7], ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà ïðèíöèïi îïòèìàëüíîñòi òà

ïðèâîäèòü äî ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà�ßêîái�Áåëëìàíà. Öåé ïiäõiä äîçâîëèâ

ñôîðìóëþâàòè äîñòàòíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi, îäíàê íà ïðàêòèöi ÷àñòî ñòè-

êà¹òüñÿ ç ïðîáëåìîþ �ïðîêëÿòòÿ ðîçìiðíîñòi�.

Ïðîòÿãîì äåñÿòèëiòü çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äîñëiäæóâàëèñÿ

äëÿ ðiçíîìàíiòíèõ êëàñiâ îá'¹êòiâ. Çîêðåìà, ñêií÷åííîâèìiðíi äèíàìi÷íi

ñèñòåìè. Öåé êëàñ âêëþ÷à¹ ìåõàíi÷íi, åëåêòðîìåõàíi÷íi òà àåðîêîñìi÷íi

ñèñòåìè, äèíàìiêà ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿí-

íÿìè. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì áóëè ðîçðîáëåíi åôåêòèâíi àíàëiòè÷íi òà ÷èñåëüíi

ìåòîäè ñèíòåçó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ [10].

Äëÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì iç êâàäðàòè÷íèì ôóíêöiîíàëîì ÿêîñòi ñôîðìóâà-

ëàñÿ òåîðiÿ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî çàáåçïå÷ó¹

iñíóâàííÿ ¹äèíîãî îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó [2].

Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ñèñòåì, îïèñóâàíèõ ðiâíÿííÿìè â

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ (òåïëîïðîâiäíiñòü, äèôóçiÿ, õâèëüîâi ïðîöåñè), ðîçãëÿ-

äàþòüñÿ â ðàìêàõ ôóíêöiîíàëüíî-àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ [34]. Òàêi çàäà÷i ¹

íåñêií÷åííîâèìiðíèìè i ïîòðåáóþòü ñïåöiàëüíèõ ÷èñåëüíèõ ñõåì.

Ó âèïàäêó íàÿâíîñòi âèïàäêîâèõ çáóðåíü àáî øóìiâ âèíèêàþòü çàäà÷i

ñòîõàñòè÷íîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ïî¹äíóþòü ìåòîäè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé, ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìó-

âàííÿ [58].

Ìåòîäè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ â åêîíîìiöi

(îïòèìiçàöiÿ ñïîæèâàííÿ, çðîñòàííÿ, iíâåñòèöié), åêîëîãi¨ òà ìåäèöèíi, äå

êåðóâàííÿ ÷àñòî ìà¹ iíòåðïðåòàöiþ ñòðàòåãi¨ ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü [19, 33].

Äî íàéâàæëèâiøèõ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íàëå-

æàòü:
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ˆ ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà ÿê ñèñòåìà íåîáõiäíèõ óìîâ îïòèìàëü-

íîñòi;

ˆ ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà�ßêîái�Áåëëìàíà ÿê íåîáõiäíà òà äîñòàòíÿ óìîâà

îïòèìàëüíîñòi;

ˆ òåîðåìè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ;

ˆ ðåçóëüòàòè ïðî ¹äèíiñòü òà ñòiéêiñòü îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Îêðåìó óâàãó ïðèäiëåíî äîñëiäæåííþ îñîáëèâèõ êåðóâàíü, çàäà÷ iç ïå-

ðåìèêàííÿìè, à òàêîæ çàäà÷ îáìåæåííÿìè íà ôàçîâi çìiííi.

Îñêiëüêè àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè iñíóþòü ëèøå äëÿ îáìåæåíîãî êëàñó çà-

äà÷, çíà÷íèé ðîçâèòîê îòðèìàëè ÷èñåëüíi ìåòîäè:

ˆ íåïðÿìi ìåòîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà ïðèíöèïi ìàêñèìóìó;

ˆ ïðÿìi ìåòîäè, ÿêi çâîäÿòü çàäà÷ó äî çàäà÷i íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ;

ˆ ãiáðèäíi òà ïñåâäîñïåêòðàëüíi ìåòîäè [8].

Ñó÷àñíi äîñëiäæåííÿ çîñåðåäæåíi íà çàäà÷àõ ðîáàñòíîãî, àäàïòèâíîãî

òà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñòi, à òàêîæ íà iíòåãðàöi¨

ìåòîäiâ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç ìàøèííèì íàâ÷àííÿì òà ïiäêðiïëþâàëü-

íèì íàâ÷àííÿì.

Ó íèçöi îãëÿäîâèõ ñòàòåé ðîçðîáëåíî ñèñòåìàòè÷íó êëàñèôiêàöiþ ìå-

òîäiâ ADP, çîêðåìà àêòîð�êðèòèê àëãîðèòìiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü íåé-

ðîííi ìåðåæi äëÿ àïðîêñèìàöi¨ ôóíêöié âàðòîñòi òà îïòèìàëüíèõ ñòðàòå-

ãié. Äîâåäåíî óìîâè çáiæíîñòi òà ñòàáiëüíîñòi çàìêíåíèõ ñèñòåì, à òàêîæ

ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìè iäåíòèôiêàöi¨ äèíàìiêè òà ÷àñòêîâî¨ âèìiðþâàíîñòi

ñòàíó.[15, 35, 41]
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1.2 Äèôåðåíöiàëüíi âêëþ÷åííÿ

Ó áàãàòüîõ ðåàëüíèõ çàäà÷àõ ïðàâi ÷àñòèíè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íå

¹ îäíîçíà÷íî çàäàíèìè. Íåâèçíà÷åíiñòü ìîäåëi, øóì âèìiðþâàíü àáî íå÷i-

òêà åêñïåðòíà iíôîðìàöiÿ ïîðîäæóþòü ñèòóàöi¨, êîëè ïðàâà ÷àñòèíà � íå

ôóíêöiÿ, à ìíîæèíà àáî íå÷iòêà ìíîæèíà. Öå âåäå äî ðîçãëÿäó äèôåðåíöi-

àëüíèõ âêëþ÷åíü. Òàêi ìîäåëi îõîïëþþòü øèðøèé ñïåêòð íåâèçíà÷åíîñòi

òà äîçâîëÿþòü îïèñàòè ìíîæèíó ìîæëèâèõ òðà¹êòîðié.

Òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü ¹ óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íî¨ òåîði¨ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i âèíèêëà ÿê âiäïîâiäü íà ïîòðåáó ìàòåìàòè÷íîãî

îïèñó äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç íåâèçíà÷åíiñòþ, ìíîæèííiñòþ ìîæëèâèõ åâî-

ëþöié àáî íåãëàäêîþ ïîâåäiíêîþ. Íà âiäìiíó âiä êëàñè÷íèõ ìîäåëåé, ó ÿêèõ

øâèäêiñòü çìiíè ñòàíó âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, äèôåðåíöiàëüíi âêëþ÷åí-

íÿ äîïóñêàþòü áàãàòîçíà÷íó ïðàâó ÷àñòèíó, ùî iñòîòíî ðîçøèðþ¹ êëàñ

äîïóñòèìèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Iñòîðiÿ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç ðîçâèòêîì

òåîði¨ êåðóâàííÿ, íåãëàäêîãî àíàëiçó òà âàðiàöiéíèõ ìåòîäiâ.

Ïåðøi iäå¨, ùî ïðèâîäÿòü äî áàãàòîçíà÷íèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì,

ç'ÿâèëèñÿ ó ñåðåäèíi XX ñòîëiòòÿ ó ïðàöÿõ, ïðèñâÿ÷åíèõ îïòèìàëüíîìó êå-

ðóâàííþ. Ó öåé ïåðiîä âèíèêëà íåîáõiäíiñòü îïèñóâàòè äèíàìiêó ñèñòåì, ó

ÿêèõ êåðóâàííÿ ìîæå íàáóâàòè çíà÷åíü ç äåÿêî¨ ìíîæèíè. Ôóíäàìåíòàëü-

íèé âíåñîê ó ôîðìóâàííÿ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü áóëî çðîáëåíî

ó 1960-õ ðîêàõ. Òîäi áóëî çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ ðîçâ'ÿçêó äëÿ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðîçðèâíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ, ùî çãîäîì ïðèâåëî äî

ñèñòåìàòè÷íîãî âèâ÷åííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü. Òîäi áóëî çàêëàäå-

íî îñíîâè àíàëiçó iñíóâàííÿ, ñòiéêîñòi òà ñòðóêòóðè ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ.

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê òåîði¨ ïîâ'ÿçàíèé ç ðîáîòàìèÆàí-Ï'¹ðà Îáåíà òà éî-

ãî øêîëè. Îáåí ñôîðìóâàâ ñó÷àñíó ôóíêöiîíàëüíî-àíàëiòè÷íó îñíîâó òå-

îði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü, çîêðåìà ðîçâèíóâ àïàðàò áàãàòîçíà÷íèõ

âiäîáðàæåíü, iíòåãðàëà Àóìàííà òà çàñòîñóâàííÿ ìåòðèêè Ãàóñäîðôà. Éî-

ãî ìîíîãðàôi¨ ñòàëè êëàñè÷íèìè äæåðåëàìè äëÿ äîñëiäíèêiâ ó öié ãàëóçi.

Âàãîìèé âíåñîê ó ðîçâèòîê òåîði¨ çðîáèëè òàêîæ Ôðåíê Êëàðê òà iíøi äî-

ñëiäíèêè, ÿêi ïî¹äíàëè äèôåðåíöiàëüíi âêëþ÷åííÿ ç âàðiàöiéíèì àíàëiçîì,

òåîði¹þ îïòèìiçàöi¨ òà íåãëàäêèì àíàëiçîì.
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Ó ïîäàëüøîìó äèôåðåíöiàëüíi âêëþ÷åííÿ ñòàëè áàçîâèì iíñòðóìåíòîì

äëÿ ðîçâèòêó òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ñòîõàñòè÷íèõ i íå÷iòêèõ äè-

íàìi÷íèõ ñèñòåì, à òàêîæ ñó÷àñíèõ ìîäåëåé ðîáàñòíî¨ äèíàìiêè. Ñüîãîäíi

äèôåðåíöiàëüíi âêëþ÷åííÿ ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì iíñòðóìåíòîì íåëiíiéíîãî

àíàëiçó. Âîíè ëåæàòü â îñíîâi òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, íåãëàäêèõ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ðîáàñòíîãî òà àäàïòèâíîãî êåðóâàííÿ, íå÷iòêèõ i ñòî-

õàñòè÷íèõ ìîäåëåé.

Äèôåðåíöiàëüíèì âêëþ÷åííÿì íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìà âèãëÿäó

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)),

äå x(t) � ôóíêöiÿ çi çíà÷åííÿìè ó ôiíiòíîâèìiðíîìó ïðîñòîði Rn àáî ó

áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, à

F : [t0, T ]×X ⇒ X

� áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ç íåïîðîæíiìè çíà÷åííÿìè [5].

Êëàñè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ¹ îêðåìèì âèïàäêîì äèôåðåíöiàëü-

íîãî âêëþ÷åííÿ, êîëè F (t, x) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åëåìåíòà. Ïðàêòè÷íà

öiííiñòü òàêèõ ìîäåëåé ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ó êåðóâàííi ç îáìåæåííÿìè, ñèñòå-

ìàõ iç ïåðåìèêàííÿìè, ìåõàíiöi ç òåðòÿì, à òàêîæ ó áiîëîãi÷íèõ i åêîíî-

ìi÷íèõ ìîäåëÿõ ç íåâèçíà÷åíèìè ïàðàìåòðàìè. Äèôåðåíöiàëüíi âêëþ÷åí-

íÿ ïðèðîäíî âèíèêàþòü ó çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî òà ðîáàñòíîãî êåðóâàí-

íÿ,ìåõàíiêè íåãëàäêèõ ñèñòåì (ñóõå òåðòÿ, óäàðè), åêîíîìi÷íî¨ äèíàìiêè ç

ìíîæèííèìè ðiâíîâàãàìè, áiîëîãi÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ç íåâèçíà÷åíèìè ïà-

ðàìåòðàìè, âàðiàöiéíîãî àíàëiçó òà îïòèìiçàöi¨.

Àíàëiç äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi ïðîñòîðó

K(X) íåïîðîæíiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X, îñíàùå-

íîãî ìåòðèêîþ Ãàóñäîðôà dH . Òàêà ñòðóêòóðà äîçâîëÿ¹ êîðåêòíî îçíà÷èòè

íåïåðåðâíiñòü, çáiæíiñòü i êîìïàêòíiñòü äëÿ áàãàòîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü.

Îñíîâíèìè óìîâàìè íà áàãàòîçíà÷íó ïðàâó ÷àñòèíó ¹ íåïîðîæíiñòü, êîì-

ïàêòíiñòü i ÷àñòî îïóêëiñòü F (t, x), âåðõíÿ íàïiâíåïåðåðâíiñòü ïî x, âèìið-

íiñòü ïî t, óìîâè ëiíiéíîãî àáî ëîêàëüíîãî ðîñòó. Öi óìîâè ¹ ïðèðîäíèì

óçàãàëüíåííÿì óìîâ Êàðàòåîäîði äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
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Ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî íåïå-

ðåðâíà ôóíêöiÿ [5]

x : [t0, T ] → X,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)) ìàéæå âñþäè.

Ðîçãëÿäàþòüñÿ ðiçíi òèïè ðîçâ'ÿçêiâ, çîêðåìà ðîçâ'ÿçêè ó ñåíñi Êàðàòå-

îäîði òà ðîçâ'ÿçêè, ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ âèìiðíèõ ñåëåêòîðiâ. Çà ñòàí-

äàðòíèõ ïðèïóùåíü äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ ïðèíàéìíi îäíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ

êîæíî¨ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè. ™äèíiñòü, ÿê ïðàâèëî, íå ãàðàíòó¹òüñÿ i ïîòðå-

áó¹ äîäàòêîâèõ ñòðóêòóðíèõ ïðèïóùåíü. Ñòiéêiñòü i íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü

àíàëiçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ óçàãàëüíåíèõ íåðiâíîñòåé Ãðàíóîëà òà ôóíêöié

Ëÿïóíîâà.

Äëÿ ñèñòåì çi øâèäêîçìiííîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä

óñåðåäíåííÿ:

ẋε(t) ∈ F

(
t

ε
, xε(t)

)
,

ÿêèé ïðèâîäèòü äî óñåðåäíåíîãî âêëþ÷åííÿ

ẏ(t) ∈ F̄ (y(t)),

F̄ (x) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
F (s, x) ds.

Òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü ¹ çðiëîþ ìàòåìàòè÷íîþ äèñöèïëiíîþ

ç ãëèáîêèìè iñòîðè÷íèìè êîðåíÿìè òà øèðîêèì ñïåêòðîì çàñòîñóâàíü. Âî-

íà ïî¹äíó¹ êëàñè÷íi ìåòîäè àíàëiçó ç ñó÷àñíèìè ïiäõîäàìè ôóíêöiîíàëü-

íîãî òà âàðiàöiéíîãî àíàëiçó. ˆ¨ ðîçâèòîê çíà÷íîþ ìiðîþ âèçíà÷èâ ñó÷àñíå

ðîçóìiííÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç íåâèçíà÷åíiñòþ òà ìíîæèííiñòþ ìîæëèâèõ

åâîëþöié.

Çà îñòàííi äåñÿòü ðîêiâ òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü ïðîäîâæó¹

àêòèâíî ðîçâèâàòèñÿ i ðîçøèðþâàòè ñâî¨ ìåæi, ïî¹äíóþ÷è êëàñè÷íi àíàëi-

òè÷íi ïiäõîäè ç íîâèìè ìàòåìàòè÷íèìè ñòðóêòóðàìè òà ÷èñåëüíèìè ìåòî-

äàìè. Íèæ÷å íàâåäåíî îãëÿä îñíîâíèõ íàïðÿìiâ äîñëiäæåíü ó öié ñôåði.

Îäíèì ç ôóíäàìåíòàëüíèõ íàïðÿìiâ ¹ äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
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äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü. Äëÿ êëàñè÷íèõ çàäà÷, âêëþ-

÷íî ç íàïiâíåïåðåðâíiñòþ çâåðõó ïðàâî¨ ÷àñòèíè òà óìîâàìè êîìïàêòíîñòi

ìíîæèí çíà÷åíü, áóëè âñòàíîâëåíi îñíîâíi òåîðåìè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òà

¨õ çàñòîñóâàííÿ äî çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ îïóáëiêîâàíi ó æóðíà-

ëàõ SIAM. Êðiì òîãî, ðiçíi ïiäõîäè, âêëþ÷àþ÷è àíàëiç ó ïðîñòîði ìið, áóëè

çàïðîïîíîâàíi äëÿ ðîçøèðåííÿ êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó öüîìó íàïðÿìi âàãîìå ìiñöå çàéìàþòü ðîáîòè, ÿêi ðîçãëÿäàþòü äè-

ôåðåíöiàëüíi âêëþ÷åííÿ ÿê åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ â ïðîñòîði ìið, òåîðåìè

ðåëàêñàöi¨ òà êîìïàêòíîñòi ìíîæèí ðîçâ'ÿçêiâ [9]. Öå äîçâîëÿ¹ ôîðìàëiçó-

âàòè òà óçàãàëüíþâàòè ïîíÿòòÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ñêëàäíèõ íåëiíiéíèõ ñèñòåì,

â òîìó ÷èñëi ó êîíòåêñòi çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà âàðiàöiéíèõ

ïðèíöèïiâ.

Ó çâ'ÿçêó ç ðîñòîì iíòåðåñó äî ìîäåëåé ç ïàì'ÿòòþ òà íåðiâíîìiðíîþ äè-

íàìiêîþ âåëèêî¨ óâàãè íàáóëè ôðàêöiéíi äèôåðåíöiàëüíi âêëþ÷åííÿ. Íîâi

ðåçóëüòàòè çîñåðåäæåíi íà iñíóâàííi ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ôðàêöiéíèõ âêëþ÷åíü

iç çàñòîñóâàííÿì óçàãàëüíåíèõ îïåðàòîðiâ, à òàêîæ íà ìåòîäàõ ÷èñåëüíîãî

àíàëiçó äëÿ òàêèõ ñèñòåì [54]. Òàêi ïiäõîäè âiäêðèâàþòü ïåðñïåêòèâè äëÿ

ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ ôiçè÷íèõ òà áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ iç íåêëàñè÷íîþ

äèíàìiêîþ.

Îêðiì òåîðåòè÷íèõ ïèòàíü, çíà÷íó óâàãó ïðèäiëåíî ðîçðîáöi àíàëiòè-

÷íèõ ìåòîäiâ òà ÷èñåëüíèõ àëãîðèòìiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ

âêëþ÷åíü. Çîêðåìà, ó êîíòåêñòi íåãëàäêèõ ñèñòåì òà îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ áóëî çàïðîïîíîâàíî ÷èñåëüíi ñõåìè ç àâòîìàòè÷íèì âèÿâëåííÿì ïî-

äié (íàïðèêëàä, êîìáiíàöiÿ ìåòîäiâ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ç äåòåêöi¹þ ïåðå-

ìèêàíü) äëÿ ïiäâèùåííÿ òî÷íîñòi iíòåãðóâàííÿ òà îöiíþâàííÿ ÷óòëèâîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ [40].

Òàêîæ âàðòî çàçíà÷èòè ðîçâèòîê ïiäõîäiâ äëÿ àíàëiçó çâ'ÿçêó ìiæ äè-

ôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè òà ìåòîäàìè îïòèìiçàöi¨ ó áàãàòîâèìiðíèõ

ïðîñòîðàõ, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ ïðè ÿêiñíîìó äîñëiäæåííi äèíàìi÷íèõ ñè-

ñòåì.

Ó ñó÷àñíèõ ðîáîòàõ ïðîäîâæó¹òüñÿ ðîçâèòîê âàðiàöiéíèõ ìåòîäiâ ó òåîði¨

äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü. Íàïðèêëàä, àíàëiç ëiíåàðèçàöi¨ äèôåðåíöiàëü-

íèõ âêëþ÷åíü òà ¨õíiõ âëàñòèâîñòåé ó ñåði¨ äîñëiäæåíü äîçâîëÿ¹ îöiíþâàòè
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ëîêàëüíi òà ãëîáàëüíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ.

Çàñòîñóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü â îïòèìàëüíîìó êåðóâàííi òà

çàäà÷àõ äîñÿæíîñòi çàëèøà¹òüñÿ íàïðÿìîì, ùî iíòåíñèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ.

Íîâi ðåçóëüòàòè âêëþ÷àþòü àíàëiç äîñÿæíîñòi äëÿ ëiíiéíèõ ïîëiåäðàëüíèõ

ñèñòåì, ñòiéêiñòü òà ïîâåäiíêó ñèñòåì iç âèêîðèñòàííÿì áàð'¹ðíèõ ôóíêöié,

à òàêîæ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ ñèñòåì iç íåëiíiéíèìè îáìåæåííÿìè íà

ñòàí [14].

Îêðiì òîãî, äèôåðåíöiàëüíi âêëþ÷åííÿ ïðîäîâæóþòü çàñòîñîâóâàòèñÿ ó

ìîäåëþâàííi íåãëàäêèõ ïðîöåñiâ òà ñèñòåì iç áàãàòîâèìiðíèìè ñòàíàìè, ùî

õàðàêòåðíî äëÿ ñó÷àñíèõ çàäà÷ iíæåíåðíîãî êåðóâàííÿ.

Çíà÷íèé iíòåðåñ òàêîæ ïðåäñòàâëÿþòü ðîáîòè, ùî ðîçãëÿäàþòü àíàëiç

áåçïåêè ñèñòåì ÷åðåç êîíñòðóêöiþ áàð'¹ðíèõ ôóíêöié äëÿ âêëþ÷åíü, ùî

çàáåçïå÷óþòü êðèòåði¨ ñòiéêîñòi òà áåçïåêè ó øèðîêîìó êëàñi äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì. Òàêi ïiäõîäè ñòàþòü âñå áiëüø àêòóàëüíèìè ç îãëÿäó íà ïîòðåáè

àâòîíîìàòè÷íèõ ñèñòåì òà ðîáîòîòåõíiêè.

Òàêèì ÷èíîì, äîñëiäæåííÿ ç äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü çà îñòàííi ðîêè

ïðîäåìîíñòðóâàëè çíà÷íå ðîçøèðåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ iíñòðóìåíòiâ, âêëþ-

÷íî ç àíàëiòè÷íèìè, âàðiàöiéíèìè òà ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè, ùî äîçâîëÿ-

þòü àäåêâàòíî îïèñóâàòè ñêëàäíi íåëiíiéíi òà íåðåãóëÿðíi ïðîöåñè ó ðiçíèõ

ïðèêëàäíèõ êîíòåêñòàõ.
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1.3 Ìåòîä óñåðåäíåííÿ

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ ¹ âàæëèâèì iíñòðóìåíòîì â àíàëiçi òà ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, çîêðåìà òèõ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç íåëiíiéíèìè äèíàìi-

÷íèìè ñèñòåìàìè. Âií ¹ îäíèì iç ôóíäàìåíòàëüíèõ iíñòðóìåíòiâ àñèìïòî-

òè÷íîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì ç ìàëèì ïàðàìåòðîì, ùî ââîäèòü

ðîçùåïëåííÿ ÷àñîâèõ ìàñøòàáiâ: øâèäêi êîëèâàííÿ òà ïîâiëüíó åâîëþöiþ.

Âií äîçâîëÿ¹ çâåñòè äîñëiäæåííÿ ñêëàäíî¨ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè äî àíàëiçó

ïðîñòiøî¨ óñåðåäíåíî¨.

Ñóòíiñòü ìåòîäó ïîëÿãà¹ ó çàìiíi øâèäêî çìiííî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ¨¨ ñå-

ðåäíiì ïî ïåâíîìó ïåðiîäó, ùî äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè îöiíêè íàáëèæåíîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨ i óñåðåäíåíî¨ ñèñòåì.

Çàçâè÷àé ïî÷àòêîâó ñèñòåìó çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

ẋ(t) = εf(t, x(t), ε), 0 ≤ ε≪ 1,

äå t � íåçàëåæíà çìiííà, x(t) ∈ Rn, à f çàçâè÷àé ïåðiîäè÷íà ïî t ç ïåðiîäîì

T .

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ áóäó¹ óñåðåäíåíó ñèñòåìó

ẏ(t) = εf̄(y),

f̄(y) =
1

T

∫ T

0
f(s, y, 0) ds,

çíà÷åííÿ ÿêî¨ íàáëèæóþòü ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨ ñèñòåìè íà äîâãèõ

iíòåðâàëàõ ÷àñó t = O(1/ε). Â óìîâàõ ãëàäêîñòi òà îáìåæåíîñòi f çàáåçïå-

÷ó¹òüñÿ îöiíêà

∥x(t)− y(t)∥ = O(ε)

äëÿ t ∈ [0, L/ε], äå L > 0 ¹ ôiêñîâàíîþ êîíñòàíòîþ çàëåæíî âiä îáìåæåíî-

ñòi îáëàñòi, äå ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à.

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ ñâî¨ âèòîêè ìà¹ â ïðàöÿõ Þðiÿ Îëåêñiéîâè÷à Ìèòðî-

ïîëüñüêîãî, ÿêèé â ñåðåäèíi XX ñòîëiòòÿ âïåðøå ôîðìàëiçóâàâ ïiäõiä óñå-

ðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïåðiîäè÷íîþ

àáî øâèäêî çìiííîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ. Éîãî ïiäõiä áóâ ñïðÿìîâàíèé íà
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îòðèìàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ i àíàëiç ñòiéêîñòi ðiâíîâàæíèõ ñòàíiâ

ó ïðèñóòíîñòi ñëàáêèõ çáóðåíü.

Ïàðàëåëüíî ç ðîçâèòêîì àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ ó êëàñè÷íié ìåõàíiöi,

öåé ïiäõiä ïîøèðþâàâñÿ íà íåëiíiéíó äèíàìiêó i êîëèâàëüíi ñèñòåìè. Óñå-

ðåäíåííÿ ñòàëî êëþ÷îâèì ìåòîäîì ó âèâ÷åííi ïîâiëüíî¨ åâîëþöi¨ àìïëiòóä

i ôàç êîëèâàíü ó ñèñòåìàõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ó ïðàâié ÷àñòèíi.

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ ïåðåêî÷óâàâ iç êëàñè÷íèõ çàäà÷ íåëiíiéíèõ êîëèâàíü

ó áiëüø çàãàëüíi ïîñòàíîâêè, òàêi ÿê äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç iìïóëüñ-

íîþ äi¹þ òà ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, ñèñòåìè iç çàïiçíåííÿì àðãóìåíòó, çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç øâèäêîçìiííèìè ïàðàìåòðàìè, äèôåðåíöiàëüíi

âêëþ÷åííÿ òà íå÷iòêi ìîäåëi, ñòîõàñòè÷íi i áàãàòîôàêòîðíi ñèñòåìè.

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ¹ îöiíêè íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨ ñèñòå-

ìè òà óñåðåäíåíî¨ ìîäåëi äëÿ ìàëèõ ε, ÿêi çàáåçïå÷óþòü òî÷íiñòü íàáëèæå-

ííÿ íà iíòåðâàëàõ ÷àñîâî¨ äîâæèíè O(1/ε).

Îäèí iç íàïðÿìiâ çàñòîñóâàííÿ � êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ñèñòåì iç iìïóëü-

ñíèìè çáóðåííÿìè â íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ. Âèêîðèñòàííÿ

ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äîçâîëÿ¹ çâåñòè ñêëàäíó ñèñòåìó ç íåãëàäêèìè iìïóëü-

ñíèìè óìîâàìè äî àíàëiçó áiëüø ïðîñòî¨ óñåðåäíåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i. ßêùî

óñåðåäíåíà êðàéîâà çàäà÷à ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, òî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê îðèãiíàëüíî¨

çàäà÷i, ùî ëåæèòü ó ìàëîìó îêîëi âiä óñåðåäíåíîãî.

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ ÿñêðàâî ïðåäñòàâëåíèé ó äîñëiäæåííi Òåòÿíè Âàñè-

ëiâíè Äîáðîäçié, ùî ïðåäñòàâëåíî ó ¨¨ äèñåðòàöi¨. Òàì âîíà ðîçãëÿäà¹ çà-

ñòîñóâàííÿ äàíîãî ìåòîäó äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çâè÷àéíèìè

äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè. ßê ðåçóëüòàò íàäàíîãî äîñëiäæåííÿ, îòðè-

ìàíî ôàêò íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿêiâ òî÷íî¨ òà óñåðåäíåíî¨ çàäà÷ â ëiíiéíîìó i

íåëiíiéíîìó âèïàäêàõ òà îòðèìàíî îöiíêè áëèçüêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ òà êðèòåði-

¨â ÿêîñòi òî÷íî¨ òà óñåðåäíåíî¨ çàäà÷. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî äàíi ðåçóëüòàòè

ìàþòü ìiñöå ÿê íà ñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi, òàê i íà ïiâîñi. ßê áà÷è-

ìî, ðàçîì iç Îëåêñàíäðîì Ìèêîëàéîâè÷åì Ñòàíæèöüêèì âîíè ðîçðîáèëè

ïiäõîäè äî óñåðåäíåííÿ â îïòèìàëüíîìó êåðóâàííi íà íåîáìåæåíèõ ÷àñîâèõ

iíòåðâàëàõ, ùî ¹ âàæëèâèì óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íî¨ òåîði¨ óñåðåäíåííÿ

äëÿ çàäà÷ iç íåñêií÷åííèì ãîðèçîíòîì îïòèìiçàöi¨.

Ùå îäíèì iç ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ ¹ íàóêîâà
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äiÿëüíiñòü Îëüãè Äìèòðiâíè Êi÷ìàðåíêî, ÿêà ó ñâî¨é äîêòîðñüêié äèñåð-

òàöi¨ (íàóêîâèé êîíñóëüòàíò - Îëåêñàíäð Ìèêîëàéîâè÷ Ñòàíæèöüêèé) ðîç-

ãëÿíóëà çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó óñåðåäíåííÿ ó çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèìè ñèñòåìàìè.

Ó ñâî¨é êàíäèäàòñüêié äèñåðòàöi¨ âîíà ðîçâèíóëà ïiä ðóíòÿ äëÿ óñåðå-

äíåííÿ â çàäà÷àõ êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè iç çàïiçíåííÿì, ôîðìàëiçóâàâøè

óñåðåäíåííÿ äëÿ áàãàòîêðèòåðiàëüíèõ çàäà÷ êåðóâàííÿ íà ÷àñîâèõ øêà-

ëàõ, îá ðóíòóâàâøè ñõåìè ÷àñòêîâîãî òà ïîâíîãî óñåðåäíåííÿ òà çàñòîñó-

âàâøè ìåòîä äî êâàçiäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåíèì àðãóìåíòîì. Ó

ïîäàëüøîìó â äîêòîðñüêié äèñåðòàöi¨ âîíà ðîçøèðèëà àñèìïòîòè÷íèé àíà-

ëiç çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèìè òà ôóíêöiîíàëüíî-

äèôåðåíöiàëüíèìè ñèñòåìàìè iç ìàëèìè ïàðàìåòðàìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ.

Ðÿä ïóáëiêàöié Î.Ä. Êi÷ìàðåíêî ïðèñâÿ÷åíî óçàãàëüíåííþ ìåòîäó óñå-

ðåäíåííÿ äëÿ äèñêðåòíèõ òà ôóíêöiîíàëüíî çàëåæíèõ ñèñòåì, âêëþ÷àþ÷è

ñèñòåìè ç ìàêñèìóìîì ó ïðàâié ÷àñòèíi, ùî äåìîíñòðó¹ ãíó÷êiñòü ìåòîäó

ïðè ïåðåõîäi âiä êëàñè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äî ñêëàäíiøèõ íåëi-

íiéíèõ ìîäåëåé.

Îáèäâà ïiäõîäè, ÿê ó ïóáëiêàöiÿõ Î.Ä. Êi÷ìàðåíêî, òàê i â ðîáîòàõ Ò.Â.

Äîáðîäçié òà ¨õ êîëåã, äåìîíñòðóþòü, ùî ìåòîä óñåðåäíåííÿ:

ˆ ¹ åôåêòèâíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ ðåäóêöi¨ ñêëàäíèõ ñèñòåì äî ïðîñòi-

øèõ óñåðåäíåíèõ ìîäåëåé;

ˆ äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè îöiíêè çáiæíîñòi òðà¹êòîðié òà êåðóâàíü ó ïðèñó-

òíîñòi øâèäêîîñöèëþþ÷èõ êîåôiöi¹íòiâ;

ˆ çàáåçïå÷ó¹ êîíñòðóêòèâíi ñõåìè ïîáóäîâè êåðóâàíü äëÿ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ;

ˆ âiäêðèâà¹ øëÿõ äî ÷èñåëüíèõ ðåàëiçàöié òà àëãîðèòìi÷íèõ ïðîöåäóð

äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ â iíæåíåðíèõ çàäà÷àõ.

Ó ñóêóïíîñòi, çàçíà÷åíi äèñåðòàöiéíi é ïóáëiêàöiéíi ðåçóëüòàòè ïiäêðå-

ñëþþòü âàæëèâiñòü ìåòîäó óñåðåäíåííÿ â ñó÷àñíèõ ìàòåìàòè÷íèõ äîñëi-

äæåííÿõ, çîêðåìà ó çàäà÷àõ òåîði¨ êåðóâàííÿ òà àíàëiçó ñêëàäíèõ äèíàìi-

÷íèõ ñèñòåì. Áiëüøå òîãî, äàíi äîñëiäæåííÿ ñâiä÷àòü ïðî ðîçâèòîê ìåòîäó
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óñåðåäíåííÿ íå ëèøå â êîíòåêñòi êëàñè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à é ó

ñó÷àñíèõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü.

Îäíèì iç ïåðøèõ i íàé÷àñòiøå öèòîâàíèõ çàñòîñóâàíü ìåòîäó óñåðåäíåí-

íÿ ¹ çíàõîäæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðiøåíü ó ñèñòåìàõ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì. ×à-

ñòî äî òàêèõ çàäà÷ íàëåæàòü êîëèâàëüíi ñèñòåìè, íàïðèêëàä ìàÿòíèêè àáî

îñöèëÿòîðè. Ó êëàñè÷íîìó ïðèêëàäi ñõåìè óñåðåäíåííÿ áóëè çàñòîñîâàíi

äëÿ íåïåðåðâíî çáóðåíîãî çãàñàþ÷îãî ìàÿòíèêà, äå iñíóâàííÿ òà ïîâåäiíêó

ïåðiîäè÷íèõ ðiøåíü âñòàíîâëþþòü øëÿõîì àíàëiçó óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè.

Òàêîæ äàíèé ìåòîä çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì iç áëîêàìè

Æîðäàíà, äå ïðèíöèï óñåðåäíåííÿ çàñòîñîâàíî äî ñèñòåì ç ÷èñòî óÿâíèìè

âëàñíèìè çíà÷åííÿìè, ùî óñêëàäíþ¹ ñòàíäàðòíi ïiäõîäè. Àâòîðè âèêîðè-

ñòîâóþòü íîðìàëüíó ôîðìó Ïóàíêàðå äëÿ ñïðîùåííÿ ñèñòåìè i äåìîíñòðó-

þòü, ùî ìåòîä óñåðåäíåííÿ äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè íàáëèæåíi ðiâíÿííÿ äëÿ

ïîâiëüíèõ çìií ïàðàìåòðiâ.

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ òàêîæ åôåêòèâíèé äëÿ ñèñòåì ç äèñêðåòíèìè àáî

iìïóëüñíèìè äiÿìè. Íàïðèêëàä, ó [50] ðîçãëÿäàþòüñÿ êðàéîâi çàäà÷i äëÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåíóëüîâèìè (íåôiêñîâàíèìè) ìîìåíòàìè iì-

ïóëüñíî¨ äi¨, i ïîêàçàíî, ùî ïðè íàÿâíîñòi ðîçâ'ÿçêó äëÿ óñåðåäíåíî¨ êðà-

éîâî¨ çàäà÷i iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê i äëÿ îðèãiíàëüíî¨ iìïóëüñíî¨ ñèñòåìè.

Ó ïîäiáíîìó êîíòåêñòi [51] âèêîðèñòàíî óñåðåäíåííÿ äëÿ àíàëiçó ñèñòåì

ç iìïóëüñíèìè çáóðåííÿìè â ìîìåíò ÷àñó, ÿêi îïèñóþòü ìîäåëi îá'¹êòiâ iç

êîðîòêî÷àñíèìè âïëèâàìè. Ìåòîä äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè çáiæíiñòü ðiøåíü

îðèãiíàëüíî¨ òà óñåðåäíåíî¨ ñèñòåì i äîñëiäæóâàòè ¨õíþ àñèìïòîòè÷íó ñòà-

áiëüíiñòü.

Ó äèñêðåòíèõ ìîäåëÿõ iç ïîñòiéíèì çàïiçíåííÿì ìåòîä óñåðåäíåííÿ âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîáóäîâè íàáëèæåíèõ ðiøåíü i îöiíîê áëèçüêîñòi ìiæ

òî÷íèìè òà óñåðåäíåíèìè òðà¹êòîðiÿìè. Òàêèé ïiäõiä áóâ ðîçâèíåíèé äëÿ

äèñêðåòíèõ ðiâíÿíü iç çàëåæíiñòþ âiä ìàëèõ ïàðàìåòðiâ, äå óñåðåäíåííÿ

äîçâîëÿ¹ ñïðîñòèòè àíàëiç ñêëàäíèõ çàëåæíîñòåé âiä çàïiçíåíü [71].

Êðiì òîãî, ìåòîä çàñòîñîâóþòü äî çàäà÷ óñåðåäíåííÿ íå÷iòêèõ iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç çàïiçíåííÿì. Öi çàäà÷i âèíèêàþòü ó òåîði¨ ôëóêòóàöiéíèõ

ïðîöåñiâ, iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿííÿõ òåîði¨ ôiëüòðàöi¨ òà äèíàìiöi ðiäèí, äå

óñåðåäíåííÿ äîçâîëÿ¹ ïåðåéòè âiä ñêëàäíî¨ iíòåãðàëüíî¨ ôîðìè äî åôå-
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êòèâíiøî¨ óñåðåäíåíî¨ ìîäåëi.

Ó âèïàäêó ñòîõàñòè÷íî çáóðåíèõ ñèñòåì óñåðåäíåííÿ ¹ íåâiä'¹ìíèì ií-

ñòðóìåíòîì äëÿ çíèæåííÿ ðîçìiðíîñòi i ïîáóäîâè ïðîñòiøèõ îïèñiâ. Ìåòîä

ñòîõàñòè÷íîãî óñåðåäíåííÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ñïîñiá âèäàëåííÿ øâèäêèõ âè-

ïàäêîâèõ êîìïîíåíòiâ, çáåðiãàþ÷è åôåêò ¨õíüîãî âíåñêó ó ïîâiëüíó äèíà-

ìiêó [14]. Öå âàæëèâî ïðè ìîäåëþâàííi íåëiíiéíèõ ñèñòåì iç øóìàìè àáî

âèïàäêîâèìè ôëóêòóàöiÿìè, äå ïðÿìà iíòåãðàöiÿ ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè íàäòî

ñêëàäíà.

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ ìà¹ øèðîêi çàñòîñóâàííÿ ó ìåõàíiöi, çîêðåìà â àíà-

ëiçi ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì iç ñóõèì òåðòÿì àáî âiáðàöiéíèìè ïðèâîäàìè.

Íàïðèêëàä, ó ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîáóäîâà äðóãîãî íàáëèæåííÿ ìåòîäîì

óñåðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåìè âåðòèêàëüíèõ òà ãîðèçîíòàëüíèõ êîëèâàíü, ùî

îïèñó¹ ðóõ ìåõàíiçìó ç ñóõèì òåðòÿì. Óñåðåäíåíèé àíàëiç äîçâîëèâ îòðè-

ìàòè ôîðìóëó äëÿ ñåðåäíüî¨ øâèäêîñòi ðóõó òà ïîðiâíÿòè ¨¨ ç ðåçóëüòàòàìè

÷èñåëüíèõ ñèìóëÿöié.

Áiëüø çàãàëüíî, ó ìåõàíiöi òà òåîði¨ êåðóâàííÿ óñåðåäíåííÿ çàñòîñîâó-

¹òüñÿ äëÿ ïðîåêòóâàííÿ ñèñòåì iç âèñîêî÷àñòîòíèìè âïëèâàìè (òàê çâàíå

âiáðàöiéíå êåðóâàííÿ), äå ïðàâèëüíèé âèáið óñåðåäíåíîãî ìîäåëi äîçâîëÿ¹

ñïðîñòèòè çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨ àáî îïòèìàëüíîãî ðåãóëþâàííÿ.

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ àêòèâíî çàñòîñîâó¹òüñÿ i â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ, çîêðåìà äëÿ ñèñòåì iç øâèäêîçìiííèìè ïàðàìåòðàìè àáî ïåðiî-

äè÷íèìè çáóðåííÿìè. Íàïðèêëàä, â îñòàííiõ ðîáîòàõ óñåðåäíåííÿ âèêîðè-

ñòîâó¹òüñÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ ðiøåíü ó îïòèìàëüíîìó êîíòðîëi

ïàðàáîëi÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü ç âèñîêî÷àñòîòíèìè êîìïîíåíòà-

ìè [26]. Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ âèðiøóâàòè çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

iç ñêëàäíèìè çàëåæíîñòÿìè ÷åðåç ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîñòiøèõ óñåðåäíåíèõ çà-

äà÷.

Ñó÷àñíèé ðîçâèòê ìåòîäó óñåðåäíåííÿ âêëþ÷à¹ âèñîêîòî÷íi ñõåìè óñåðå-

äíåííÿ (íàïðèêëàä, äðóãå íàáëèæåííÿ, ùî âðàõîâó¹ âçà¹ìîäiþ ìiæ øâèä-

êèìè òà ïîâiëüíèìè ðåæèìàìè), à òàêîæ àëãîðèòìi÷íi ðåàëiçàöi¨ äëÿ ÷è-

ñåëüíèõ ñèìóëÿöié [3]. Öå âàæëèâî äëÿ çàäà÷ iç ìóëüòèøêàëüíîþ ñòðóêòó-

ðîþ, äå êëàñè÷íå óñåðåäíåííÿ äà¹ ãðóáå íàáëèæåííÿ, à âèñîêîïîðÿäêîâi

ìåòîäè äîçâîëÿþòü çíà÷íî ïîêðàùèòè òî÷íiñòü.
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Ïðèêëàä (óñåðåäíåííÿ äëÿ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè ç ìàëèì ïàðàìåòðîì).

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèñêðåòíèõ ðiâíÿíü iç ïîñòiéíèì çàïiçíåííÿì i ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì ε:

xn+1 = xn + εf(xn, xn−τ) +O(ε2),

äå τ � çàòðèìêà.

Óñåðåäíåíèé îïèñ öi¹¨ ñèñòåìè äà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x̄n+1 = x̄n + εf̄(x̄n),

äå f̄ ¹ ñåðåäíiì çíà÷åííÿì f ùîäî ôàçîâèõ çìiííèõ.

Òàêà ðåäóêöiÿ ñóòò¹âî ñïðîùó¹ âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè

ðîçâ'ÿçêiâ îðèãiíàëüíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè íà âåëèêèõ ÷àñîâèõ ìàñøòàáàõ

[71].

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ âiäiãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü ó ñó÷àñíîìó àíàëiçi äèôåðåí-

öiàëüíèõ ñèñòåì ç ìàëèì ïàðàìåòðîì, äîçâîëÿþ÷è ñïðîñòèòè ñêëàäíó äè-

íàìiêó øëÿõîì çàìiíè ¨¨ óñåðåäíåíèì åêâiâàëåíòîì. Âií ìà¹ ãëèáîêó iñòî-

ðè÷íó îñíîâó é øèðîêèé ñïåêòð çàñòîñóâàíü: âiä êëàñè÷íèõ êîëèâàëüíèõ

ñèñòåì äî çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü òà

iìïóëüñíèõ ñèñòåì.

Âíåñêè óêðà¨íñüêèõ äîñëiäíèêiâ, çîêðåìà Î.Ì. Ñòàíæèöüêîãî, Î.Ä. Êi-

÷ìàðåíêî òà iíøèõ ñïðèÿþòü ðîçâèòêó ìåòîäó â íàïðÿìi óñåðåäíå-

ííÿ â ñêëàäíiøèõ ñèñòåìàõ iç çàïiçíåííÿìè, ÷àñîâèìè øêàëàìè òà

ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèìè çàëåæíîñòÿìè. Òàêèì ÷èíîì, ìåòîä óñå-

ðåäíåííÿ ¹ íå ëèøå òåîðåòè÷íî âàæëèâèì, àëå é ïðàêòè÷íî çíà÷óùèì ií-

ñòðóìåíòîì, ÿêèé ñïðèÿ¹ ðîçâèòêó ñó÷àñíî¨ íàóêè òà òåõíiêè.

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ ¹ óíiâåðñàëüíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ ÿêiñíîãî òà êiëüêi-

ñíîãî àíàëiçó íåëiíiéíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ùî ìiñòÿòü øâèäêi i ïîâiëüíi

÷àñîâi øêàëè àáî ïåðiîäè÷íi çáóðåííÿ. Çàñòîñóâàííÿ âàðiþ¹òüñÿ âiä êî-

ëèâàëüíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì i ñòîõàñòè÷íèõ ìîäåëåé äî êðàéîâèõ çàäà÷,

iìïóëüñíèõ ñèñòåì i çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Ñó÷àñíi äîñëiäæåííÿ çîñåðåäæåíi íà ðîçðîáöi âèñîêîïîðÿäêîâèõ ìåòîäiâ

óñåðåäíåííÿ, òåîðåòè÷íèõ îá ðóíòóâàííÿõ äëÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì òà ÷èñåëü-
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íèõ àëãîðèòìàõ äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü.

Òàêèì ÷èíîì, ìåòîä óñåðåäíåííÿ ñëiä ðîçãëÿäàòè íå ëèøå ÿê òåõíiêó

àñèìïòîòè÷íîãî ñïðîùåííÿ ðiâíÿíü, à ÿê ñàìîñòiéíèé êîíöåïòóàëüíèé ïiä-

õiä äî àíàëiçó äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ iç ïðèõîâàíîþ áàãàòîìàñøòàáíîþ ñòðó-

êòóðîþ. Éîãî çàñòîñóâàííÿ äîçâîëÿ¹ âèÿâëÿòè åôåêòèâíi çàêîíè åâîëþöi¨

ñèñòåìè, ÿêi íå ¹ î÷åâèäíèìè ç ïî÷àòêîâî¨ ïîñòàíîâêè çàäà÷i, îñîáëèâî ó

âèïàäêàõ øâèäêèõ êîëèâàíü, iìïóëüñíèõ âïëèâiâ àáî ñêëàäíèõ îáìåæåíü.

Âàæëèâîþ ïåðåâàãîþ ìåòîäó ¹ ìîæëèâiñòü ïåðåíåñåííÿ ðåçóëüòàòiâ ÿêiñíî-

ãî àíàëiçó óñåðåäíåíî¨ ìîäåëi íà âèõiäíó ñèñòåìó, ùî ðîáèòü éîãî öiííèì

iíñòðóìåíòîì ó ïîáóäîâi íàáëèæåíèõ ìîäåëåé, òåîðåòè÷íîìó îá ðóíòóâàí-

íi ÷èñåëüíèõ àëãîðèòìiâ òà ôîðìóâàííi iíòó¨öi¨ ùîäî ïîâåäiíêè ñêëàäíèõ

íåëiíiéíèõ ñèñòåì.

40



1.4 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Öåé ðîçäië ¹ äîïîìiæíèì i íå ìiñòèòü íîâèõ ðåçóëüòàòiâ.

Â äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ïîíÿòòÿ, ùî ¹ îñíîâíèìè îá'¹êòàìè ó äà-

íîìó äèñåðòàöiéíîìó äîñëiäæåííi, íàâåäåíî âiäîìi ðåçóëüòàòè, ùî ìîæóòü

áóòè äîïîìiæíèìè. Òàêîæ ó íüîìó íàâåäåíi ôàêòè, ùî âêàçóþòü íà àêòó-

àëüíiñòü äàíî¨ ïðîáëåìàòèêè, íîâèçíó çàäà÷. Ó ïóíêòi 1.1 ðîçãëÿíóòî çà-

ãàëüíèé îãëÿä, ùî ñòîñó¹òüñÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Ó ïóíêòi 1.2

íàâåäåíî àíàëiç, ùî ñòîñó¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü, äëÿ ÿêèõ ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Ó ïóíêòi 1.3 ðîçãëÿíóòî iäåþ

ìåòîäó, ùî ¹ îñíîâíèì ó äîâåäåííi ðåçóëüòàòiâ äàíî¨ äèñåðòàöi¨.
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Ðîçäië 2

ÍÀÁËÈÆÅÍÈÉ ÐÎÇÂ'ßÇÎÊ ÇÀÄÀ×I

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÊÅÐÓÂÀÍÍß

ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÌ ÂÊËÞ×ÅÍÍßÌ Ç

ÀÄÈÒÈÂÍÈÌ ÊÅÐÓÂÀÍÍßÌ I

ØÂÈÄÊÎÊÎËÈÂÍÈÌÈ ÊÎÅÔIÖI™ÍÒÀÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî îáãðóíòóâàííÿ ìåòîäó óñåðå-

äåíííÿ äî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ

äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ, ëiíiéíîãî çà çìiííîþ êåðóâàííÿ, òà çi øâèä-

êîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äëÿ áàãàòîçíà÷íî¨ ëiïøèöåâî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè

íà ñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó äëÿ çàãàëüíîãî êîðöèòèâíîãî ôóíêöiî-

íàëó, òà íà íåñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiî-

íàëó îáãðóíòîâàíî çáiæíiñòü îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü i îïòèìàëüíèõ òðà¹-

êòîðié ðîçâ'ÿçêiâ òî÷íî¨ çàäà÷i äî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ i òðà¹êòîðié

óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Òàêîæ áóëî ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàí-

íÿ íà ïiâîñi ç ìíîãîçíà÷íîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ òèïó Êàðàòåîäîði.
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2.1 Çàãàëüíèé âèãëÿä çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè

ßê çãàäóâàëîñÿ â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, ìåòîä óñåðåäíåííÿ ¹ îäíèì iç íàé-

áiëüø âiäîìèõ i äîáðå âèâ÷åíèõ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ ó òåîði¨ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü i ìà¹ áàãàòî çàñòîñóâàíü ó êëàñè÷íèõ [48] i ñó÷àñíèõ ïðîáëå-

ìàõ [53]. Öåé ìåòîä äîçâîëÿ¹ íàì ïîäîëàòè òðóäíîùi, ùî âèíèêàþòü ÷åðåç

íàÿâíiñòü (øâèäêîîñöèëþþ÷èõ) ôóíêöié, òàêèõ ÿê f( tε , x) ç ìàëèì ïàðà-

ìåòðîì ε > 0, ùî îïèñóþòü äèíàìiêó ñèñòåìè, çàìiíþþ÷è ¨õ óñåðåäíåíèì

çíà÷åííÿì

f̄(x) := lim
T→∞

1

T

∫ T

0
f(t, x)dt. (2.1)

Âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè çáiæíîñòi, ¹ âiäîìèìè òåîðåìàìè[47], i ïîñëóæèëè

îñíîâîþ äëÿ ãëèáîêèõ óçàãàëüíåíü áàãàòüîõ òèïiâ åâîëþöiéíèõ ïðîáëåì.

Çîêðåìà, çíà÷íi çóñèëëÿ áóëè ïðèñâÿ÷åíi ðîçøèðåííþ ìåòîäiâ óñåðåäíåííÿ

äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü [4].

Òàêi óçàãàëüíåííÿ ìîòèâîâàíi ÿê ç ïðàêòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, òàê i çàñòîñó-

âàííÿì â òåîði¨ óïðàâëiííÿ, ãiáðèäíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ, ó òîìó ÷èñëi

iìïóëüñèâíèõ [16],[13] òà iíøèõ åâîëþöiéíèõ ñèñòåìàõ, äå ïðèðîäíèì ÷èíîì

âèíèêà¹ áàãàòîçíà÷íèé ïiäõiä; à òàêîæ ÷åðåç ñóòî ìàòåìàòè÷íi ïðè÷èíè,

íàïðèêëàä, êîëè îáìåæåííÿ (2.1) íå iñíó¹.

Äîñèòü çàãàëüíi ðåçóëüòàòè ïðî àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç âêëþ÷åíü, ÿêi íå

ïîòðåáóþòü íàÿâíîñòi êëàñè÷íîãî óñåðåäíåíîãî çíà÷åííÿ, áóëè îòðèìàíi â

[16]. Öi ðåçóëüòàòè  ðóíòóþòüñÿ íà ïîíÿòòi âåðõíüî¨ ìåæi Êóðàòîâñüêîãî.

Ó äàíîìó ïóíêòi ìè ïî ñóòi âèêîðèñòîâó¹ìî öåé ïiäõiä, çàñòîñîâóþ÷è

éîãî äî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ

ẋ(t) ∈ f(
t

ε
, x(t)) + g(x(t))u(t), t ≥ 0 (2.2)

äå f : [0,∞) × Rd → convRd ¹ çàäàíèì áàãàòîçíà÷íèì âiäîáðàæåííÿì,

g : Rd → Rd×m ¹ çàäàíèì ìàòðè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, i u : [0,∞) → Rm ¹

ôóíêöi¹þ êåðóâàííÿ. Òóò convRd ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ íåïîðîæíiõ îïó-

êëèõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí Rd òà d,m ∈ N.
Iñíó¹ áàãàòî ðåçóëüòàòiâ óñåðåäíþþ÷îãî òèïó äëÿ çàäà÷ êåðóâàííÿ ó âè-
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ïàäêó äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü, òàêèõ ÿê

ẋ(t) ∈ εf(t, x(t), u(t)), t ≥ 0, (2.3)

äèâ., íàïðèêëàä,[16].

Ðîçãîðíóòèé îãëÿä òåîði¨ óñåðåäíåííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü,

âêëþ÷àþ÷è çàäà÷i êåðóâàííÿ äëÿ (2.3), íàâåäåíî â [16]. Àñèìïòîòè÷íèé

àíàëiç çàäà÷ òèïó (2.2) áóëî ïðîâåäåíî â [28] äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç ôóíêöi¹þ Ëiïøèöÿ f ÿê íà ñêií÷åííèõ, òàê i íà íåñêií÷åííèõ

iíòåðâàëàõ ÷àñó. Àâòîðè [28] ïðèïóñêàëè iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî óñåðåäíåííÿ

f̄ i âèêîðèñòîâóâàëè òåîðåìó Êðàñíîñåëüñüêîãî�Êðåéíà. Öåé ïiäõiä ïðè-

ðîäíèì ÷èíîì óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà ñèñòåìè ç ëiïøèöåâèìè áàãàòîçíà÷íèìè

âiäîáðàæåííÿìè, ÿêi ìàþòü óñåðåäíåííÿ f̄ ó ìåòðèöi Õàóñäîðôà (äèâ. [45]

äëÿ áàãàòîçíà÷íîãî àíàëîãà òåîðåìè Êðàñíîñåëüñüêîãî�Êðåéíà).

Ñèòóàöiÿ ñóòò¹âî óñêëàäíþ¹òüñÿ, ÿêùî ó (2.2) âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ ëi-

ïøèöåâèì. Ó öié ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè f ó (2.2) ¹ êàðàòå-

îäîði¹âèì áàãàòîçíà÷íèì âiäîáðàæåííÿì, òîáòî âîíî ¹ iíòåãðîâíî îáìåæå-

íèì ùîäî ÷àñîâî¨ çìiííî¨ òà íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó ùîäî ôàçîâî¨ çìií-

íî¨. Ñëiäóþ÷è ïiäõîäó ç [16], ìè ïîêàæåìî, ùî çà óìîâ, íåîáõiäíèõ äëÿ

ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç âêëþ÷åííÿì (2.2), îïòèìàëü-

íèé ïðîöåñ çàäà÷i, ùî çàëåæèòü âiä ε, çáiãà¹òüñÿ ó âiäïîâiäíîìó ñåíñi äî

îïòèìàëüíîãî ïðîöåñó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ âêëþ÷åííÿ

ẋ ∈ f̄(x) + g(x)u(t),

äå f̄ ¹ âåðõíüîþ ãðàíèöåþ Êóðàòîâñüêîãî [5].

Íàäàëi ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêå ïîçíà÷åííÿ: |x|� íîðìà x ∈ Rd, |u|
� íîðìà u ∈ Rm, conv Rd � ìíîæèíà âñiõ íåïîðîæíiõ, îïóêëèõ, êîìïàêò-

íèõ ïiäìíîæèí Rd. Äëÿ A ⊂ Rd ïîçíà÷à¹ìî ||A||+ := supa∈A ||a||, coA �

îïóêëà îáîëîíêà ìíîæèíè A, Ā � çàìèêàííÿ ìíîæèíè A. Äëÿ A,B ⊂ Rd

ïîçíà÷à¹ìî

dist(A,B) := sup
a∈A

inf
b∈B

||a− b||

distH(A,B) := max{dist(A,B), dist(B,A)},
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à òàêîæ âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ

B1 := {x, |; ||x|| ≤ 1},

Oδ(x0) = {x | |x− x0| < δ}.

Äëÿ f : [0,∞) 7→ conv(Rn) âèçíà÷à¹ìî∫ T

0
f(t)dt :=

{∫ T

0
l(t)dt

∣∣∣ l ∈ L1(0, T ;Rd), l(t) ∈ f(t) a.e.
}
.

Òàêîæ ïîçíà÷à¹ìî |u|2L2 =
∫∞
0 |u(t)|2dt.
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2.2 Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Íåõàé A i B - íåïîðîæíi, çàìêíåíi ìíîæèíè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði Rn.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi âåëè÷èíè, ùî õàðàêòåðèçóþòü áëèçüêiñòü A i B:

β(A,B) = sup
a∈A

ρ(a,B), β(B,A) = sup
b∈B

ρ(b, A)

α(A,B) = max{β(A,B), β(B,A)} = max{sup
a∈A

ρ(a,B), sup
b∈B

ρ(b, A)} =

= max{sup
a∈A

inf
b∈B

ρ(a, b), sup
b∈B

inf
a∈A

ρ(b, a)}

Çîêðåìà, ìà¹ìî, ùî α(A,B) = α(B,A).

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. [5] Âåëè÷èíó α(A,B) íàçèâàþòü âiäõèëåííÿì ìíîæèí

A i B çà Õàóñäîðôîì àáî õàóñäîðôîâîþ âiäñòàííþ ìiæ A i B.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi áàãàòîçíà÷íèõ ôóíêöi¨. Êîæíié òî÷öi p iç

ìíîæèíè B ∈ Rd ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü íåïîðîæíþ çàìêíåíó ìíîæèíó

F (p) ⊂ Rn. Òîäi F (p) - áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ. ˆ¨ ãðàôiê - ìíîæèíà òàêèõ

òî÷îê (p, q) ∈ Rm × Rn, ùî p ∈ D, q ∈ F (p).

Íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

F (M) =
⋃
p∈M

F (p), |F (M)| = sup
y∈F (M)

|y|.

Îçíà÷åííÿ 2.2.2. [5] Áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ F íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ

íà ìíîæèíi M , ÿêùî |F (M)| < ∞, òîáòî ÿêùî âñi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ F

â òî÷êàõ ìíîæèíè M ìiñòÿòüñÿ ó äåÿêié êóëi.

Îçíà÷åííÿ 2.2.3. [5] Áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ F (p) íàçèâà¹òüñÿ:

• α - íåïåðåðâíîþ â òî÷öi p, ÿêùî

α(F (p′), F (p)) → 0, p′ → p;

• β - íåïåðåðâíîþ (aáî íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó âiäíîñíî âêëþ÷åííÿ) â

òî÷öi p, ÿêùî

β(F (p′), F (p)) → 0, p′ → p.
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Ôóíêöiÿ F (p) íàçèâà¹òüñÿ α - àáî β - íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi D, ÿêùî

âîíà α - àáî β - íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi öi¹¨ ìíîæèíè.

Çàóâàæåííÿ 2.2.1. Îñêiëüêè β(A,B) ≤ α(A,B),òî iç α - íåïåðâíîñòi

ôóíêöi¨ âèïëèâà¹ ¨¨ β - íåïåðåðâíiñòü.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå âêëþ÷åííÿ

ẋ ∈ F (t, x) (2.4)

Îçíà÷åííÿ 2.2.4. [5] Ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ (2.4) íà-

çèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ x(t)âèçíà÷åíà íà iíòåðâàëi àáî

âiäðiçêó i ìàéæå ñêðiç çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ (2.4).

Îçíà÷åííÿ 2.2.5. [5] Áóäåìî êàçàòè, ùî áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ F (t, x) â

îáëàñòi G çàäîâîëüíÿ¹ îñíîâíi óìîâè, ÿêùî ïðè âñiõ (t, x) ∈ G ìíîæèíà

F (t, x) - íåïîðîæíÿ, îáìåæåíà, çàìêíåíà, îïóêëà i F - β - íåïåðâíà ïî

t, x.

Òåîðåìà 2.2.1. [5] Íåõàé F (t, x) çàäîâîëüíÿ¹ îñíîâíi óìîâè i îáëàñòi G.

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (t0, x0) ∈ G ∃ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

ẋ ∈ F (t, x), x(t0) = x0. (2.5)

ßêùî îáëàñòü G ìiñòèòü öèëiíäð z(t) ≤ t ≤ to + a, |x − x0| ≤ b), òî

ðîçâ`ÿçîê iñíó¹ ïðèíàéìíi íà âiäðiçêó

t0 ≤ t ≤ to + d, d = min{a, b
m
},m = sup

z
|F (t, x)|.

Îçíà÷åííÿ 2.2.6. [4, 9] Íåõàé çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí Fi ∈
comp Rn - ñóêóðíiñòü íåïîðîæíiõ êîìôîðìíèõ ïiäìíîæèí â Rn.

• Âåðõíüîþ òîïîëîãi÷íîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {Fi} íàçèâà¹òüñÿ ñó-
êóïíiñòü âñiõ ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé {fi}, ùî fi ∈
Fi äëÿ âñiõ i. Ïîçíà÷à¹òüñÿ

lim
i→∞

Fi
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.

• Íèæíüîþ òîïîëîãi÷íîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {Fi} íàçèâà¹òüñÿ ñó-
êóïíiñòü âñiõ ãðàíèöü çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé {fi}, ùî fi ∈ Fi äëÿ

âñiõ i. Ïîçíà÷à¹òüñÿ

lim
i→∞

Fi

.

• ßêùî îáèäâi ãðàíèöi iñíóþòü i

lim
i→∞

Fi = lim
i→∞

Fi = F,

òî ìíîæèíà F íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {Fi}. Â öüîìó

âèïàäêó

lim
i→∞

α(Fi, F ) = 0.

Îçíà÷åííÿ 2.2.7. [6] Íåõàé F : R1 → comp (Rn) - áàãàòîçíà÷íå âiäîáðà-

æåííÿ. Iíòåãðàëîì âiä âiäîáðàæåííÿ F (t) íà âiäðiçêó ÷àñó [t0, t1] íàçèâà-

¹òüñÿ ìíîæèíà

G =

t1∫
t0

F (t) dt = {
t1∫

t0

f(t) dt : f(t) ∈ F (t)} (2.6)

Òåîðåìà 2.2.2. (Êðàñíîñåëüñüêîãî-Êðåéíà äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ

âêëþ÷åíü)[44, 45]

Íåõàé äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ

ẋ ∈ F (t, x, λ), (2.7)

äå áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F (t, x, λ), ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â conv(Rn)

(ïiäïðîñòið iç comp (Rn), ùî ñêëàäà¹òüüñÿ iç îïóêëèõ ìíîæèí), âèçíà-

÷åíå ïðè o ≤ t ≤ T, x ∈ D,D - îáìåæåíà îáëàñòü â Rn, λ ∈ Λ - äåÿêà

ìíîæèíà çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ, ùî ìà¹ λ0 ∈ Λ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ, âèêî-

íóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâi:

à) áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F (t, x, λ) ðiâíîìiðíî îáìåæåíå, íåïåðåðâ-
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íå ïî t, ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå ïî x ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t i λ: ∀ε >
0 ∃δ = δ(ε) > 0 : ∀t ∈ [o, T ], x ∈ D, x′ ∈ D i λ ∈ Λ âèêîíó¹òüñÿ

α(F (t, x′, λ)− F (t, x, λ)) < ε,

ÿê òiëüêè |x′ − x| < δ;

á) áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F (t, x, λ) - iíòåãðàëüíî íåïåðåðâíå ïî λ â

òî÷öi λ0, òîáòî äëÿ 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T i äîâiëüíîãî x ∈ D âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà

lim
λ→λ0

α(

t2∫
t1

F (s, x, λ) ds,

t2∫
t1

F (s, x, λ0) ds) = 0, (2.8)

äå iíòåãðàëüíi âêëþ÷åííÿ â ñåíñi Îçíà÷åííÿ 2.7;

â) ðîçâ'çêè x(t, λ0) âêëþ÷åííÿ

ẋ ∈ F (t, x, λ0), (2.9)

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó x(0, λ0) = x0 ∈ D1 ⊂ D, âèçíà÷åíi ïðè 0 ≤
t ≤ T i ëåæàòü ðàçîì ç äåÿêèì ρ-îêîëîì â îáëàñòi D.

Òîäi êîæíîìó η > 0 âiäïîâiäà¹ òàêèé îêië u(λ0) òî÷êè λ0, ùî ïðè

λ ∈ U(λ0) äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó x(t, λ) (2.7), âèçíà÷åíîãî ïðè 0 ≤ t ≤ T

i òàêîãî, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó x(0, λ) = x0, iñíó¹ òàêèé

ðîçâ'ÿçîê x(t, λ0) âêëþ÷åííÿ (2.9), ùî ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü ∥ x(t, λ) −
x(t, λ0) ∥< η, 0 ≤ t ≤ T.
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2.3 Ìåòîä óñåðåäíåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ

âêëþ÷åíü

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå âêëþ÷åííÿ

ẋ ∈ εX(t, x), X(0) = x0, (2.10)

äå x ∈ Rn, X : R× Rn → comp(Rn), ε > 0 - ìàëèé ïàðàìåòð.

Âêëþ÷åííþ (2.10) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü óñåðåäíåíå äèôåðåíöiàëüíå

âêëþ÷åííÿ

ẏ ∈ εX0(y), y(0) = x0, (2.11)

äå

X0(x) = lim
T→∞

1

T

T∫
0

X(t, x) dt (2.12)

Çáiæíiñòü â (2.12) ðîçóìi¹òüñÿ ó ñåíñi ìåòðèê Õàóñäîðôà, à iíòåãðàë âiä

áàãàòîçíà÷íîãî âiäîáðàæåííÿ X(t, x) ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi Îçíà÷åííÿ 2.7.

Ñôîðìóëþ¹ìî àíàëîã òåîðåìè äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü, ùî âiäïî-

âiäà¹ Òåîðåìi 2.2.2.

Òåîðåìà 2.3.1. [44] Íåõàé â îáëàñòi Q = {t ≥ 0, x ∈ D ⊂ Rn, D} -

îáìåæåíà îáëàñòü Y äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ iç (2.10) âèêîíàíi

íàñòóïíi óìîâè:

a) áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ X : R+×Rn → conv(Rn) ðiâíîìiðíî îáìå-

æåíå, íåïåðåðâíå çà t i ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå çà x ðiâíîìiðíî âiäíîñíî

t;

á) äëÿ âñiõ x ∈ D iñíó¹ ãðàíèöÿ (2.12);

â) ðîçâ'ÿçêè ó (á) âêëþ÷åííÿ

dy

dτ
∈ X0(y), y(0) = x0 ∈ D−1 ⊂ D, δ = εt, (2.13)

âèçíà÷åíi ïðè 0 ≤ τ ≤ L i ëåæàòü ðàçîì ç ρ- îêîëîì â D.
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Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî η > 0 iñíó¹ òàêå ε0 > 0, ùî ïðè 0 < ε ≤ ε0 äëÿ

äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó x(t, ε) âêëþ÷åííÿ iç (2.10) ,ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

x(0, ε) = x0, iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê âêëþ÷åííÿ (2.13) òàêèé, ùî íà ïðîìiæêó

[0, Lε−1] ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü ∥ x(t, ε)− y(ε, t) ∥< η.
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2.4 Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äèôåðåí-

öiàëüíèì âêëþ÷åííÿì çi øâèäêîêîëèâíè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè íà ñêií÷åííîìó iíòåðâà-

ëi

2.4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çi øâèäêîêîëèâíèìè çìiííè-

ìè, ëiíiéíó çà êåðóâàííÿì

ẋ ∈ f(
t

ε
, x) + f1(x)u(t), x(0, u(0)) = x0 (2.14)

iç êðèòåði¹ì ÿêîñòi

Jε[u] =

T∫
0

[A(t, xε(t)) +B(t, u(t))] dt+ Φ(xε(T )) → inf (2.15)

Òàêîæ äëÿ çàäà÷i (2.14) ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íèé çà êåðóâàííÿì êðèòåðié

Jε[u] =

T∫
0

[A(t, xε(t)) + u2(t)] dt+ Φ(xε(T )) → inf (2.16)

Òóò ε > 0 - ìàëèé ïàðàìåòð, T > 0 - çàäàíà ñòàëà, x - ôàçîâèé âåêòîð â Rd,

u(t)−m-âèìiðíèé âåêòîð êåðóâàííÿ, ÿêèé íàëåæèòü äàíié ôóíêöiîíàëüíié
ìíîæèíi.

Çà óìîâè iñíóâàííÿ ðiâíîìiðíîãî çà x ∈ Rd ñåðåäíüîãî

lim
s→∞

1

s

s∫
0

f(t, x) dt = f0(x), (2.17)

äå f0(x) - îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (2.14),

(2.15) çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü íà
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[0, T ] áiëüø ïðîñòà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

ẏ = f0(y) + f1(u)u(t), y(0, u(0)) = x0 (2.18)

iç êðèòåði¹ì ÿêîñòi

J0[u] =

T∫
0

[A(t, y(t)) +B(t, u(t))] dt+Ψ(y(T )) → inf (2.19)

àáî

J0[u] =

T∫
0

[A(t, y(t)) + u2(t)] dt+Ψ(y(T )) → inf (2.20)
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2.4.2 Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Äëÿ ïàðàìåòðiâ çàäà÷i (2.14) - (2.15) áóäåìî ââàæàòè âèêîíàíèìè íàñòóïíi

óìîâè:

Óìîâà 1. Äîïóñòèìèìè êåðóâàííÿìè ¹ m - âèìiðíi âåêòîð-ôóíêöi¨

u(·) ∈ Lp([0, T ]), p > 1, ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â çàìêíåíié, îïóêëié

ìíîæèíi V ⊂ Rm.

Äëÿ çàäà÷i (2.14), (2.15) äîïóñòèìèìè êåðóâàííÿìè áóäåìî ââàæàòè m

- âèìiðíi âåêòîð-ôóíêöi¨ u(·) ∈ Lp([0, T ]), ÿêi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â çà-

ìêíåíié îïóêëié ìíîæèíi u ⊂ Rm.

Óìîâà 2. Áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ f(t, x)(f : Q = {t ≥ 0, x ∈ Rd} →
conv(Rd)) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ â Q, a d × m -

íåïåðåðâíà ìàòðèöÿ f1 âèçíà÷åíà ïðè x ∈ Rd i âèêîíàíi óìîâè:

1) f(t, x) â îáëàñòi Q çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ëiíiéíîãî ðîñòó çà x iç êîíñòàí-

òîþ M , òîáòî

|f(t, x)|+ := sup
ξ∈f(t,x)

|ξ| ≤M(1 + |x|) ∀(t, x) ∈ Q;

2) f(t, x) i f1(x) â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ çàäîâiëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ çà x

iç êîíñòàíòîþ λ, òîáòî

α(f(t, x), f(t, x′)) ≤ λ|x− x′|,

|f1(x)− f1(x
′)| ≤ λ|x− x′|.

Óìîâà 3. Ðiâíîìiðíî çà x ∈ Rd iñíó¹ ãðàíèöÿ (2.17)

lim
s→∞

1

s

s∫
0

f(t, x) dt = f0(x),

äå iíòåãðàë ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi Àóìàíà (Îçíà÷åííÿ 2.7), à çáiæíiñòü - â ñåíñi

ìåòðèêè Õàóñäîðôà (Îçíà÷åííÿ 2.6), ôóíêöiÿ f0 : Rd → Rd - îäíîçíà÷íà.

Óìîâà 4. Ñêàëÿðíi ôóíêöi¨ A(t, s) i B(t, u) âèçíà÷åíi ïðè t ∈ [0, T ], x ∈
Rd, u ∈ V i íåïåðåðâíi çà ñóêóðíiñòþ çìiííèõ ïðè÷îìó:
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1) A(t, x) ≥ 0, B(t, u) ≥ a|u|p äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ a > 0 i äëÿ êîæíîãî

t ∈ [0, T ] ôóíêöiÿ B(t, u) - îïóêëà çà u ∈ V ;

2) ôóíêöiÿ Ψ : Rd → R1 - íåïåðåðâíà çà x òà íåâiä'¹ìíà.

Çàóâàæåííÿ 2.4.1. Â ñèëó óìîâ íà f(t, x) i f1(x) ìà¹ìî, ùî ∀ε > 0 i äëÿ

êîæíîãî äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ u(t) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (2.14) iñíó¹

íà [0,T].

Ïðè öüîìó x(t, u) - àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Iç óìîâ 2, 3 âèïëè-

âà¹, ùî f0 òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ ç êîíñòàíòîþ λ. Òîìó äëÿ

êîæíîãî äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ u(t) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (2.18) y(t, u)

iñíó¹, ¹äèíèé íà [0, T ] i ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Òîìó êðèòåði¨

(2.15), (2.16), (2.19), (2.20) ìàþòü ñåíñ ïðè âñiõ äîïóñòèìèõ êåðóâàííÿõ.

Ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ùîäî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi, îäåðæàíèé â ñïiâàâòîðñòâi ç Í.Â. Êàñiìîâîþ.

Îñêiëüêè êëþ÷îâi îöiíêè, ÿêi îäåðæóþòüñÿ â ïðîöåñi äîâåäåííÿ, áóäóòü

âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøèõ ðåçóëüòàòàõ, äîâåäåííÿ íàâîäèòüñÿ â ïîâíîìó

îáñÿçi.

Òåîðåìà 2.4.1. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè 1-3. Òîäi, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü uε
w−→

u0 â Lp([0, T ]) ïðè ε→ 0, òî ðîçâ'ÿçîê xε(t) çàëà÷i Êîøi (2.14) ç êåðóâàí-

íÿì u(t) = uε(t) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà [0, T ] äî y(t) - ðîçâ'ÿçêó âiäïî-

âiäíî¨ çàäà÷i Êîøi (2.18) iç êåðóâàííÿì u(t) = u0(t), òîáòî

xε(t) ⇒ y(t), ε→ 0 (2.21)

ðiâíîìiðíî ïî t ∈ [0, T ].

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà çâè÷àéíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ

iç (2.14) ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ [19], ÿêà âèçíà÷à¹-

òüñÿ ÿê ìíîæèíà íåïåðåðâíèõ ôóíêöié xε(t), ùî çàäîâîëüíÿþòü âêëþ÷åííÿ

xε(t) ∈ x0 +

∫ t

0
f
(s
ε
, xε(s)

)
ds+

∫ t

0
f1(xε(s))uε(s)ds. (2.22)
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Â ñèëó óìîâ 1 i 2 îòðèìà¹ìî, ùî

|xε(t)| ≤ |x0|+
∫ t

0
M(1 + |xε(s)|)ds+

+

∫ t

0
(∥f1(0)∥+ λ|xε(s)|)|uε(s)|ds

àáî

|xε(t)| ≤ |x0|+
∫ t

0
(M + ∥f1(0)∥|uε(s)|)ds+

+

∫ t

0
(M + λ|uε(s)|)|xε(s)|ds.

(2.23)

Âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü Ãðoíóîëëà, áóäåìî ìàòè:

|xε(t)| ≤ (|x0|+M + ∥f1(0)∥T 1/q) · eMT+λT 1/q∥uε∥Lp[0,T ] (2.24)

Çi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi uε äî u0 âèïëèâà¹ ñèëüíà îáìåæåíiñòü uε, òîáòî

sup
ε>0

∥uε∥Lp[0,T ] <∞,

à òîìó iç (2.23) îòðèìà¹ìî, ùî ∃L > 0:

|xε(t)| ≤ L (2.25)

äëÿ âñiõ ε > 0 i t ∈ [0, T ]. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü

ñiì'¨ {xε(t)}.
Îá ðóíòó¹ìî ðiâíîñòåïåíåâó íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ xε(t) íà [0, T ]. Äëÿ äî-

âiëüíèõ t1 < t2, t1, t2 ∈ [0, T ], âèêîðèñòîâóþ÷è (2.23) i (2.25), ìà¹ìî:

|xε(t2)− xε(t1)| ≤
∫ t2

t1

M(1 + L)ds+

∫ t2

t1

(∥f1(0)∥+ λL)|uε(s)|ds ≤

≤M(1 + L)(t2 − t1) + (t2 − t1)
1/q(∥f1(0)∥+ λL)

(∫ t2

t1

|uε(s)|pds
)1/p

,
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1

p
+

1

q
= 1.

Òîäi â ñèëó òåîðåìè Àðöåëà iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü xεn(t) ïîñëiäîâíîñòi

xε(t), ÿêà ðiâíîìiðíî íà [0, T ] çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ x0(t) ïðè εn → 0.

Iç (2.22) ìà¹ìî:

xεn(t) ∈ x0 +

∫ t

0
f

(
s

εn
, xεn(s)

)
ds+

∫ t

0
f1(xεn(s))uεn(s)ds±

±
∫ t

0
f1(x0(s))uεn(s)ds = x0 +

∫ t

0
f

(
s

εn
, xεn(s

)
ds+

∫ t

0

+

∫ t

0
(f1(xεn(s))− f1(x0(s)))uεn(s)ds.

(2.26)

Â ñèëó óìîâè 2 äëÿ ôóíêöi¨ f(t, x) ìà¹ìî âèêîíàííÿ óìîâè a) Òåîðåìè

2.2.2. Çîêðåìà ç ïóíêòó 1) óìîâè 2 âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà îáìåæåíiñòü f(t, x),

à iç ïóíêòó 2) óìîâè 2 ìà¹ìî ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü f(t, x) ïî x.

Ïåðåâiðèìî iíòåãðàëüíó íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f
(

t
εn
, x
)
:= Y (εn, x). Çà

óìîâè âèêîíàííÿ (2.17), ïîêëàâøè f0 = Y (s, x, 0), áóäåìî ìàòè:

lim
εn→0

∫ t

0
Y (s, x, εn)ds = lim

εn→0

∫ t

0
f

(
s

εn
, x

)
ds = lim

εn→0

∫ t/εn

0
f(θ, x)dθ =

= t lim
εn→0

1

t/εn

∫ t/εn

0
f(θ, x)dθ =

∫ t

0
f0(x)ds =

∫ t

0
Y (s, x, 0)ds,

äå ãðàíè÷íå âiä áàãàòîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi Îçíà÷å-

ííÿ 2.6.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî âèêîíàííÿ óìîâè á) Òåîðåìè 2.2.2. Â ñèëó óìîâè 5

ìà¹ìî âèêîíàííÿ óìîâè â) Òåîðåìè 2.2.2.

Àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.2.2, ïðîâåäåíîãî, çîêðåìà, â [4; 18],

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

α

(∫ t

0
f

(
s

εn
, xεn(s)

)
ds,

∫ t

0
f0(x0(s))ds

)
→ 0, εn → 0. (2.27)
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Äàëi â ñèëó ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ìà¹ìî:

lim
εn→0

∫ t

0
f1(x0(s))uεn(s)ds =

∫ t

0
f1(x0(s))u0(s)ds. (2.28)

Âèêîðèñòàâøè ïóíêò 2) iç óìîâè 2 äëÿ îñòàííüîãî iíòåãðàëà â (2.26),

îòðèìà¹ìî îöiíêó∣∣∣∣∫ t

0
(f1(xεn(s))− f1(x0(s)))uεn(s)ds

∣∣∣∣ ≤
≤ λ

(∫ t

0
|xεn(s)− x0(s)|qds

)1/q

∥uεn∥Lp[0,T ]
→ 0, εn → 0,

(2.29)

â ñèëó ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi ∥uεn∥Lp[0,T ]. Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi â (2.23)

ïðè εn → 0:

x0(t) ∈ x0 +

∫ t

0
f0(x0(s))ds+

∫ t

0
f1(x0(s))u0(s)ds,

òîáòî x0(t) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (5), à òîìó â ñèëó ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó

x0(t) = y(t).

Îòæå, xεn(t) → y(t) ïðè εn → 0. Òîìó äîâiëüíà çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü

ôóíêöié iç ñiì'¨ çáiãà¹òüñÿ äî îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ãðàíèöi. Òèì ñàìèì ìà¹ìî

òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Â ñèëó Çàóâàæåííÿ 2.4.1 ìà¹ìî, ùî äëÿ ôóíêöiîíàëà (2.15) iñíó¹ ìiíi-

ìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü {(xnε (t), unε (t))}n≥1. Ïðè öüîìó xnε (t) = xε(t) íà [0, T ]

òà unε (t) = uε(t). Â ñèëó ëåìè Ìàçóðà i âëàñòèâîñòåé ìíîæèíè V ìà¹ìî,

ùî uε(t) ∈ V äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]. Òîìó çãiäíî ïðÿìîãî ìåòîäó âàðiàöiéíîãî

÷èñëåííÿ çàäà÷à (2.14), (2.15) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

Äàëi îäåðæèìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.4.2. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè 1�4. Íåõàé (x∗ε(t), u
∗
ε(t)) - ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (2.14), (2.15), J∗
ε i J∗

0 - âiäïîâiäíi ìiíiìàëüíi çíà÷åííÿ êðèòåði¨â

ÿêîñòi â çàäà÷àõ (2.14), (2.15) i (2.18), (2.19).

Òîäi
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1)

J∗
ε → J∗

0 , ε→ 0,

òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî η > 0 iñíó¹ ε0 > 0, òàêå ùî äëÿ âñiõ ε < ε0 ìà¹ìî

|J∗
ε − J∗

0 | < η; (2.30)

iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü εn → 0, n → ∞, i iñíó¹ îïòèìàëüíèé ïðîöåñ

(y∗(t), u∗(t)) â çàäà÷i (2.18), (2.19) òàêi, ùî

2)

x∗εn → y∗ (2.31)

ðiâíîìiðíî íà [0, T ];

3)

u∗εn ⇀ u∗ (2.32)

ñëàáî â Lp(0, T ).

ßêùî ïðè öüîìó óñåðåäíåíà çàäà÷à ìà¹ (2.18), (2.19) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê, òî çáiæíîñòi (2.31) i (2.32) ìàþòü ìiñöå äëÿ âñiõ ε→ 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (x∗ε(t), u
∗
ε(t)) i (y

∗(t), u∗(t)) - ðîçâ'ÿêè çàäà÷ (2.14), (2.15)

i (2.18), (2.19) âiäïîâiäíî, J∗
ε òà J∗

0 - âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ êðèòåði¨â ÿêîñòi.

Íåõàé u - äåÿêå ôiêñîâàíå äîïóñòèìå êåðóâàííÿ. Òîäi ç îïòèìàëüíîñòi u∗ε
âèâîäèìî

J∗
ε = Jε[u

∗
ε] ≤ Jε[u],

òîáòî
T∫

0

[A(t, x∗ε(t)) +B(t, u∗ε(t))] dt+ Φ(x∗ε(T )) ≤ (2.33)

T∫
0

[A(t, xε(t)) +B(t, u(t))] dt+ Φ(xε(T )),

äå xε - ðîçâ'ÿêîê çàäà÷i (2.14) ç êåðóâàííÿì u.

Òîäi ç îöiíêè (2.24) äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]

|xε(t)| ≤ (|x0|+M + ∥f1(0)∥T 1/q) · eMT+λT 1/q∥u∥Lp[0,T ] := C1
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Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó 4, çâiäñè âèâîäèìî

a

T∫
0

|u∗ε(t)|pdt ≤ T sup
|ξ|≤C1

A(t, ξ) + sup
|ξ|≤C1

Φ(ξ)

Öÿ îöiíêà ãàðàíòó¹ îáìåæåíiñòü {u∗ε} â Lp(0, T ), à îòæå, ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

εn → 0 ñëàáêó çáiæíiñòü

u∗εn ⇀ u∗,

äå â ñèëó òåîðåìè Ìàçóðà u∗ - äîïóñòèìå êåðóâàííÿ.

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è Òåîðåìó 2.4.1, îäåðæó¹ìî, ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

x∗εn(t) → y∗(t)

ðiâíîìiðíî íà [0, T ], äå y∗ - ðîçâ'ÿêîê çàäà÷i (2.18) ç êåðóâàííÿì u∗. Äîâå-

äåìî, ùî {y∗, u∗} - îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â çàäà÷i (2.18), (2.19). Äëÿ öüîãî

ðîçãëÿäà¹ìî íåðiâíiñòü (2.33), çàïèñàíó äëÿ áóäü-ÿêîãî äîïóñòèìîãî êåðó-

âàííÿ u. Çàñòîñîâóþ÷è äëÿ {xεn} Òåîðåìó 2.4.1, îäåðæó¹ìî, ùî ïî ïiäïî-

ñëiäîâíîñòi εn → 0 ìà¹ ìiñöå ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü

xεn → x,

äå x - ¹äèíèé ðîçâ'ÿêîê çàäà÷i (2.18) ç êåðóâàííÿì u. Îñêiëüêè ôóíêöiîíàë

u 7→ J [u] ¹ îïóêëèì i íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó, òî ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî íè-

æíüî¨ ãðàíèöi â (2.33) i îäåðæàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî äîïóñòèìî êåðóâàííÿ

u ñïðàâåäëèâî

J0[u
∗] ≤ J0[u].

Òàêèì ÷èíîì, {y∗, u∗} - îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â çàäà÷i (2.18), (2.19) i ïî

ïiäïîñëiäîâíîñòi ìàþòü ìiñöå çáiæíîñòi 2),3).

Äàëi, çàôiêñóâàâøè â íåðiâíîñòi (2.33) u = u∗, ìè îäåðæèìî, ïîâòîðþþ-

÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, íåðiâíiñòü

J0[u
∗] ≤ lim inf

εn→0
Jεn[u

∗
εn
] ≤ J0[u

∗]. (2.34)
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Öå îçíà÷à¹, ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

lim
εn→0

J∗
εn

= J∗
0 .

Çâiäñè â ñèëó äîâiëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi εn → 0 îäåðæó¹ìî çáiæíiñòü 1).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 2.4.2. Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò Òåîðåìè 2.4.1 ìîæíà îäåð-

æàòè äëÿ çàäà÷i (2.14), (2.16) â ïðîñòîði L2(0, T ). Áiëüøå òîãî, äëÿ ôóí-

êöiîíàëó (2.16) ç òâåðäæåííÿ (2.32) ìîæíà ïîñèëèòè, çàìiíèâøè ñëàáêó

çáiæíiñòü ñèëüíîþ â ïðîñòîði L2(0, T ). Äiéñíî, ç îöiíêè (2.34), à òàêîæ

ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi 2), ìà¹ìî íåðiâíiñòü

lim inf
εn→0

T∫
0

(u∗εn(t))
2dt ≤

T∫
0

(u∗(t))2dt,

ùî ðàçîì çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ ãàðàíòó¹ ñèëüíó çáiæíiñòü â ïðîñòîði

L2(0, T ).
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2.5 Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äèôåðåí-

öiàëüíèì âêëþ÷åííÿì çi øâèäêîêîëèâíè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè íà ïiâîñi

2.5.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ

âêëþ÷åíü íà ïiâîñi ç ìàëèì ïàðàìåòðîì i øâèäêî îñöèëþþ÷èìè êîåôi-

öi¹íòàìè

ẋ ∈ f

(
t

ε
, x

)
+ f1(x)u(t), x(0) = x0 (2.35)

ç êðèòåði¹ì ÿêîñòi

Jε[x, u] =

∫ ∞

0

(
e−jtA(t, xε(t)) + u2(t)

)
dt→ inf . (2.36)

Òóò ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð, j > 0 � ôiêñîâàíà ñòàëà, ùî õàðàêòåðèçó¹

äèñêîíò, x � ôàçîâèé âåêòîð ó Rd, u(t) � m-âèìiðíèé âåêòîð êåðóâàííÿ,

ÿêèé íàáèðà¹ çíà÷åíü ó äåÿêié ìíîæèíi U ⊂ Rm.

Íåõàé äëÿ áàãàòîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ f iñíó¹ ðiâíîìiðíî çà x ∈ Rd ñåðåäí¹

lim
s→∞

1

s

∫ s

0
f(t, x) dt = f0(x), (2.37)

äå iíòåãðàë âiä áàãàòîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçóìi¹ìî â ñåíñi Àóìàíà, à ìåæó

áàãàòîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçóìi¹ìî â ñåíñi Õàóñäîðôà.

Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íà ïiâîñi (2.35), (2.36) ñòàâèòüñÿ ó âiä-

ïîâiäíiñòü óñåðåäíåíà çàäà÷à êåðóâàííÿ:

ẏ ∈ f0(y) + f1(y)u(t), y(0) = x0 (2.38)

ç êðèòåði¹ì ÿêîñòi

J0[y, u] =

∫ ∞

0

(
e−jtA(t, y(t)) + u2(t)

)
dt→ inf . (2.39)

Äëÿ çàäà÷i (2.35), (2.36) i âiäïîâiäíî¨ ¨é óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (2.38), (2.39)
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áóäåìî ââàæàòè âèêîíàíèìè òàêi óìîâè:

Óìîâà 1.Äîïóñòèìèìè êåðóâàííÿìè áóäåìî ââàæàòèm-âèìiðíi âåêòîð-

ôóíêöi¨ u(·) ∈ L2([0,∞)), ùî íàáèðàþòü çíà÷åíü ó çàìêíåíié, îïóêëié ìíî-

æèíi U ⊂ Rm, ïðè öüîìó ââàæà¹ìî òàêîæ, ùî 0 ∈ U .

Óìîâà 2. Ôóíêöiÿ A(t, x) âèçíà÷åíà ïðè t ≥ 0, x ∈ Rd, u ∈ U , âèìiðíà

ïî t i íåïåðåðâíà ïî x, ïðè÷îìó

∃C > 0 : A(t, x) ≥ −C,

i çàäîâîëüíÿ¹ ïðè x ∈ Rd óìîâó ðîñòó

∃K > 0 : |A(t, x)| ≤ K(1 + |x|p)

äëÿ êîæíîãî t ≥ 0 i x ∈ Rd, p ≥ 0.

Óìîâà 3. Áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ f(t, x) (f : Q = {t ≥ 0, x ∈ Rd} →
conv(Rd)) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà â ìåòðèöi Õàóñäîðôà çà ñóêóïíiñòþ çìií-

íèõ â Q, à ìàòðè÷íîçíà÷íà ôóíêöiÿ f1(x) íåïåðåðâíà ïî x ∈ Rd i âèêîíó-

þòüñÿ òàêi óìîâè:

1) f(t, x) â îáëàñòi Q çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ëiíiéíîãî çðîñòàííÿ ïî x iç

êîíñòàíòàìè L1 òà L2, òîáòî

|f(t, x)|+ := sup
ξ∈f(t,x)

|ξ| ≤ L1 + L2|x| ∀(t, x) ∈ Q;

f1(x) â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ëiíiéíîãî çðîñòàííÿ çà x

iç êîíñòàíòàìè L3 òà L4, òîáòî

|f1(x)| ≤ L3 + L4|x|, (2.40)

äå

j > L2p.

2) f(t, x) i f1(x) â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ ïî

x ðiâíîìiðíî ïî t iç êîíñòàíòàìè K1, K2 > 0 âiäïîâiäíî.

Óìîâà 4. Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ áàãàòîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ f ó ñåíñi ãðàíèöi

(2.37) ¹ îäíîçíà÷íîþ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.
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2.5.2 Àíàëiç äîïóñòèìèõ ïàð

Îá ðóíòó¹ìî ðåçóëüòàò ñòîñîâíî ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (2.35), (2.36), (2.38),

(2.39).

Ëåìà 2.5.1. (ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.35), (2.36)). Ïðè âèêîíàííi

óìîâ 1 � 3 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (2.35), (2.36) iñíó¹.

Äîâåäåííÿ. Îá ðóíòóâàííÿ ïðîâåäåìî ó êiëüêà êðîêiâ. Çàôiêñó¹ìî ε > 0.

Êðîê 1. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (2.35).

Ç óìîâ 1, 3 òà Òåîðåìè 1 iç [5] âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî äîïóñòèìîãî

êåðóâàííÿ u(t) ðîçâ'ÿçîê x(t, u) çàäà÷i Êîøi (2.35) iñíó¹ íà [0,+∞) òà ¹

àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Òîìó ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïàð çàäà÷i

(2.35), (2.36) ¹ íåïîðîæíüîþ.

Êðîê 2.Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiîíàë ó (2.36) äîñÿãà¹ ñêií÷åííîãî åêñòðåìó-

ìó. Ñïî÷àòêó âèâåäåìî àïðiîðíó îöiíêó äëÿ x(t). Îñêiëüêè x � àáñîëþòíî

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òî t 7→ |x(t)| � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà i

d

dt
|x(t)| ≤ |ẋ(t)| ì.ñ.

Òîìó áóäåìî ìàòè

d

dt
|x(t)| ≤ |ẋ(t)| ≤ ∥f(t, x)∥++|f1(x)||u(t)| ≤ L1+L2|x(t)|+(L3+L4|x(t)|)|u(t)|.

Çâiäñè

|x(t)| ≤ |x(0)|+
∫ t

0
(L1 + L2|x(s)|+ (L3 + L4|x(s)|)|u(s)|)ds. (2.41)

Çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Ãðàíóîëà i îòðèìà¹ìî

|x(t)| ≤
(
|x(0)|+ L1t+ L3t

1/2∥u∥L2

)
e
∫ t

0 (L2+L4|u(s)|)ds.

Âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü Þíãà, â ðåçóëüòàòi áóäåìî ìàòè

|x(t)| ≤
(
|x(0)|+ L1t+ L3t

1/2∥u∥L2

)
eL2t+

δ
2L

4
2t+

1
2δ∥u∥

2
L2 (2.42)

äëÿ äîñèòü ìàëîãî δ > 0.
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Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.40) òà îöiíêó (2.42), äëÿ ôóí-

êöiîíàëó ÿêîñòi îäåðæèìî

|Jε[x, u]| ≤
∫ ∞

0
e−jt(K(1 + |x|p))dt+

∫ ∞

0
u2(t)dt <∞.

Îòæå, êðèòåðié ÿêîñòi (2.36) ìà¹ ñåíñ äëÿ âñiõ äîïóñòèìèõ êåðóâàíü.

Êðîê 3. Íåõàé {(un, xn) ∈ Ξ}n∈N � ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü çàäà÷i

(2.35), (2.36), äå Ξ � ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïàð çàäà÷i (2.35), (2.36):

Ξ = {(u, x) : u çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 1,

x ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (2.35) äëÿ âñiõ äîïóñòèìèõ u}.

Îñêiëüêè çãiäíî ç óìîâîþ 2 Jε[x, u] ≥ −C/j, òî

lim
n→∞

Jε[xn, un] = inf
(u,x)∈Ξ

Jε[x, u] = aε ∈ (−∞,+∞).

Çàâäÿêè óìîâàì äëÿ ôóíêöi¨ A(t, x(t)) áóäåìî ìàòè∫ ∞

0
u2n(t)dt ≤ aε −

∫ ∞

0
e−jtA(t, x(t))dt+ 1 ≤ aε +

C

j
+ 1 =: Cε1.

Çâiäêè ìà¹ìî îáìåæåíiñòü, à òîìó é ñëàáêó çáiæíiñòü äåÿêî¨ ïiäïîñëi-

äîâíîñòi ç {un}n∈N (äëÿ ÿêî¨ äëÿ ñïðîùåííÿ, íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi,

çàëèøèìî òi æ ïîçíà÷åííÿ) äî äåÿêîãî åëåìåíòà u∗ ó ïðîñòîði L2([0,∞)).

Íàëåæíiñòü u∗ ìíîæèíi U äëÿ êîæíîãî t ≥ 0 âèïëèâà¹ ç ëåìè Ìàçóðà.

Çãiäíî ç îöiíêîþ (2.42) òà ñëàáêîþ çáiæíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi {un}n∈N
ó ïðîñòîði L2([0,∞)) áóäåìî ìàòè ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi

{xn}n∈N íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi [0, T ], òîáòî

∃L > 0 : |xn(t)| ≤ L, t ∈ [0, T ]. (2.43)

Äàëi äëÿ äîâiëüíèõ t1 < t2, t1, t2 ∈ [0, T ], âèêîðèñòîâóþ÷è (2.41) òà (2.43),
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îäåðæó¹ìî

|xn(t2)− xn(t1)| ≤
∫ t2

t1

(L1 + L2L)ds+

∫ t2

t1

(L3 + L4L)|un(s)|ds ≤

≤ (L1 + L2L)(t2 − t1) + (L3 + L4L)(t2 − t1)
1/2

(∫ t2

t1

|un(s)|2ds
)1/2

.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ ðiâíîñòåïåíåâà íåïåðåðâíiñòü ïîñëiäîâ-

íîñòi {xn}n∈N íà êîæíîìó [0, T ]. Çà òåîðåìîþ Àðöåëà ìà¹ìî ðiâíîìiðíó

çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {xn}n∈N (à òî÷íiøå, ¨¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi) äî äåÿêî-

ãî åëåìåíòà x∗ íà êîæíîìó [0, T ], òèì ñàìèì ìà¹ìî ïîòî÷êîâó çáiæíiñòü

{xn}n∈N íà (0,+∞). Çà äîïîìîãîþ ìiðêóâàíü, àíàëîãi÷íèõ äî [69] (òåîðåìà

3) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî x∗ � öå ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (2.35). Òîìó

(u∗(t), x∗(t)) ∈ Ξ.

Çàâäÿêè íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó íîðìè â ïðîñòîði L2([0,∞)), âëàñòè-

âîñòÿì ôóíêöi¨ A(t, x(t)), ïîòî÷êîâié çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi xn(t) é îöiíöi

(2.42), çàñòîñóâàâøè òåîðåìó Ëåáåãà, áóäåìî ìàòè

inf
(u,x)∈Ξ

Jε[x, u] = lim
n→∞

Jε[xn, un] =

= lim
n→∞

(∫ ∞

0
e−jtA(t, xn(t))dt+

∫ ∞

0
u2n(t)dt

)
≥

≥
∫ ∞

0
e−jtA(t, x∗(t))dt+

∫ ∞

0
(u∗)2(t)dt = Jε[x

∗, u∗].

Òàêèì ÷èíîì, ïàðà (u∗(t), x∗(t)) ¹ îïòèìàëüíîþ äëÿ çàäà÷i (2.35), (2.36).

Çàóâàæåííÿ 2.5.1. Çàâäÿêè âëàñòèâîñòÿì ìåòðèêè Õàóñäîðôà óìîâà 3

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ óñåðåäíåíî¨ ôóíêöi¨ f0(x) iç òèìè æ ñòàëèìè, ùî é äëÿ

ôóíêöi¨ f(t, x).

Äiéñíî,

∀ξ ∈ F (t, x) : |ξ| ≤ L1 + L2|x|.
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Âðàõîâóþ÷è, ùî

distH

(
1

s

∫ s

0
f(t, x)dt, f0(x)

)
→ 0, s→ ∞,

ìà¹ìî, ùî ∀ε > 0

∃s0 : ∀s ≥ s0 f0(x) ∈ Oε

(
1

s

∫ s

0
f(t, x)dt

)
.

Äàëi îäåðæó¹ìî

|f0(x)| ≤
∥∥∥∥1s
∫ s

0
f(t, x)dt

∥∥∥∥+ ε ≤ 1

s

∫ s

0
∥f(t, x)∥+dt+ ε ≤ L1 + L2|x|+ ε.

Çâiäñè áà÷èìî, ùî ï. 1) óìîâè 3 âèêîíó¹òüñÿ. Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàí-

íÿìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó ùîäî âèêîíàííÿ óìîâè Ëiïøèöÿ äëÿ f0(x) ç

êîíñòàíòîþ K1.

Òîìó ïðè âèêîíàííi óìîâè 4 ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ òà

¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (2.38) íà ïiâîñi.

Êðiì òîãî, çàâäÿêè ëåìi ìîæíà îòðèìàòè âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêó äëÿ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (2.38), (2.39).
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2.5.3 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Òåîðåìà 2.5.1. Íåõàé (x∗ε(t), u
∗
ε(t)) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.35), (2.36),

J∗
ε = inf

(x,u)∈Ξ1

Jε[x, u],

J∗
0 = inf

(x,u)∈Ξ2

J0[x, u],

äå Ξ1,Ξ2 � ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ïàð çàäà÷ (2.35), (2.36) i (2.38), (2.39)

âiäïîâiäíî.

Òîäi

1)

J∗
ε → J∗

0 , ε→ 0;

iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü εn → 0, n → ∞ òà iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê (y∗(t), u∗(t))

çàäà÷i (2.38), (2.39) òàêi, ùî

2)

x∗εn → y∗ (2.44)

ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó âiäðiçêó [0, T ] äëÿ äîâiëüíîãî T > 0;

3)

u∗εn ⇀ u∗ (2.45)

ñëàáêî â L2([0,∞)).

ßêùî ïðè öüîìó óñåðåäíåíà çàäà÷à (2.38), (2.39) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê,

òî çáiæíîñòi (2.44), (2.45) ìàþòü ìiñöå ïðè âñiõ ε→ 0.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ ðîçâ'ÿçêè äëÿ çàäà÷ (2.35), (2.36) òà (2.38),

(2.39) iñíóþòü.

Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ðîçãëÿíåìî

Jε[x
∗
ε, u

∗
ε] ≤ Jε[xε, 0],

äå xε(t) - ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (2.35) ç êåðóâàííÿì u = 0.

Çàâäÿêè óìîâi 2 ìà¹ìî∫ ∞

0
e−jtA(t, xε(t))dt ≥ −C

j
. (2.46)
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Ïðè u = 0 äëÿ ðîçâ'ÿçêó xε(t) çàäà÷i Êîøi (2.35) çàâäÿêè îöiíöi (2.42)

îòðèìó¹ìî

|xε(t)| ≤ (|xε(0)|+ L1t)e
L2t+

δ
2L

4
2t, t ≥ 0,

à òîìó ç óìîâè 2 òà (2.40) áóäåìî ìàòè

Jε[xε, 0] =

∫ ∞

0
e−jtA(t, xε(t))dt ≤

≤
∫ ∞

0
e−jtK

(
1 + (|xε(0)|+ L1t)

peL2tp+
δ
2L

4
2tp
)
dt ≤ c2.

(2.47)

Ç (2.46) òà (2.47), ó ñâîþ ÷åðãó, ìà¹ìî∫ ∞

0
|u∗ε(t)|2dt ≤ c2 +

C

j
=: c3, (2.48)

äå c3 íå çàëåæèòü âiä ε.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü u∗ε ñëàáêî êîìïàêòíà â L
2([0,+∞)).

Íåõàé u∗εn � ñëàáêî çáiæíà äî u0 ïîñëiäîâíiñòü îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü, äå

u0 � äîïóñòèìå êåðóâàííÿ äëÿ çàäà÷i (2.38), (2.39). Íåõàé x0(t) � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i Êîøi (2.38) ç u(t) = u0(t). Îñêiëüêè çi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â L2([0,∞))

âèïëèâà¹ ñëàáêà çáiæíiñòü ó L2([0, T ]) äëÿ äîâiëüíîãî T > 0, òî ç òåîðåìè

3 iç [69] îäåðæó¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê x∗εn(t) çàäà÷i Êîøi (2.35) ðiâíîìiðíî íà

[0, T ] ïðÿìó¹ äî x0(t) ïðè εn → 0. Çàâäÿêè äîâiëüíîñòi T çâiäñè âèïëèâà¹

ïîòî÷êîâà çáiæíiñòü x∗εn(t) äî x0(t) ïðè êîæíîìó t ≥ 0.

Òåïåð íåõàé u∗(t) - îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â çàäà÷i (2.38), (2.39). Çàôi-

êñó¹ìî u∗(t) â ïðàâié ÷àñòèíi (2.35), i íåõàé xεn(t, u
∗) - ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i.

Çàñòîñîâóþ÷è äî íüîãî ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, îäåðæó¹ìî, ùî âií çáiãà¹òüñÿ

ðiâíîìiðíî íà [0, T ] äëÿ áóäü-ÿêîãî T > 0 çáiãà¹òüñÿ äî y∗(t) - ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷ Êîøi (2.38) ç êåðóâàííÿì u∗.

Òîäi, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi (äèâ. [28]),

J∗
εn

≤ J∗
0 + Jεn[xεn, u

∗]− J0[y
∗, u∗]. (2.49)
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Àëå

|Jεn[xεn, u∗]− J0[y
∗, u∗]| ≤

≤
∫ ∞

0
e−jt|A(t, x∗εn(t, u

∗))− A(t, y∗(t))|dt→ 0, εn → 0,
(2.50)

çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëåáåãà, îöiíêîþ (2.42) é óìîâàìè ðîñòó A(t, x) ïî x.

Ç iíøîãî áîêó,

J∗
0 ≤ J∗

εn
+ J0[y

∗, u∗εn]− Jεn[x
∗
εn
, u∗εn]. (2.51)

Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíi ñèñòåìè

żεn ∈ f (t, zεn) + f1(zεn)u
∗
εn
,

ẋ0 = f0(x0) + f1(x0)u0.

Çàñòîñóâàâøè äî íèõ òåîðåìó 3 ç [69], îòðèìà¹ìî, ùî zn(t) ðiâíîìiðíî

íà [0, T ] i ïîòî÷êîâî íà ïiâîñi t ≥ 0 ïðÿìó¹ äî x0(t) ïðè εn → 0. Çâiäñè òà

çi çáiæíîñòi x∗εn(t) äî x0 îäåðæèìî

x∗εn(t)− zεn(t) → 0, εn → 0,

äëÿ êîæíîãî t ≥ 0.

Òîìó ∣∣Jεn[x∗εn, u∗εn]− J0[x0, u
∗
εn
]
∣∣ ≤

≤
∫ ∞

0
e−jt|A(t, x∗εn(t))− A(t, x0(t))|dt+

+

∫ ∞

0
e−jt|A(t, zεn(t))− A(t, x0(t))|dt→ 0, εn → 0.

(2.52)

Ç (2.49), (2.51), (2.52) âèïëèâà¹, ùî

J∗
εn

→ J∗
0 , εn → 0.
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Àíàëîãi÷íî äî ìiðêóâàíü iç [28] ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

J∗
ε → J∗

0 , ε→ 0. (2.53)

Çâiäñè ìà¹ìî òâåðäæåííÿ 1) òåîðåìè.

Ïîêàæåìî, ùî u0 � îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Äiéñíî,

J∗
εn

=

∫ ∞

0
e−jtA(t, x∗εn(t))dt+

∫ ∞

0
|u∗εn(t)|

2dt. (2.54)

Âðàõîâóþ÷è òåïåð óìîâó íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó íîðìè â L2([0,+∞)),

(2.53), òåîðåìó Ëåáåãà i ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â (2.54) ïðè εn → 0, ìà¹ìî

J∗
0 =

∫ ∞

0
e−jtA(t, x0(t))dt+ lim

εn→0

∫ ∞

0
|u∗εn(t)|

2dt ≥

≥
∫ ∞

0
e−jtA(t, x0(t))dt+

∫ ∞

0
|u0(t)|2dt.

Çâiäñè âèïëèâà¹ îïòèìàëüíiñòü ïàðè (x0, u0), ùî é äîâîäèòü òâåðäæåííÿ

2), 3) òåîðåìè.

Òàêîæ âiäçíà÷èìî, ùî

|J∗
ε − Jε[x

∗
εn
, u0]| ≤ |J∗

ε − J∗
0 |+ |J0[x0, u0]− Jε[x

∗
εn
, u0]|.

Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíi ñèñòåìè

ẋε ∈ f

(
t

ε
, xε

)
+ f1(xε)u0(t) (2.55)

i

ẏ0 = f0(y) + f1(y)u0(t). (2.56)

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 3 ç [69] äî ñèñòåì (2.55), (2.56), àíàëîãi÷íî äî (2.50)

îòðèìà¹ìî

J0[x0, u0]− Jε[x
∗
εn
, u0] → 0, ε→ 0.

Çâiäñè òà ç òâåðäæåííÿ 1) òåîðåìè îäåðæèìî òîé ôàêò, ùî u0 ìîæå

ñëóãóâàòè íàáëèæåíèì äî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿì ó âèõiäíié çàäà÷i.
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ßêùî óñåðåäíåíà çàäà÷à (2.38), (2.39) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, òî ç íà-

âåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî ç äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (x∗εn, u
∗
εn
)

âèäiëÿ¹òüñÿ çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü i âñi òàêi ïiäïîñëiäîâíîñòi çáiãàþòüñÿ

äî îäíi¹¨ é òi¨ æ ìåæi. Çâiäñè ìà¹ìî îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
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2.6 Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äèôåðåí-

öiàëüíèì âêëþ÷åííÿì òèïó Êàðàòåîäîði

çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè

2.6.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ó äàíîìó ïóíêòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ äè-

ôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ òèïó Êàðàòåîäîði, àôiííîãî ùîäî êåðóâàííÿ ç

êîåðöèòèâíèì ôóíêöiîíàëîì âàðòîñòi íà ïiâîñi òà øâèäêî îñöèëþþ÷èìè

êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä ÷àñó. Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó

ìè íå íàêëàäà¹ìî íà ìíîãîçíà÷íó ôóíêöiþ óìîâó Ëiïøèöÿ. Çà óìîâè íà-

ïiâíåïåðåðâíîñòi çâåðõó i îáìåæåíîñòi ìè äîâîäèìî, ùî êîëè ìàëèé ïàðà-

ìåòð çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ, ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ïðÿìó¹ äî äåÿêîãî ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè êîåôiöi¹íòàìè, äå óñåðå-

äíåííÿ ìè ðîçóìi¹ìî â ñåíñi âåðõíüî¨ ìåæi Êóðàòîâñüêîãî.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî íàñòóïíó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

ẋ(t) ∈ f(
t

ε
, x(t)) + g(x(t))u(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,
(2.57)

u ∈ U = {u ∈ L2(0,∞;Rm)| u(t) ∈ U ìàéæå âñþäè íà (0,∞)} (2.58)

òàêå, ùî

J(x, u) =

∫ ∞

0
(e−γtφ(x(t)) + |u(t)|2)dt → inf, (2.59)

äå ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð, i f, g, φ çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:

1) f : [0,∞)× Rd → conv(Rd);

2) ∀x ∈ Rd âiäîáðàæåííÿ f(·, x) ìà¹ âèìiðíèé ñåëåêòîð;
3) ∀t ≥ 0 âiäîáðàæåííÿ f(t, ·) ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó;

4) ∃M ≥ 0 ∀x ∈ Rd ∀t ≥ 0 |f(t, x)|+ ≤M ;

5) g : Rd → Rd×m ¹ íåïåðåðâíèì i îáìåæåíèì, òîáòî ∃N ≥ 0 òàêå, ùî

|g(x)| ≤ N, x ∈ Rd;

6) U ⊂ Rm ¹ çàìêíåíîþ, îïóêëîþ ìíîæèíîþ i 0 ∈ U ;

7) φ : Rd → R ¹ íåïåðåðâíîþ, i iñíóþòü êîíñòàíòè c > 0 òà p ≥ 1, òàêi
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ùî

inf
x∈Rd

φ(x) ≥ −c, |φ(x)| ≤ c(1 + ||x||p).

Äëÿ çàäàíî¨ êåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ u ∈ U ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.57) ââàæà¹-

òüñÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ x, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (2.57) ìàéæå âñþäè

(ì.â.) íà [0,+∞). Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî {x, u} ¹ äîïóñòèìîþ ïàðîþ

äëÿ (2.57)-(2.59). Äîïóñòèìà ïàðà {xε, uε} íàçèâà¹òüñÿ îïòèìàëüíîþ ïàðîþ

(àáî ðîçâ'ÿçêîì) çàäà÷i (2.57)-(2.59), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ äîïóñòèìî¨ ïàðè

{x, u} âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

J(xε, uε) ≤ J(x, u).

Iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó {xε, uε} áóäå âñòàíîâëåíî â íàñòóïíî-
ìó ïóíêòi.

Ïîçíà÷èìî

Jε := inf J(x, u) = J(xε, uε).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä ç [16], âèçíà÷èìî óñåðåäíåíó ôóíêöiþ f̄ íà îñíîâi

ïîíÿòòÿ âåðõíüî¨ ãðàíèöi â ñåíñi Êóðàòîâñüêîãî [5]

f̄(x) = ∩δ>0F̄
δ(x),

äå F̄ δ � îïóêëà îáîëîíêà âiäîáðàæåííÿ

Φδ(x) = lim sup
θ↗1

lim sup
T→∞

1

(1− θ)T
I(θT, T, x, δ),

I(θT, T, x, δ) =
{∫ T

θT
v(t)dt | v(·) ∈ L1

loc(0,∞;Rd), v(t) ∈ f(t, y), y ∈ Oδ(x)
}
.

Ó ðîáîòi [16] äîâåäåíî, ùî ÿêùî iñíó¹

F̄ (x) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
f(t, x)dt

ó ñåíñi âiäñòàíi Õàóñäîðôà distH , i ÿêùî f(t, ·) ¹ ëiïøèöåâèì, òî âèêîíó¹-
òüñÿ ðiâíiñòü f̄ = F̄ .
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ẋ ∈ f̄(x) + g(x)u(t), x(0) = x0, (2.60)

u ∈ U (2.61)

J(x, u) → inf (2.62)

Íàøà ìåòà � äîâåñòè, ùî ïðè ε→ 0 âèêîíó¹òüñÿ

Jε → J̄

i â ïåâíîìó ñåíñi

{xε, uε} → {x̄, ū},

äå x̄, ū ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.60)-(2.62), J̄ = J(x̄, ū).
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2.6.2 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (2.57). Çà óìîâ 1)-5) äëÿ êîæíîãî u ∈ L2(0,∞;Rm) i

ε > 0 çàäà÷à (2.57) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê [4, 5], i âèêîíó¹òüñÿ òàêà îöiíêà:

d

dx
||x(t)|| ≤ ||ẋ(t)|| ≤M +N |u(t)| ì.í. (2.63)

||x(t)|| ≤ ||x0||+ (M +N)t+N |u|2L2. (2.64)

Êðiì òîãî, ÿêùî äëÿ ôiêñîâàíîãî ε > 0 xn ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.57) äëÿ êåðóâà-

ííÿ un, n ∈ N, i supn∈N ||un||L2 <∞, òî, âèäiëÿþ÷è ïiäïîñëiäîâíiñòü, ìà¹ìî

òàêó çáiæíiñòü:

un → u ñëàáî â L2(0,∞;Rm) (2.65)

xn → x ó C([0, T ];Rd), T > 0 (2.66)

äå x � öå ðîçâ'ÿçîê (2.57) ç êåðóâàííÿì u. ßêùî äîäàòêîâî un ∈ U äëÿ

n ∈ N, òî u ∈ U .

Ëåìà 2.6.1. Çà óìîâ 1)�7) çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (2.57)-(2.59)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê {xε, uε}.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äåÿêå ε > 0 i íåõàé äîïóñòèìi ïàðè {xn, un}, n ∈ N

òàêi, ùî

Jε = inf J(x, u) = lim
n→∞

J(xn, un).

Òîäi, âiäïîâiäíî äî ïðèïóùåííÿ 7), ó ôîðìóëþâàííi çàäà÷i äëÿ äîñòàòíüî

âåëèêèõ n ìà¹ìî

− c

γ
+

∫ ∞

0
|un(t)|2dt ≤ J(xn, un) ≤ Jε + 1.

Îòæå, âèäiëÿþ÷è ïiäïîñëiäîâíiñòü, ïðè n → ∞ âèïëèâà¹, ùî {xn, un} →
{x, u} ó ñåíñi (2.65),(2.66), i u ∈ U . Äîâåäåìî, ùî {x, u} ¹ îïòèìàëüíîþ

ïàðîþ â (2.57)-(2.59). Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

e−γtφ(xn(t)) → e−γtφ(x(t)), t ≥ 0
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Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è (2.64), îòðèìó¹ìî

e−γtφ(xn(t)) ≤ e−γtc(1 + (||x0||+ (M +N)t+N(Jε + 1 +
c

γ
))p) ≤ c1(ε)e

−γ
2 t.

Òîäi òåîðåìà Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü äà¹∫ ∞

0
e−γtφ(xn(t))dt→

∫ ∞

0
e−γtφ(x(t))dt

i, âiäïîâiäíî,

Jε = lim
n→∞

J(xn, un) ≥ lim
n→∞

∫ ∞

0
e−γtφ(xn(t))dt+ lim

n→∞

∫ ∞

0
|un(t)|2dt ≥ J(x, u)

îòæå, {x, u} ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.57)-(2.59).

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ íåâåëèêèì óçàãàëüíåííÿì [16, Theorem 4.1] i [4,

Theorem 1.1].

Ëåìà 2.6.2. Íåõàé f : [0,∞) × Rd → conv(Rd) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)-4).

Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ëîêàëüíî ëiïøèöåâèõ âiäîáðàæåíü fk : [0,∞) ×
Rd → conv, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1)-4) äëÿ k ∈ N i

f(t, x) ⊂ · · · ⊂ fk+1(t, x) ⊂ fk(t, x), t ≥ 0, x ∈ Rd, k ∈ N (2.67)

Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî k ∈ N i x ∈ Rd iñíóþòü lk > 0 i δk > 0, òàêi ùî

distH(f
k(t, x′), fk(t, x′′)) ≤ lk∥x′ − x′′∥, x′, x′′ ∈ Oδk(x), t ≥ 0, (2.68)

áiëüøå òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0, t ≥ 0, x ∈ Rd iñíó¹ K = K(ε, t, x),

òàêå ùî

fk(t, x) ⊂ cof(t, Oε(x)), k ≥ K. (2.69)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Ork(y
k
i )}∞i=1 ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííèì ïîêðèòòÿì Rd, äå

rk := 1
3k−1 , k ∈ N. Íåõàé {ψk

i }∞i=1 � öå ñèñòåìà îäèíè÷íîãî ðîçáèòòÿ, ïiä-

ïîðÿäêîâàíà öüîìó ïîêðèòòþ òà ñêëàäåíà ç ëîêàëüíî ëiïøèöåâèõ ôóíêöié

supψk
i ⊂ Ork(y

k
i ), äèâ. [8].
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Äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N i x ∈ Rd iñíóþòü δk = δk(x) > 0 i lk(x) > 0, òàêi

ùî δk → 0, k → ∞ i

N(k, x) := {i ∈ N| Ork(y
k
i ) ∩Oδk(x) ̸= ∅}

¹ ñêií÷åííèì, à äëÿ áóäü-ÿêèõ x′, x′′ ∈ Oδk(x)∑
i∈N(k,x)

|ψk
i (x

′)− ψk
i (x

′′)| ≤ lk(x)∥x′ − x′′∥.

Òîäi âiäîáðàæåííÿ

fk(t, x) =
∞∑
i=1

ψk
i (x) · cof(t, O2rk(y

k
i )) =

∑
i∈N(k,x)

ψk
i (x) · cof(t, O2rk(y

k
i ))

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)-4), (2.67),(2.68), äèâ. [4] äëÿ äåòàëåé. Íàðåøòi, äëÿ

áóäü-ÿêîãî ε > 0 âèáåðåìî K = K(ε, t, x) òàê, ùî

δk + rk <
ε

3
, k ≥ K.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ N(k, x) i áóäü-ÿêîãî z ∈ O2rk(y
k
i ) ìà¹ìî

∥z − x∥ ≤ ∥z − yki ∥+ ∥yki − x∥ ≤ 2rk + δk + rk < ε.

Îòæå, f(t, O2rk(y
k
i )) ⊂ f(t, Oε(x)) i fk(t, x) ⊂ cof(t, Oε(x)). Ëåìó äîâåäå-

íî.

Ëåìà 2.6.3. Íåõàé εn → 0 ïðè n → ∞ i xn � ðîçâ'ÿçîê (2.57) ç êåðóâàí-

íÿì un. Íåõàé {xn, un} → {x, u} ïðè n → ∞ ó ñåíñi (2.65), (2.66). Òîäi x

¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.60) ç êåðóâàííÿì u.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé fk � ëiïøèöåâå âiäîáðàæåííÿ ç ëåìè 2.6.2. Òîäi äëÿ

áóäü-ÿêîãî k ∈ N ìà¹ìî

ẋn(t) ∈ fk
(
t

εn
, xn(t)

)
+ g(xn(t))un(t) ìàéæå ñêðiçü

Ôiêñó¹ìî τ1 òàêå, ùî ïîõiäíà ẋ(τ1) iñíó¹, i íåõàé τ1 ¹ òî÷êîþ Ëåáåãà äëÿ
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g(x(·))u(·). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî n ≥ N(x(τ1)) òà äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ |s−τ1|
ìà¹ìî |xn(s)− x(τ1)| < δk i

xn(τ2)− xn(τ1) ∈
∫ τ2

τ1

[
fk
(
s

εn
, x(τ1)

)
+ lk∥xn(s)− x(τ1)∥ ·B1

]
ds+

+

∫ τ2

τ1

g(xn(s))un(s)ds,

äå lk âçÿòî ç (2.68), B1 = {x | ||x|| ≤ 1}. Òîäi

xn(τ2)− xn(τ1) ∈
∫ τ2

τ1

fk
(
s

εn
, x(τ1)

)
ds+ lk

∫ τ2

τ1

∥xn(s)− xn(τ1)∥ds ·B1+

+lk

∫ τ2

τ1

∥xn(τ1)− x(τ1)∥ ·B1 +

∫ τ2

τ1

(g(xn(s))un(s)− g(x(s))u(s))ds+

+

∫ τ2

τ1

g(x(s))u(s)ds

Íåõàé η > 0 � äîâiëüíî ìàëå. Òîäi äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî |τ2 − τ1| i
äîñòàòíüî âåëèêîãî n ∈ N îòðèìó¹ìî çàâäÿêè (2.63):

lk

∫ τ2

τ1

∥xn(s)− xn(τ1)∥ds ≤ lk

∫ τ2

τ1

∫ s

τ1

(M +N∥un(t)∥)dt ds ≤

≤ lk

∫ τ2

τ1

(M(τ2 − τ1) +N
√
τ2 − τ1∥un∥)dt <

η

2
(τ2 − τ1).

Äàëi
xn(τ2)− xn(τ1)

τ2 − τ1
∈ 1

τ2 − τ1

∫ τ2

τ1

fk(
s

εn
, x(τ1))ds+

+
1

τ2 − τ1

∫ τ2

τ1

g(xn(t))un(t)dt+ ηB1+

+
xn(τ2)− xn(τ1)

τ2 − τ1
∈ εn
τ2 − τ1

∫ τ2
εn

τ1
εn

fk(s, x(τ1))ds+
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+
1

τ2 − τ1

∫ τ2

τ1

g(xn(t))un(t)dt+ ηB1

i, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞, îòðèìó¹ìî

x(τ2)− x(τ1)

τ2 − τ1
∈ lim sup

T→∞

1

(1− τ1
τ2
)T

∫ T

τ1
τ2
T
fk(s, x(τ1))ds+

+
1

τ2 − τ1

∫ τ2

τ1

g(x(t))u(t)dt+ ηB1.

Äàëi, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè τ2 → τ1 i âðàõîâóþ÷è, ùî η � äîâiëüíî

ìàëå, îòðèìó¹ìî

ẋ(τ1) ∈ lim sup
θ→1

lim sup
T→∞

1

(1− θ)T

∫ T

θT

∫ T

θT
fk(s, x(τ1))ds+ g(x(τ1))u(τ1).

(2.70)

Çàâäÿêè îïóêëîñòi iíòåãðàëà [7] òà â ñèëó (2.69) ìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

δ > 0 òà x ∈ Rd iñíó¹ K = K(δ, x) òàêå, ùî

lim sup
θ→1

lim sup
T→∞

1

(1− θ)T

∫ T

θT
fk(s, x)ds ⊂ F̄ δ(x), k ≥ K.

Íàðåøòi, ç (2.70) ìà¹ìî äëÿ áóäü-ÿêîãî δ > 0, ùî

ẋ(τ1) ∈ F̄ δ(x(τ1)) + g(x(τ1))u(τ1)

à îòæå,

ẋ(τ1) ∈ f̄ δ(x(τ1)) + g(x(τ1))u(τ1)

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Òåïåð ìè ãîòîâi äîâåñòè íàø îñíîâíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.6.1. Íåõàé óìîâè 1)�7) âèêîíàíî. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êî-

æíîãî u ∈ U çàäà÷à (2.60) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé {xε, uε} � îïòè-

ìàëüíà ïàðà ó çàäà÷i (2.57)�(2.59), Jε = J(xε, uε). Òîäi

Jε → J̄ , ε→ 0, (2.71)

80



i ïî äåÿêié ïîñëiäîâíîñòi εn → 0 âèêîíó¹òüñÿ

xεn → x̄ â C([0, T ];Rd), T > 0 (2.72)

uεn → ū ñëàáî â L2(0,∞;Rm), (2.73)

äå {x̄, ū} � îïòèìàëüíà ïàðà ó çàäà÷i (2.60)�(2.62), J̄ = J(x̄, ū).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïðè εn → 0 ïàðà {xεn, uεn} ¹ îïòèìàëüíîþ äëÿ çàäà÷i

(2.57)�(2.59). Iç îïòèìàëüíîñòi uεn âèïëèâà¹, ùî

J(xεn, uεn) ≤ J(xn, 0),

äå xn � ðîçâ'ÿçîê (2.57) ïðè ε = εn, ;u = 0. Òîäi, çàâäÿêè (2.64), ìà¹ìî

− c

γ
+∥uεn∥2 ≤

∫ ∞

0
e−γtφ(xn(t)) ≤

∫ ∞

0
e−γtc(1+(∥x0∥+(M +N)t)p)dt ≤ C1,

(2.74)

äå C1 íå çàëåæèòü âiä n. Äîäàòêîâî, ç (2.63) ìà¹ìî

∥xεn(t)− xεn(s)∥ ≤M |t− s|+N |t− s|
1
2∥uεn∥. (2.75)

Îöiíêè (2.74), (2.75) òà òåîðåìà Àðöåëà�Àñêîëi äàþòü, ùî iñíó¹ ïiäïîñëi-

äîâíiñòü, íà ÿêié {xεn, uεn}, n ∈ N çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ïàðè {x̄, ū} ó ñåíñi
(2.72), (2.73). Îòæå, ç ëåìè 2.6.3 âèïëèâà¹, ùî x̄ ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.60) ç êåðó-

âàííÿì u ∈ U . Äîâåäåìî, ùî {x̄, ū} � îïòèìàëüíà ïàðà.

Äëÿ êîæíîãî u ∈ U i âiäïîâiäíîãî ðîçâ'ÿçêó xn çàäà÷i (2.57) ìà¹ìî

J(xεn, uεn) ≤ J(xn, u). (2.76)

Àðãóìåíòóþ÷è àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ ëåìè 2.6.1, îòðèìà¹ìî ç (2.76) ïi-

ñëÿ ïåðåõîäó äî ãðàíèöi:

J(x̄, ū) ≤ lim inf
n→∞

J(xεn, uεn) ≤ lim inf
n→∞

J(xn, u). (2.77)

Ç (2.75), äå uεn çàìiíåíî íà u, âèïëèâà¹, ùî xn → x ó ñåíñi (2.72). Çãiäíî ç

ëåìîþ 2.6.3, x ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì (2.60) ç êåðóâàííÿì u. Îòæå, ç (2.77)
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âèïëèâà¹

J(x̄, ū) ≤ lim inf
n→∞

J(xn, u) = J(x, u).

Öÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî x̄, ū � îïòèìàëüíà ïàðà. Çàñòîñîâóþ÷è ïîïå-

ðåäíi àðãóìåíòè ç u = ū, îòðèìó¹ìî

J(x̄, ū) ≤ lim inf
n→∞

Jεn ≤ lim sup
n→∞

Jεn ≤ lim
n→∞

J(xn, ū) = J(x̄, ū).

Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹

lim
n→∞

Jεn = J(x̄, ū).

×åðåç äîâiëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòi εn → 0 îòðèìó¹ìî (2.71). Òåîðåìó äîâåäå-

íî.
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2.6.3 Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
ẋ ∈


ψ1(

t
ε), x < 0[

ψ2(
t
ε), ψ1(

t
ε)
]
, x = 0

ψ2(
t
ε), x > 0

+ u(t)

x(0) = 0

(2.78)

u ∈ U , J(x, u) =

∫ ∞

0
(e−tφ(x) + u2(t)) dt→ inf

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ψ1, ψ2 ¹ îáìåæåíèìè, i

lim
T→∞

1

T

∫ T

0
ψ1(t) = ψ1 > 0, lim

T→∞

1

T

∫ T

0
ψ2(t) = ψ2 < 0.

Ëåãêî ïîìiòèòè, ùî áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ

f(t, x) =


ψ1(t), x < 0[
ψ2(t), ψ1(t)

]
, x = 0

ψ2(t), x > 0

à òàêîæ g = 1, U , φ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1)�7). Çàóâàæèìî, ùî f(t, ·) íå
¹ âiäîáðàæåííÿì Ëiïøèöÿ.

Óñåðåäíåíà çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä

ẋ ∈


ψ1, x < 0[
ψ1, ψ2

]
, x = 0

ψ2, x > 0

+ u(t)

x(0) = 0

u ∈ U
J(x, u) → inf

(2.79)

äå çàäà÷à Êîøi ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîæíîãî u ∈ U , [22]. Çãiäíî ç Òå-
îðåìîþ 2.6.1, ïîñëiäîâíiñòü îïòèìàëüíèõ ïàð xε, uε çàäà÷i (2.78) çáiãà¹òüñÿ

äî x̄, ū, äå x̄, ū � îïòèìàëüíà ïàðà çàäà÷i (2.79).
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2.7 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ äèôåðåíöiàëüíèì âêëþ÷åííÿì çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè

ëiíiéíî¨ çà êåðóâàííÿì òà ç êîåðöèòèâíèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi. ßê îñíîâíèé

iíñòðóìåíò íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ðîçãëÿíóòà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Â ðåçóëüòàòi áóëè âèçíà÷åíi óìî-

âè, çà ÿêèõ ïðè ïðÿìóâàííi ìàëîãî ïàðàìåòðà äî íóëÿ ðîçâ'ÿçêè i çíà÷å-

ííÿ êðèòåðiþ âèõiäíî¨ çáóðåíî¨ çàäà÷i çáiãiþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêiâ i çíà÷åííÿ

êðèòåðiþ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Çîêðåìà, â ïiäðîçäiëi 2.4 áóëà ðîçãëÿíóòà çà-

äà÷à îáãðóíòóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäåíííÿ äî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çà-

äà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ, ëiíiéíîãî

çà çìiííîþ êåðóâàííÿ, òà çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè äëÿ áàãàòî-

çíà÷íî¨ ëiïøèöåâî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè íà ñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi äëÿ

çàãàëüíîãî êîðöèòèâíîãî ôóíêöiîíàëó. Íà îñíîâi ðåçóëüòàòó ïðî çáiæíiñòü

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi çáóðåíî¨ i óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i â Òåîðåìi 2.4.2 áóëî

îáãðóíòîâàíî çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi òà ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi çáiæíiñòü

îïòèìàëüíèõ ïðîöåñiâ çáóðåíî¨ i óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Â ïiäðîçäiëi 2.5 âiä-

ïîâiäíà çàäà÷à áóëà ðîçãëÿíóòà íà íåñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi äëÿ

êâàäðàòè÷íîãî öiëüîâîãî ôóíêöiîíàëó. Â Òåîðåìi 2.5.1 áóëî îáãðóíòîâà-

íî çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi òà ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi çáiæíiñòü îïòèìàëü-

íèõ ïðîöåñiâ çáóðåíî¨ i óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Â ïiäðîçäiëi 2.6 áóëî ðîçãëÿíó-

òî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ òèïó

Êàðàòåîäîði çi øâèäêî îñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè, àôiííîãî ùîäî êåðó-

âàííÿ òà ç êâàäðàòè÷íèì ôóíêöiîíàëîì âàðòîñòi íà ïiâîñi. Íà âiäìiíó âiä

ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëiâ, òóò íå íàêëàäàëèñÿ óìîâè Ëiïøèöÿ íà ìíîãîçíà÷íó

ôóíêöiþ ïðàâî¨ ÷àñòèíè. Çà óìîâè íàïiâíåïåðåðâíîñòi çâåðõó i îáìåæåíîñòi

â Òåîðåìi 2.6.1 äîâåäåíî çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi òà ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

çáiæíiñòü îïòèìàëüíèõ ïðîöåñiâ çáóðåíî¨ i óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i, äå óñåðåäíå-

ííÿ ðîçóìi¹ìî â ñåíñi âåðõíüî¨ ìåæi Êóðàòîâñüêîãî.

Ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ñòàòòÿõ [61, 69, 72], òà âèñâi-

òëåíî â òåçàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [24, 65].
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Ðîçäië 3

ÇÀÄÀ×I ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÊÅÐÓÂÀÍÍß

ÍÅËIÍIÉÍÈÌÈ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÌÈ

ÂÊËÞ×ÅÍÍßÌÈ

Âiäîìî, ùî ìåòîä óñåðåäíåííÿ ¹ îäíèì iç íàéåôåêòèâíiøèõ iíñòðóìåíòiâ

äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiçíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü [20, 28, 29, 74], à òàêîæ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü ç øâèä-

êîîñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè [44, 69, 72]. Òåîðåìà Êðàñíîñåëüñüêîãî-

Êðåéíà [29] òà ¨¨ áàãàòîçíà÷íèé àíàëîã [45] âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó

äîñëiäæåííi âèùåçàçíà÷åíèõ çàäà÷.

Iíòåíñèâíèé ðîçâèòîê íàóêè i òåõíiêè ïîñòiéíî ñòèìóëþ¹ ïîøóê åôå-

êòèâíèõ ìåòîäiâ êåðóâàííÿ ðiçíèìè ïðèðîäíèìè, åêîíîìi÷íèìè, ñîöiàëü-

íèìè òà òåõíi÷íèìè ïðîöåñàìè. Ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè òàêèõ ñèòóàöié

¹ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðiçíèõ êëàñiâ åâîëþöiéíèõ ñèñòåì. Çíà÷íà

óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íèì ìîäåëÿì ïðîöåñiâ ó âèãëÿäi äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü òà âêëþ÷åíü iç ìàëèì ïàðàìåòðîì. Äëÿ ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ øè-

ðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè, çîêðåìà ìåòîä óñåðåäíåííÿ.

Iç ÷èñëåííèõ îïóáëiêîâàíèõ ïðàöü, ó ÿêèõ ðîçãëÿäàþòüñÿ ïîäiáíi çàäà÷i,

çàçíà÷èìî [20, 28, 29, 74] äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà [44, 60, 69, 72]

äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü iç øâèäêîîñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè, à

òàêîæ äëÿ ïîäiáíèõ çàäà÷ (íàïðèêëàä, ìiíiìàêñíå, ðîáàñòíå òà àäàïòèâíå

êåðóâàííÿ) � [12, 38, 39, 52].

Ïðè ðîáîòi ç áàãàòîçíà÷íèìè âiäîáðàæåííÿìè âèíèêàþòü ñïåöèôi÷íi

ïðîáëåìè, ïðîòå çàñòîñóâàííÿ äîáðå ðîçðîáëåíîãî ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ â òàêîìó âèïàäêó ìîæëèâå.

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íåëiíié-
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íîþ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü iç øâèäêîîñöèëþþ÷èìè ïàðà-

ìåòðàìè. Ñïî÷àòêó ìè äîâîäèìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî¨ çáóðåíî¨

çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i ç óñåðåäíåíèìè êîåôi-

öi¹íòàìè. Äàëi äîâîäèìî, ùî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ çàäà÷i ç óñåðåäíåíèìè

êîåôiöi¹íòàìè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ¾ïðèáëèçíî¿ îïòèìàëüíå äëÿ ïî÷à-

òêîâî¨ çáóðåíî¨ çàäà÷i.
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3.1 Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íåëiíié-

íèìè äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè íà

ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi

3.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
ẋ(t) ∈ X( tε , x(t), u(t)), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0, u(·) ∈ U,

J [x, u] =
T∫
0

L(t, x(t), u(t))dt+ Φ(x(T )) → inf .

(3.1)

Òóò ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð, x : [0, T ] → Rn � øóêàíèé ôàçîâèé âåêòîð,

u : [0, T ] → Rm � øóêàíèé êåðóþ÷èé âïëèâ, X : R+×Rn×Rm → conv(Rn)

� áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ, U ⊂ L2(0, T ) � çàäàíèé êëàñ êåðóâàíü.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ðiâíîìiðíî ïî âiäíîøåííþ äî x äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ Rm

âèêîíó¹òüñÿ

distH

1

s

s∫
0

X(τ, x, u)dτ , Y (x, u)

→ 0, s→ ∞, (3.2)

äå ãðàíèöi äëÿ áàãàòîçíà÷íèõ ôóíêöié ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ñåíñi [4, 5], distH
� ìåòðèêà Õàóñäîðôà, Y : Rn × Rm → conv(Rn), à iíòåãðàë áàãàòîçíà÷íî¨

ôóíêöi¨ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ñåíñi Àóìàíà [6]. Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó ç óñåðåäíå-

íèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè:
ẏ(t) ∈ Y (y(t), u(t)),

y(0) = x0, u(·) ∈ U,

J [y, u] =
T∫
0

L(t, y(t), u(t))dt+ Φ(y(T )) → inf .

(3.3)

Çà ïåâíèõ ïðèïóùåíü ùîäî X,L,Φ, U áóäå äîâåäåíî, ùî çàäà÷i (3.1) òà

(3.3) ìàþòü ðîçâ'ÿçêè xε, uε òà y, u âiäïîâiäíî,

Jε → J, ε→ 0, (3.4)
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äå

Jε := J [xε, uε], J := J [y, u],

òà ïî äåÿêié ïiäïîñëiäîâíîñòi εn → 0 ìàþòü ìiñöå çáiæíîñòi

uεn → u ó L2(0, T ), (3.5)

xεn → y ó C([0, T ]). (3.6)
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3.1.2 Ïðèïóùåííÿ òà ïîçíà÷åííÿ

Íåõàé Q = {t ≥ 0, x ∈ Rn, u ∈ Rm} i ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi

óìîâè.

Ïðèïóùåííÿ 1. Âiäîáðàæåííÿ t, x, u 7→ X(t, x, u) ¹ íåïåðåðâíèì ó ìå-

òðèöi Õàóñäîðôà.

Ïðèïóùåííÿ 2. Áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ X(t, x, u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ëi-

íiéíîãî ðîñòó: ∃M > 0 òàêå, ùî

||X(t, x, u)||+ ≤M(1 + ||x||) ∀(t, x, u) ∈ Q,

äå ||X(t, x, u)||+ = supξ∈X(t,x,u) ||ξ||, ||ξ|| � åâêëiäîâà íîðìà âåêòîðà ξ ∈ Rn.

Ïðèïóùåííÿ 3. Áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ X(t, x, u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëi-

ïøèöà: ∃λ > 0 òàêå, ùî

distH (X(t, x1, u1), X(t, x2, u2)) ≤ λ (||x1 − x2||+ ||u1 − u2||) .

Ïðèïóùåííÿ 4. Âiäîáðàæåííÿ (x, u) 7→ L(t, x, u) ¹ íåïåðåðâíèì, ïðè÷î-

ìó ôóíêöiÿ t 7→ L(t, x, u) ¹ âèìiðíîþ ∀x ∈ Rn, u ∈ Rm, i

|L(t, x, u)| ≤ c(t)(1 + ||u||),

äå c(·) ∈ L2(0, T ) � çàäàíà ôóíêöiÿ.

Ïðèïóùåííÿ 5. Φ : Rn → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.

Ïðèïóùåííÿ 6. U ⊂ L2(0, T ) � êîìïàêòíà ìíîæèíà.

Çàóâàæåííÿ 1. Óìîâà êîìïàêòíîñòi ¹ äîñòàòíüî ñèëüíèì îáìåæåí-

íÿì. ˆ¨ âèêîíàííÿ ìîæå áóòè çàáåçïå÷åíå øëÿõîì óìîâ íà ïðèðîñòè

ôóíêöié êåðóâàííÿ. Çîêðåìà, êðèòåðié êîìïàêòíîñòi Ðiñà ãàðàíòó¹, ùî

îáìåæåíà i çàìêíåíà â L2(0, T ) ìíîæèíà ôóíêöié áóäå êîìïàêòíîþ òîäi

i ëèøå òîäi, êîëè

T∫
0

|u(t+ h)− u(t)|2dt ≤ α(|h|), äå α(s) → 0, s→ 0.
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Çàóâàæåííÿ 2. Çà óìîâàìè 1�3 äëÿ âñiõ u ∈ L2(0, T ) çàäà÷à Êîøi{
ẋ ∈ X

(
t
ε , x, u

)
, t ∈ (0, T )

x(0) = x0
(3.7)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (äèâ., íàïðèêëàä, [5]), òîáòî iñíó¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ x : [0, T ] → Rn, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ (3.7) ìàéæå âñþäè.

Çàóâàæåííÿ 3. Çà óìîâè (3.2) áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ Y çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè 2�3, îòæå ∀u ∈ L2(0, T ) çàäà÷à Êîøi{
ẏ ∈ Y (y, u), t ∈ (0, T )

y(0) = x0
(3.8)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé áàãàòîçíà÷íèé àíàëîã òåîðåìè Êðàñíîñåëüñüêî-

ãî�Êðåéíà.

Òåîðåìà 3.1.1. [29, 42, 44, 45] Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè äëÿ

äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ

ẋ ∈ F (t, x, λ), (3.9)

ç áàãàòîçíà÷íèì âiäîáðàæåííÿì F (t, x, λ), ÿêå ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â

conv(Rn) (òîáòî ó ïiäïðîñòîði ç conv(Rn), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îïóêëèõ ìíî-

æèí), âèçíà÷åíèì äëÿ 0 ≤ t ≤ T ; x ∈ D, äå D � îáìåæåíà îáëàñòü ó

Rn; λ ∈ Λ, äå Λ � ìíîæèíà çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ, äëÿ ÿêî¨ λ0 ∈ Λ ¹

ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ:

1) áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F (t, x, λ) ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèì, íå-

ïåðåðâíèì çà t, ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì çà x âiäíîñíî t òà λ: ∀ε > 0∃δ =
δ(ε) > 0 : ∀t ∈ [0, T ], x ∈ D, x′ ∈ D i λ ∈ Λ âèêîíó¹òüñÿ

distH (F (t, x′, λ)− F (t, x, λ)) < ε

ÿêùî |x′ − x| < δ;

2) áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F (t, x, λ) ¹ iíòåãðàëüíî íåïåðåðâíèì çà

λ â òî÷öi λ0, òîáòî äëÿ 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T òà áóäü-ÿêîãî x ∈ D ìà¹ìî
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distH

 t2∫
t1

F (s, x, λ)ds,

t2∫
t1

F (s, x, λ0)ds

→ 0, λ→ λ0,

äå iíòåãðàëè ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ñåíñi Àóìàíà [6];

3) ðîçâ'ÿçêè x(t, λ0) âêëþ÷åííÿ

ẋ ∈ F (t, x, λ0), (3.10)

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó x(0, λ0) = x0 ∈ D1 ⊂ D, âèçíà÷åíi äëÿ 0 ≤ t ≤ T

i íàëåæàòü îáëàñòi D ðàçîì ç äåÿêèì ρ-îêiëîì.

Òîäi äëÿ êîæíîãî η > 0 iñíó¹ îêîë U(λ0) òî÷êè λ0 òàêèé, ùî äëÿ λ ∈
U(λ0) i äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó x(t, λ) âêëþ÷åííÿ (3.9), âèçíà÷åíîãî íà 0 ≤
t ≤ T i òàêîãî, ùî x(0, λ) = x0, iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x(t, λ0) âêëþ÷åííÿ (3.10),

äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ||x(t, λ)− x(t, λ0)|| < η, 0 ≤ t ≤ T .

Çàóâàæåííÿ 4. Ïîíÿòòÿ iíòåãðàëüíî¨ íåïåðåðâíîñòi âiäiãðà¹ êëþ÷îâó

ðîëü ó äîñëiäæåííi ðîçãëÿíóòî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ìåòîäîì

óñåðåäíåííÿ. Âiäîìî [29, 30], ùî (3.2) åêâiâàëåíòíå iíòåãðàëüíié íåïå-

ðåðâíîñòi.

Çàóâàæåííÿ 5. Íåõàé D òà D′ � äâi îáëàñòi â Rn. Ïðèïóñòèìî, ùî

âèêîíó¹òüñÿ âêëàäåííÿ D′ + δB ⊂ D äëÿ äåÿêîãî δ > 0, äå B = {x ∈ Rn :

||x|| ≤ 1}.
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3.1.3 Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 3.1.1. Çà óìîâ ïðèïóùåíü 1�6 çàäà÷à (3.1) (âiäïîâiäíî, çàäà÷à

(3.3)) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê {xε, uε} (âiäïîâiäíî, {y, u}).

Äîâåäåííÿ. Ôiêñó¹ìî ε > 0 i íàäàëi íå áóäåìî éîãî âêàçóâàòè. Çà óìîâ íà

L òà Φ ôóíêöiîíàë âàðòîñòi ó (3.1) äîñÿãà¹ ñâîãî ñêií÷åííîãî åêñòðåìóìó.

Îòðèìà¹ìî àïðiîðíó îöiíêó äëÿ x(t). Îñêiëüêè x ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ

ôóíêöi¹þ, òî é âiäîáðàæåííÿ t 7→ ||x(t)|| òàêîæ àáñîëþòíî íåïåðåðâíå, i

d

dt
||x(t)|| ≤ ||ẋ(t)|| ì.ñ.

Òîäi

d

dt
||x(t)|| ≤ ||ẋ(t)|| ≤ ||X(t, x, u)||+ ≤M(1 + ||x||)

i

||x(t)|| ≤ ||x(0)||+
t∫

0

M(1 + ||x||)ds = ||x(0)||+MT +

t∫
0

M ||x||ds

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãðàíóîëà, ìà¹ìî

||x(t)|| ≤ (||x(0)||+MT ) e

t∫
0

Mds
=

= (||x(0)||+MT ) eMt ≤ (||x(0)||+MT ) eMT

(3.11)

Íåõàé {xn, un}n∈N � ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äëÿ çàäà÷i (3.1), òîáòî:

{xn, un} ∈
{(x, u) : u ⊂ U, x � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (3.1) äëÿ âñiõ äîïóñòèìèõ u}

òà J(xn, un) ≤ J + 1
n . Iç (3.11) âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà îáìåæåíiñòü ïîñëi-

äîâíîñòi {xn}n∈N íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi [0, T ], òîáòî ∃L > 0:
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sup
t∈[0,T ]

||xn(t)|| ≤ L, t ∈ [0, T ]

Êðiì òîãî,

sup
t∈[0,T ]

||ẋn(t)|| ≤ L, t ∈ [0, T ] (3.12)

i

||xn(t2)− xn(t1)|| ≤
t2∫

t1

M(1 + L)ds =M(1 + L)(t2 − t1)

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü {xn}n∈N ¹ ïåðåäêîìïàêòíîþ ó C([0, T ]). Çà òåîðåìîþ
Àðöåëà xn → x â C([0, T ]) ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi.

Iç [4] òà (3.12) âèïëèâà¹, ùî x ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ, à ẋn → ẋ *-

ñëàáî ïðè n → ∞ ó L∞(0, T ). Îñêiëüêè ∀ε > 0 ìàéæå âñþäè çà t iñíó¹ n0
òàêå, ùî ∀n ≥ n0

λ (||xn(t)− x(t)||+ ||un(t)− u(t)||) < ε,

òî çà ïðèïóùåííÿì 3 ìà¹ìî

ẋn(t) ∈ X

(
t

ε
, xn(t), un(t)

)
⊂ Oε

(
X

(
t

ε
, xn(t), un(t)

))
.

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó çáiæíîñòi [4], äëÿ ï.î. t ìà¹ìî

ẋ(t) ∈ X

(
t

ε
, x(t), u(t)

)
.

Çà ïðèïóùåííÿì 6 îòðèìó¹ìî çáiæíiñòü un → u, n → ∞ â L2[0, T ] ïî

ïiäïîñëiäîâíîñòi.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî x, u � ðîçâ'ÿçîê (3.1). Îñêiëüêè un(t) → u̇(t) òà

xn(t) → x(t), n→ ∞ ìàéæå âñþäè çà ïðèïóùåííÿì 4, ìà¹ìî

L(t, xn(t), un(t)) → L(t, x(t), u(t)) ìàéæå âñþäè, n→ ∞,

i ìíîæèíà L(t, xn, un) ¹ îáìåæåíîþ â L2(0, T ). Îòæå, çà ëåìîþ Ëiîíñà ìà-
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¹ìî ñëàáêó çáiæíiñòü L(t, xn, un) → L(t, x, u) â L2(0, T ) ïðè n→ ∞. Çâiäñè∫ T

0
L(t, xn(t), un(t))dt→

∫ T

0
L(t, x(t), u(t))dt, n→ ∞,

iç çáiæíiñòþ Φ(xn(T )) → Φ(x(T )) ìà¹ìî limn→∞ J [xn, un] = J [x, u] = J ,

îòæå x, u � ðîçâ'ÿçîê (3.1).

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ïðèïóùåííÿ.

Ïðèïóùåííÿ 7. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñiõ u(·) ∈ U çàäà÷à (3.8) ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Òåîðåìà 3.1.2. Çà ïðèïóùåíü 1�6, (3.2) òà äîäàòêîâî ïðèïóùåííÿ 7

Jε = J [xε, uε] → J := J [y, u] ïðè ε→ 0

i ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

uεn → u â L2(0, T ), εn → 0,

xεn → y â C(0, T ), εn → 0,

äå xεn, uεn � ðîçâ'ÿçîê (3.1), à y, u � ðîçâ'ÿçîê (3.3).

Äîâåäåííÿ. 1) Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ÿêùî un → û â L2(0, T ), xn �

ðîçâ'ÿçîê (3.7) ç ε = εn, u = un, òîäi

xn → ŷ â C([0, T ]), (3.13)

äå ŷ � ðîçâ'ÿçîê (3.8) ç u = û.

Íåõàé ŷ � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (3.8) ç êåðóâàííÿì u = û. Òîäi

||xn(t)− ŷ(t)|| ≤ distH

(∫ t

0
X

(
s

εn
, xn(s), un(s)

)
ds,

∫ t

0
Y (ŷ(s), û(s))ds

)
≤

≤ distH

(∫ t

0
X

(
s

εn
, xn(s), un(s)

)
ds,

∫ t

0
X

(
s

εn
, ŷ(s), û(s)

)
ds

)
+
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+distH

(∫ t

0
X

(
s

εn
, ŷ(s), û(s)

)
ds,

∫ t

0
Y (s, ŷ(s), û(s)) ds

)
≤

≤ λ

∫ t

0
(||xn(s)− ŷ(s)||+ ||un(s)− û(s)||) ds+ In,

äå

In = distH

(∫ t

0
X

(
s

εn
, ŷ(s), û(s)

)
ds,

∫ t

0
Y (ŷ(s), û(s))ds

)
.

Âiäîìî, ùî áóäü-ÿêó ôóíêöiþ ç L2(0, T ) ìîæíà àïðîêñèìóâàòè íåïåðåðâ-

íîþ ó L2-íîðìi, à íåïåðåðâíó � êóñêîâî â íåïåðåðâíié íîðìi. Òîäi äëÿ

áóäü-ÿêîãî η > 0 iñíó¹ ˆ̂u ∈ C([0, T ]), òàêå ùî

||ˆ̂u− û||L2(0,T ) ≤
η

3
.

Ïîçíà÷èìî u(t) =
∑N

k=1 αk · χ[tk,tk+1)(t) (N çàëåæèòü ëèøå âiä η), òàê ùî

sup
t∈[0,T ]

||ˆ̂u(t)− u(t)|| ≤ η

3
,

òîäi

In ≤ λ

∫ t

0
||ˆ̂u− û||ds+ λ

∫ t

0
||ˆ̂u− u||ds+

+distH

(∫ t

0
X

(
s

εn
, ŷ(s), u(s)

)
ds,

∫ t

0
Y (ŷ(s), u(s))ds

)
.

Íåõàé τi = T ·i
m , i = 0,m, i âèáåðåìîm äîñòàòíüî âåëèêèì, ùîá äëÿ êîæíî-

ãî k ∈ 1, N iñíóâàâ τi ∈ [tk, tk+1). Îá'¹äíóþ÷è ìíîæèíè tk i τi òà ïîçíà÷àþ÷è

îòðèìàíó ìíîæèíó ÿê tiNi=0, äå N ≤ N +m, ìà¹ìî:

|ti+1 − ti| ≤
1

m
, u(t) =

N∑
i=0

αi · χ[ti,ti+1)(t).

Òîäi

In ≤ λT 1/2η

3
+ λT

η

3
+
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+
N∑
i=0

distH
(∫

ti
ti+1X

(
s

εn
, ŷ(s), αi

)
ds,

∫ ti+1

ti

X

(
s

εn
, ŷ(ti), αi

)
ds

)
+

+
N∑
i=0

distH
(∫

ti
ti+1X

(
s

εn
, ŷ(ti), αi

)
ds,

∫ ti+1

ti

Y (ŷ(ti), αi) ds

)
+

+
N∑
i=0

∫ ti+1

ti

||Y (ŷ(ti), αi)− Y (ŷ(s), αi)||ds =

= λT 1/2η

3
+ λT

η

3
+ I(1)n + I(2)n + I(3)n .

Òåïåð îöiíþ¹ìî âåðõíþ ìåæó äëÿ I(1)n :

I(1)n ≤
N∑
i=0

λ

∫ ti+1

ti

||ŷ(s)− ŷ(ti)||ds.

Îñêiëüêè

ŷ(s)− ŷ(ti) =

s∫
ti

Y (ŷ(τ), û(τ))dτ

òà âðàõîâóþ÷è îáìåæåíiñòü ŷ, ìà¹ìî îáìåæåíiñòü áàãàòîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ Y

ç êîíñòàíòîþ C, îòæå îòðèìó¹ìî

||ŷ(s)− ŷ(ti)|| ≤ C|ti+1 − ti| ≤
C

m
.

Íàðåøòi

I(1)n ≤ (N +m)
C

m2
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîãi÷íi àðãóìåíòè, îäåðæó¹ìî òàêó æ âåðõíþ îöiíêó

äëÿ I(3)n .

Òåïåð âðàõó¹ìî (3.2) òà òåîðåìó 3.1.1, âèáåðåìî n0 òàê, ùî äëÿ âñiõ n ≥
n0

I(2)n ≤ N · η

3 ·N
=
η

3
.
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Òàêèì ÷èíîì,

In ≤ λ · T 1/2η

3
+ λT

η

3
+

2C(N +m)

m2
+
η

3
.

Âèáèðàþ÷è m òàê, ùîá 2C(N+m)
m2 < η

3 , îòðèìó¹ìî, ùî In → 0 ïðè n → ∞,

ùî äîâîäèòü çáiæíiñòü (3.13).

2) Íåõàé εn → 0, n→ ∞, òà xn := xεn, un := uεn � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â

(3.1). Òîäi ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi un → u â L2(0, T ) òà çà ðåçóëüòàòîì ç ïóíêòó

1) äîâåäåííÿ ìà¹ìî:

xn → y â C([0, T ]),

äå y, u � äîïóñòèìèé ïðîöåñ ó (3.3). Âðàõîâóþ÷è çáiæíiñòü

L(t, xn(t), un(t)) → L(t, y(t), u(t)) ï.â.

òà íåðiâíiñòü

|L(t, xn(t), un(t))| ≤ c(t)(1 + ||un(t)||),

äå c ∈ L2(0, T ) (÷åðåç ëåìó Ëiîíñà), îòðèìó¹ìî

L(t, xn, un) → L(t, y, u) ñëàáî â L2(0, T ), n→ ∞.

Òîäi

lim
n→∞

J [xn, un] = lim
n→∞

(∫ T

0
L(t, xn(t), un(t))dt+ Φ(xn(T ))

)
= J [y, u].

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ áóäü-ÿêî¨ äîïóñòèìî¨ ïàðè xn, u â (3.1) ìà¹ìî

J [xn, un] ≤ J [xn, u].

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò ç ïóíêòó 1) äîâåäåííÿ, ìà¹ìî xn → y â C([0, T ]),
äå y, u � äîïóñòèìà ïàðà â (3.3). Êðiì òîãî,
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J [xn, u] → J [y, u], n→ ∞.

Îòæå,

lim
n→∞

J [xn, un] = J [y, u] ≤ J [y, u]

i ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî y, u � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ äëÿ (3.3).
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3.1.4 Ïðèêëàä

ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
ẋ(t) ∈ [1− 2 sin2

(
t
ε · x

)
, 1 + 2 sin2

(
t
ε · x

)
] · u, t ∈ (0, T ),

x(0) = x0, u(·) ∈ [−1, 1],

J [x, u] = x (T ) → inf .

Öié çàäà÷i âiäïîâiäà¹ íàñòóïíà óñåðåäíåíà çàäà÷à
ẏ(t) = u(t), t ∈ (0, T ),

y(0) = y0, u(·) ∈ [−1, 1],

J [y, u] = y (T ) → inf .

Íåîáõiäíi ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 2 òà 3 âèêîíóþòüñÿ äëÿ çàäàíî¨ i óñåðå-

äíåíî¨ çàäà÷. Òîìó

y(T ) = x0 +

∫ T

0
u(t)dt

òà u(t) ≡ −1 ¹ íàáëèæåíèì êåðóâàííÿì.
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3.2 Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íåëiíié-

íèìè äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè íà

ïiâîñi

3.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó âèãëÿäi
ẋ(t) ∈ X

(
t
ε , x(t), u(t)

)
,

x(0) = x0, u(·) ∈ U,

J [x, u] =
∞∫
0

e−jtL(t, x(t), u(t))dt→ inf .

(3.14)

Òóò ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð, j > 0 � ôiêñîâàíå ÷èñëî, ùî çàäà¹ êîåôi-

öi¹íò äèñêîíòó, x : [0,+∞) → Rn � íåâiäîìà ôàçîâà çìiííà, u : [0,+∞) →
Rm � íåâiäîìà êåðóþ÷à ôóíêöiÿ, X : R+ ×Rn ×Rm → conv(Rn) � áàãàòî-

çíà÷íà ôóíêöiÿ, à U ⊂ Rm.

Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíîìiðíî ïî x äëÿ êîæíîãî u ∈ Rm âèêîíó¹òüñÿ:

distH

1

s

s∫
0

X(τ, x, u)dτ, Y (x, u)

→ 0, s→ ∞, (3.15)

äå ãðàíèöi áàãàòîçíà÷íèõ ôóíêöié ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ñåíñi [4, 5], distH �

ìåòðèêà Õàóñäîðôà, Y : Rn × Rm → conv(Rn), à iíòåãðàë áàãàòîçíà÷íî¨

ôóíêöi¨ áåðåòüñÿ ó ñåíñi Àóìàííà [6].

Ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó ç óñåðåäíåíèì ïðàâèì áîêîì:
ẏ(t) ∈ Y (y(t), u(t)),

y(0) = x0, u(·) ∈ U,

J [y, u] =
∞∫
0

e−jtL(t, y(t), u(t))dt→ inf .

(3.16)

Çà ïðèðîäíèìè ïðèïóùåííÿìè ùîäî X, L òà U ìè ïîêàæåìî, ùî çàäà÷i

(3.14) òà (3.16) ìàþòü ðîçâ'ÿçêè.

Òàêîæ âèçíà÷èìî óìîâè çáiæíîñòi îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü i îïòèìàëüíèõ

òðà¹êòîðié ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äî îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü i òðà¹êòîðié çàäà÷i
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ç óñåðåäíåíèìè êîåôiöi¹íòàìè.
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3.2.2 Ïðèïóùåííÿ òà ïîçíà÷åííÿ

Íåõàé Q = t ≥ 0, x ∈ Rn, u ∈ Rm i ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

ïðèïóùåííÿ.

Ïðèïóùåííÿ 1. Âiäîáðàæåííÿ (t, x, u) 7→ X(t, x, u) ¹ íåïåðåðâíèì ó ìå-

òðèöi Õàóñäîðôà.

Ïðèïóùåííÿ 2. Áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ X(t, x, u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ðî-

ñòó: iñíóþòü M1,M2 > 0 òàêi, ùî

||X(t, x, u)||+ ≤M1||x||+M2, ∀(t, x, u) ∈ Q,

äå ||X(t, x, u)||+ = sup ξ ∈ X(t, x, u)||ξ||, ||ξ|| � åâêëiäîâà íîðìà âåêòîðó

ξ ∈ Rn, i M1 < j.

Ïðèïóùåííÿ 3. Áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ X(t, x, u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëi-

ïøèöÿ: iñíó¹ L > 0 òàêå, ùî

distH (X(t, x1, u1), X(t, x2, u2)) ≤ L (||x1 − x2||+ ||u1 − u2||) .

Ïðèïóùåííÿ 4. Âiäîáðàæåííÿ (x, u) 7→ L(t, x, u) ¹ íåïåðåðâíèì, áiëüø

òîãî, ôóíêöiÿ t 7→ L(t, x, u) ¹ âèìiðíîþ äëÿ âñiõ x ∈ Rn, u ∈ Rm, i iñíó¹

K > 0 òàêå, ùî

|L(t, x, u)| ≤ K(1 + ||x||+ ||u||).

Ïðèïóùåííÿ 5. Ðîçãëÿäà¹ìî âèìiðíi âåêòîð-ôóíêöi¨ u(t), ÿêi äëÿ ìàé-

æå âñiõ t ≥ 0 ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ó äåÿêié êîìïàêòíié ìíîæèíi

U ⊂ Rm, à äëÿ êîæíîãî T > 0 ôóíêöiÿ u(·) íàëåæèòü êîìïàêòíié ìíî-

æèíi UT ó ïðîñòîði Lp([0, T ]) äëÿ äåÿêîãî p ≥ 1 ÿê äîïóñòèìi êåðóâàííÿ.

Çàóâàæåííÿ 3.2.1. Çà ïðèïóùåííÿìè 1�3 äëÿ âñiõ äîïóñòèìèõ u(t) çà-

äà÷à Êîøi {
ẋ ∈ X

(
t
ε , x, u

)
,

x(0) = x0
(3.17)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (íàïðèêëàä, [5]) íà [0,+∞) i öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ àáñîëþòíî íå-

ïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.
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Çàóâàæåííÿ 3.2.2. Çà óìîâè (3.15) áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ Y çà-

äîâîëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿ 2 òà 3; îòæå, äëÿ âñiõ äîïóñòèìèõ u(t) çàäà÷à

Êîøi {
ẏ ∈ Y (y, u),

y(0) = x0
(3.18)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.
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3.2.3 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ëåìà 3.2.1. Çà ïðèïóùåíü 1�5 çàäà÷à (3.14) (âiäïîâiäíî, çàäà÷à (3.16))

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê {xε, uε} (âiäïîâiäíî, {y, u}).

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i â ïîäàëüøîìó îïóñòèìî éîãî ïîçíà÷åí-

íÿ. Ïî-ïåðøå, çàóâàæèìî, ùî çàóâàæåííÿì 3.2.1 (âiäïîâiäíî, çàóâàæåí-

íÿì 3.2.2) ìíîæèíà ïðèïóñòèìèõ ïàð íåïîðîæíÿ. Ïîêàæåìî, ùî çà âñòà-

íîâëåíèõ óìîâ ôóíêöiîíàëè âàðòîñòi ó (3.14) äîñÿãàþòü ñêií÷åíîãî åêñ-

òðåìóìó. Ç óðàõóâàííÿì àáñîëþòíî íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ x ÿê ðîçâ'ÿçêó

(3.16), óìîâ äëÿ áàãàòîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ X òà íåðiâíîñòi Ãðàíóîëà ìà¹ìî

∀ t ≥ 0 ||x(t)|| ≤ (||x0||+
M2

M1
)eM1t. (3.19)

Îòæå, âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ 2, 4, 5 òà íåðiâíiñòü (3.19), îòðèìó¹ìî

|J [x, u]| =

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

e−jtL(t, x(t), u(t))dt

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∞∫
0

e−jtK(1 + ||x(t)||+ ||u(t)||)dt <∞.

Íåõàé {xn, un}n∈N � ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äëÿ çàäà÷i (3.14). ×åðåç

(3.19) ìà¹ìî ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {xn}n∈N íà êîæíîìó

ñêií÷åííîìó âiäðiçêó [0, T ], òîáòî iñíó¹ L1 > 0 òàêå, ùî

sup
t∈[0,T ]

||xn(t)|| ≤ L1, t ∈ [0, T ],

òà

||xn(t2)− xn(t1)|| ≤ (M1L1 +M2)|t2 − t1|.

Îòæå, ìà¹ìî ïðåêîìïàêòíiñòü {xn}n∈N â C([0, T ]). Çàâäÿêè òåîðåìi Àðöåëà-
Àñêîëi, âèáðàâøè ïiäïîñëiäîâíiñòü, äëÿ áóäü-ÿêîãî T > 0 ìà¹ìî

xn → x̄ â C([0, T ]).
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Çà ïðèïóùåííÿì 5 ïîñëiäîâíiñòü {un}n∈N òàêà, ùî, âèáðàâøè ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü, äëÿ áóäü-ÿêîãî T > 0

un → ū â Lp([0, T ]) òà ï.â.

Îòæå, ū ¹ ïðèïóñòèìèì êåðóâàííÿì, à êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò çáiæíîñòi [4],[5]

äîçâîëÿ¹ ïåðåéòè äî ãðàíèöi òà îòðèìàòè, ùî x̄ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.17)

ç êåðóâàííÿì ū.

Çà ïðèïóùåííÿì 4 ìà¹ìî

L(t, xn(t), un(t)) → L(t, x̄(t), ū(t)) ï.â. ïðèn→ ∞.

Îòæå, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà

∞∫
0

e−jtL(t, xn(t), un(t))dt→
∞∫
0

e−jtL(t, x̄(t), ū(t))dt, n→ ∞.

Òîìó

J [x̄, ū] = lim
n→∞

J [xn, un] = inf
(x,u)∈Ξ

J [x, u],

äå Ξ � ìíîæèíà ïðèïóñòèìèõ ïàð çàäà÷i (3.14). Îòæå, {x̄, ū} ¹ ðîçâ'ÿçêîì
(3.14).

Ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ùîäî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi, îäåðæàíèé â ñïiâàâòîðñòâi ç Í.Â. Êàñiìîâîþ.

Ëåìà 3.2.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ 1�3 òà (3.15). Òîäi ÿêùî

äëÿ T > 0

uεn → u0, εn → 0 â Lp([0, T ]),

òî

xεn → y0, εn → 0, â C([0, T ]),

äå xεn(t) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (3.17) ç êåðóâàííÿì u = uεn, à y0(t) �

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (3.18) ç êåðóâàííÿì u = u0.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó çàäà÷ó:{
żn ∈ X

(
t
εn
, zn, u0

)
,

zn(0) = x0.
(3.20)

Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ (3.20) ñïiâïàäà¹ ç ìíî-

æèíîþ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ [44], ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíå âêëþ÷åííÿ

zn(t) ∈ x0 +

t∫
0

X

(
s

εn
, zn(s), u0(s)

)
ds.

Ìàþ÷è ïîäiáíå âêëþ÷åííÿ äëÿ xn(t) := xεn(t), un(t) := uεn(t), îòðèìó¹ìî

||zn(t)− xn(t)|| ≤
t∫
0

distH
(
X
(

s
εn
, zn(s), u0(s)

)
, X
(

s
εn
, xn(s), un(s)

))
ds ≤

≤ L
t∫
0

||zn(s)− xn(s)||ds+ L
T∫
0

||un(s)− u0(s)||ds.

Îòæå, çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòåé Ãðàíóîëà òà Ãåëüäåðà ìà¹ìî

||zn(t)− xn(t)|| ≤ LT
p−1
p eLT ||un − u0||Lp

(3.21)

äëÿ p ≥ 1.

Çà óìîâ çáiæíîñòi un äî u0 îòðèìó¹ìî

zn − xn ⇒ 0, εn → 0 íà [0, T ]. (3.22)

Äîâåäåìî, ùî

zn ⇒ y0, εn → 0 íà [0, T ]. (3.23)
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Äëÿ t ∈ [0, T ] ìà¹ìî

||zn(t)− y0(t)|| ≤

≤ distH

(
t∫
0

X
(

s
εn
, zn(s), u0(s)

)
ds,

t∫
0

Y (y0(s), u0(s)) ds

)
≤

≤ distH

(
t∫
0

X
(

s
εn
, zn(s), u0(s)

)
ds,

t∫
0

X
(

s
εn
, y0(s), u0(s)

)
ds

)
+

+ distH

(
t∫
0

X
(

s
εn
, y0(s), u0(s)

)
ds,

t∫
0

Y (s, y0(s), u0(s)) ds

)
≤

≤ L
t∫
0

||zn(s)− y0(s)||ds+ In,

äå

In = distH

 t∫
0

X

(
s

εn
, y0(s), u0(s)

)
ds,

t∫
0

Y (y0(s), u0(s)) ds

 .

Äëÿ áóäü-ÿêîãî η > 0 îáåðåìî êóñêîâó ôóíêöiþ u(t) =
∑N

k=1 αk · χ[tk,tk+1](t)

(N çàëåæèòü ëèøå âiä η), òàêó ùî

||u0 − u||Lp
≤ η.

Òîäi

In ≤ 2LT
p−1
p η + distH

 t∫
0

X

(
s

εn
, y0(s), u(s)

)
ds,

t∫
0

Y (y0(s), u(s)) ds

 .

Íåõàé τi = T ·i
m , i = 0,m, òà âèáåðåìî m äîñòàòíüî âåëèêèì, ùîá äëÿ êîæíî-

ãî k ∈ 1, N ïðèíàéìíi îäíå {τi} íàëåæàëî [tk, tk+1). Îá'¹äíàâøè ìíîæèíè

{tk} i {τi} òà ïîçíà÷èâøè îòðèìàíó ìíîæèíó ÿê {ti}Ni=0 ç N ≤ N + m,

ìà¹ìî:

|ti+1 − ti| ≤
1

m
, u(t) =

N∑
i=0

αi · χ[ti,ti+1](t).
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Òîäi

In ≤ 2LT
p−1
p η+

+
∑N

i=0 distH

(
ti+1∫
ti

X
(

s
εn
, y0(s), αi

)
ds,

ti+1∫
ti

X
(

s
εn
, y0(ti), αi

)
ds

)
+

+
∑N

i=0 distH

(
ti+1∫
ti

X
(

s
εn
, y0(ti), αi

)
ds,

ti+1∫
ti

Y (y0(ti), αi) ds

)
+

+
∑N

i=0 distH

(
ti+1∫
ti

Y (y0(ti), αi) ds,
ti+1∫
ti

Y (ŷ(s), αi) ds

)
=

= 2LT
p−1
p η + I

(1)
n + I

(2)
n + I

(3)
n .

Òåïåð îöiíèìî îñòàííi òðè äîäàíêè çãîðè.

I(1)n ≤
N∑
i=0

L

ti+1∫
ti

||y0(s)− y0(ti)||ds.

Îñêiëüêè

y0(s)− y0(ti) ∈
s∫

ti

Y (ŷ(τ), û(τ))dτ,

òà âðàõîâóþ÷è îáìåæåííÿ y0, ìà¹ìî îáìåæåíiñòü áàãàòîçíà÷î¨ ôóíêöi¨ Y

êëíñòàíòîþ C.

Îòæå, îòðèìà¹ìî

||y0(s)− y0(ti)|| ≤ C|ti+1 − ti| ≤
C

m
.

Íàðåøòi,

I(1)n ≤ (N +m)
C

m2

Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, ìè îòðèìó¹ìî òàêó ñàìó âåðõíþ

ìåæó äëÿ I(3)n .

Òåïåð âðàõîâóþ÷è (3.15), ìîæåìî îáðàòè òàêå n0 , ùî ∀n ≥ n0

I(2)n ≤ N
η

N
= η.
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Îá'¹äíóþ÷è íàâåäåíi âèùå íåðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî In → 0, n → ∞, , ùî i

äîâîäèòü òâåðäæåííÿ ëåìè.

Òåîðåìà 3.2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ 1�5 òà

(3.15). Ïðèïóñòèìî äîäàòêîâî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî äîïóñòèìîãî u(·) çà-

äà÷à (3.18) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Òîäi ìà¹ìî òàêi òâåðäæåííÿ:

J [xε, uε] → J [y, u] ïðè ε→ 0.

òà, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, äëÿ áóäü-ÿêîãî T > 0

uεn → u â Lp([0, T ]) ïðè εn → 0,

xεn → y â C([0, T ]) ïðè εn → 0,

äå {xεn, uεn} � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.14), à {y, u} � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.16).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé εn → 0, n → ∞, i xn := xεn, un := uεn � îïòèìàëüíèé

ïðîöåñ ó (3.14). Àíàëîãi÷íî äî òâåðäæåíü [70, Theorem 2.2], ìîæíà ïîáó-

äóâàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü {un} (ïîçíà÷èìî ¨¨ òàê ñàìî), äëÿ ÿêî¨ un → u ó

íîðìi Lp òà ìàéæå âñþäè, äå u � äåÿêà ïðèïóñòèìà ôóíêöiÿ êåðóâàííÿ.

Íåõàé y � ðîçâ'ÿçîê (3.18) ç êåðóâàííÿì u = u. Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè

Ëåìè 3.2.2, îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî T > 0 ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëi-

äîâíîñòi xn → y â C([0, T ]) ïðè n→ ∞. ×åðåç ïðèïóùåííÿ 4 ìà¹ìî

L(t, xn(t), un(t)) → L(t, y(t), u(t))ìàéæå âñþäè ïðèn→ ∞.

Çà íåðiâíiñòþ (3.19), ïðèïóùåííÿìè 2, 4 òà 5 iñíó¹ iíòåãðîâíà ìàæîðàíòà

íà (0,+∞):

∣∣e−jtL(t, xn(t), un(t))
∣∣ ≤ e−jtK

(
1 + (||x0||+Mt)eMt + C

)
,

äå C � ñòàëà ç îáìåæåíîñòi êîìïàêòíîãî ìíîæèíè U ç ïðèïóùåííÿ 5.
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Îòæå, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà

∞∫
0

e−jtL(t, xn(t), un(t))dt→
∞∫
0

e−jtL(t, y(t), u(t))dt.

Ïîêàæåìî, ùî {y, u} ¹ îïòèìàëüíèì ïðîöåñîì äëÿ (3.16).

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïðèïóñòèìî¨ ïàðè {xn, u} ó (3.14) ìà¹ìî íåðiâíiñòü:

J [xn, un] ≤ J [xn, u].

Ç Ëåìè 3.2.2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî T > 0 ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëi-

äîâíîñòi

xn → y â C([0, T ]),

äå {y, u} � äîïóñòèìà ïàðà ó (3.16). Òàêîæ ìà¹ìî

J [xn, u] → J [y, u], n→ ∞.

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðèïóñòèìîãî êåðóâàííÿ u ìà¹ìî

lim
n→∞

J [xn, un] = J [y, u] ≤ J [y, u].

×åðåç ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.16) îñòàííÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹ îïòè-

ìàëüíiñòü {y, u}. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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3.3 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

íåëiíiéíèìè ñèñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü iç øâèäêîîñöèëþþ÷è-

ìè ïàðàìåòðàìè. Îá ðóíòîâàíî ðîçâ'ÿçíiñòü òàêèõ çàäà÷ òà âñòàíîâëåíî

çâ'ÿçîê ìiæ çáóðåíîþ òà óñåðåäíåíîþ çàäà÷àìè. Äîâåäåíî, ùî îïòèìàëüíå

êåðóâàííÿ çàäà÷i ç óñåðåäíåíèìè êîåôiöi¹íòàìè ¹ ¾ïðèáëèçíî¿ îïòèìàëü-

íèì äëÿ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i, òîáòî çàáåçïå÷ó¹ áëèçüêiñòü âiäïîâiäíèõ êåðó-

âàíü i ôóíêöiîíàëiâ âàðòîñòi ïðè ìàëèõ ïàðàìåòðàõ çáóðåííÿ. Çîêðåìà, â

ïiäðîçäiëi 3.1 áóëà ðîçãëÿíóòà çàäà÷à çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ

íåëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹í-

òàìè äëÿ áàãàòîçíà÷íî¨ ëiïøèöåâî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè íà ñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó

iíòåðâàëi. Â Òåîðåìi 3.1.1 áóëà äîâåäåíà ðîçâ'ÿçíiñòü òàêî¨ çàäà÷i. Â Òåî-

ðåìi 3.1.2 çà äîäàòêîâîãî ïðèïóùåííÿ ïðî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü óñåðå-

äíåíîãî âêëþ÷åííÿ ïðè ôiêñîâàíié ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ áóëî îáãðóíòîâàíî

çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi òà ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi çáiæíiñòü îïòèìàëüíèõ

ïðîöåñiâ çáóðåíî¨ i óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Â ïiäðîçäiëi 3.2 âiäïîâiäíà çàäà÷à

áóëà ðîçãëÿíóòà íà ïiâîñi. Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i â Ëåìi 3.2.1 âñòàíîâëåíî iñíóâàí-

íÿ ðîçâ'ÿçêiâ ÿê çáóðåíî¨, òàê i óñåðåäíåíî¨ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Íà îñíîâi ðåçóëüòàòó ïðî çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi çáóðåíî¨ i óñåðå-

äíåíî¨ çàäà÷i â Òåîðåìi 3.2.1 áóëî îáãðóíòîâàíî çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi

òà ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi çáiæíiñòü îïòèìàëüíèõ ïðîöåñiâ çáóðåíî¨ i óñåðåäíå-

íî¨ çàäà÷i. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíþþòü êëàñè÷íi ïiäõîäè óñåðåäíå-

ííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà âèïàäîê íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

âêëþ÷åíü, ùî ðîáèòü ¨õ ïðèäàòíèìè äëÿ øèðøîãî êîëà ïðèêëàäíèõ çàäà÷

êåðóâàííÿ ñêëàäíèìè äèíàìi÷íèìè ñèñòåìàìè.

Òàêèì ÷èíîì, ó ðîçäiëi ñôîðìîâàíî òåîðåòè÷íå ïiä ðóíòÿ äëÿ ïîäàëü-

øîãî àíàëiçó àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü ó íåëiíiéíèõ

ñèñòåìàõ iç øâèäêîçìiííèìè ïàðàìåòðàìè òà îá ðóíòîâàíî êîðåêòíiñòü çà-

ñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ óñåðåäíåííÿ äëÿ ïîáóäîâè íàáëèæåíèõ îïòèìàëüíèõ

ðiøåíü.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â [25, 60] òà â òåçàõ ìiæíàðîäíî¨ êîí-

ôåðåíöi¨ [23].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ïèòàíü ïðî iñíóâàííÿ òà íà-

áëèæåíå çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ëiíiéíèìè

òà íåëiíiéíèìè çà êåðóâàííÿì äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè íà ñêií÷åí-

íèõ òà íåñêií÷åííèõ iíòåðâàëàõ çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òå-

ìàòèêîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè òà ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ iíøèìè àâòîðàìè.

Îñíîâíó óâàãó çîñåðåäæåíî íà òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ñèñòåì

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òåîði¨ óñåðåäåííÿ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿ-

ìè, òà òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i îïòèìàëü-

íîãî êåðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèì âêëþ÷åííÿì çi øâèäêîêîëèâíèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè ëiíiéíî¨ çà êåðóâàííÿì òà ç êîåðöèòèâíèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi.

ßê îñíîâíèé iíñòðóìåíò íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ðîçãëÿíóòà çàäà÷à îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Â ðåçóëüòàòi áóëè âè-

çíà÷åíi óìîâè, çà ÿêèõ ïðè ïðÿìóâàííi ìàëîãî ïàðàìåòðà äî íóëÿ ðîçâ'ÿçêè

i çíà÷åííÿ êðèòåðiþ âèõiäíî¨ çáóðåíî¨ çàäà÷i çáiãàþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêiâ i çíà-

÷åííÿ êðèòåðiþ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Çîêðåìà, â ïiäðîçäiëi 2.4 áóëà ðîçãëÿíó-

òà çàäà÷à îáãðóíòóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäåíííÿ äî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ

çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ, ëiíié-

íîãî çà çìiííîþ êåðóâàííÿ, òà çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè äëÿ áà-

ãàòîçíà÷íî¨ ëiïøèöåâî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè íà ñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi

äëÿ çàãàëüíîãî êîðöèòèâíîãî ôóíêöiîíàëó. Íà îñíîâi ðåçóëüòàòó ïðî çái-

æíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi çáóðåíî¨ i óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i â Òåîðåìi 2.4.2

áóëî îáãðóíòîâàíî çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi òà ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi çái-

æíiñòü îïòèìàëüíèõ ïðîöåñiâ çáóðåíî¨ i óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Â ïiäðîçäiëi

2.5 âiäïîâiäíà çàäà÷à áóëà ðîçãëÿíóòà íà íåñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi

äëÿ êâàäðàòè÷íîãî öiëüîâîãî ôóíêöiîíàëó. Â Òåîðåìi 2.5.1 áóëî îáãðóíòî-
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âàíî çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi òà ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi çáiæíiñòü îïòèìàëü-

íèõ ïðîöåñiâ çáóðåíî¨ i óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Â ïiäðîçäiëi 2.6 áóëî ðîçãëÿíó-

òî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ òèïó

Êàðàòåîäîði çi øâèäêî îñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè, àôiííîãî ùîäî êåðó-

âàííÿ òà ç êâàäðàòè÷íèì ôóíêöiîíàëîì âàðòîñòi íà ïiâîñi. Íà âiäìiíó âiä

ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëiâ, òóò íå íàêëàäàëèñÿ óìîâè Ëiïøèöÿ íà ìíîãîçíà÷íó

ôóíêöiþ ïðàâî¨ ÷àñòèíè. Çà óìîâè íàïiâíåïåðåðâíîñòi çâåðõó i îáìåæåíîñòi

â Òåîðåìi 2.6.1 äîâåäåíî çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi òà ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

çáiæíiñòü îïòèìàëüíèõ ïðîöåñiâ çáóðåíî¨ i óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i, äå óñåðåäíå-

ííÿ ðîçóìi¹ìî â ñåíñi âåðõíüî¨ ìåæi Êóðàòîâñüêîãî.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàí-

íÿ íåëiíiéíèìè ñèñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü iç øâèäêîîñöèëþþ-

÷èìè ïàðàìåòðàìè. Îá ðóíòîâàíî ðîçâ'ÿçíiñòü òàêèõ çàäà÷ òà âñòàíîâëåíî

çâ'ÿçîê ìiæ çáóðåíîþ òà óñåðåäíåíîþ çàäà÷àìè. Äîâåäåíî, ùî îïòèìàëü-

íå êåðóâàííÿ çàäà÷i ç óñåðåäíåíèìè êîåôiöi¹íòàìè ¹ ¾ïðèáëèçíî¿ îïòè-

ìàëüíèì äëÿ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i, òîáòî çàáåçïå÷ó¹ áëèçüêiñòü âiäïîâiäíèõ

êåðóâàíü i ôóíêöiîíàëiâ âàðòîñòi ïðè ìàëèõ ïàðàìåòðàõ çáóðåííÿ. Çîêðå-

ìà, â ïiäðîçäiëi 3.1 áóëà ðîçãëÿíóòà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ

íåëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹í-

òàìè äëÿ áàãàòîçíà÷íî¨ ëiïøèöåâî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè íà ñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó

iíòåðâàëi. Â Òåîðåìi 3.1.1 áóëà äîâåäåíà ðîçâ'ÿçíiñòü òàêî¨ çàäà÷i. Â Òåî-

ðåìi 3.1.2 çà äîäàòêîâîãî ïðèïóùåííÿ ïðî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü óñåðå-

äíåíîãî âêëþ÷åííÿ ïðè ôiêñîâàíié ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ áóëî îáãðóíòîâàíî

çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi òà ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi çáiæíiñòü îïòèìàëüíèõ

ïðîöåñiâ çáóðåíî¨ i óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Â ïiäðîçäiëi 3.2 âiäïîâiäíà çàäà÷à

áóëà ðîçãëÿíóòà íà ïiâîñi. Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i â Ëåìi 3.2.1 âñòàíîâëåíî iñíóâàí-

íÿ ðîçâ'ÿçêiâ ÿê çáóðåíî¨, òàê i óñåðåäíåíî¨ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Íà îñíîâi ðåçóëüòàòó ïðî çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi çáóðåíî¨ i óñåðå-

äíåíî¨ çàäà÷i â Òåîðåìi 3.2.1 áóëî îáãðóíòîâàíî çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi

òà ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi çáiæíiñòü îïòèìàëüíèõ ïðîöåñiâ çáóðåíî¨ i óñåðåäíå-

íî¨ çàäà÷i.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî òàêi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

� äîñëiäæåíî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
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êåðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè;

� äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ¹ ëiíiéíîþ çà êåðóâàííÿì, ó

âèïàäêó ëiïøèöåâî¨ áàãàòîçíà÷íî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè íå áiëüø, íiæ ëiíiéíî-

ãî ðîñòó çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè, äîâåäåíà çáiæíiñòü êðèòåði¨â

ÿêîñòi, îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü òà ðîçâ'ÿçêiâ äî âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóàâííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè ÿê ó âèïàäêó ñêií-

÷åíîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó , òàê i íà ïiâîñi;

� äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ¹ ëiíiéíîþ çà êåðóâàííÿì, ó

âèïàäêó íàïiâíåïåðåðâíî¨ çâåðõó îáìåæåíî¨ áàãàòîçíà÷íî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè

çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè äîâåäåíà çáiæíiñòü êðèòåði¨â ÿêîñòi,

îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü òà ðîçâ'ÿçêiâ äî âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü çàäà÷i îïòè-

ìàëüíîãî êåðóàâííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè íà íåñêií÷åíîìó ÷àñîâî-

ìó iíòåðâàëi;

� äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè íåëiíiéíîãî çà êåðó-

âàííÿì äèôåðåíöiàëüíîãî âêëþ÷åííÿ ç ëiïøèöåâîþ áàãàòîçíà÷íîþ ïðàâîþ

÷àñòèíîþ çi øâèäêîêîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè, äîâåäåíà çáiæíiñòü êðèòåði-

¨â ÿêîñòi, îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü òà ðîçâ'ÿçêiâ äî âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü çà-

äà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóàâííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè ÿê ó âèïàäêó

ñêií÷åíîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó , òàê i íà ïiâîñi.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíþþòü i ðîçâèâàþòü êëàñè÷íi ìåòîäè óñåðå-

äíåííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà âêëþ÷åíü ó êîíòåêñòi çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íå îá ðóíòóâàííÿ çà-

ñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ óñåðåäíåííÿ äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì iç øâèäêî çìiííè-

ìè ïàðàìåòðàìè, ùî iñòîòíî ðîçøèðþ¹ ìîæëèâîñòi àíàëiçó òà îïòèìiçàöi¨

ñêëàäíèõ äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðè-

ñòàíi äëÿ ñèíòåçó åôåêòèâíèõ êåðóâàíü ó ñèñòåìàõ iç ïåðiîäè÷íî àáî êâà-

çiïåðiîäè÷íî çìiííèìè ïàðàìåòðàìè, ùî ÷àñòî òðàïëÿþòüñÿ â òåõíi÷íèõ,

åêîíîìi÷íèõ i ïðèðîäíèõ ïðîöåñàõ.

Îòæå, â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíî àêòóàëüíó íàóêîâó ïðîáëåìó �

ðîçðîáëåíî òà îá ðóíòîâàíî òåîðåòè÷íi îñíîâè çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ óñå-

ðåäíåííÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi òà àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè îïòè-

ìàëüíèõ êåðóâàíü ó íåëiíiéíèõ ñèñòåìàõ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü iç

øâèäêîçìiííèìè ïàðàìåòðàìè.
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