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У роботi розглядається побудова довiрчих елiпсоїдiв для параметрiв нелiнiйної регресiї за
спостереженнями з сумiшi кiлькох компонентiв. Концентрацiї компонентiв є рiзними для рi-
зних спостережень. Для побудови елiпсоїдiв використовуються оцiнки узагальненого методу
найменших квадратiв. Коварiацiйнi матрицi цих оцiнок оцiнюються за допомогою рiзних моди-
фiкацiй методу складаного ножа (jackknife). Якiсть отриманих елiпсоїдiв у випадку логiстичної
функцiї регресiї дослiджується за допомогою iмiтацiйного моделювання.

Ключовi слова: асимптотична поведiнка, метод оцiнюючих рiвнянь, модель сумiшi, нелi-
нiйна регресiя, мiнiмакснi ваги, оцiнка коварiацiї, jackknife.

We consider data in which each observed subject belongs to one of different subpopulations (components).
The true number of component which a subject belongs to is unknown, but the researcher knows the
probabilities that a subject belongs to a given component (concentration of the component in the mi-
xture). The concentrations are different for different observations. So the distribution of the observed
data is a mixture of components’ distributions with varying concentrations. A set of variables is observed
for each subject. Dependence between these variables is described by a nonlinear regression model.
The coefficients of this model are different for different components. Normality of estimator for nonli-
near regression parameters is demonstrated under general assumptions. A mixture of logistic regression
models with continuous response is considered as an example. In the paper we construct confidence
ellipsoids for the regression parameters based on the modified least squares estimators. The covariances
of these estimators are estimated by the multiple modifications of jackknife technique. Performance of
the obtained confidence ellipsoids is assessed by simulations.

Key Words: asymptotic behavior, generalized estimation equations, mixture model, non-linear regressi-
on, minimax weights, variance estimator, jackknife.

Статтю представив д.ф.-м.н., доцент Ямненко Р.Є.

1 Вступ

Моделi скiнченних сумiшей широко застосову-
ються у математичнiй статистицi для опису не-
однорiдних даних [1], [2]. У випадку, коли кон-
центрацiї компонентiв сумiшi є рiзними для рi-
зних спостережень, непараметричний пiдхiд до
оцiнювання розподiлiв компонентiв розглянуто
у [3], [4]. Для сумiшi лiнiйних регресiй модифi-
кацiя оцiнок методу найменших квадратiв була
запропонована у [5]. Для побудови довiрчих iн-
тервалiв та елiпсоїдiв для коефiцiєнтiв лiнiйної
регресiйної моделi можна використовувати те-
хнiку складаного ножа (СК, jackknife) [6].

Дана стаття продовжує започатковану у [9],
[10] розробку технiки статистичного аналiзу да-

них, що описуються моделлю сумiшi нелiнiй-
них регресiй. У цих роботах введено узагальне-
нi оцiнки методу найменших квадратiв для па-
раметричних регресiйних моделей компонентiв
сумiшi, отриманi умови їхньої консистентностi
та асимптотичної нормальностi. Тепер ми до-
слiдимо можливостi побудови довiрчих елiпсо-
їдiв на основi цих оцiнок. Для цього нам бу-
дуть потрiбнi оцiнки коварiацiйних матриць па-
раметрiв регресiї для рiзних компонентiв сумi-
шi. Для цього ми використаємо метод СК, який
вперше був запропонований у роботах Quenoui-
lle (1956)[7] та Tukey (1958) [8]. Загальна теорiя
цього методу для вибiрок з незалежних, одна-
ково розподiлених спостережень викладена у п.
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5.5.2 [11].
У данiй роботi розглянуто три модифiкацiї

оцiнки СК, кожна iз яких базується на вико-
ристаннi одного кроку процедури послiдовного
наближення Ньютона–Рафсона. Якiсть довiр-
чих елiпсоїдiв, побудованих на основi цих оцi-
нок порiвнюється у iмiтацiйних експериментах
на модельованих даних.

2 Модель сумiшi

Розглянемо модель сумiшi зi змiнними концен-
трацiями. Кожен дослiджуваний об’єкт O нале-
жить одному iз M класiв (компонентiв сумiшi).
У кожного об’єкта є спостережуванi та неспо-
стережуванi змiннi. Номер компонента, якому
належить об’єкт, не спостерiгається. Його по-
значатимемо символом κ(O) ∈ 1, ...,M . Вектор
спостережуваних змiнних об’єкта O позначимо
ξ(O). Будемо вважати, що розподiл спостере-
жуваних змiнних для кожного компонента опи-
сується моделлю нелiнiйної структурної регре-
сiї. Таким чином

ξ(O) =
(
Y (O), X1(O), ..., Xd(O)

)T
,

де Y (O) – вiдгук, X(O) =
(
X1(O), ..., Xd(O)

)
–

регресори у моделi

Y (O) = g(X(O), b(κ(O))) + ε(O).

Тут g – деяка вiдома функцiя g : RD × Θ → R,
b(κ) = (b

(κ)
1 , ..., b

(κ)
D )T ∈ Θ ⊆ RD, κ = 1, ...,M –

невiдомi коефiцiєнти регресiї, якi вiдповiдають
κ-му компоненту сумiшi. Саме для цих коефi-
цiєнтiв далi буде побудовано довiрчi елiпсоїди.
ε(O) – центрована випадкова похибка

E[ε(O)|κ(O) = m] = 0,m = 1, ...,M,

зi скiнченною дисперсiєю

σ2
m = Var[ε(O)|κ(O) = m] < ∞.

(σ2
m невiдомi).

Позначимо розподiл випадкової похибки
Fε,m(A) = P

(
ε(O) ∈ A|κ(O) = m

)
, для довiль-

ної вимiрної A ⊆ R.
Вектори регресорiв X(O) =

(
X1(O), ..., XD(O)

)
вважаємо випадковими з розподiлом, що зале-
жить вiд κ(O). Позначимо невiдому функцiю
розподiлу спостережуваних змiнних X(O)

FX,m(A) = P
(
X(O) ∈ A|κ(O) = m

)
,

для довiльної вимiрної A ⊆ RD.
Додатково ми припускаємо, що регресори

X(O) та похибки ε(O) – незалежнi при фiксо-
ваному κ(O) = m, m = 1, ...,M .

Вибiрка Ξn, що спостерiгається, складає-
ться зi значень ξi = (Yi, X

T
i )

T = ξ(Oi), i =
1, ..., n, де O1, ..., On – незалежнi об’єкти, якi мо-
жуть належати до рiзних компонентiв з ймовiр-
ностями

pkj = P{κ(Oj) = k},

P =
(
pk
)M

k=1
=

(
pki

)k=1,M

i=1,n
;

M∑
k=1

pki = 1, 1 6 i 6 n

(цi змiшуючi ймовiрностi вiдомi для кожного
об’єкта)

3 Оцiнки параметрiв, що отриманi за до-
помогою оцiнюючих рiвнянь

Нехай далi k – фiксований номер компонен-
та, для якого будується оцiнка вектору параме-
трiв b(k). Для побудови оцiнок параметрiв ре-
гресiї рiзних компонент використаємо мiнiма-
кснi навантаження, визначенi у [3]. Позначи-

мо Γn =
(
⟨pk, pm⟩

)M

k,m=1
. Тодi матриця мiнiма-

ксних навантажень має вигляд

A =
(
a
(k)
i:n

)i=1,n

k=1,M
= PΓ−1

n . (1)

Для оцiнювання невiдомих параметрiв ре-
гресiї природно використати навантажений ме-
тод найменших квадратiв. Для цього складає-
ться функцiонал МНК

Gk
n(γ) =

n∑
i=1

a
(k)
i:n

(
Yi − g(Xi, γ)

)2
.

Оцiнки параметрiв регресiї є розв’язком оцiно-
чного рiвняння, яке отримується шляхом дифе-
ренцiювання Gk

n(b
(k)):

∇Gk
n(γ) =

n∑
i=1

∇
(
a
(k)
i:n (Yi − g(Xi, γ))

2
)
=

=
n∑

i=1

(−2)a
(k)
i:ns(ξi, γ) = 0, (2)

де s(z, γ) – елементарна оцiнювальна функцiя i

s(z, γ) =
(
y − g(x, γ)

)
∇g(x, γ), z = (x, y).
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Вектор оцiнок буде стацiонарною точкою
функцiоналу ∇Gk

n(γ), але не завжди буде то-
чкою мiнiмуму. У деяких випадках розв’язком
рiвняння (1) буде множина точок. У такому ви-
падку як оцiнку можна обрати будь-який еле-
мент цiєї множини, але ми вимагаємо, щоб оцiн-
ка була вимiрною функцiєю вiд даних.

Позначимо Sn(γ) =
∑n

i=1 a
(k)
i:ns(ξi, γ). Оцiн-

ки параметрiв розглядатимуться для кожного
компонента окремо, тому над оцiнювальним ви-
разом Sn не будемо писати iндекс компонента k.

Означення: b̂
(k)
n – розв’язок оцiночного

рiвняння (2), тобто така вимiрна функцiя вiд
даних Ξn, що Sn(b̂

(k)
n ) = 0 м.н., називається

оцiнкою методу найменших квадратiв (МНК).
Введемо наступне позначення

Γ∞ = lim
n→∞

n−1Γn

Далi X(m), Y (m), ε(m) – випадковi величини
iз розподiлами:

X(m) ∼ FX,m, ε(m) ∼ Fε,m – незалежнi,

та

Y (m) = g(X(m), b(m)) + ε(m).

Також позначимо наступнi суми

⟨a(k)2. pt.p
f
. ⟩n =

n∑
i=1

a
(k)
i:n

2
pfi p

t
i,

⟨a(k)2. pt.⟩n =
M∑
f=1

⟨a(k)2. pt.p
f
. ⟩n.

4 Складностi оцiнювання матрицi кова-
рiацiї оцiнок параметрiв регресiї

У статтi [10] наведено доведення асимптотичної
нормальностi оцiнок регресiї для моделi регре-
сiйної сумiшi. Далi наведено переформульовану
теорему про асимптотичну нормальнiсть оцiнок
МНК.

Позначимо

h(z) = sup
γ∈Θ

||∂s(z, γ)/∂γ||, i = 1, n.

Теорема 4.1. Якщо має мiсце збiжнiсть за
ймовiрнiстю послiдовностi оцiнок b̂

(k)
n до b(k) i

виконуються такi умови:

1 Θ – компактна множина, що включає
b(k)

2 Et||ξ(t)||δ < ∞, для 1 6 t 6 M та деякого
δ > 0.

3 Нехай iснують функцiї ∂s(z, γ)/∂γ i для
них виконуються наступнi такi двi умо-
ви:

3.a Et|h(ξ(t))|1+δ < ∞ для δ > 0 з умови 2 та
1 6 t 6 M .

3.b Для довiльних c > 0 та послiдовностi
zi ∈ RD+1, такої, що ||zi|| < c, i довiль-
ної вiдкритої множини U ∈ Θ, функцiї
∂s(zi, γ)/∂γ, γ ∈ U є рiвностепенево не-
перервними на U .

4 ∃ limn→∞ n−1Γn = Γ∞

5 Ek||s(ξ(k), θ(k))||2 < ∞, k = 1, ...,M .

6 Iснують граничнi матрицi limn→∞ nVarSn(b
(k))

та limn→∞ Ln(b
(k)) = L(b(k)) i вони неви-

родженi, де Ln(b
(k)) = −E∇Sn(b

(k)).

Тодi

V
− 1

2
n (b̂(k)n − b(k)) →w ND(0, ID),

Vn = L−1
n (b(k))VarSn(b

(k))L−1
n (b(k))T ,

Ln(b
(k)) = Ek∇g(X(k), b(k))∇gT (X(k), b(k)),

VarSn(b
(k)) =

M∑
t=1

(Ets(ξ
(t), b(k))s(ξ(t), b(k))T )⟨a(k)2. pt.⟩n−

−
M∑
t=1

M∑
f=1

(Ets(ξ
(t), b(k))Efs(ξ

(f), b(k))T )⟨a(k)2. pt.p
f
. ⟩n.

Теорема 4.1 дає вигляд матрицi коварi-
ацiй Vn, проте її використання ускладнює-
ться декiлькома проблемами. Перша поля-
гає в тому, що для деяких функцiй g(x, b)

(наприклад логiстичної, g(x, b) = σ
(
⟨x, b, ⟩

)
,

важко порахувати математичнi сподiвання
Ets

(
ξ(t), b(k)

)
s
(
ξ(t), b(k)

)T i Ets
(
ξ(t), b(k)

)
, ∀k, t =

1, ...,M . Iнша проблема полягає в тому, що
справжнi значення параметрiв для розрахун-
ку матрицi Vn невiдомi. Експерименти зi стат-
тi [10] показали, що цi математичнi сподiвання
можна рахувати наближено, i що замiсть справ-
жнiх параметрiв регресiї можна брати оцiнки
b̂
(k)
n . Наведенi двi проблеми можливо обiйти, ви-

користовуючи технiку СК для оцiнки матрицi
Vn.
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Слiдуючи [11] п. 5.5.2, опишемо стандар-
тну процедуру СК. Далi b̂

(k)
n – оцiнки мето-

дом оцiнюючих рiвнянь для k-го компонента,
а b̂

(k)
−1, ..., b̂

(k)
−n – оцiнки отриманi методом оцiню-

ючих рiвнянь iз вилученими 1-м, ..., n-м спо-
стереженнями вiдповiдно. Символом Si−(γ) по-
значимо оцiнювальну функцiю iз вилученим i-м
спостереженням. Оцiнки розглядатимуться для
кожного компонента окремо, тому над оцiню-
вальним виразом Si− також не будемо писати
iндекс компонента k.

Означення. СК-оцiнкою матрицi розсiю-
вання оцiнок b̂

(k)
n називається матриця

V̂J =

n∑
i=1

(b̂
(k)
i− − b̂(k)n )(b̂

(k)
i− − b̂(k)n )T . (3)

У статтi [10], точнiсть СК-оцiнок визначених
(3) була дослiджена методом iмiтацiйного мо-
делювання. Потрiбно зазначити, що дана про-
цедура оцiнки потребує багато обчислень, що є
значним недолiком. У наступному роздiлi опи-
сано декiлька можливих модифiкацiй оцiнки
для розв’язання цiєї проблеми. Перша iдея –
це використати оцiнку, в якiй при наближеному
обчисленнi оцiнок b̂

(k)
−1, ..., b̂

(k)
−n використовується

лише один крок процедури Ньютона–Рафсона
(НР). Iншi два способи є модифiкацiєю першо-
го, якщо у однокроковiй процедурi Ньютона–
Рафсона замiсть гессiана вiдображення записа-
ти його оцiнку.

5 Пришвидшення побудови оцiнок ма-
трицi розсiювання методом СК

Процедура СК потребує розрахунку оцiнок
b̂
(k)
i− , i = 1, ..., n, якi в свою чергу будуються

за навантаженнями A(i−). Цi навантаження мо-
жна рахувати кожен раз заново, проте у роботi
[6] наведений алгоритм швидкого перерахунку
A(i−) на основi вже вiдомої матрицi наванта-
жень A:

Γ−1
(i−) = Γ−1 +

1

1− hi
Γ−1
n pip

T
i Γ

−1
n ,

тут pi = (p1i , ..., p
M
i ) та hi = pTi Γ

−1
n pi

Наведена процедура зменшує кiлькiсть опе-
рацiй розрахунку навантажень A(i−) iз o(n2) до
o(n).

Для пришвидшення побудови оцiнок
b̂
(k)
i− , i = 1, ..., n далi використаємо однокрокову

процедуру НР. Вона дає нам приблизнi значен-
ня b̂

(k)
i− значно швидше, нiж точне розв’язування

рiвняння (1). Один крок методу НР у сторону
зменшення узагальненого функцiоналу наймен-
ших квадратiв виглядає так:

b̂
(k)
i− = b̂(k)n −

[
∇Si−(b̂

(k)
n )

]−1
Si−(b̂

(k)
n ), (4)

тут

S(i−)(b) = Σi̸=ja
(k)
j:n(−i)

(
Yj − g(Xj , b)

)
∇g(Xj , b),

та

∇S(i−)(b) = −Σi̸=ja
(k)
j:n(−i)∇g(Xj , b)∇gT (Xj , b)+

Σi̸=ja
(k)
j:n(−i)

(
Yj − g(Xj , b)

)
Hg(Xj , b).

Hg(Xj , b) – гессiан вiдображення g по параме-
тру b.

Позначимо SSJK =
[∑n

i=1 Si−(b̂
(k)
n )Si−(b̂

(k)
n )T

]
Якщо пiдставити (4) у (3), то буде отримана

перша модифiкацiя оцiнки V̂J

V̂n,1 =

n∑
i=1

[
∇Si−(b̂

(k)
n )

]−1
Si−(b̂

(k)
n )Si−(b̂

(k)
n )T

[
∇Si−(b̂

(k)
n )

]−1

(5)

Далi ми розглянемо двi модифiкацiї, що
отриманi з (5) замiною виразу ∇Si−(b̂

(k)
n на

−∇Sn(b̂
(k)
n ), або L(b̂

(k)
n ). Застосування цих двох

модифiкацiй дають змогу не рахувати матрицi

∇Si−(
ˆ

b
(k)
n ).

Замiна ∇Si−(b̂
(k)
n ) на ∇Sn(b̂

(k)
n ) дає другу

модифiкацiю оцiнки Vn

V̂n,2 =
[
∇Sn(b̂

(k)
n )

]−1
SSJK

[
∇Sn(b̂

(k)
n )

]−1
.

Третя модифiкацiя будується замiною
∇Si−(b̂

(k)
n ) на −L(b̂

(k)
n ). Тодi модифiкована оцiн-

ка виглядатиме так:

V̂n,3 =
[
L(b̂(k)n )

]−1
SSJK

[
L(b̂(k)n )

]−1
.

6 Моделювання

Нехай V̂n – консистентна оцiнка Vn, тобто
V −1
n V̂n збiгається за ймовiрнiстю до одиничної

матрицi при n → ∞. Позначимо χ2
D(α) — кван-

тиль рiвня 1 − α χ2-розподiлу з D ступенями
вiльностi,

Bk;n = {b ∈ RD : (b−b̂(k)n )T V̂ −1
n (b−b̂(k)n ) <6 χ2

D(α)}.

30



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 1
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Тодi за теоремою 4.1

P{b(k) ∈ Bk;n} → 1− α,

тобто Bk;n є асимптотичним довiрчим елiпсої-
дом для вектора справжнiх значень коефiцiєн-
тiв регресiї k-того компонента сумiшi.

Для перевiрки точностi таких довiрчих елi-
псоїдiв, якi використовують рiзнi модифiкацiї
СК-оцiнок коварiацiйної матрицi Vn, було про-
ведено ряд iмiтацiйних експериментiв.

У кожному експериментi для заданого об-
сягу вибiрки генерувались N = 1000 вибiрок
iз сумiшi зi змiнними концентрацiями. По ко-
жнiй згенерованiй вибiрцi будувалася оцiнка
b̂(k) вектора параметрiв b(k) i їх матриця кова-
рiацiї Vn оцiнювалась трьома оцiнками V̂n,t, де
t ∈ {1, 2, 3}. Далi для кожної вибiрки перевiря-
лося попадання b(k) до довiрчого елiпса iз цен-
тром у b̂

(k)
n та матрицею коварiацiї, що дорiв-

нювала V̂n,t. Номiнальним рiвнем довiрчих елi-
псоїдiв обрано значення α = 0.05. Результатами
експериментiв є частоти попадання справжнiх
значень у вiдповiднi елiпсоїди.

Номери компонент генерованих об’єктiв
κi = κ(Oi), i = 1, ..., n обиралися вiдповiдно до
розподiлiв (p1i , ..., p

M
i )ni=1, де ймовiрностi pki зге-

нерованi наступною процедурою:

pki =
uki∑M
t=1 u

t
i

;uti ∼ U [0, 1]

Спостережуванi характеристики об’єктiв для
m-го компонента сумiшi ξ(m)

i = (Y
(m)
i , X

(m)
i ) ге-

нерувалися наступним чином:

Y m
i = g(Xm

i , b(m))+ε
(m)
i ; X

(m)
i ≃ N(µ(m),Σ(m)),

де

g(X, γ) =
1

1 + e−γ0−
∑D

d=1 Xdγd
= σ(X, γ).

Градiєнт i гессiан функцiї g(X, ∗), якi потрiбнi
для розрахунку модифiкацiй вiдповiдно:

∇g(X, γ) = σ(X, γ)
(
1− σ(X, γ)

)
X,

Hg(X, γ) = σ(X, γ)
(
1−σ(X, γ)

)(
1−2σ(X, γ)

)
XXT

Розрахунки були проведенi окремо для рi-
зних розподiлiв похибки ε

(m)
i : нормального, рiв-

номiрного, та розподiлу Стьюдента. Параметри
розподiлiв та регресiї наведенi у таблицi 1.

компонент
1 2

µ(m) 0.0 1.0
Σ(m) 2.0 2.0
b
(m)
0 0.5 0.5
b
(m)
1 2 -1/3

Табл. 1: Таблиця параметрiв моделювання

Експеримент 1 Значення параметрiв для
цього експерименту зазначено у таблицi (1).
Похибки компонент εk мали один з та-
ких розподiлiв: ε

(m)
1,i ≃ N(0, 0.052); ε

(m)
2,i ≃

U(−0.25, 0.25); ε
(m)
3,i ≃ T4/10. Цей експеримент

описується моделлю “повної роздiльностi”, коли
вiзуально спостереження можуть бути роздiле-
нi на двi групи вiдповiдно до рiзних компонент

сумiшi. Приклад того, як виглядають модельо-
ванi данi, зображено на рисунку 1.

Як видно iз таблицi 2, частоти включення
справжнiх значень параметрiв до довiрчих елi-
псоїдiв, що були отриманi у результатi моделю-
вання, прямує до теоретичного рiвня 1 − α =
0.95 зi збiльшенням обсягу вибiрки. Цей резуль-
тат є очiкуваним.
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Рис. 1: Приклад дiаграми розкиду пар X проти Y на даних з експерименту 1.

ε
(m)
1,i ε

(m)
2,i ε

(m)
3,i

n 1 2 1 2 1 2
100 0.863 0.899 0.843 0.891 0.85 0.903
500 0.931 0.941 0.928 0.931 0.934 0.939
1 000 0.945 0.945 0.942 0.928 0.946 0.930
5 000 0.948 0.954 0.947 0.940 0.931 0.937
7 500 0.936 0.954 0.949 0.941 0.943 0.936
10 000 0.951 0.952 0.943 0.937 0.953 0.944

Табл. 2: Частоти для V̂n,1 у експериментi 1

ε
(m)
1,i ε

(m)
2,i ε

(m)
3,i

n 1 2 1 2 1 2
100 0.852 0.897 0.845 0.879 Nan Nan
500 0.927 0.944 0.92 0.923 0.802 0.959
1 000 0.948 0.942 0.94 0.93 0.850 0.931
5 000 0.939 0.93 0.939 0.936 0.931 0.939
7 500 0.944 0.943 0.93 0.944 0.943 0.933
10 000 0.941 0.937 0.938 0.953 0.944 0.942

Табл. 3: Частоти для V̂n,2 у експериментi 1

Експеримент 2 Для того, щоб подивити-
ся вплив розкиду похибок регресiї на якiсть рi-
зних методiв, ми збiльшили параметр дисперсiї
залишкiв у другому експериментi. Експеримен-
ти проведено окремо для рiзних розподiлiв по-
хибки. Таблицi 5, 6, 7 показують, що частоти
включення у наведеному експериментi меншi,
нiж аналогiчнi частоти у першому експеримен-
тi. I збiльшення обсягу вибiрки не дуже допо-

магає виправити ситуацiю. Це означає, що ви-
падок iз великими значеннями параметру дис-
персiї є складним для наведеної моделi.

ε
(m)
1,i ≃ N(0, 0.252); ε

(m)
2,i ≃ U(−1.25, 1.25); ε

(m)
3,i ≃ T4/2.

Всi iншi параметри було залишено як у пер-
шому експериментi.
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ε
(m)
1,i ε

(m)
2,i ε

(m)
3,i

n 1 2 1 2 1 2
100 0.845 0.905 0.82 0.907 0.797 0.919
500 0.93 0.922 0.915 0.939 0.919 0.943
1 000 0.939 0.942 0.931 0.933 0.925 0.944
5 000 0.95 0.938 0.943 0.946 0.944 0.945
7 500 0.951 0.955 0.941 0.943 0.945 0.938
10 000 0.943 0.938 0.955 0.931 0.950 0.930

Табл. 4: Частоти для V̂n,3 у експериментi 1

Рис. 2: Приклад дiаграми розкиду пар X проти Y на данних з експерименту 2.

Експеримент 3
Параметри розподiлу похибок регресiї тi ж

самi, що i у експериментi 2. Усi iншi параметри
пiдiбранi таким чином, щоб продемонструвати
роботу моделi у випадку, коли залишки регресiї
об’єктiв з iнших компонент не врiвноважуються
навантаженнями a

(k)
i:n . Прикладом цього є випа-

док, коли всерединi k-го компонента, на деякiй
областi B зосереджено близько третини спосте-

режень, i їх вiдгуки концентруються бiля зна-
чення 1. В той же час вiдгуки iнших компонент
зосередженi бiля значення 0 i їхня кiлькiсть та-
ка, що ними не можна нехтувати. З огляду на
таку ситуацiю наближення b̂

(k)
n до b(k), означа-

тиме збiльшення значення функцiоналу МНК i
вiдповiдно збiльшення дисперсiї вiдгукiв.

У таблицi 8 наведенi параметри розподiлiв
i регресiї цього експерименту.

З таблиць (9), (10), (11) видно, що часто-
ти включення значно меншi за теоретичне зна-
чення 1 − α = 0.95. Цей експеримент показує,
що навiть при гарному виборi функцiї регресiї

i вiдносно малих значеннях похибок, в деяких
випадках побудованi оцiнки параметрiв регресiї
i оцiнки їх матриць коварiацiй значно вiдрiзня-
ються вiд своїх справжнiх значень.

ε
(m)
1,i ε

(m)
2,i ε

(m)
3,i

n 1 2 1 2 1 2
100 0.779 0.907 0.502 0.919 0.542 0.898
500 0.914 0.921 0.795 0.930 0.803 0.939
1 000 0.928 0.931 0.873 0.932 0.855 0.912
5 000 0.928 0.930 0.905 0.928 0.923 0.927
7 500 0.938 0.938 0.924 0.919 0.925 0.928
10 000 0.95 0.915 0.906 0.931 0.915 0.917

Табл. 5: Частоти для V̂n,1 у експериментi 2
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ε
(m)
1,i ε

(m)
2,i ε

(m)
3,i

n 1 2 1 2 1 2
100 0.704 0.837 0.508 0.873 0.515 0.894
500 0.883 0.930 0.819 0.923 0.812 0.918
1 000 0.955 0.952 0.867 0.922 0.852 0.915
5 000 0.927 0.917 0.911 0.911 0.909 0.921
7 500 0.931 0.939 0.911 0.920 0.908 0.930
10 000 0.917 0.922 0.932 0.929 0.910 0.911

Табл. 6: Частоти для V̂n,2 у експериментi 2

ε
(m)
1,i ε

(m)
2,i ε

(m)
3,i

n 1 2 1 2 1 2
100 0.782 0.909 0.687 0.913 0.528 0.842
500 0.905 0.919 0.819 0.933 0.853 0.936
1 000 0.927 0.921 0.864 0.930 0.835 0.942
5 000 0.928 0.942 0.916 0.923 0.926 0.919
7 500 0.946 0.938 0.914 0.923 0.907 0.912
10 000 0.938 0.930 0.914 0.918 0.906 0.933

Табл. 7: Частоти для V̂n,3 у експериментi 2

7 Висновки

Нами побудовано декiлька модифiкацiй оцiнки
матрицi коварiацiї параметрiв регресiї на осно-
вi технiки складаного ножа для моделi сумiшi
зi змiнними концентрацiями. Якiсть побудова-
них оцiнок порiвнюється за допомогою експери-

ментiв на модельованих даних. Результати екс-
периментiв показують, що надiйностi отрима-
них довiрчих елiпсоїдiв мало залежать вiд ви-
бору варiанта оцiнки коварiацiйної матрицi. То-
му на практицi доцiльно використовувати най-
бiльш швидку з розглянутих оцiнок — V̂n,3.
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