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Inertial-circulating principle of swimming and flight  

of hydro- and aerobionts. Part 1 

A.V. Shekhovtsov 
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For the case of modeling in the nonlinear ideal formulation of oscillations of an infinitely 

thin profile of the wing-propulsion, three components of the thrust force coefficient were 

distinguished - inertial, circulating, and vortex. The contribution to the traction force of 

each of the obtained components is investigated and the mechanisms of wing traction 

force formation at different types of oscillations are explained. It is revealed that the iner-

tial-circulating principle underlies the work of the wing-propulsion. The inductive effect 

of the vortex trail on the traction force is small and negative.  
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Инерционно-циркуляционный принцип плавания и полёта 
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Для случая моделирования в нелинейной идеальной постановке колебаний беско-

нечно тонкого профиля крыла-движителя выделено три компоненты коэффициента 

силы тяги - инерционная, циркуляционная и вихревая. Исследован вклад в силу тя-

ги каждой из полученных компонент и объяснены механизмы образования силы тя-

ги крыла при различных видах колебаний. Обнаружено, что в основе работы крыла-

движителя лежит инерционно-циркуляционный принцип. При этом индуктивное 

влияние вихревого следа на силу тяги мало и негативно. 

Ключевые слова: Инерционно-циркуляционный принцип, плавание, полёт, коэф-

фициент силы тяги, колебания крыла-движителя.  

 

1. Введение 

Со времен первых исследований по колеблющемуся крылу-движителю и до 

настоящего момента вопрос о природе сил, возникающих на крыле, оставался от-

крытым, несмотря на довольно развитые аналитические и численные методы их 

определения. Так, например, в классической работе Голубева [1] утверждается: 

«...взмахами машущего крыла мы вызываем образование за ним обращенной до-

рожки Бенара-Кармана, которая в свою очередь создает силу, направленную в сто-

рону, противоположную той, которая возникает от обыкновенной дорожки, т.е., 

силу тяги.» Подобное толкование природы силы тяги крыла-движителя можно 

встретить также у Ньюмана, Ву [2], Рейнера [3] и в некоторых других работах со-

временных исследователей.  

Представляется, что при этом происходит перемена причины и следствия ме-

стами, то есть, вихревой след не является причиной возникновения сил на машу-
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щем крыле. На формирование ложной точки зрения могли повлиять следующие 

обстоятельства. Во-первых, импульс, уносимый каждой новой парой вихрей по 

истечении очередного периода колебаний, численно равен (для идеальной среды) 

импульсу, приобретаемому крылом за этот период. Во-вторых, скорости от двой-

ного ряда вихрей с противоположными направлениями вращения складываются 

вдоль направления поступательного перемещения крыла, создавая течение, напо-

минающее реактивную струю. 

Как известно, помимо наиболее распространенного метода непосредственного 

расчета реакции потока на крыло, существует косвенный метод, основанный на 

применении теоремы Эйлера количества движения жидкого объема сплошной сре-

ды. На этом методе основана теория “активного диска”, применяемая при подсчете 

реакции струи, создаваемой системой вращающихся лопастей. Теория “активного 

диска” использует то обстоятельство, что создаваемый упор имеет реактивную 

(инерционную) природу – лопасти отбрасывают назад струю, границу которой 

можно условно принять непрерывной и стационарной. Данный метод, кроме его 

приближенности, имеет еще один существенный недостаток: в силу своего инте-

грального характера он оставляет за скобками весь процесс создания нагрузок на 

крыле-движителе и, как следствие, процесс образования вихревого следа.  

Поэтому для выяснения природы сил, возникающих на крыле-движителе, необ-

ходимо применять именно методы, позволяющие непосредственно рассчитывать 

нагрузки на крыле. Для таких методов в предельном случае бесконечно тонкого 

крыла, заменяющего реальное крыло конечной толщины, теоретически возможно 

представление главного вектора внешних сил крыла в виде суммы нормальной и 

подсасывающей сил. При этом условия обтекания кромок будут различными: пе-

реднюю кромку среда должна беспрепятственно обтекать, что в случае ее беско-

нечно большой кривизны приводит к возникновению кинематической особенности 

вида x/1  (бесконечной скорости перетекания потока через переднюю кромку 

крыла) и, соответственно, к возникновению области разрежения. С задней же 

кромки крыла должен реализовываться сход вихревой пелены, при котором пере-

текание потока, а, следовательно, и бесконечные скорости, не реализуются (усло-

вие Кутта-Жуковского-Чаплыгина). В случае реального достаточно тонкого крыла 

величины разрежений и скоростей вблизи передней кромки, хотя и велики, но все 

же конечны, а подсасывание, как и нормальная сила, создается за счет перепада 

давления на противоположных кромках с весьма малыми, но конечными площа-

дями. Причины возникновения перепада давления могут быть следующие: за счет 

мгновенных присоединенных масс (инерционная компонента), за счет индуктив-

ных скоростей от вихревой системы, порожденной крылом (вихревая компонента) 

и за счет относительной невозмущенной скорости потока (циркуляционная компо-

нента). Подобное разделение сил для случая бесконечно малой амплитуды колеба-

ний бесконечно тонкого крыла было осуществлено еще Карманом и Сирсом [4], 

однако линейная постановка задачи давала возможность исследовать лишь вырож-

денный случай, когда вихревой след находится в плоскости крыла, в то время как 

амплитуды колебаний крыльев гидро- и аэробионтов сопоставимы с их хордами. 

Попытаемся выделить эти компоненты, соответствующие силам различной приро-

ды и рассмотрим величину их вклада в силу тяги крыла-движителя при различных 

режимах его работы для нелинейного случая.  
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 2. Постановка задачи о нелинейных колебаниях крыла-движителя 

 Пусть среда является сплошной и обладает свойствами идеальности, несжима-

емости и невесомости (отсутствуют внешние объемные силы). Во всех точках сре-

ды в начальный момент времени предполагается отсутствие вихрей, а сама среда – 

неподвижной. 

Будем предполагать, что крыло S  является бесконечно тонким, непроницае-

мым и нерастяжимым. Примем к рассмотрению модель циркуляционного обтека-

ния крыла со сходом слоя потока с его поверхности, а также постулат Кутта-

Жуковского-Чаплыгина о конечности скорости потока в окрестности задней кром-

ки крыла. В силу принятых свойств среды и крыла, с задней кромки движущегося 

крыла будет сходить вихревая пелена  , точки которой будут двигаться по траек-

ториям жидких частиц, то есть она будет вморожена в потенциальную среду. Ска-

чок потенциала скорости   на свободной вихревой пелене   не будет меняется 

со временем. 

Принятая модель циркуляционного обтекания, допускающая образование сво-

бодной вихревой пелены за крылом в процессе его движения, не противоречит 

теореме Лагранжа и динамической теореме Кельвина, так как в этих теоремах со-

хранение завихренности и циркуляции выполняется не для области пространства, а 

для жидкого объема среды. При этом границей рассматриваемой среды   являет-

ся совокупность S  и  , причем в область   сами S  и   не входят. 

Сформулируем начально-краевую задачу [5]. 

Уравнение Лапласа для потенциала  : 

            .),(,00),,( = yxttyxgraddiv                (1) 

Запишем граничные условия для уравнения Лапласа.  

Условие непроницаемости крыла S : 
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кромка крыла: Sn
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Условие движения вихревой пелены   по траекториям жидких частиц: 
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Как известно, внешняя смешанная краевая задача для уравнения Лапласа имеет 

решение с точностью до константы при условии: 

         *
0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) 0 , ( , ) . =   S

S

W x y t n x y t ds t x y S       (6) 

Данное условие выражает закон сохранения массы внутри границы S  (в общем 

случае – произвольной замкнутой), что в плоском случае для несжимаемой среды 

эквивалентно сохранению площади внутри непроницаемого контура S , или нуле-

вому балансу потока через его поверхность. В силу принятых ограничений, в рас-

сматриваемом случае это условие будет выполняться для любого момента време-

ни, то есть существование решения задачи (1)-(6) обеспечено. 

В силу того, что в плоском случае область   является двусвязной, циркуляция 

скорости по замкнутому контуру C , охватывающему границу S , в общем 

случае может быть отлична от нуля, а потенциал  , соответственно, многознач-

ной функцией. Без ограничения общности, в качестве контура C  можно взять 

жидкий контур. Тогда, в соответствии с теоремой Кельвина, циркуляция по нему 

будет постоянной. Отсюда приходим к следующему условию обеспечения един-

ственности решения поставленной задачи: 

      =
C

Cyxtconsttyxrtyxgrad .),(,),,(),,(


        (7) 

Задача Коши для нахождения формы свободной вихревой пелены   в произ-

вольный момент времени t : 

     
,

~),),
~

,(),
~

,((
~)),

~
,(),

~
,((

,
~

),
~

,,()),
~

,(),
~

,((

00
00

1100

tttttyttxW
td

tttyttxrd

tttyxrtttyttxr









=

==



       (8) 

 

где r


– радиус-вектор произвольной точки  .),( 00 yx  

Для начально-краевой задачи (1)-(8) начальными условиями будут известная 

форма границ и значение потенциала в момент 0=t : 

          .),(,00),,(, === yxttyxSS               (9) 

Скорости точек свободной вихревой пелены, входящие в уравнения (3) и (8), 

являются функционалами от всех предшествующих положений границ S  и  , ко-

торые необходимо находить в процессе решения задачи. Поэтому начально-

краевая задача (1)-(9) является нелинейной. 

После решения кинематической задачи (1)-(9), используя интеграл Коши-

Лагранжа, можно определить динамические характеристики крыла и поле давле-

ния вокруг него. 

3. Решение задачи усовершенствованным методом дискретных вихрей 

Решение уравнения Лапласа будем искать в виде суммы потенциалов от непре-

рывно распределенных по границам области гидродинамических особенностей. 

При выборе типа особенностей будем учитывать необходимость обеспечить тан-

генциальный разрыв скорости на поверхности крыла и свободной вихревой пе-

лене, а также затухание возмущений на бесконечном удалении от границ. Такими 

свойствами обладают потенциалы двойного слоя и слоя вихрей. Поэтому, исполь-

зуя какой-либо из них, останется лишь определить его плотность так, чтобы удо-

влетворить условию непроницаемости крыла. Подставление выражения для по-
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тенциала двойного слоя в граничное условие (2), с учетом параметрического пред-

ставления границ, даст сингулярное интегро-дифференциальное уравнение: 
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Сингулярные интегралы в (10) понимаются в смысле главного значения Коши. 

Условием единственности решения для (10) будет: 
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Задача Коши примет вид: 
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Полученная система (10)-(12) - нелинейная. Поэтому, для решения поставлен-

ной задачи необходимо привлекать численные методы. 

Так как скорости, индуцируемые двойным слоем, эквивалентны скоростям от 

соответствующего вихревого слоя, то для создания численной модели будем ис-

пользовать усовершенствованный метод дискретных вихрей (УМДВ) [6]. УМДВ 

позволяет представить скорость любой точки среды в виде суммы невозмущенной 

скорости потока, возмущенной скорости от системы суммарных дискретных вих-

рей, моделирующих обтекаемое тело, а также возмущенной скорости от системы 

свободных вихрей, моделирующих непрерывную вихревую пелену, сошедшую с 

тела. Кроме того, в случае, когда крыло полагается бесконечно тонким, примене-

ние интеграла Коши-Лагранжа для расчета перепада давления на крыле с учетом 

свойств плотности вихревого слоя   приводит к линеаризации нелинейных слага-

емых. Указанные особенности моделирования дают возможность представить ко-

эффициент силы тяги в виде трех компонент:  

– инерционной: ,)),,(cos(
)),((

2)( sdxsn
s

C
S

TI 


= 

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  где   – скачок по-

тенциала скорости на поверхности крыла S ; штрих при частной производной 

означает, что дифференцирование совершается в подвижной системе координат 

крыла; 

– циркуляционной: 
*

0 ˆ( ) ( )cos( ( , ), ) 2 ( ( ), ) ( ( ( ), ) ( ( ), ))cos( ( , ), ) ,
CT Q

S

C C n s y s w s w s n s x ds           = − −  
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где QC  – коэффициент подсасывающей силы; 0s – передняя кромка; ŵ – каса-

тельная проекция скорости от системы суммарных вихрей, моделирующих вихре-

вую пелену крыла; *
w  – касательная проекция переносной скорости крыла; 

– вихревой: ,)),,(cos()),((~)),((2)( dsxsnswsC
S

TV
 −=  где w~  – касатель-

ная проекция скорости от системы свободных вихрей. 

Указанное разделение сил имеет довольно ясную физическую основу. Цирку-

ляционная составляющая есть квазистационарный аналог силы Жуковского и 

определяется текущим значением циркуляции по контуру, прилегающему к крылу 

(без учета сошедших вихрей). Инерционная составляющая есть нестационарная 

компонента, зависящая от текущей присоединенной массы крыла. Вихревая (ин-

дуктивная) компонента определяется текущими величиной и распределением за-

вихренности вокруг крыла.  
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Інерційно-циркуляційний принцип плавання і польоту 
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Для випадку моделювання в нелінійній ідеальній постановці коливань нескінченно 

тонкого профілю крила-рушія виділено три компоненти коефіцієнта сили тяги – 

інерційну, циркуляційну і вихрову. Досліджено внесок в силу тяги кожної з отри-

маних компонент і пояснено механізми утворення сили тяги крила при різ-них ви-

дах коливань. Виявлено, що в основі роботи крила-рушія лежить інерційно-

циркуляційний принцип. При цьому індуктивний вплив вихрового сліду на силу тя-

ги малий і негативний.  

Ключові слова: Інерційно-циркуляційний принцип, плавання, політ, коефіцієнт 

сили тяги, коливання крила-рушія.  
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