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АНОТАЦIЯ
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— Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.01.05 – «Теорiя ймовiрностей i математична ста-

тистика» (111 — Математика). – Київський нацiональний унiверситет iменi

Тараса Шевченка Мiнiстерства освiти i науки України, Київ, 2017.

Дисертацiя присвячена аналiзу випадкових регенеративних структур та ви-

падкових процесiв з регенерацiєю. Пiд випадковою регенеративною структу-

рою ми розумiємо випадковий об’єкт або їх родину, з пiдхожим чином ви-

значеним поняттям розмiру, такий що ймовiрнiснi характеристики об’єктiв

рiзного розмiру узгодженi, а їх розподiли є iнварiантними вiдносно фiксованої

операцiї видалення частини. Випадковий процес з регенерацiєю – це стохасти-

чний процес, що визначений на такiй структурi та iндексований неперервною

або дискретною змiнною, що задає її розмiр.

Поняття регенерацiї у випадкових комбiнаторних структурах вперше вини-

кло в контекстi робiт О. Гнєдiна, Дж. Пiтмена та М. Йора по регенеративним

композицiям та розбиттям. Запропонована згаданими авторами модель ком-

позицiй та поняття регенеративностi, що лежить в її основi, виявились над-

звичайно вдалими, а вiдповiднi iдеї знайшли застосування в багатьох iнших

областях прикладної ймовiрностi, включаючи теорiю коалесцентiв, теорiю ви-

падкових перестановок, в задачах випадкового розмiщення, аналiзi процедур

вибору лiдера тощо. Подальший розвиток вiдповiдних теорiй вимагав роз-

робки асимптотичного апарату процесiв дробового ефекту, а також розробки

теорiї збурених випадкових блукань. В даному дисертацiйному дослiдженнi

згаданi моделi та внесок автора до вiдповiдних теорiй представленi з єдиної

точки зору за допомогою поняття випадкової регенеративної структури. У ро-

ботi докладно дослiджено такi моделi:

• випадковi процеси з iммiграцiєю в моменти вiдновлення та, зокрема, про-

цеси дробового ефекту, побудованi за процесом вiдновлення;

• випадковi регенеративнi композицiї;
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• випадковi регенеративнi перестановки;

• переставнi коалесценти;

• випадковi блукання з бар’єром та збуренi випадковi блукання;

• процедури випадкового просiювання та процедури вибору лiдера.

В роботi вперше введено поняття випадкового процесу з iммiграцiєю в мо-

менти вiдновлення та побудовано класифiкацiю режимiв слабкої збiжностi цих

процесiв. Отримано умови збiжностi до стацiонарних процесiв з iммiграцiєю;

доведено граничнi теореми для процесiв дробового ефекту з функцiями вiдпо-

вiдi, що не зростають, у випадках правильної змiни та повiльної змiни норму-

вання; отримано граничнi теореми для випадкових процесiв з iммiграцiєю у

випадку правильної змiни нормування. Доведено граничнi теореми для низки

функцiоналiв, що дiють на збурених випадкових блуканнях, зокрема доведе-

но функцiональну граничну теорему для числа вiзитiв збуреного випадкового

блукання в iнтервал.

Для випадкових регенеративних композицiй встановлено ряд граничних те-

орем, зокрема отримано функцiональну граничну теорему для числа нену-

льових блокiв регенеративних композицiй, породжених узагальненими проце-

сами Пуассона. Введено поняття регенеративної випадкової перестановки та

отримано граничнi теореми для порядку таких перестановок. Запропоновано

конструкцiю каплiнгу випадкових регенеративних композицiй та переставних

коалесцентiв з множинними злиттями та отримано ряд граничних теорем для

коалесцентiв з пиловою компонентою. Для переставних коалесцентiв без пи-

лової компоненти аналогiчнi результати отримано з використанням технiки

ймовiрнiсних метрик. Доведено центральну граничну теорему для числа ну-

льових декрементiв у випадкових блуканнях з бар’єром. Останнi два результа-

ти отриманi з доведених в роботi загальних теорем про слабку збiжнiсть часу

поглинання у ланцюгах Маркова, що не спадають.

Запропоновано та дослiджено процедури випадкового просiювання. Вста-

новлено їх зв’язок з процесами Гальтона-Ватсона та переставними коалесцен-

тами. В роботi вперше введено поняття точкового процесу, стiйкого вiдносно
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просiювання, та отримано характеризацiю точкових процесiв, стiйких вiдно-

сно просiювання випадковими блуканнями. Дослiджено узагальненi процеду-

ри вибору лiдера та встановлено граничнi теореми для деяких характеристик

таких процедур. Побудовано каплiнг випадкових просiювань процесом рекор-

дiв та коалесцента Пуассона-Дiрiхле, що дозволив отримати граничну теорему

для числа зiткнень у цьому коалесцентi.

В роботi введено декiлька нових класiв стохастичних процесiв, що вини-

кають як слабкi границi випадкових процесiв з регенерацiєю: дробового iн-

тегрованi стiйкi процеси Левi та дробово iнтегрованi оберненi стiйкi субор-

динатори. Дослiджено властивостi розподiлiв та траєкторiй таких процесiв,

зокрема, стохастична неперервнiсть, неперервнiсть та гельдеровiсть траєкто-

рiй, самоподiбнiсть, локальнi закони повторного логарифма тощо. Показано,

що для деяких значень параметрiв цих процесiв їх траєкторiї є майже напевно

небмеженими на довiльних iнтервалах.

Доведено локальну унiверсальнiсть дiйсних коренiв випадкових тригоно-

метричних полiномiв у випадку коефiцiєнтiв зi скiнченними другими момен-

тами, а також для коефiцiєнтiв, що лежать в областi притягання стiйких розпо-

дiлiв. Показано збiжнiсть степеневих та показникових моментiв нормованого

та центрованого числа вiдновлень у випадку, коли розподiл кроку вiдповiдно-

го випадкового блукання лежить в областi притягання стiйкого розподiлу. З

використанням симетрiй планарного процесу Пуассона, отримано несподiванi

рiвностi розподiлiв для випадкових матриць, породжених рекордами.

Результати дисертацiйної роботи носять в основному теоретичний характер

i є внеском до теорiї дискретних випадкових структур з регенерацiєю. Основнi

результати, а також iдеї та методи, що використовуються в роботi, можуть бути

корисними у рiзних роздiлах теорiї ймовiрностей та математичної статистики.

Поняття регенерацiї, самоподiбностi та рекурсивностi у стохастичних систе-

мах, притаманнi об’єктам даного дослiдження, виникають у багатьох прикла-

дних задачах, а тому запропонована у роботi методологiя аналiзу таких систем

має вагоме прикладне значення. Зокрема, випадковi процеси з iммiграцiєю та

процеси дробового ефекту є математичною моделлю електричного струму у
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вакуумних трубках, дробового ефекту в iонних каналах, затримок у врегулю-

ваннi страхових претензiй, сейсмiчної активностi регiону та багатьох iнших

процесiв у рiзних областях науки. Фактично, будь-який процес, який описує

кумулятивний ефект однотипних iмпульсiв, що поступають у систему у ви-

падковi, але регулярно розподiленi моменти часу, є випадковим процесом з

iммiграцiєю. Теорiя переставних коалесцентiв та регенеративних композицiй

є складовою математичного апарату генетики популяцiй. Випадковi дерева та

процедури вибору лiдера (випадковi просiювання) повсякчас застосовуються

в комп’ютерних науках, зокрема у аналiзi алгоритмiв.

Ключовi слова: випадковi композицiї, випадковi перестановки, випадковi

процеси з iммiграцiєю, випадковi регенеративнi структури, гратки Бернуллi,

дробово iнтегровнi оберненi стiйкi субординатори, дробово iнтегровнi проце-

си Левi, збурене випадкове блукання, ймовiрнiснi метрики, коалесценти, про-

цедри вибору лiдера, процедури випадкового просiювання, процеси дробового

ефекту, тетрацiя.

SUMMARY

Marynych O. V. Limit theorems for random processes with regeneration. —

Manuscript.

Doctor’s thesis in Physics and Mathematics, specialty 01.01.05 – probability

theory and mathematical statistics (111 — Mathematics). – Taras Shevchenko Nati-

onal University of Kyiv, Ministry of Education and Science of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the analysis of random regenerative structures and

random processes with regeneration. A regenerative random structure is a random

structure or a family of random structures with an appropriately defined notion of

«size», such that distributional properties of structures of different sizes are consi-

stent and invariant under a fixed operation that deletes a part of the structure. A

random process with regeneration is a stochastic process defined on such a structure

and indexed by a discrete or continuous variable representing its size.

The notion of regeneration in random combinatorial structures was introduced

in the series of papers by A. Gnedin, J. Pitman and M. Yor on random composi-

- 6 -



tions and partitions. The model of random compositions proposed by these

authors and its intrinsic regenerative structure turned out to be extremely frui-

tful and the corresponding ideas found their applications in various fields of

theoretical and applied probability, including exchangeable coalescents, random

permutations, allocation models, random trees and, more generally, in the theory

of exchangeable partition-valued processes. On the other hand, further progress

in these fields demanded the development of the asymptotic theory of renewal

shot noise processes and their generalizations, called random processes with immi-

gration. In this thesis the aforementioned models and author’s contribution to

the corresponding theories is presented in a unified way using the notion of a

regenerative random structure. The following models are studied in details:

• random processes with immigration at renewal epochs and, in particular,

renewal shot noise processes;

• regenerative random compositions;

• regenerative random permutations;

• exchangeable coalescents with multiple collisions;

• random walks with the barrier and perturbed random walks;

• random sieves and generalized leader election procedures.

The notion of random process with immigration at the epochs of a renewal

process is proposed and a classification of the modes of weak convergence of

such processes is constructed. We obtain conditions for the weak convergence to a

stationary process with immigration; prove limit theorems for renewal shot noise

processes with eventually decreasing response functions in the cases of regular and

slow variation of the normalization; derive limit theorems for random processes

with immigration in case of the regularly varying normalization. As a byproduct,

limit theorems for several functionals on perturbed random walks are proved. In

particular, a functional limit theorem for the number of visits of a perturbed random

walk to an interval is obtained.

For regenerative random compositions we derive a number of limit theorems
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for different functionals. In particular, a functional limit theorem for the number of

blocks in regenerative compositions derived from a compound Poisson processes

(the Bernoulli sieve) is proved. The notion of regenerative random permutation is

proposed and limit theorems for the order of such permutations are proved. We

introduce a coupling of regenerative random compositions and coalescents with

multiple collisions and apply it to prove several asymptotic results for coalescents

with dust component, including limit theorems for the number of collisions and the

absorption time. For exchangeable coalescents without dust component analogous

results are proved using the technique of probability distances. The latter method

is also applied to derive a central limit theorem for the number of zero increments

in a random walk with a barrier. The last two results are derived from our general

limit theorems for the absorption time in non-increasing Markov chains.

We propose and analyze a new stochastic operation of a random sievi-

ng. A connection of this operation with classical Galton-Watson processes and

exchangeable coalescents is established. The notion of stability of point processes

with respect to sieving is proposed, and a characterization of point processes which

are stable with respect to sieving by random walks is derived. Generalized leader-

election procedures are discussed and a number of limit theorems for different

characteristics of these procedures are proved. A limit theorem for the number of

collisions in the Poisson-Dirichlet coalescent is established.

We introduce a few new classes of stochastic processes, including fractionally

integrated stable processes and fractionally integrated inverse stable subordinators.

We discuss their distributional and pathwise properties such as stochastic continui-

ty, sample continuity, self-similarity, Hölder continuity and local laws of iterated

logarithm. It is shown that for some values of their parameters the aforementioned

processes have almost surely locally unbounded paths.

Local universality of real roots of random trigonometric polynomials is proved

in the case where the coefficients have finite second moments, as well as for the

coefficients from the domain of attraction of a stable law. We show convergence

of the power and exponential moments of the number of renewals, suitably shifted

and scaled, when the step of the underlying random walk belongs to the domain
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of attraction of a stable law. Using symmetries of a Poisson process in the positive

quadrant we derive some surprising distributional identities for random matrices

generated by the records.

The results of the thesis are of theoretical natural and constitute an essential

contribution to the theory of discrete random structures with regeneration. The main

results, as well as the ideas and methods used in the work, can be applied in various

fields of probability theory and mathematical statistics. The concept of regenerati-

on, self-similarity and recursiveness in stochastic systems, intrinsic for the objects

of this study, arise in many applied problems. The methodology of analysis of such

systems proposed in the present work has a significant value for applications. In

particular, random processes with immigration and renewal shot noise processes

are used as mathematical models of electric current in vacuum tubes, a shot noise

effect in ion channels, delays in the settlement of insurance claims, seismic activity

of the region, and many other processes in various fields of science. In fact, any

process that describes the cumulative effect of the homogeneous flow of random

impulses entering the system is a random process with immigration. The theory of

exchangeable coalescents and regenerative compositions is an integral part of the

mathematical apparatus of genetics of populations. Random trees and leader selecti-

on procedures (random sieves) are ubiquitous in computer science, in particular in

the analysis of algorithms.

Keywords: coalescents, fractionally integrated inverse stable subordinators,

fractionally integrated Lévy processes, leader-election procedures, perturbed

random walk, probability metrics, random compositions, random permutations,

random processes with immigration, random sieves, regenerative random structures,

renewal shot noise processes, the Bernoulli sieve, tetration.
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СПИСОК ПОЗНАЧЕНЬ

� – завершення доведення

R+ – невiд’ємна пiвпряма [0,∞)

N – множина натуральних чисел

N0 = N
⋃
{0}

в.в. – випадкова величина

х.ф. – характеристична функцiя випадкової величини

м.н. – майже напевно
d→ – слабка збiжнiсть в.в. та випадкових векторiв

f.d.⇒ – збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв випадкових процесiв (область

змiни аргументу процесiв завжди вказується явно)

⇒ – слабка збiжнiсть випадкових елементiв у функцiональних просторах (про-

стiр та топологiя завжди вказуються явно)
d
= – рiвнiсть розподiлiв випадкових елементiв
d
≤ – стохастичний порядок, X

d
≤ Y тодi i тiльки тодi, коли P{X ≤ x} ≥ P{Y ≤

x} для всiх x ∈ R
f.d.
= – рiвнiсть скiнченновимiрних розподiлiв випадкових процесiв

f(x) = O(g(x)) при x→ x0, де x0 ∈ [−∞,∞], означає lim
x→x0

f(x)

g(x)
<∞

f(x) ∼ g(x) при x→ x0, де x0 ∈ [−∞,∞], означає lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1

L, `, ˆ̀ – функцiї, що повiльно змiнюються на∞
1A – iндикатор подiї A, що дорiвнює 1, якщо подiя A вiдбувається, та = 0,

iнакше

Γ(z) – гамма-функцiя: Γ(z) :=
∫∞

0 xz−1e−xdx при Re z > 0

B(u, v) – бета-функцiя: B(u, v) :=
∫ 1

0 x
u−1(1− x)v−1dx при Reu > 0, Re v > 0
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ζ(s, q) – дзета-функцiя Гурвiца: ζ(s, q) :=
∑∞

n=0
1

(n+q)s при Re s > 1, Re q > 0

x ∧ y = min(x, y)

x ∨ y = max(x, y)

x+ := max(x, 0)

x− := −min(x, 0)

◦ – композицiя функцiй, f ◦ g(·) = f(g(·))
Id – тотожне вiдображення

ϕ(k↑n) := ϕ(k) ◦ . . . ◦ ϕ(n) при k ≤ n; ϕ(k↑n) := Id при k > n

ϕ(n↓k) := ϕ(n) ◦ . . . ◦ ϕ(k) при n ≤ k; ϕ(n↑k) := Id при n > k

[x] або bxc – цiла частина x, тобто [x] = bxc = sup{n ∈ Z : n ≤ x}
dxe – «стеля» x, тобто dxe = inf{n ∈ Z : x ≤ n}
δx – ймовiрнiсний розподiл, зосереджений в точцi x

«груба топологiя» – переклад англ. vague topology, що є стандартною тополо-

гiєю на просторi локально скiнченних мiр

(Sα(t))t≥0 – стандартний броунiвський рух при α = 2 та спектрально нега-

тивний α-стiйкий процес Левi такий, що Sα(1) має характеристичну функцiю,

яка задається формулою (2.67) при α ∈ (1, 2); зокрема, в.в. зi стандартним

нормальним розподiлом всюди позначається через S2(1)

(Wα(t))t≥0 – α-стiйкий субординатор (процес Левi, що зростає) з експонентою

Лапласа − lnE[e−zWα(t)] = Γ(1− α)tzα при α ∈ (0, 1) та z ≥ 0

const – константи, значення яких неiстотнi; два такi символи навiть в одному

рядку можуть позначати рiзнi константи
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Основним об’єктом дослi-

джень дисертацiйної роботи є випадковi процеси з регенерацiєю або, бiльш

загально, випадковi регенеративнi структури. Пiд випадковою регенератив-

ною структурою ми розумiємо випадковий об’єкт або їх родину, з пiдхожим

чином визначеним поняттям «розмiру», такий що ймовiрнiснi характеристики

об’єктiв рiзного розмiру узгодженi, а їх розподiли є iнварiантними вiдносно

фiксованої операцiї видалення частини. Випадковий процес з регенерацiєю –

це стохастичний процес, що визначений на такiй структурi та iндексований

неперервною або дискретною змiнною, що задає її розмiр.

Класичним прикладом випадкової регенеративної структури є випад-

кова рiвномiрна перестановка. Нехай Sn – симетрична група множини

{1, 2, . . . , n}, а σn – елемент Sn, вибраний навмання. Випадкова рiвномiрна

перестановка σn, або бiльш точно сiм’я перестановок (σn)n∈N задовольняє та-

кi двi властивостi1:

• за умови, що цикл, який мiстить 1, має довжину m ∈ {1, . . . , n}, йо-

го видалення з перестановки σn та перенумерацiя решти елементiв дає

рiвномiрну перестановку множини {1, 2, . . . , n − m}, тобто випадковий

елемент множини Sn−m з тим же розподiлом, що й σn−m;

• видалення елемента n + 1 з σn+1 дає випадкову перестановку з тим же

розподiлом, що й σn.

Перша властивiсть вiдповiдає регенеративностi як рисi збереження розподi-

лу вiдносно операцiї «видалення частини» – в даному випадку видалення

першого циклу. Друга властивiсть демонструє, що рiвномiрнi перестановки

(σn)n∈N узгодженi для рiзних розмiрiв n. Випадковим процесом з регенера-

цiєю на випадковiй рiвномiрнiй перестановцi може бути, наприклад, число

1Нагадаємо, що кожна перестановка може бути записана у виглядi диз’юнктного об’єднання циклiв.
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циклiв, число нерухомих точок, порядок перестановки, довжина найдовшо-

го циклу тощо. Аргументом таких процесiв виступає, зазвичай, дискретний

параметр n – кiлькiсть елементiв множини, на якiй розглядається симетрична

група. Строгi визначення випадкової регенеративної структури та випадкового

процесу з регенерацiєю наводяться на с. 34.

Поняття регенерацiї у випадкових комбiнаторних структурах вперше вини-

кло в контекстi робiт О. Гнєдiна, Дж. Пiтмена та М. Йора [90, 105, 106, 107]

по регенеративним композицiям та розбиттям. Запропонована згаданими авто-

рами модель композицiй та поняття регенеративностi, що лежить в її основi,

виявились надзвичайно вдалими, а вiдповiднi iдеї знайшли застосування в

багатьох iнших областях прикладної ймовiрностi, включаючи теорiю коале-

сцентiв, теорiю випадкових перестановок, в задачах випадкового розмiщення,

аналiзi процедур вибору лiдера тощо. Подальший розвиток вiдповiдних теорiй

вимагав розробки асимптотичного апарату процесiв дробового ефекту, а також

розробки теорiї збурених випадкових блукань. В даному дисертацiйному до-

слiдженнi згаданi моделi та внесок автора до вiдповiдних теорiй представленi

з єдиної точки зору за допомогою поняття випадкової регенеративної структу-

ри. У роботi докладно дослiджено такi моделi:

• випадковi процеси з iммiграцiєю в моменти вiдновлення (поняття було

вперше введено у статтi автора [138]) та, зокрема, процеси дробового

ефекту, побудованi за процесом вiдновлення;

• випадковi регенеративнi композицiї;

• випадковi регенеративнi перестановки (поняття було вперше введено у

статтi автора [97], як узагальнення згаданих вище рiвномiрних переста-

новок);

• переставнi коалесценти;

• випадковi блукання з бар’єром та збуренi випадковi блукання;

• процедури випадкового просiювання (поняття було вперше введено у ста-

ттях автора [9, 10]) та процедури вибору лiдера.
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Як вже зазначалось, iснує тiсний взаємозв’язок мiж наведеними класами

регенеративних структур, при цьому дослiдженню таких взаємозв’язкiв в ро-

ботi придiляється особлива увага. Наприклад, теореми про асимптотику збу-

рених випадкових блукань та процесiв дробового ефекту (роздiл 2) використо-

вуються для доведення результатiв для регенеративних композицiй (пiдроздiл

3.1) та випадкових перестановок (пiдроздiл 3.2). В свою чергу, випадковi ком-

позицiї застосовуються для вивчення асимптотики переставних коалесцентiв з

множинними злиттями (пiдроздiл 3.3). Процедури випадкового просiювання,

введенi в роздiлi 5, виявляються корисними при дослiдженнi коалесцентiв з

одночасними множинними злиттями (пiдроздiл 5.2.2).

Крiм аналiзу вищезгаданих головних об’єктiв дослiдження роботи, запро-

понованi пiдходи можуть бути застосованi для вивчення схем випадкового

розташування, семплiнгу видiв, процесiв фрагментацiї, моделей розкладних

структур таких, як розбиття та вiдображення, а також вивчення їх компонен-

тних спектрiв. Перелiченi класи випадкових структур повсякчас виникають у

прикладних задачах та застосовуються для моделювання найрiзноманiтнiших

явищ природи. Бiльш детально про можливi застосування буде сказано нижче,

окремо для кожної зi згаданих структур.

Широкий клас прикладних та теоретичних проблем, в яких виникають ви-

падковi регенеративнi структури та випадковi процеси з регенерацiєю, сприяв

появi помiтної кiлькостi публiкацiй, присвячених їх дослiдженню, що свiдчить

про високу актуальнiсть та популярнiсть цiєї проблематики. Серед найважли-

вiших робiт згадаємо серiю статей К. Клюппельберг, Т. Мiкоша та спiвавто-

рiв про процеси дробового ефекту, побудованi за процесом Пуассона; низку

робiт А. Барбура, О. Гнєдiна, М. Йора, О. Iксанова, Дж. Пiтмена та iнших

про регенеративнi композицiї та розбиття; статтi Ж. Берестикi, Н. Берести-

кi, О. Гнєдiна, О. Iксанова, В. Лiмiк, М. Мьолє, С. Сагiтова, Дж. Пiтмена

та Дж. Швайнсберга по коалесцентам з множинними злиттями; дослiдження

Л. Девроє, М. Дрмоти, О. Iксанова, Х. Махмуда, М. Мьолє, Х. Хвана пов’я-

занi з випадковими деревами; статтi Т. Брюсса, Р. Грюбеля, Х. Продiнгера,

В. Шпанковскi про процедури вибору лiдера; публiкацiї Р. Арратiя, А. Вер-
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шика, П. Ердеша, C. Керова, В. Колчiна, С. Таваре, П. Турана, A. Якимiва по

випадковим перестановкам.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiй-

на робота виконувалась у вiдповiдностi до плану наукових дослiджень кафе-

дри дослiдження операцiй факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Ки-

ївського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка в межах науково-

дослiдної теми «Проблеми теорiї прийняття рiшень та системного аналiзу сто-

хастичних мереж» (2011-2015 рр.), НДР №11БФ015-06, номер держреєстрацiї

O116U002529.

Пiдготовка дисертацiйної роботи була частково пiдтримана грантом Free

Competition Grant of NWO (органiзацiя наукових дослiджень Нiдерландiв),

грантом Президента України Ф47/012, грантом Фонду Олександра фон Гум-

больдта (проект UKR/1159481).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є побудова

асимптотичної теорiї випадкових регенеративних структур, зокрема, побудова

класифiкацiї режимiв слабкої збiжностi випадкових процесiв з регенерацiєю,

що описують такi структури, коли їх розмiр стає великим. Умовно, завдання

цього дослiдження можна подiлити на два класи. Перший клас задач – отрима-

ння функцiональних граничних теорем у просторi неперервних функцiй або

просторi Скорохода, або доведення збiжностi скiнченновимiрних розподiлiв

для випадкових процесiв з регенерацiєю. Другий клас задач – вивчення власти-

востей траєкторiй граничних процесiв (локальна обмеженiсть; неперервнiсть

та, зокрема, гельдеровiсть; локальнi закони повторного логарифму тощо) та

аналiз їх розподiлiв (незалежнiсть приростiв; стацiонарнiсть; самоподiбнiсть;

моменти; великi та малi вiдхилення). Об’єкт дослiдження – випадковi ре-

генеративнi структури та випадковi процеси з регенерацiєю, предмет дослi-

дження – асимптотика випадкових регенеративних структур та випадкових

процесiв з регенерацiєю.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використовується як стан-

дартний апарат теорiї ймовiрностей, так i бiльш специфiчнi методи

1) теорiї вiдновлення та теорiї випадкових блукань (усi роздiли);
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2) теорiї правильної змiни (усi роздiли);

3) теорiї точкових процесiв (роздiли 2, 5);

4) теорiї мартингалiв з дискретним часом (усi роздiли);

5) теорiї екстремальних процесiв (роздiли 2 та 5);

6) теорiї ймовiрнiсних метрик (роздiл 4);

7) теорiї функцiй комплексної змiнної (пiдроздiл 6.4);

8) метод неперервного вiдображення (усi роздiли).

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати дисертацiй-

ної роботи є новими. Зокрема,

• побудовано класифiкацiю режимiв слабкої збiжностi деяких випадкових

процесiв з iммiграцiєю у моменти стрибкiв процесу вiдновлення, зокре-

ма, процесiв дробового ефекту з функцiями вiдповiдi, що не зростають.

• Вперше отримано функцiональну граничну теорему для числа ненульо-

вих блокiв регенеративних композицiй, породжених узагальненими про-

цесами Пуассона.

• Описано режими слабкої збiжностi числа нульових блокiв регенератив-

них композицiй, породжених узагальненими процесами Пуассона.

• Введено поняття регенеративних випадкових перестановок та отримано

граничнi теореми для порядку таких перестановок.

• Запропоновано конструкцiю каплiнгу випадкових регенеративних компо-

зицiй та переставних коалесцентiв з множинними злиттями, що дозво-

лило встановити низку граничних теорем для функцiоналiв, заданих на

коалесцентах з пиловою компонентою.

• Отримано достатнi умови слабкої збiжностi часу поглинання спадних

ланцюгiв Маркова до стiйких розподiлiв.
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• Встановлено граничну теорему для числа нульових декрементiв у випад-

кових блуканнях з бар’єром.

• Доведено низку граничних теорем для числа злиттiв та повної довжини

дерева переставних коалесцентiв без пилової компоненти.

• Запропоновано та дослiджено процедури випадкового просiювання; вста-

новлено їх зв’язок з процесами Гальтона-Ватсона та переставними коа-

лесцентами.

• Вперше введено поняття точкового процесу, стiйкого вiдносно просiю-

вання, та отримано характеризацiю точкових процесiв, стiйких вiдносно

просiювання випадковими блуканнями.

• Дослiджено узагальненi процедури вибору лiдера та встановлено грани-

чнi теореми для числа раундiв, початкових позицiй гравцiв та числа грав-

цiв пiсля n раундiв.

• Дослiджено властивостi розподiлiв та властивостi траєкторiй процесiв,

що є граничними для випадкових процесiв з регенерацiєю. Зокрема, пе-

ревiрено гельдеровiсть та встановлено локальнi закони повторного лога-

рифма для дробово iнтегровних обернених стiйких субординаторiв.

• Доведено локальну унiверсальнiсть для дiйсних коренiв тригонометри-

чних полiномiв.

• Встановлено збiжнiсть степеневих та показникових моментiв у граничних

теоремах для процесу вiдновлення.

Теоретичне i практичне значення одержаних результатiв. Результати ди-

сертацiйної роботи носять в основному теоретичний характер i є внеском до

теорiї дискретних випадкових структур з регенерацiєю. Основнi результати,

а також iдеї та методи, що використовуються в роботi, можуть бути кори-

сними у рiзних роздiлах теорiї ймовiрностей та математичної статистики. З

iншого боку, поняття регенерацiї, самоподiбностi та рекурсивностi у стоха-

стичних системах, притаманнi об’єктам даного дослiдження, виникають у ба-

гатьох прикладних задачах. Запропонована у роботi методологiя аналiзу таких
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систем має вагоме прикладне значення. Наведемо короткий перелiк можливих

застосувань. Бiльш повний опис може бути знайдений в оглядi лiтератури.

Випадковi процеси з iммiграцiєю та процеси дробового ефекту є матема-

тичною моделлю електричного струму у вакуумних трубках [244], дробового

ефекту в iонних каналах [177], затримок у врегулюваннi страхових претен-

зiй [168], сейсмiчної активностi регiону [261] та багатьох iнших процесiв у

рiзних областях науки. Фактично, будь-який процес, який описує кумулятив-

ний ефект однотипних iмпульсiв, що поступають у систему у випадковi, але

регулярно розподiленi моменти часу, є випадковим процесом з iммiграцiєю.

Теорiя переставних коалесцентiв та регенеративних композицiй є складовою

математичного апарату генетики популяцiй [32]. Випадковi дерева та проце-

дури вибору лiдера (випадковi просiювання) повсякчас застосовуються в ком-

п’ютерних науках, зокрема у аналiзi алгоритмiв [66, 78].

Матерiали, поданi у дисертацiйному дослiдженнi, частково увiйшли до спе-

цiальних курсiв, якi читалися автором на кафедрi дослiдження операцiй фа-

культету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального унiвер-

ситету iменi Тараса Шевченка.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, представленi у дисертацiї,

отриманi автором особисто. З статей, написаних у спiвавторствi, до дисертацiї

включенi лише результати автора.

В статтi [7] О. М. Iксанову (науковому консультанту автора) належить до-

ведення теореми 3.2. Оформлення робiт [7], [9], [10] та [11] було виконано

Г. Альсмаєром. Представленi в дисертацiї результати цих статей отриманi ав-

тором особисто. З. Каблучко належать твердження 2.6, 2.13, 2.22 та роздiл 2.5

роботи [10] та моделювання в статтi [9], що представленi на рисунках 1.2 та

5.1. Роздiл 1 роботи [96] написаний О. В. Гнєдiним, О. М. Iксанову належить

доведення теореми 5.1. В статтi [97] автором було отримано першу версiю

доведення теорем 3.1 та 3.2. В оглядовiй статтi [98] автором написанi пiд-

роздiли 2.4, 4.1, 4.2 та роздiл 8. Теорема 3.2 та твердження 3.1 роботи [99]

належать М. Мьолє, О. М. Iксанову належать наслiдки 3.1 та 3.2, оформлення

роботи виконано О. В. Гнєдiним. Теорема 1.1 роботи [132] вперше доведена
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О. М. Iксановим та З. Каблучко для окремого випадку, загальне формулювання

та доведення належать автору. В роботi [131] О. М. Iксановим та З. Каблучко

доведено основний результат у випадку скiнченної дисперсiї, решта резуль-

татiв отримана автором. В роботi [133] О. М. Iксанову належить доведення

теореми 2.6, З. Каблучко проведенi моделювання, представленi на рисунку

6.1, роздiл 3 написаний Г. М. Шевченко. В роботах [136], [137], [138] та [139]

М. Майнерсом написанi вступнi частини, першi доведення теореми 2.9 у [136]

та теореми 2.4 у [138], а також роздiл 4 в [139] належать О. М. Iксанову. На-

слiдок 1.6 в [137] сформульовано i доведено О. М. Iксановим. Зауваження 2.2

та приклад 2.5 роботи [155] належать З. Каблучко. В роботi [134] О. М. Iкса-

новим написано роздiл 2. Вступ статтi [103] написано О. В. Гнєдiним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи допо-

вiдалися на мiжнароднiй конференцiї «Modern Stochastics: Theory and Appli-

cations III» (м. Київ, Україна, 2012 р.), мiжнароднiй конференцiї «German Open

Conference on Probability and Statistics 2014» (м. Ульм, Нiмеччина, 2014 р.),

мiжнароднiй конференцiї «German Probability and Statistics Days 2016» (м. Бо-

хум, Нiмеччина, 2016 р.), мiжнароднiй конференцiї «Probability, Reliability and

Stochastic Optimization» (м. Київ, Україна, 2015 р.), серiї мiжнародних конфе-

ренцiй «Probabilistic Aspects of Harmonic Analysis» (м. Бендлєво, Польща, 2014

та 2016 рр.), мiжнароднiй конференцiї «Stochastic Processes in Abstract Spaces»

(м. Київ, Україна, 2015 р.) та серiї конференцiй «Problems of Decision Making

under Uncertainties» (Україна, 2011 та 2012 рр.); на воркшопах «Spatial Models

in Statistical Mechanics» та «Geometric Models in Probability» (м. Дармштадт,

Нiмеччина, 2014 та 2016 рр.); на воркшопi «International Workshop on Limit

Theorems in Probability Theory, Number Theory, and Mathematical Statistics» (м.

Київ, Україна, 2016 р.);

Також матерiали дисертацiйного дослiдження доповiдалися та обговорюва-

лися на наукових семiнарах:

• вiддiлу випадкових процесiв Iнституту математики НАН України;

• кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей НТУУ «КПI»;
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• кафедри дослiдження операцiй Київського нацiонального унiверситету

iменi Тараса Шевченка;

• кафедри теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної математики Київ-

ського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка;

• Iнституту математики унiверситету мiста Утрехт (Нiдерланди);

• кафедри стохастики факультету математики та комп’ютерних наук технi-

чного унiверситету мiста Ейндховен (Нiдерланди);

• Iнституту математичної статистики Унiверситету м. Мюнстер (Нiмеччи-

на);

• при вiддiлi теорiї ймовiрностей Iнституту математики унiверситету мiста

Кiль (Нiмеччина);

• з прикладної ймовiрностi при Iнститутi математики м. Вроцлав (Польща);

• вiддiлення стохастики Iнституту математики унiверситету м. Тюбiнген

(Нiмеччина);

• вiддiлення стохастики технiчного унiверситету м. Дармштадт (Нiмеччи-

на);

• кафедри стохастики унiверситету королеви Марiї м. Лондон (Великобри-

танiя).

Структура та обсяг роботи. Дисертацiйна робота складається зi вступу,

6-ти роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел та трьох додаткiв. Ко-

жен роздiл розбито на пiдроздiли, якi, в свою чергу, подiляються на пункти.

Роздiли мають власну нумерацiю формул. Теореми, леми, твердження, заува-

ження мають наскрiзну нумерацiю. Робота мiстить 11 рисункiв та 4 таблицi,

список використаних джерел мiстить 276 позицiй. В додатку A зiбрано ряд

допомiжних лем, а також менш важливi результати, що не увiйшли в основ-

ний текст дисертацiї внаслiдок обмежень на його розмiр. В короткому додатку
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B стисло викладено найбiльш важливi для розумiння основного тексту поня-

ття: конструкцiя топологiй на просторах Скорохода, основи теорiї маркова-

них точкових процесiв, властивостi мiнiмальних Lp метрик та результати про

сильну апроксимацiю процесiв вiдновлення. В додатку С зiбрано декiлька су-

то технiчних результатiв. Загальний обсяг дисертацiї становить 451 сторiнку,

основний текст займає 312 сторiнок.

Наведемо формальне визначення випадкової регенеративної структури. Не-

хай (A,�) – довiльна направлена множина (частково впорядкована множина в

якiй довiльна пара елементiв має верхню межу), елементи якої будемо отото-

жнювати з розмiрами регенеративної структури. Найчастiше, (A,�) = (N0,≤)

або (A,�) = (R+,≤). Далi, для кожного α ∈ A, нехай Bα – гаусдорфовий

топологiчний простiр, елементи якого називатимемо структурами розмiру α,

Fα – деяка σ-алгебра в Bα, Pα – ймовiрнiсна мiра на Fα. Елемент Fα ∈ Bα, ви-

браний вiдповiдно до мiри Pα, називатимемо випадковою структурою розмiру

α з розподiлом Pα.
Припустимо, що для довiльних α, β ∈ A, α � β, заданi вiдображення (опе-

рацiї проектування) πα,β : Bβ 7→ Bα, що є неперервними, (Fβ,Fα)-вимiрними

та задовольняють умови:

• πα,α = Id, α ∈ A;

• πα,γ = πα,β ◦ πβ,γ, α, β, γ ∈ A, α � β � γ.

Узгоджена випадкова структура – це родина (Fα)α∈A така, що Fα має розподiл

Pα та для довiльних α � β

Fα
d
= πα,β(Fβ). (1)

Зауважимо, що за досить загальних умов на родину (Bα)α∈A з теореми Кол-

могорова про продовження мiри випливає iснування проективної границi

(B∞,F∞,P∞) послiдовностi (Bα,Fα,Pα)α∈A та iснування вiдповiдних опе-

рацiй проектування πα,∞ : B∞ 7→ Bα. В такiй ситуацiї елемент F∞ ∈ B∞ з

розподiлом P∞ можна вважати випадковою структурою нескiнченного розмi-

ру для якої має мiсце πα,∞(F∞)
d
= Fα. Деталi можна знайти в роздiлi 5.1 книги

[43].
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Розглянемо довiльне вiдображення

πα = (π(1)
α , π(2)

α ) : Bα 7→ {(β,Bβ) : β � α},

яке будемо iнтерпретувати як операцiю видалення частини зi структури роз-

мiру α ∈ A. Таким чином, якщо Fα є випадковою структурою розмiру α ∈ A,

то π(2)
α (Fα) є випадковою структурою розмiру π(1)

α (Fα) � α.

Означення 1. Випадковою регенеративною структурою називається узгодже-

на випадкова структура (Fα)α∈A така, що виконується умова

π(2)
α (Fα)

d
= F̂

π
(1)
α (Fα)

, α ∈ A, (2)

де F̂β є копiєю Fβ, яка не залежить вiд Fα для кожного β � α.

Означення 2. Випадковим процесом з регенерацiєю, що визначений на випад-

ковiй регенеративнiй структурi (Fα)α∈A, називається довiльна родина випад-

кових величин (Rα(Fα))α∈A таких, що Rα : Bα → R є (Fα,B(R))-вимiрним

вiдображенням для кожного α ∈ A.

У наведеному на початку роботи прикладi випадкових рiвномiрних пе-

рестановок: (A,�) = (N0,≤), Bn = Sn з дискретною топологiєю, Fn =

bool(Sn) та Pn – рiвномiрна мiра на Sn. При 0 ≤ m ≤ n проектування

πm,n : Sn 7→ Sm є видаленням елементiв {m + 1,m + 2, . . . , n} з циклiв, в

якi цi елементи потрапили, з подальшим видаленням порожнiх циклiв, якщо

такi з’явились. В якостi операцiї πn ми взяли видалення циклу, що мiстить

1 з подальшою перенумерацiєю решти елементiв зi збереженням порядку. В

якостi вiдображення Rn можна взяти довiльну функцiю, що визначена на Sn,

наприклад: число циклiв, кiлькiсть циклiв довжини 1, найменше спiльне кра-

тне довжин циклiв i т. д.

Наведемо тепер скорочену вибiрку основних результатiв роботи. Точне

формулювання деяких з них потребує введення значної кiлькостi позначень

та визначення нових об’єктiв, тому ряд результатiв у вступi сформульовано

не в повнiй загальностi (кожне з таких мiсць вказується явно). Також ми не

наводимо деякi, менш важливi для розумiння результатiв, означення, а у вiд-

повiдних мiсцях будемо робити посилання на цi означення в основному текстi

роботи.
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ВИПАДКОВI ПРОЦЕСИ З IММIГРАЦIЄЮ. Позначимо через D[0,∞), D(0,∞)

та D(R) простори Скорохода неперервних справа дiйснозначних функцiй, що

визначенi на [0,∞), (0,∞) та R вiдповiдно та мають скiнченнi границi злiва

в кожнiй внутрiшнiй точцi областi визначення. Нехай X := (X(t))t∈R є випад-

ковим процесом з траєкторiями у D(R), який задовольняє умову X(t) = 0 для

всiх t < 0, та нехай ξ є додатною випадковою величиною, яка може залежати

вiд X .

Нехай (X1, ξ1), (X2, ξ2), . . . є послiдовнiстю незалежних копiй пари (X, ξ),

а (Sk)k∈N0
– стандартне випадкове блукання з кроками ξj, що стартує в нулi,

тобто

S0 := 0, Sk := ξ1 + · · ·+ ξk, k ∈ N.

Випадковий процес Y := (Y (t))t∈R, що визначений рiвнiстю

Y (t) :=
∑
k≥0

Xk+1(t− Sk), t ∈ R, (3)

назвемо випадковим процесом з iммiграцiєю. Те, що такi процеси є випадкови-

ми процесами з регенерацiєю в сенсi означення 2, буде перевiрено на початку

Роздiлу 2.

Нехай (Y ∗(u))u∈R є стацiонарним процесом з iммiграцiєю, що задається

формулою (2.6) в Роздiлi 2.

Теорема 3. Припустимо, що µ = Eξ <∞, та що розподiл ξ неарифметичний.

(а) Якщо функцiя G(t) := E[|X(t)| ∧ 1] є безпосередньо iнтегровною за Рi-

маном на [0,∞), то для довiльного n ∈ N та довiльних точок u1 < u2 <

· · · < un, в яких процес Y ∗ майже напевно неперервний, маємо(
Y (t+ u1), . . . , Y (t+ un)

) d→
(
Y ∗(u1), . . . , Y

∗(un)
)
, t→∞. (4)

(б) Якщо для деякого ε > 0 функцiя Hε(t) := E[supu∈[t, t+ε] |X(u)| ∧ 1] є без-

посередньо iнтегровною за Рiманом на [0,∞) та розподiл ξ неперервний

(ця умова може бути послаблена, див. формулу (2.9)), то

Y (t+ u) ⇒ Y ∗(u), t→∞, (5)

у просторi Скорохода D(R) з J1-топологiєю.
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У наступних теоремах покладемо h(t) := E[X(t)], v(t) := D[X(t)] та при-

пустимо, що цi функцiї локально iнтегровнi за Рiманом на R+ := [0,∞).

Теорема 29. Припустимо, що

• µ = Eξ ∈ (0,∞);

• f(u,w) = Cov[X(u), X(w)] рiвномiрно правильно змiнюється в смугах

в R2
+ := (0,∞) × (0,∞) (див. означення 22) або фiктивно правильно

змiнюється в R2
+ (див. означення 21), в обох випадках з iндексом β ∈

(−1,∞) та граничною функцiєю C; якщо β = 0, також припустимо, що

iснує додатна монотонна функцiя u така, що v(t) = D[X(t)] ∼ u(t) при

t→∞;

• для всiх y > 0

vy(t) := E
[
(X(t)− h(t))2

1{|X(t)−h(t)|>y
√
tv(t)}

]
= o(v(t)), t→∞. (6)

Тодi (
Y (ut)−

∑
k≥0 h(ut− Sk)1{Sk≤ut}√
µ−1tv(t)

)
u>0

f.d.⇒ (Vβ(u))u>0 , t→∞, (7)

де процес Vβ є центрованим гауссiвським процесом з коварiацiєю

E[Vβ(u)Vβ(w)] =

∫ u

0

C(u− y, w − y) dy, 0 < u ≤ w.

Теорема 30. Припустимо, що

• X не залежить вiд ξ;

• для деякого α ∈ (0, 1) та деякої `∗, що повiльно змiнюється на нескiнчен-

ностi2

P{ξ > t} ∼ t−α`∗(t), t→∞; (8)

• f(u,w) = Cov[X(u), X(w)] рiвномiрно правильно змiнюється в смугах

в R2
+ або фiктивно правильно змiнюється в R2

+, в обох випадках з iн-

дексом β ∈ [−α,∞) та граничною функцiєю C; якщо β = −α, та-

кож припустимо, що iснує додатна монотонна функцiя u така, що

limt→∞
v(t)

P{ξ>t}u(t) = 1;

2Нагадаємо, що `, ̂̀, `∗ тощо завжди в цiй роботi позначають функцiї повiльної змiни, тому надалi в подiбних

мiсцях фраза «що повiльно змiнюється на нескiнченностi» не пишеться.
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• для всiх y > 0

vy(t) := E
[
(X(t)− h(t))2

1{|X(t)−h(t)|>y
√
v(t)/P{ξ>t}}

]
= o(v(t)), t→∞.

Тодi(√
P{ξ > t}
v(t)

(
Y (ut)−

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{Sk≤ut}
))

u>0

f.d.⇒ (Zα,β(u))u>0

при t → ∞, де Zα,β є центрований умовно гауссiвський процес з умовною

коварiацiєю

E
[
Zα,β(u)Zα,β(w)

∣∣W←
α

]
=

∫
[0,u]

C(u− y, w − y) dW←
α (y), 0 < u ≤ w,

де W←
α – обернений α-стiйкий субординатор (див. означення 26).

Теорема 40. Припустимо, що розподiл ξ належить областi притягання α-

стiйкого закону, α ∈ (1, 2], функцiя c визначена формулою (2.76), функцiя h є

монотонною для великих значень аргументу та не дорiвнює нулю тотожно,

а границя

p := lim
t→∞

c2(t)h2(t)∫ t
0 v(y)dy + c2(t)h2(t)

∈ [0, 1],

iснує. Припустимо також, що

• якщо p < 1, то виконуються умови теореми 29;

• якщо p > 0, то h(t) ∼ tρ̂̀(t) при t→∞ для деякого ρ > −1/α та деякої̂̀;
• якщо p = 1, то limt→∞

∫ t
0 v(y)dy = ∞ та iснує додатна монотонна

функцiя u така, що v(t) ∼ u(t) при t → ∞, або v є безпосередньо iнте-

гровною за Рiманом на [0,∞);

• якщо p ∈ (0, 1), то X не залежить вiд ξ.

Тодi Y (ut)− 1
µ

∫ ut
0 h(y)dy√∫ t

0 v(y)dy + c2(t)h2(t)


u>0

f.d.⇒

(√
(1− p)(1 + β)

µ
Vβ(u) +

√
pµ−(α+1)/α

∫ u

0

(u− y)ρ dSα(y)

)
u>0

, t→∞,
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де процес Vβ такий, як в теоремi 29, а Sα не залежить вiд Vβ i є спектрально

негативним α-стiйким процесом Левi з характеристичною функцiєю (2.67)

(при α < 2) або стандартним броунiвським рухом (при α = 2).

Теорема 41. Припустимо, що умова (8) виконується з α ∈ (0, 1), та h не

дорiвнює нулю тотожно. Припустимо, що границя

q := lim
t→∞

h2(t)

v(t)P{ξ > t}+ h2(t)
∈ [0, 1]

iснує та

• якщо q < 1, то виконуються умови теореми 30 (з тим же α);

• якщо q = 1, то h(t) ∼ tρ̂̀(t), t → ∞ для деякого ρ ≥ −α та деякої̂̀; якщо ρ = −α, то припустимо також, що iснує додатна зростаюча

функцiя w така, що limt→∞w(t) =∞ та limt→∞
h(t)

P{ξ>t}w(t) = 1.

Покладемо ρ := (β − α)/2, якщо q ∈ (0, 1). Тодi(
P{ξ > t}Y (ut)√

v(t)P{ξ > t}+ h2(t)

)
u>0

f.d.⇒(√
1− qZα,β(u) +

√
q

∫
[0,u]

(u− y)ρ dW←
α (y)

)
u>0

, t→∞,

де процес Zα,β такий же, як в теоремi 30, а обернений α-стiйкий субор-

динатор W←
α пiд знаком iнтеграла той же, що й в означеннi процесу Zα,β.

Зокрема, доданки, що визначають граничний процес, залежнi.

ВИПАДКОВI РЕГЕНЕРАТИВНI КОМПОЗИЦIЇ ТА ПЕРЕСТАНОВКИ, ҐРАТКИ БЕР-

НУЛЛI. Ґратка Бернуллi – це схема випадкового розмiщення «куль» по злiчен-

ному набору «комiрок», в якiй кулi представленi послiдовнiстю незалежних

в.в. U1, U2, . . . з рiвномiрним на (0, 1) розподiлом, а комiрки – це iнтервали

(Vi, Vi−1], i ∈ N, утворенi послiдовними точками мультиплiкативного випадко-

вого блукання (Vj)j≥0, яке задається рiвностями:

V0 := 1, Vn :=
n∏
i=1

Wi, n ∈ N,
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для послiдовностi (Wi)i∈N незалежних копiй в.в. W зi значеннями в iнтерва-

лi (0, 1). Послiдовнiсть (Wi)i∈N припускається незалежною вiд послiдовностi

U1, U2, . . .. Вважається, що куля Uk потрапила в комiрку (Vi, Vi−1] тодi i тiльки

тодi, коли Vi < Uk ≤ Vi−1.

Введемо випадковi величини

Z∗n,i := #{1 ≤ j ≤ n : Uj ∈ (Vi, Vi−1]}, i ∈ N, (9)

тобто Z∗n,i є кiлькiстю куль в комiрцi з номером i (комiрки нумеруються справа

налiво) за умови, що всього розмiщується n куль. Також покладемо

K∗n,r :=
∑
i≥1

1{Z∗n,i=r}, r = 1, . . . , n,

та K∗n :=
∑n

r=1K
∗
n,r. Таким чином, K∗n,r є кiлькiстю комiрок в яких мiсти-

ться рiвно r куль за умови, що всього розмiщується n куль, а K∗n є кiлькiстю

зайнятих комiрок.

В пiдроздiлi 3.1 роздiлу 3 отримано граничнi теореми для таких процесiв:

• (K∗n(t))t∈[0,1] = (
∑[nt]

r=1K
∗
n,r)t∈[0,1] – кiлькiсть зайнятих комiрок, що мiстять

не бiльше nt куль за умови, що всього розмiщується n куль;

• (L∗[eut])u≥0 – кiлькiсть порожнiх комiрок з номерами, що не перевищують

номер останньої зайнятої комiрки за умови, що всього розмiщується [eut]

куль;

• (O∗[eut])u≥0 = (НСК{Z∗[eut],i : i ∈ N})u≥0 – найменше спiльне кратне3 еле-

ментiв послiдовностi (Z∗[eut],i)i∈N.

Теорема 71. Припустимо, що E| ln(1 −W )|a < ∞ для деякого a > 0. Покла-

демо

un(t) := µ−1

∫ lnn

(1−t) lnn

P{| ln(1−W )| ≤ s}ds,

vn(t) := µ−1

∫ lnn

(1−t) lnn

P{| ln(1−W )| > s}ds = µ−1t lnn− un(t)

при t ∈ [0, 1], де µ = E| lnW |.
3Цей функцiонал задає порядок регенеративної випадкової перестановки, породженої ґраткою Бернуллi, див.

пiдроздiл 3.2, де описана побудова таких випадкових перестановок.
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(D1) Якщо σ2 := D| lnW | <∞, то

K∗n(t)− un(t)√
µ−3σ2 lnn

⇒ S2(t), n→∞,

та√
µσ−2 lnn

(
K∗n(t)

K∗n
− t+

vn(t)− tvn(1)

un(1)

)
⇒ S2(t)− tS2(1), n→∞,

у просторi Скорохода D[0, 1] з J1-топологiєю.

(D2) Якщо σ2 =∞ та E[(lnW )2
1{| lnW |≤x}] ∼ `(x), x→∞, то

K∗n(t)− un(t)
µ−3/2c(lnn)

⇒ S2(t), n→∞,

та
√
µ lnn

c(lnn)

(
K∗n(t)

K∗n
− t+

vn(t)− tvn(1)

un(1)

)
⇒ S2(t)− tS2(1), n→∞

у просторi Скорохода D[0, 1] з J1-топологiєю, де c є довiльною додатною

функцiєю такою, що limx→∞ c
−2(x)x`(c(x)) = 1.

(D3) Якщо P{| lnW | > x} ∼ x−α`(x), x→∞ для деякого α ∈ (1, 2), то

K∗n(t)− un(t)
µ−(α+1)/αc(lnn)

⇒ Sα(t), n→∞,

та

µ1/α lnn

c(lnn)

(
K∗n(t)

K∗n
− t+

vn(t)− tvn(1)

un(1)

)
⇒ Sα(t)− tSα(1), n→∞,

у просторi Скорохода D[0, 1] з M1-топологiєю, де c є довiльною дода-

тною функцiєю такою, що limx→∞ c
−α(x)x`(c(x)) = 1.

Теорема 79. Припустимо, що iснують α ∈ (0, 1) та β ≥ −α, а також функцiї

` та ̂̀такi, що

P{| lnW | > x} ∼ x−α`(x) та P{| ln(1−W )| > x} ∼ xβ ̂̀(x), x→∞.

У випадку α = −β припустимо також, що

lim
x→∞

P{| lnW | > x}
P{| ln(1−W )| > x}

= 0
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та iснує неспадна функцiя u така, що

lim
x→∞

P{| lnW | > x}u(x)

P{| ln(1−W )| > x}
= 1.

Тодi(
P{| lnW | > t}

P{| ln(1−W )| > t}
L∗[eut]

)
u>0

f.d.⇒
(∫

[0,u]

(u− y)βdW←
α (y)

)
u>0

, t→∞.

Теорема 80. Нехай P{| ln(1 − W )| > t} ∼ tβ ̂̀(t) при t → ∞ для деякого

β ∈ (−1, 0], а розподiл | lnW | належить областi притягання деякого стiйкого

розподiлу з α ∈ (1, 2]. Нехай функцiя c така, як в (2.76) з ξ := | lnW |.

(а) Якщо P{| ln(1−W )| > t} = o(t/c2(t)) при t→∞, тоL∗[eut] − 1
µ

∫ ut
0 P{| ln(1−W )| > y}dy√

1
µ

∫ t
0 P{| ln(1−W )| > y}dy


u>0

f.d.⇒ (Vβ(u))u>0, t→∞,

де Vβ є центрованим гауссiвським процесом з коварiацiєю

E[Vβ(u)Vβ(w)] = w1+β − (w − u)1+β, 0 ≤ u ≤ w.

(б) Якщо t/c2(t) = o(P{| ln(1−W )| > t}) при t→∞, то(
L∗[eut] −

1
µ

∫ ut
0 P{| ln(1−W )| > y}dy

µ−1−1/αc(t)P{| ln(1−W )| > t}

)
u>0

f.d.⇒
(∫

[0,u]

(u− y)βdSα(y)

)
u>0

.

Теорема 88. Припустимо, що розподiл W є абсолютно неперервним з щiльнi-

стю f .

(i) якщо iснують δ1 ≥ 0 та δ2 ≥ 0 такi, що f не зростає (0, δ1), обмежена

на [δ1, 1 − δ2] та не спадає на (1 − δ2, 1), а | lnW | належить областi

притягання деякого α-стiйкого розподiлу з α ∈ (1, 2], то при t → ∞
маємо(

lnO∗[eut] −
1
µ

∫ ut
0

∫ y
0 P{| ln(1−W ) ≤ z}dzdy

µ−1−1/αtc(t)

)
u≥0

f.d.⇒
(∫ u

0

Sα(y)dy

)
u≥0

,

де функцiя c така, як в (2.76) з ξ := | lnW |.
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(ii) Якщо supx∈[0,1] x
α(1− x)αf(x) <∞ для деякого α ∈ [0, 1), то σ2 <∞ та(

lnO∗[eut] −
1
µ

∫ ut
0

∫ y
0 P{| ln(1−W ) ≤ z}dzdy

σµ−3/2t3/2

)
u≥0

f.d.⇒
(∫ u

0

S2(y)dy

)
u≥0

.

ПЕРЕСТАВНI КОАЛЕСЦЕНТИ З МНОЖИННИМИ ЗЛИТТЯМИ ТА ПИЛОМ. Пере-

ставний коалесцент з множинними злиттями є марковським процесом Pn =

(Pn(t))t≥0 зi значеннями в множинi розбиттiв {1, 2, 3, . . . , n}, який стартує з

тривiального розбиття {1}, {2}, . . . , {n} та має динамiку, що описується пра-

вилом: якщо в деякий момент часу t ≥ 0 розбиття має m ≥ 2 блокiв, то кожнi

k з них зливаються в один блок з iнтенсивнiстю

λm,k =

∫ 1

0

xk−2(1− x)m−kΛ(dx), 2 ≤ k ≤ m, m ≥ 2,

де Λ є деякою скiнченною мiрою на [0, 1]. Нехай Nn(t) є кiлькiстю блокiв в

розбиттi Pn(t) в момент часу t ≥ 0 i нехай Xn є кiлькiстю стрибкiв процесу

Nn(t) до моменту поглинання в станi 1, та τn := inf{t ≥ 0 : Nn(t) = 1}. У

пiдроздiлi 3.3 розглянуто коалесценти, що задовольняють умову∫ 1

0

y−1Λ(dy) <∞. (10)

Такi коалесценти носять назву коалесцентiв з пиловою компонентою, ця назва

пояснена далi в оглядi лiтератури.

У наведених нижче теоремах (St)t≥0 є субординатором без зсуву, без погли-

нання та з експонентою Лапласа

Φ(z) = − lnEe−zS1 =

∫ 1

0

(1− (1− y)z)y−2Λ(dy), z ≥ 0,

а Tt := inf{y ≥ 0 : Sy > t}, t ≥ 0 є моментом першого проходження рiвня t

субординатором (St)t≥0. Припускатимемо надалi, що Λ({1}) = 0.

Теорема 96. Припустимо, що виконується умова∫ 1

0

y−1| ln y|Λ(dy) <∞.

Якщо для деяких констант an > 0 та bn ∈ R, одна з послiдовностей випад-

кових величин (τn− bn)/an або (Tlnn− bn)/an слабко збiгається при n→∞ до
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невиродженого власного розподiлу, то iнша також збiгається до цього роз-

подiлу. Кожне з цих тверджень еквiвалентне тому, що S1 належить областi

притягання деякого стiйкого розподiлу.

У наступнiй теоремi величина K∗n(1) є кiлькiстю зайнятих комiрок в ґратцi

Бернуллi, породженiй мультиплiкативним випадковим блуканням з кроком W

таким, що

P{W ≤ x} =

∫ 1

1−x y
−2Λ(dy)∫ 1

0 y
−2Λ(dy)

, x ∈ [0, 1],

де припускається, що
∫ 1

0 y
−2Λ(dy) <∞.

Теорема 99. Припустимо, що
∫ 1

0 y
−2Λ(dy) < ∞. Якщо для деяких констант

an > 0, limn→∞ an =∞ та bn ∈ R, одна з послiдовностей випадкових величин

(K∗n(1) − bn)/an або (Xn − bn)/an слабко збiгається при n → ∞ до деяко-

го невиродженого власного розподiлу, то iнша також слабко збiгається до

цього розподiлу. Зокрема, K
∗
n(1)−bn
an

слабко збiгається, якщо розподiл | lnW | на-

лежить областi притягання деякого стiйкого розподiлу.

Теорема 100. Припустимо, що∫ 1

x

y−2Λ(dy) ∼ x−γ`1(1/x), x ↓ 0,

для деякого 0 < γ < 1. Тодi

Xn

Γ(2− γ)nγ`1(n)

d→
∫ ∞

0

exp(−γSt)dt, n→∞.

ЙМОВIРНIСНI МЕТРИКИ ТА ЛАНЦЮГИ МАРКОВА, ЩО НЕ ЗРОСТАЮТЬ. Нехай

(Mn)n≥0 є однорiдним ланцюгом Маркова з фазовим простором N0, поглина-

ючим станом 0 та матрицею перехiдних ймовiрностей P = (pi,j)i,j≥0 такою,

що pi,j = 0 при 1 ≤ i < j та pi,i < 1 для всiх i ∈ N. Цi умови означають, що

ланцюг не зростає м.н., тобто

P{Mn+1 ≤Mn|Mn ≥ 1} = 1, n ≥ 0.

Для таких ланцюгiв Маркова випадковi величини

Tn := inf{k ≥ 0 : Mk = 0 за умови M0 = n}
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є майже напевно скiнченним для всiх n ≥ 0.

Найрiзноманiтнiшi функцiонали на випадкових регенеративних структурах

мають представлення у виглядi Tn з пiдхожою матрицею перехiдних ймовiр-

ностей P . Зокрема, такi, або дуже близькi, представлення мають число K∗n(1)

зайнятих комiрок у ґратцi Бернуллi та число Xn злиттiв у коалесцентах з мно-

жинними злиттями, про якi йшла мова вище.

У наступних теоремах In := n −M1, тобто є величиною першого декре-

менту (Mn)n≥0, а dp позначає мiнiмальну Lp-метрику, див. формулу (4.10) для

визначення та твердження 206 для властивостей dp.

Теорема 102. Припустимо, що In
d→ ξ при n → ∞, та розподiл ξ належить

областi притягання деякого α-стiйкого розподiлу з α ∈ (1, 2] та P{ξ = 0} =

0, µ := Eξ. Нехай функцiя c визначена так, як в формулi (2.76), та

dp(In, ξ ∧ n) = o(n−1c(n)), n→∞, (11)

де p = 2, якщо Dξ <∞ та p = 1 iнакше. Тодi

dp

(
Tn − µ−1n

µ−(α+1)/αc(n)
, Sα(1)

)
→ 0, n→∞,

з тим же p, що й в (11). Зокрема,

Tn − µ−1n

µ−(α+1)/αc(n)

d→ Sα(1), n→∞.

Теорема 103. Припустимо, що

In
n

d→ 1− η, n→∞,

та розподiл | ln η| належить областi притягання деякого α-стiйкого розпо-

дiлу з α ∈ (1, 2], µ0 := E| ln η|. Нехай функцiя c визначена так, як в (2.76) з

ξ := | ln η|, та

d1(ln
+(n− In), ln+(nη)) = o

(
c(lnn)

lnn

)
, n→∞.

Тодi

d1

(
Tn − µ−1

0 lnn

µ
−(α+1)/α
0 c(lnn)

, Sα(1)

)
→ 0, n→∞,

зокрема
Tn − µ−1

0 lnn

µ
−(α+1)/α
0 c(lnn)

d→ Sα(1), n→∞.
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За допомогою цих теорем або їх модифiкацiй автору вдалось розв’язати ряд

вiдкритих проблеми в теорiї коалесцентiв з множинними злиттями та теорiї

випадкових блукань з бар’єром.

Нехай мiра Λ, яка фiгурує в означеннi коалесцентiв з множинними злиття-

ми є бета-мiрою з параметрами a, b > 0, тобто

Λ(dx) =
xa−1(1− x)b−1

B(a, b)
dx1{x∈(0,1)}.

Такi коалесценти називаються бета-коалесцентами. Бета-коалесценти мають

пилову компоненту тодi i тiльки тодi, коли a > 1, див. с. 66.

Теорема 104. Число Xn злиттiв у бета-коалесцентах задовольняє:

(i) при 0 < a < 1 та b > 0

Xn − (1− a)n

(1− a)n1/(2−a)

d→
(

1− a
Γ(a)

)1/(2−a)

S2−a(1), n→∞,

(ii) при a = 1 та b > 0,

ln2 n

n
Xn − lnn− ln lnn

d→ S1(1), n→∞,

де S1(1) є спектрально негативним 1-стiйким розподiлом з характери-

стичною функцiєю (1.12).

У наступному результатi Ln :=
∫ τn

0 Nn(t)dt є повною довжиною дерева

коалесцента.

Теорема 105. Для повної довжини Ln дерева в бета-коалесцентах з a = 1 та

b > 0 маємо
b ln2 n

n
Ln − lnn− ln lnn

d→ S1(1), n→∞.

ВИПАДКОВI БЛУКАННЯ З БАР’ЄРОМ. Нехай (ξk)k∈N є незалежними копiями

в.в. ξ ∈ N з розподiлом pk = P{ξ = k}, k ∈ N, таким, що p1 > 0. Випадко-

ве блукання з бар’єром n ∈ N – це послiдовнiсть (R
(n)
k )k∈N0

, що визначена

рiвнiстю

R
(n)
0 := 0, R

(n)
k := R

(n)
k−1 + ξk1{R(n)

k−1+ξk<n}
, k ∈ N. (12)
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Покладемо

T (0)
n := inf{k ∈ N0 : R

(n)
k = n− 1} =

∞∑
l=0

1{R(n)
l <n−1} (13)

та

V (0)
n := #{i ≤ T (0)

n : R
(n)
i−1 = R

(n)
i } =

T
(0)
n −1∑
l=0

1{R(n)
l +ξl+1≥n}

. (14)

Теорема 106. Припустимо, що P{ξ ≥ n} = cn−α+O(n−(α+ε)) при n→∞, для

деяких c > 0, α ∈ (0, 1) та ε > 0. Якщо α ∈ (0, 1/2] припустимо додатково,

що (pn)n∈N з деякого мiсця не зростає (ця умова може бути послаблена, див.

формулу (4.36)). Тодi

V
(0)
n − µ−1

α lnn√
σ2
αµ
−3
α lnn

d→ S2(1) n→∞,

де µα = Ψ(1)−Ψ(1−α) та σ2
α = Ψ′(1−α)−Ψ′(1), а Ψ(x) = Γ′(x)/Γ(x) – ло-

гарифмiчна похiдна гамма-функцiї.

ПРОЦЕДУРИ ВИПАДКОВОГО ПРОСIЮВАННЯ. Нехай R є довiльною випад-

ковою нескiнченною пiдмножиною N. Процедура випадкового просiювання

множини N за допомогою R визначається як нескiнченна послiдовнiсть «ра-

ундiв» 1, 2, . . . така, що в раундi k:

• ще не просiянi точки N (в кожному раундi їх нескiнченна кiлькiсть) пе-

ренумеровуються зi збереженням порядку;

• пiсля перенумерацiї, визначається незалежна вiд всiх попереднiх раундiв

копiя Rk множини R i з непросiяних точок видаляються точки з номера-

ми, що не лежать в Rk.

В роздiлi 5 дослiджено два типи процедур випадкового просiювання. В

першому типi множина R є областю значень деякого випадкового блукання на

N, в другому типi множина R є множиною iндексiв рекордiв у нескiнченнiй

послiдовностi незалежних однаково розподiлених в.в. з неперервним розподi-

лом.

Нехай ξ є довiльною невиродженою в.в. зi значеннями в N та нехай R =

(R(n))n∈N є випадковим блуканням з кроком розподiленим, як ξ. Покладемо:
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• N (n)
M , число точок множини {1, 2, . . . ,M}, що не були просiянi в перших

n раундах, M ∈ N0 та n ∈ N.

• 1 ≤ S
(n)
1 < S

(n)
2 < S

(n)
3 < · · · , початковi номери точок, якi пiсля n раундiв

та перенумерацiї мають номери 1, 2, . . ., тобто S(n)
j := inf{i ∈ N : N

(n)
i =

j} при j ∈ N та n ∈ N0.

• T (M), число раундiв, доки всi точки з (початковими) номерами

1, 2, . . . ,M не будуть просiянi, тобто T (M) := inf{n ∈ N : N
(n)
M = 0}

при M ∈ N.

Покладемо µ := Eξ та нехай (Zn)n≥0 є процесом Гальтона-Ватсона таким,

що число нащадкiв одного iндивiда розподiлене як ξ. Припустимо, що µ <∞.

Тодi нормований процес (µ−nZn)n≥0 є невiд’ємним мартингалом i збiгається

м.н. до границi Z∞, яка м.н. додатна, якщо Eξ ln ξ < ∞, або дорiвнює нулю,

iнакше.

Теорема 108. Припустимо, що µ ∈ (1,∞). Тодi(
S

(n)
1

µn
,
S

(n)
2

µn
,
S

(n)
3

µn
. . .

)
f.d.⇒ (Z(1)

∞ , Z(1)
∞ + Z(2)

∞ , Z(1)
∞ + Z(2)

∞ + Z(3)
∞ , . . .), n→∞,

(15)

де Z(1)
∞ , Z

(2)
∞ , . . . є незалежними копiями Z∞. Розподiл граничного вектора в

(15) задовольняє стохастичне рiвняння нерухомої точки в RN(
µX1, µX2, . . .

)
d
=
(
XR(1), XR(2), . . .

)
, (16)

де випадкове блукання (R(j))j≥0 у правiй частинi є незалежним вiд (Xj)j≥0.

Теорема 109. Нехай µ ∈ (1,∞) та Eξ ln ξ <∞. Тодi при n→∞

N
(n)
bµntc ⇒ N ′(t), n→∞

у просторi Скорохода D[0,∞) з J1-топологiєю, де N ′(t) := #{k ∈ N : Z
(1)
∞ +

· · ·+ Z
(k)
∞ ≤ t} при t ≥ 0.

Теорема 110. Нехай µ ∈ (1,∞) та Eξ ln ξ < ∞. Для довiльного фiксованого

x > 0, маємо

T (bµnxc)− n d→ T ′(x), n→∞,

де T ′(x) має розподiл P{T ′(x) ≤ k} = P{Z∞ > µ−kx}, k ∈ Z.
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Теорема 112. Нехай (X1, X2, . . .) є випадковим елементом RN таким, що 0 ≤
X1 ≤ X2 ≤ · · · та виконується рiвнiсть (16) з (R(j))j≥0, що не залежить вiд

(Xj)j∈N та µ = ER(1) = Eξ. Припустимо також, що

Eξ ln ξ < ∞,

тобто P{Z∞ > 0} = 1. Нехай (Z
(j)
∞ )j∈N є незалежними копiями Z∞. Тодi

знайдеться випадковий процес (G(t))t∈R+
, що не залежить вiд (Z

(j)
∞ )j≥1 та

задовольняє

(G(µt))t∈R+

f.d.
= (µG(t))t∈R+

,

такий, що

(Xj)j≥1
d
=
(
G(Z(1)

∞ + · · ·+ Z(j)
∞ )
)
j≥1
.

Аналогiчнi результати у випадку нескiнченного середнього наведено в роз-

дiлi 5.1.2 i тут не формулюються.

Нехай тепер R є множиною iндексiв рекордiв (тобто елементiв, що бiльшi

за всi попереднi елементи) у нескiнченнiй послiдовностi незалежних однако-

во розподiлених в.в. з деяким неперервним розподiлом, який, не зменшуючи

загальностi, можна вважати рiвномiрним на [0, 1].

Нехай функцiонали N (n)
M , S

(n)
k , T (M) визначенi так само, як для просiювань

випадковими блуканнями, з єдиною вiдмiннiстю, що у визначеннi функцiо-

нала T (M) пiд знаком iнфiмума стоїть подiя {N (n)
M = 1} (при просiюваннi

рекордами елемент 1 ∈ N завжди залишається непросiяним, оскiльки перший

елемент вибiрки завжди є рекордом: P{1 ∈ R} = 1).

Для формулювання результатiв нам знадобиться поняття модифiкованої те-

трацiї та повторного логарифма. При ρ ≥ 1 покладемо

E0(ρ) := ρ, En(ρ) := eEn−1(ρ)−1, n ∈ N,

L0(ρ) := ρ, Ln(ρ) := 1 + lnLn−1(ρ), n ∈ N.

Теорема 119. Має мiсце збiжнiсть

(T ([En(ρ)])− n)ρ>1
f.d.⇒ (T ∗(ρ))ρ>1, n→∞,

де (T ∗(ρ))ρ>1 є неперервним за ймовiрнiстю випадковим процесом з неспа-

дними траєкторiями. Випадковi величини T ∗(ρ), ρ > 1, є цiлозначними та

P{T ∗(ρ) = k} > 0 для всiх k ∈ Z.
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Теорема 121. Знайдуться в.в. 1 = S∗1 ≤ S∗2 ≤ · · · такi, що

(Ln(S
(n)
1 ), Ln(S

(n)
2 ), Ln(S

(n)
3 ), . . .)

f.d.⇒ (S∗1 , S
∗
2 , S

∗
3 , . . .), n→∞.

Теорема 123. Послiдовнiсть (S∗k)k∈N в теоремi 121 задовольняє

lim
k→∞

S∗k
k

= 1 м.н., lim
k→∞

ES∗k
k

= 1,
S∗k − k√

k

d→ S2(1), k →∞.

Нехай N ∗(ρ) позначає лiчильний процес для послiдовностi (S∗k)k∈N в тео-

ремi 121:

N ∗(ρ) := #{k ∈ N : S∗k ≤ ρ}, ρ ≥ 1. (17)

Теорема 126. Процес (N ∗(ρ))ρ≥1 є неперервним за ймовiрнiстю та

(N
(n)
[En(ρ)])ρ≥1

f.d.⇒ (N ∗(ρ))ρ≥1, n→∞.

Розглянемо при m ∈ N функцiонал T0(M) :=
∑T (M)−1

j=0 1{N (j)
M 6=N

(j+1)
M }, який

характеризує кiлькiсть результативних раундiв, у яких хоча б одна точка з

{1, 2 . . . ,M} видаляється.

Теорема 130. Має мiсце збiжнiсть

(T0([En(ρ)])− n)ρ>1
f.d.⇒ (T ∗0 (ρ))ρ>1, n→∞,

де (T ∗0 (ρ))ρ>1 є деяким невиродженим випадковим процесом (його конструкцiя

та iнтерпретацiя буде наведена в роздiлi 5.2).

Результати, наведенi вище для випадкового просiювання рекордами, дозво-

лили розв’язати вiдкриту проблему теорiї коалесцентiв. Нехай Xn позначає

число злиттiв у коалесцентi Пуассона-Дiрiхле, див. пiдроздiл 5.2.2.

Теорема 131. Для довiльного фiксованого ρ > 1,

X[En(ρ)] − n
d→ T ∗0 (ρ), n→∞,

де T ∗0 (ρ), ρ > 1 є цiлозначною невиродженою в.в., що визначена в теоремi 130.

ВЛАСТИВОСТI ГРАНИЧНИХ ПРОЦЕСIВ ДЛЯ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСIВ З IММI-

ГРАЦIЄЮ. В останньому роздiлi дисертацiї вивчаються властивостi граничних
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процесiв:

Iα,ρ(u) =

∫
[0,u]

(u− y)ρdSα(y), u > 0, ρ > −1/α, α ∈ (1, 2];

Jα,ρ(u) =

∫
[0,u]

(u− y)ρdW←
α (y), u > 0, ρ ∈ R, α ∈ (0, 1);

Zα,β(u) – центрованого умовно гауссiвського процесу з умовною коварiацiєю

E
[
Zα,β(u)Zα,β(w)

∣∣W←
α

]
=

∫
[0,u]

C(u− y, w − y) dW←
α (y), 0 < u ≤ w,

якi фiгурували в якостi границь випадкових процесiв з iммiграцiєю.

В представленiй нижче таблицi 1 пiдсумовано властивостi трьох наведе-

них процесiв. Пiд стохастичною неперервнiстю ми розумiємо неперервнiсть

за ймовiрнiстю к кожнiй точцi u > 0. Необмеженiсть траєкторiй означає, що

для довiльного iнтервалу (a, b) ⊂ (0,∞) з додатною ймовiрнiстю супремум

процесу на iнтервалi (a, b) дорiвнює∞.

Теорема 137. Якщо ρ > −α, то

lim
Jα,ρ(u)

uα+ρ(ln | lnu|)1−α =
1

Γ(1− α)(α + ρ)α(1− α)1−α м.н.

та

lim
Jα,ρ(u)

uα+ρ(ln | lnu|)1−α = 0 м.н.

при u ↓ 0 або u→∞.

Табл. 1: Властивостi процесiв Iα,ρ, Jα,ρ та Zα,β

Процес
Неперервнiсть Стохастична Необмеженiсть Одновимiрнi Показник

траєкторiй неперервнiсть траєкторiй розподiли самоподiбностi

Iα,ρ
ρ > 0

Так
α ∈ (1, 2)

α-стiйкi ρ+ 1/α
або α = 2 та ρ ∈ (−1/α, 0)

Jα,ρ ρ > −α Так ρ ≤ −α
Експ. функ.

ρ+ α
субординатора

Zα,β невiдомо
β > −α β ≤ −α Сумiш

(β − α)/2
C 6≡ 0 або C ≡ 0 нормальних

НУЛI ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ПОЛIНОМIВ. Наш останнiй результат – теорема

про локальну унiверсальнiсть дiйсних коренiв тригонометричних полiномiв.
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Нехай (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . є послiдовнiстю незалежних копiй пари в.в. (ξ, η).

Покладемо

Tn(t) =
n∑
k=1

(ξk sin(kt) + ηk cos(kt)) , t ∈ R.

Для дiйсної аналiтичної функцiї f 6≡ 0 позначимо через ZerosR(f) локально

скiнченну точкову мiру на R, яка рахує дiйснi нулi f з кратностями.

Теорема 144. Припустимо, що Eξ = Eη = 0, Eξ2 = Eη2 = 1 та E[ξη] = 0, а s

є довiльним дiйсним числом. Тодi

ZerosR

(
Tn
(
s+
·
n

))
⇒ ZerosR(Z(·)), n→∞

у просторi Mp(R) локально скiнченних точкових мiр на R з грубою топо-

логiєю, де (Z(t))t∈R є центрованим стацiонарним гауссiвським процесом з

коварiацiєю Cov[Z(s), Z(t)] = sin(t− s)/(t− s) та D[Z(t)] = 1.

Зв’язок цiєї теореми та стохастичних iнтегралiв по стiйким процесам буде

розглянуто у пiдроздiлi 6.4, де також будуть доведенi аналогiчнi результати

без припущень про скiнченнiсть других моментiв або некорельованiсть ξ та η.

Автор дисертацiї висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому консультан-

ту – доктору фiзико-математичних наук, професору Олександру Маратовичу

Iксанову – за жвавi i плiднi дискусiї при обговореннi наукових проблем, розгля-

нутих в дисертацiї, та за цiннi поради i постiйну увагу, без яких ця робота

навряд чи була б написана. Також автор висловлює подяку своїм колегам та

друзям з кафедри дослiдження операцiй факультету комп’ютерних наук та

кiбернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка,

Iнституту математичної статистики Вестфальського унiверситету iменi

Вiльгельма (м. Мюнстер, Нiмеччина) та кафедри математики та комп’ю-

терних наук Технiчного унiверситету Ейндховена (Нiдерланди), завдяки спiв-

працi з якими було отримано бiльшiсть результатiв, представлених у роботi.

Окрему подяку за допомогу автор висловлює Якимiву Роману Ярославовичу, а

особливу – Харiнiй Оленi Олегiвнi, чия всебiчна пiдтримка та увага сприяли

якнайшвидшому завершенню цiєї роботи.
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Роздiл 1

Огляд лiтератури

1.1 Огляд за роздiлом 2

Процеси дробового ефекту вперше були введенi в роботi Шотке [244] для мо-

делювання напруги, породженої потоком електронiв, що прибувають на анод

вакуумної трубки. З моменту першої появи в лiтературi процеси дробового

ефекту та їх узагальнення, що ми називаємо випадковими процесами з iм-

мiграцiєю, застосовувалися у багатьох областях прикладної науки. Неповний

перелiк включає моделювання аномальної дифузiї в фiзицi [199], моделюва-

ння атмосферних опадiв в метеорологiї [231, 264], дробовий ефект в iонних

каналах [177], аналiз рiчкових потокiв [178, 265], аналiз частоти появ земле-

трусiв в геологiї [261], моделювання вiдмов у комп’ютерних мережах [180] та

трафiку в комп’ютерних мережах [172, 201, 228, 229], моделювання шуму ву-

личного руху [187], аналiз затримок у врегулюваннi збиткiв в страховiй спра-

вi [168, 169] та вивчення декiлькох процесiв у фiнанcовiй справi [167, 239].

Подальшi посилання, пов’язанi переважно з процесами дробового ефекту, мо-

жна знайти в роботах [8, 122, 262].

У випадку, коли ξ має показниковий розподiл, процес Y називається пуас-

сонiвським дробовим ефектом. Слабкiй збiжностi пуассонiвського дробового

ефекту присвячено чимало робiт. У деяких статтях бiльш прикладного хара-

ктеру слабка збiжнiсть Y вивчалась для явно заданих процесiв X або процесiв

X деякого явного функцiонального вигляду. У наведеному нижче списку η по-

значає випадкову величину, що не залежить вiд ξ, а f є деякою невипадковою
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функцiєю, на яку накладаються певнi припущення, що явно вказанi у цитова-

них роботах:

• X(t) = 1{η>t} та X(t) = t ∧ η, функцiональна збiжнiсть, див. [228];

• X(t) = ηf(t), стацiонарна версiя Y , функцiональна збiжнiсть, див. [167];

• X(t) = f(t∧η), збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв, див. [172]; фун-

кцiональна збiжнiсть, див. [229];

• X(t) = η1/η2f(tη2), стацiонарна версiя, збiжнiсть скiнченновимiрних роз-

подiлiв, див. [83, 84].

Статтi [151, 120, 169, 170, 176] є бiльш технiчними. В них вивчається слабка

збiжнiсть Y для процесiв X загального вигляду. Робота [151] мiстить подальшi

посилання на роботи схожої тематики, якi могли б розширити наведений вище

список окремих випадкiв.

Якщо ξ має показниковий розподiл, то в.в. Y (u) має безмежно подiльний

розподiл з характеристичною функцiєю досить простого вигляду. Понад це,

збiжнiсть цих характеристичних функцiй до характеристичної функцiї гра-

ничного безмежно подiльного розподiлу випливає з загальної теорiї. Також

в цьому випадку природним чином виникають пуассонiвськi випадковi мi-

ри, робота з якими значно спрощує аналiз. У випадку, коли розподiл ξ не є

показниковим, згаданi пiдходи незастосовнi. Нам вiдомо лише декiлька ро-

бiт, в яких вивчалась слабка збiжнiсть Y , вiдповiдним чином нормованих та

масштабованих, для довiльних ξ. Iглехарт [126] довiв слабку збiжнiсть при

n→∞ процесiв

1√
n

(∑
k≥0

Xk+1(u− n−1Sk)1{Sk≤nu} −
n

Eξ

∫ u

0

E[X(y)]dy

)
в D[0, 1] до деякого гауссiвського процесу за досить сильних припущень

(зокрема, про iснування моментiв четвертого порядку). У випадку X(t) =

1{η>t} схожий результат, але в бiльш загальних умовах, можна знайти в те-

оремi 1 на с. 103 в [46]. Для процесiв вигляду X(t) =
∫ t

0 f(s, η)ds слабка

збiжнiсть (Y (u))0≤u≤1 у D[0, 1] була встановлена в [127] у припущеннях, що
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ξ та η незалежнi,
∫∞

0 |f(s, x)|ds < ∞ для кожного x ∈ R та за деяких iнших

умов. У випадку X(t) = 1{η>t} слабка збiжнiсть скiнченновимiрних розподi-

лiв вивчалась в [201] у припущеннi про незалежнiсть ξ та η та додаткових

моментних умов.

Згадаємо також, що проблема слабкої збiжностi Y (1) отримала чималу ува-

гу, особливо у випадку гiллястих процесiв X , див. наприклад [12, 148, 216].

Наведемо посилання на вiдповiднi публiкацiї автора, за якими написано

роздiл 2. Пiдроздiл 2.1 написано за роботами [139] та [189]. Зокрема, теорема

3 є теоремою 1.1 в [189], яка є узагальненням теореми 2.2 в [139] на випадок

залежних X та ξ. Основний результат пiдроздiлу 2.2 – теорема 14 – це теорема

2.4 в [136]. Пiдроздiл 2.3 написаний на основi роботи [138] з використанням

результатiв робiт [136] та [133], де дослiджувалися процеси дробового ефекту.

Зокрема, теореми 29, 30, 40 та 41 – це результати роздiлу 2 в [138]. Теорема 32

є теоремою 2.7 в [136] у випадку незростаючої функцiї вiдповiдi та теоремою

1.1 роботи Iксанова [129] у випадку неспадної функцiї вiдповiдi. Збiжнiсть

скiнченновимiрних розподiлiв в теоремi 34 є результатом теореми 2.3 в [133],

збiжнiсть у просторi Скорохода – це теорема 2.1 в тiй же роботi. Збiжнiсть

процесiв дробового ефекту у випадку повiльної змiни хвоста розподiлу ξ (те-

орема 39) є основним результатом роботи [155]. Пiдроздiл 2.4 написаний за

роботою [132]. Твердження 61 є теоремою 7 в [276]. Функцiональна збiжнiсть

в теоремi 65 пiдроздiлу 2.5.3 – це теорема 3.2 в [7].

1.2 Огляд за роздiлом 3

1.2.1 Регенеративнi композицiї та перестановки, ґратки Бернуллi. Для

заданої послiдовностi (Wk)k∈N незалежних копiй в.в. W , що набуває значень

у iнтервалi (0, 1), розглянемо випадкове розбиття iнтервалу (0, 1] на пiдiнтер-

вали (Vi, Vi−1], i ∈ N, якi називатимемо «комiрками», де

V0 := 1, та Vn :=
n∏
i=1

Wi, n ∈ N.

Далi, нехай (Uj)j∈N є послiдовнiстю незалежних випадкових величин з рiвно-

мiрним розподiлом на (0, 1), якi не залежать вiд (Wk)k∈N. Ґратка Бернуллi – це
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схема випадкового розмiщення, в якiй «кулi» 1, 2, . . . випадкової ваги (або у

випадкових позицiях) U1, U2, . . . розмiщуються по «комiркам» у вiдповiдностi

до їх ваги. А саме, куля ваги U потрапляє в комiрку (Vi, Vi−1] тодi i тiльки тодi,

коли Vi < U ≤ Vi−1. З моменту своєї появи у роботi [87] ця модель отримала

чимало уваги [101, 94, 95, 97, 102, 128, 130, 141]. Термiн «ґратка Бернуллi»

з’явився у зв’язку з iнтерпретацiєю наведеної схеми розмiщення, як рандомi-

зованої процедури вибору лiдера, див. [87], а також с. 73 нижче. Надалi ми

будемо використовувати також термiн «iнтервали» замiсть комiрок та «точки»

замiсть куль.

Випадковi величини

Z∗n,i = #{1 ≤ j ≤ n : Uj ∈ (Vi, Vi−1]}, i ∈ N, (1.1)

введенi у вступi, задовольняють двi умови: Z∗n,i ≥ 0 при i ∈ N та
∑

i≥1 Z
∗
n,i = n.

Отже, набiр Z∗n := (Z∗n,i)i∈N породжує слабку випадкову композицiю цiлого

числа n. Прикметник «слабкий» використовується для того, щоб пiдкресли-

ти, що нульовi блоки (доданки) у композицiях дозволяються. Розмiщуючи ку-

лi послiдовно, отримуємо узгоджений набiр слабких випадкових композицiй

(Z∗n)n≥0, який задовольняє двом визначальним властивостям.

• ВИБIРКОВА УЗГОДЖЕНIСТЬ: якщо одна з n точок, вибрана навмання, ви-

даляється з iнтервалу, який вона займає, то отримана композицiя числа

n− 1 має той же розподiл, що й Z∗n−1.

• РЕГЕНЕРАТИВНIСТЬ: якщо перший iнтервал (V1, 1] мiстить m точок та

видаляється, то отримана випадкова композицiя числа n −m має той же

розподiл, що й Z∗n−m.

Зазначимо, що клас випадкових композицiй, породжених ґратками Бернул-

лi, не вичерпує весь клас регенеративних композицiй (тобто, композицiй, якi

задовольняють двi вищезгаданi умови). Насправдi, теорема 5.2 в роботi [105]

стверджує, що кожна узгоджена родина регенеративних композицiй може бу-

ти побудована розмiщенням точок рiвномiрної вибiрки U1, U2, . . . по злiченнiй

кiлькостi iнтервалiв, що утворюють вiдкрите доповнення до замкненої областi
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значень незалежного вiд рiвномiрної вибiрки мультиплiкативного субордина-

тора (e−Lt)t≥0 без зсуву. В контекстi цiєї загальної теорiї слабкi композицiї у

ґратках Бернуллi можна розглядати як такi, у яких вiдповiдний субординатор

(Lt)t≥0 є узагальненим процесом Пуассона зi стрибками | lnW |. Регенератив-

нi композицiї загального вигляду вивчались в роботах [25, 93, 105, 106, 107].

Безпосередньо з означення випливає, що випадковi регенеративнi композицiї

(Z∗n)n≥0 є випадковими регенеративними структурами в сенсi означення 1.

В класичнiй схемi розмiщення Карлiна [160] кулi розмiщуються незалежно

одна вiд одної по нескiнченному набору комiрок згiдно з деяким ймовiрнi-

сним розподiлом (pk)k∈N, де pk є ймовiрнiстю потрапляння в комiрку k. Ґратка

Бернуллi є схемою розмiщення Карлiна з випадковими ймовiрностями

p∗k = Vk−1 − Vk = W1 · · ·Wk−1(1−Wk) (1.2)

потрапляння в комiрку k ∈ N, при цьому вважаться, що при заданих (p∗k)k∈N

кулi розмiщуються незалежно одна вiд одної. При такому пiдходi ґратку Бер-

нуллi можна розглядати як схему розмiщення Карлiна у випадковому середови-

щi, що задається послiдовнiстю незалежних випадкових величин W1,W2, . . ..

Схеми розмiщення куль по злiченному набору комiрок у невипадковому се-

редовищi розглядалися в статтях [72, 92, 124, 160, 200, 202, 203]. Зауважимо,

що схема розмiщення куль по злiченному набору комiрок суттєво вiдрiзняє-

ться вiд бiльш вiдомої схеми розмiщення куль по скiнченному набору комiрок,

описаної, наприклад, в монографiї [171].

Для r = 1, . . . , n позначимо K∗n,r :=
∑

i≥1 1{Z∗n,i=r} число комiрок, що мi-

стять рiвно r куль, та нехай K∗n :=
∑n

r=1K
∗
n,r =

∑
i≥1 1{Z∗n,i≥1} позначає число

зайнятих комiрок в ґратцi Бернуллi. Визначимо випадковий процес

K∗n(t) :=

[nt]∑
r=1

K∗n,r =
∑
i≥1

1{Z∗n,i∈[1,nt]}, t ∈ [0, 1].

Позначимо також через N ∗n максимальний номер зайнятої комiрки (при ну-

мерацiї справа налiво) та покладемо L∗n := N ∗n − K∗n. Таким чином, в.в. L∗n
дорiвнює кiлькостi порожнiх комiрок з номерами, що не перевищують N ∗n.

В згаданих на початку пiдроздiлу статтях досить повно вивчена збiжнiсть
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одновимiрних розподiлiв послiдовностей K∗n [101, 87, 95], N ∗n [101] та L∗n

[101, 128, 130, 141].

1.2.2 Випадковi перестановки з розподiлом Юенса. Нехай Sn позначає

симетричну групу на n елементах. Юенсiвська родина випадкових перестано-

вок – це параметричне сiмейство Πn := (Πn(θ))θ>0 випадкових елементiв зi

значеннями в Sn та розподiлами

P{Πn = σ} =
Γ(θ)θ|σ|

Γ(n+ θ)
, σ ∈ Sn,

де |σ| позначає число циклiв в перестановцi σ. Зрозумiло, що Πn(1) є рiвно-

мiрною перестановкою множини {1, . . . , n}, яка набуває кожне з n! можливих

значень з однаковою ймовiрнiстю.

Для r = 1, . . . , n позначимо через Cn,r число циклiв довжини r в Πn. Має

мiсце знаменита формула Юенса [15]:

P{Cn,1 = c1, . . . , Cn,n = cn} =
n!Γ(θ)

Γ(θ + n)

n∏
i=1

θci

icici!
1{
∑n
i=1 ici=n}.

Визначимо процес (Cn(t))t∈[0,1] так Cn(t) :=
∑[nt]

r=1Cn,r. Цiкавим є результат,

вперше отриманий в роботi де Лаурентiса та Пiттеля [62] для рiвномiрних

перестановок (θ = 1) та в статтi Хансен [118] для довiльного θ > 0, що

стверджує таке:
Cn(t)− θt lnn√

θ lnn
⇒ S2(t), n→∞, (1.3)

у просторi Скорохода з J1-топологiєю, де (S2(t))t∈[0,1] є стандартним броунiв-

ським рухом. Пiзнiше, значно простiшi доведення цього факту були знайденi

в роботах Доннеллi, Курца та Таваре [65] та Арратiї та Таваре [17]. Перше з

цих доведень ґрунтується на пуассонiвському вкладеннi, а друге – на каплiнгу

Феллера, див. с. 16 в [15].

Зв’язок мiж перестановками Юенса та ґратками Бернуллi встановлюється

вибором в якостi розподiлу W бета-розподiлу з параметрами θ > 0 та 1, тобто

P{W ∈ dx} = θxθ−1
1(0,1)(x)dx. У цьому випадку, див. приклад 2 в [105] або

роздiл 5.4 в [15],

(K∗n,1, . . . , K
∗
n,n)

d
= (Cn,1, . . . , Cn,n), n ∈ N (1.4)
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звiдки випливає, зокрема, що

(K∗n(t))t∈[0,1]
f.d.
= (Cn(t))t∈[0,1]. (1.5)

В роздiлi 3.2 наведена конструкцiя нового класу випадкових перестановок,

що ми називаємо випадковi регенеративнi перестановки. Внаслiдок (1.4) такi

перестановки узагальнюють перестановки Юенса.

Порядком перестановки σ ∈ Sn називається найменше натуральне k таке,

що k-кратна композицiя σ з собою є тотожною перестановкою. Порядок пере-

становки можна визначити з її циклiчного представлення як найменше спiльне

кратне (НСК) довжин циклiв. Наприклад, перестановка σ = (1 9 6 2)(3 7 5)(4 8)

має порядок 12.

Для перестановок Юенса має мiсце формула On := НСК{r ∈ N : C(n, r) >

0}. У вiдомiй роботi 1967 року [76] Ердеш та Туран довели, що для рiвно-

мiрної випадкової перестановки розподiл lnOn є асимптотично нормальним.

Арратiя та Таваре [18] поширили цей результат на перестановки Юенса, по-

казавши, що
lnOn − (θ/2) ln2 n√

(θ/3) ln3 n

d→ S2(1), n→∞. (1.6)

Доведення в роботi [18], див. також теорему 5.15 в [15], що базується на ка-

плiнгу Феллера та асимптотичнiй незалежностi Cn,r, найiмовiрнiше є найкоро-

тшим з iснуючих. В пiдроздiлi 3.2 ми доведемо узагальнення спiввiдношення

(1.6) на клас випадкових регенеративних перестановок.

Зазначимо, що випадковi перестановки з розподiлами, що є умовно рiвно-

мiрними при фiксацiї деякої статистики (наприклад, у перестановках Юенса –

при фiксацiї циклiчного представлення) вивчались у рядi робiт, див. наприклад

[37, 64, 91, 104].

Пiдроздiли 3.1.1 та 3.1.2 базуються на статтях [7] та [141] вiдповiдно. Ре-

зультати пiдроздiлiв 3.1.3 та 3.2 є узагальненням одновимiрних граничних те-

орем роботи [97] на випадок збiжностi скiнченновимiрних розподiлiв.

1.2.3 Переставнi коалесценти з множинними злиттями. Девiд Альдус у

своєму оглядi 1999 року [5] зазначив, що стохастичнi моделi процесiв зли-

ття (кластеризацiї, коагуляцiї, агрегацiї, застигання), якi використовуються в
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багатьох наукових дисциплiнах, були лише частково висвiтленi в лiтературi з

прикладної ймовiрностi. У тому ж роцi в роботах Пiтмена [219] та Сагiто-

ва [236] був введений клас процесiв, який тепер носить назву коалесцентiв

з множинними злиттями i стає все бiльш популярним у ймовiрнiснiй спiль-

нотi. Двi останнi згаданi роботи суттєво стимулювали дослiдження в областi

переставних стохастичних процесiв зi значеннями на множинi розбиттiв.

Математична теорiя коалесцентiв, що бере початок з робiт Дж. Кiнгмана

[164, 165], основана на iдеях вивчення генеалогiчних взаємозв’язкiв в бiоло-

гiї. З великої популяцiї гаплоїдних органiзмiв, що еволюцiонує впродовж бага-

тьох поколiнь, береться вибiрка з нинiшнього поколiння та прослiдковується

її генеалогiя в оберненому часi. Лiнiї родоводу зливаються у моменти часу,

коли один або бiльше iндивiдiв з вибiрки знаходять спiльного предка. В коа-

лесцентi, що дослiджувався Кiнгманом, кожна пара лiнiй родоводу зливається

з iнтенсивнiстю один, а кожне злиття є бiнарним.

Такий тип процесiв можна iнтерпретувати також у прямому часi як еволю-

цiю системи компонент (частинок, полiмерiв, пилових утворень, полiтичних

коалiцiй тощо), якi поступово зливаються, утворюючи все бiльшi й бiльшi бло-

ки. У моделях, що є складнiшими за модель Кiнгмана, iнтенсивностi злиття

можуть залежати вiд розмiрiв блокiв [5].

Коалесценти з множинними злиттями є iншим узагальненням, в яких злит-

тя вже не обов’язково є бiнарними. Iнтенсивностi переходiв залежать лише вiд

кiлькостi блокiв, що зливаються, а тому властивiсть переставностi коалесцен-

ту Кiнгмана зберiгається i для коалесцентiв з множинними злиттями. Чудо-

вим прикладом процесу такого роду є коалесцент Больтгаузена-Шнiтмана [45],

який виник в контекстi спiнових стекол (spin glasses). Коалесценти з множин-

ними злиттями та їх узагальнення – коалесценти з одночасними множинними

злиттями [246] – виникають у якостi граничних моделей генеалогiй популяцiй

з великими родинами [123, 207, 248].

Сiм’я коалесцентiв демонструє широкий спектр можливих типiв поведiнки,

особливо з асимптотичної точки зору, коли розмiр вибiрки стає великим. На

одному кiнцi спектру знаходяться коалесценти типу Кiнгмана, в яких мiрiади
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маленьких частинок майже одразу зливаються в скiнченну кiлькiсть масивних

блокiв, хоча в типовому злиттi бере участь лише скiнченна кiлькiсть части-

нок. На iншому кiнцi спектру знаходяться процеси, в яких початкова «пилова

компонента» зберiгається з плином часу, а в моменти стрибкiв, регулярно роз-

подiлених в часi, деяка частина пилової компоненти та деякi масивнi блоки

зливаються. Промiжнi режими додають картинi барв i проявляють себе у фа-

зових переходах в асимптотичних режимах, див. таблицi 1.1, 1.2 та 1.3 нижче.

Для наших цiлей, а саме для опису асимптотики функцiоналiв, заданих на

коалесцентах, що описують у той чи iнший спосiб швидкiсть злиття части-

нок, нам знадобиться конструкцiя коалесцентiв за допомогою пуассонiвського

процесу та їх базова класифiкацiя, якi ми наведемо нижче.

Пуассонiвська конструкцiя та переставнiсть

Коалесценти з множинними злиттями також носять iм’я Λ-коалесцентiв. Ця

назва походить вiд параметризацiї цих процесiв додатною скiнченною мiрою

Λ на [0, 1]. Для коалесцента Кiнгмана Λ є мiрою Дiрака в 0, а для коалесцента

Больтгаузена-Шнiтмана Λ є мiрою Лебега. Динамiка Λ-коалесцентiв описує-

ться правилом: якщо у деякий момент береться звуження процесу на розбиття,

що мiстить m блокiв, то злиття кожних k з цих блокiв в один блок вiдбувається

з iнтенсивнiстю

λm,k =

∫ 1

0

xk−2(1− x)m−kΛ(dx), 2 ≤ k ≤ m. (1.7)

Повна iнтенсивнiсть переходiв на m блоках є

λm =
m∑
k=2

Ck
mλm,k =

∫ 1

0

[1− (1− x)m −mx(1− x)m−1]x−2Λ(dx). (1.8)

Зауважимо, що атом в 0 мiри Λ додає C2
mΛ({0}) до кумулятивної iнтенсивностi

бiнарних злиттiв.

Той факт, що наведена формула включає сумiшi бiномiальних розподiлiв,

не є випадковим. Припустимо спочатку, що мiра

Λ′(dx) = x−2Λ(dx), x ∈ (0, 1],
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яка є бiльш зручною та простiшою для iнтерпретацiї, нiж Λ, є скiнченною.

Розглянемо монету, ймовiрнiсть x появи герба для якої вибирається вiдповiдно

до (нормованої) мiри Λ′. Для кожного блоку розбиття незалежним чином пiд-

кинемо монету, пiсля чого тi блоки, для яких монета випала гербом, включимо

у злиття. Цей простий опис можна зробити строгим, розглянувши процес Пу-

ассона в смузi [0, 1]×[0,∞) з iнтенсивнiстю Λ′(dx)×dt. Скануючи смугу знизу

догори i натикаючись на атоми пуассонiвського процесу, ми задаємо динамiку

коалесценту у такий спосiб. Якщо в точцi (x, t) є атом, то кожнен блок, що

наявний в момент часу t−, бере участь у злиттi в момент часу t з ймовiрнi-

стю x, незалежно вiд iнших блокiв. Якщо мiра Λ′ нескiнченна, то проекцiя

пуассонiвського процесу на вiсь ординат є всюди щiльною множиною. Це не

означає, що подiї злиття вiдбуватимуться миттєво, оскiльки лише тi моменти

t, в яких принаймнi двi монети випали гербом, дають перехiд. Такi подiї ма-

ють скiнченну iнтенсивнiсть внаслiдок припущення про скiнченнiсть Λ. Якщо

мiра Λ має атом в нулi, ця конструкцiя потребує модифiкацiї. Наведена вище

конструкцiя Λ-коалесцентiв належить Дж. Пiтмену [219].

До цього часу (крiм короткої згадки у вступi) ми не використовували для

опису коалесцентiв слова «процес, що набуває значень у множинi», оскiль-

ки правило є одним i тим самим для рiзних типiв фазового простору Λ-

коалесцентiв. Λ-коалесцент на n блоках формально визначається, як марков-

ський процес Pn = (Pn(t))t≥0 в неперервному часi, що набуває значень в

множинi розбиттiв {1, 2, . . . , n}. Процес стартує з тривiального розбиття на

синглтони {1}, {2}, . . . , {n}, якi називаються первинними частинками, та ево-

люцiонує до моменту, коли залишається єдиний блок {{1, 2, . . . , n}}. Процес

Pn є переставним, тобто його розподiл є iнварiантним вiдносно дiї симетри-

чної групи Sn.

Зазвичай, вибiрковi траєкторiї Pn зображуються у виглядi дерева з верти-

кальними ребрами, довжини яких представляють собою промiжки часу мiж

злиттями, див. рисунок 1.1. При генеалогiчнiй iнтерпретацiї листки дерева

представляють n iндивiдiв нинiшнього поколiння, а блок розбиття Pn(t) вклю-

чає в себе тих iндивiдiв, що мають спiльного предка в момент t в оберненому
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Рис. 1.1: Вибiркова траєкторiя P7 з чотирма злиттями.

часi.

Розбиття множини можна звузити на розбиття пiдмножини видаленням

вiдповiдних елементiв з блокiв та видаленням блокiв, що стали порожнi-

ми. З пуассонiвської конструкцiї коалесцентiв зрозумiло, що звуження Pn з

{1, 2, . . . , n} на довiльну пiдмножину з m < n елементами має той самий

розподiл, що й Pm з точнiстю до перенумерацiї елементами {1, 2, . . . ,m}.
Наведений факт, що марковський ланцюг проектується у марковський лан-

цюг є нетривiальним. З точки зору алгебри вiн означає, що iнтенсивностi пе-

реходiв мають задовольняти обернене рекурентне спiввiдношення

λn−1,k = λn,k + λn,k+1. (1.9)

Ця рекурсiя є формою моментної проблеми Гаусдорфа i має розв’язки вигляду

(1.7) з деякою скiнченною мiрою Λ на [0, 1].

З вищесказаного випливає, що iснує переставний процес P = (P(t))t≥0,

який називається нескiнченним Λ-коалесцентом, для якого звуження на

{1, 2, . . . , n} є Pn. Фазовим простором P є множина розбиттiв N, а початко-

вим станом – розбиття на синглтони, що вiдповiдають нескiнченнiй кiлькостi

первинних частинок, занумерованих натуральними числами.

Базова класифiкацiя

З пуассонiвської конструкцiї випливає, що кожнен блок P є або первинним

синглтоном, або нескiнченним блоком з додатною частотою, яка є границею
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пропорцiї представникiв блоку в {1, 2, . . . , n} при n → ∞. Така дихотомiя є

наслiдком переставностi та теореми де Фiнеттi, див. роздiл VII.4 в [77]. Анало-

гiчно, множина синглтонiв в P(t) є або порожньою, або має додатну частоту.

Казатимемо, що блок додатної частоти є масивним та називатимемо множину

синглтонiв пилом. Для довiльного переставного розбиття множини N iснують

чотири типи реалiзацiй, що можуть з’являтись з додатною ймовiрнiстю:

(I) скiнченна кiлькiсть масивних блокiв та пил,

(II) нескiнченна кiлькiсть масивних блокiв та пил,

(III) нескiнченна кiлькiсть масивних блокiв, пил вiдсутнiй,

(IV) скiнченна кiлькiсть масивних блокiв.

Як випливає з роботи [219], розбиття P(t) для всiх t > 0 мають однаковий

тип, який є невипадковим i визначається мiрою Λ. Це дає найбiльш загальну

структурну класифiкацiю Λ-коалесцентiв.

Тип розбиття визначається поведiнкою мiри Λ поблизу 0. Оскiльки мно-

ження Λ на мультиплiкативну константу зводиться до лiнiйного перетворення

часу, то воно не впливає на тип. Першi два типи можна легко iдентифiкувати

в термiнах моментiв

mr =

∫ 1

0

xrΛ(dx),

якi можуть бути нескiнченними при r < 0

Тип (I) з’являється тодi i тiльки тодi, коли m−2 < ∞. У цьому разi мiра Λ′

скiнченна, переходи P вiдбуваються в моменти стрибкiв процесу Пуассона з

iнтенсивнiстю m−2, а кожен блок бере участь у злиттi з ймовiрнiстю x, де x

вибирається з розподiлу Λ′(dx)/m−2.

Тип (II) з’являється тодi i тiльки тодi, коли m−2 = ∞ та m−1 < ∞. Перехо-

ди P вiдбуваються в моменти стрибкiв субординатора з нескiнченною мiрою

Левi.

Якщо m−1 = ∞ то пилова компонента вiдсутня, але для роздiлення ви-

падкiв (III) та (IV) потрiбен бiльш тонкий критерiй. Коалесценти типу (IV)

називаються такими, що спускаються з нескiнченностi, в сенсi, що синглтони
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початкового розбиття за довiльний, як завгодно малий, промiжок часу зливаю-

ться у скiнченну кiлькiсть массивних блокiв. Еквiвалентно, P має скiнченний

час поглинання τ = inf{t > 0 : P(t) = {N}}. Виявляється, що τ <∞ м.н. тодi

i тiльки тодi, коли Eτ <∞, що лежить в основi критерiя, що був знайдений в

[247]: коалесцент має тип (IV) тодi i тiльки тодi, коли

∞∑
m=2

1/γm <∞, (1.10)

де γm =
∑m

k=2(k − 1)Ck
mλm,k =

∫ 1

0 ((1− x)m − 1 +mx)x−2Λ(dx).

Функцiонали на коалесцентах

Процес, що рахує, Nn = (Nn(t))t≥0, де Nn(t) є числом блокiв Pn(t), є марков-

ським процесом з iнтенсивностями переходiв Ck
nλn,k для переходу зi стану n

в стан n− k+ 1 при 2 ≤ k ≤ n. Вкладений марковський ланцюг має перехiднi

ймовiрностi

q(n, k) = Ck
n

λn,k
λn

, 2 ≤ k ≤ n (1.11)

для переходу n→ n− k+ 1. Аналогом (1.9) є нелiнiйна рекурсiя, що дозволяє

знаходити q(n′, ·), знаючи q(n, ·) при n′ < n. Понад це, кожнен з трьох об’є-

ктiв однозначно визначає два iншi: стохастична матриця q(·, ·), послiдовнiсть

iнтенсивностей (λn)n≥2, нормована умовою λ2 = 1, та ймовiрнiсна мiра Λ на

[0, 1].

Представляє iнтерес дослiдження таких функцiоналiв на Nn, що у той чи

iнший спосiб характеризують структуру дерева коалесцентiв.

• Xn – число злиттiв, яке дорiвнює числу стрибкiв процесу Nn до поглина-

ння в станi 1;

• τn = inf{t > 0 : Nn(t) = 1} – час поглинання Pn;

• Ln =
∫ τn

0 Nn(t)dt – повна довжина дерева коалесцента, що дорiвнює су-

марнiй тривалостi життя всiх блокiв до моменту поглинання.
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Огляд асимптотики бета-коалесцентiв

Бета-коалесцент є Λ-коалесцентом, для якого мiра Λ має щiльнiсть бета роз-

подiлу

Λ(dx) = Axa−1(1− x)b−1dx, x ∈ [0, 1],

де A, a, b > 0. Iнтенсивностi переходiв в цьому випадку виражаються в термi-

нах бета-функцiї λm,k = AB(a+k−2, b+m−k). Нормування A = 1/B(a, b) ви-

бирається, зазвичай, так, щоб Λ була ймовiрнiсною мiрою. Бета-коалесценти

мають тип (I) при a > 2, тип (II) при 1 < a ≤ 2, тип (III) при a = 1 та тип

(IV) при 0 < a < 1. Коалесцент Больтгаузена-Шнiтмана вiдповiдає випадку

a = b = 1, а коалесцент Кiнгмана є граничним випадком, коли a→ 0.

Ми пiдсумуємо асимптотику бета-коалесцентiв у наведених нижче табли-

цях, в яких вказанi режими слабкої збiжностi Xn, τn та Ln i якi демонструють

калейдоскоп можливих типiв граничних теорем.

У наведених таблицях субординатор (S(t))t≥0 без зсуву та поглинання має

експоненту Лапласа

Φ(z) =
1

B(a, b)

∫ 1

0

(1− (1− x)z)xa−3(1− x)b−1dx, z ≥ 0,

а характеристична функцiя 1-стiйкого розподiлу S1(1) дається формулою

z 7→ exp
{
−|z|

(π
2
− i ln |z|sgn(z)

)}
, z ∈ R. (1.12)

Константи m та s2 у таблицi 1.2 визначенi формулами

m =
a+ b− 1

(a− 1)(2− a)

(
1− (a+ b− 2)

(
Ψ(a+ b− 1)−Ψ(b)

))
,

s2 =
a+ b− 1

(a− 1)(2− a)
×
(

2
(
Ψ(a+ b− 1)−Ψ(b)

)
− (a+ b− 2)

(
(Ψ(a+ b− 1)−Ψ(b))2 + Ψ′(b)−Ψ′(a+ b− 1)

))
,

де Ψ(·) є логарифмiчної похiдною гамма-функцiї.

Граничний розподiл для Xn у коалесцентi Больтгаузена-Шнiтмана було зна-

йдено в роботi [68] методом сингулярного аналiзу твiрних функцiй, а трохи

згодом, з використанням каплiнгу з випадковими блуканнями з бар’єром, в
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Табл. 1.1: Граничнi теореми для (Xn−an)/bn для бета(a, b)-коалесцентiв. В таблицi: α = 2−a,
r1 = ζ(2, b), r2 = 2ζ(3, b), де ζ(·, ·) є дзета-функцiєю Гурвiца; m1 = Ψ(a−2+b)−Ψ(b), m2 =

Ψ′(b)−Ψ′(a− 2 + b), де c1 = b(b+ 1)ζ(2, b), c2 = 2b(b+ 1)ζ(3, b), κ = (1− a)1+1/α/Γ1/α(a).

a b cn dn
Граничний

Джерело
розподiл

a = 0 b > 0 n− 1 1 δ0 очевидно

0 < a < 1 b > 0 n(α− 1) κn1/α Sα(1) [63, 108], Роздiл 4.2

a = 1 b > 0
n(lnn)−1+

n
(lnn)2 S1(1)

[68, 142](b = 1)

n ln lnn(lnn)−2 Роздiл 4.2

1 < a < 2 b > 0 0 α−1Γ(α)nα
∫∞

0
e−αS(t)dt Роздiл 3.3, [116]

a = 2 b > 0 (2r1)−1(lnn)2 (3−1r−3
1 r2 ln3 n)1/2 S2(1) Роздiл 3.3, [140]

a > 2 b > 0 m−1
1 lnn (m−3

1 m2 lnn)1/2 S2(1) Роздiл 3.3, [100]

[142]. Пiзнiше цей метод був застосований в [143] для вивчення бета(a, 1)-

коалесцентiв з 0 < a < 2. Всi рядки таблицi 1.1 (крiм a = 1) є окремими

випадками бiльш загальних результатiв для Λ-коалесцентiв, взятих з статей

[100, 108, 116] та роздiлу 3.3 цiєї роботи. Значення a = 0 вiдповiдає коале-

сценту Кiнгмана.

Дещо iншi асимптотичнi характеристики коалесцентiв, наприклад, асим-

птотична поведiнка Nn(t) при t ↓ 0 в коалесцентах, що спускаються з нескiн-

ченностi вивчались в [28, 31]. В статтях [1, 2, 111, 142, 68] було помiчено

зв’язки з випадковими деревами. Чимало робiт було присвячено коалесцентам

з мутацiями [27, 29, 30, 163] та iн. Ми не будемо докладно зупинятись на цих

питаннях, оскiльки вони не мають безпосереднього зв’язку з дисертацiйною

роботою. Наведений вище огляд теорiї коалесцентiв написаний за роботою

автора та його спiвавторiв [98], до якого ми i рекомендуємо звернутись за

подальшими деталями. Iншi чудовi огляди теорiї та зв’язки з iншими моделя-

ми в прикладнiй ймовiрностi можна знайти в двох курсах лекцiй [32, 34].

Коалесцентам присвячено двi частини даної роботи: пiдроздiли 3.3 та 4.2.

Вони написанi за роботами [96] та [99] вiдповiдно. Результати статтi [96] та-

кож викладенi в роздiлi 3.1 монографiї [191].
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Табл. 1.2: Граничнi теореми для (τn − cn)/dn для бета(a, b)-коалесцентiв. В таблицi: Expk

незалежнi стандартнi показниковi величини; константи m1 та m2 такi ж, як в таблицi 1.1;

γ = a−1+b
a−1

a−2+b
a−2

.

a b cn dn
Граничний

Джерело
розподiл

a = 0 0 1
∑

Expk/C
2
k [256]

0 < a < 1 b > 0 0 1 невiдомо

a = 1 b = 1 ln lnn 1 Гумбель [111]

a = 1 b 6= 1 невiдомо

1 < a < 2 b > 0 m−1 lnn (m−3s2 lnn)1/2 S2(1) Роздiл 3.3

a = 2 b > 0 c−1
1 lnn (c−3

1 c2 lnn)1/2 S2(1) Роздiл 3.3

a > 2 b > 0 (γm1)−1 lnn γ−1(m−3
1 (m2 +m2

1) lnn)1/2 S2(1) Роздiл 3.3, [100]

Табл. 1.3: Граничнi теореми для (Ln−en)/fn для бета(a, b)-коалесцентiв. В таблицi: α = 2−a,
β = 1 + α − α2, c1 = Γ(α+1)(α−1)

2−α , c2 = Γ(α+1)(α−1)
cos(πα/2)

, η є деякою невиродженою в.в. з абсолютно

неперервним розподiлом

a b en fn
Граничний

Джерело
розподiл

a = 0 2 ln 2 Гумбель [67, 256]

0 < a < 3−
√

5
2

b = 2− a c1n
a 1 η [163]

a = 3−
√

5
2

b = 2− a c1n
a c2(lnn)α

−1 Sα(1) [163]

3−
√

5
2

< a < 1 b = 2− a c1n
a c2(β−1nβ)α

−1 Sα(1) [163]

a = 1 b > 0
n(b lnn)−1+

n
b(lnn)2 S1(1)

[67](b = 1),

b−1n ln lnn(lnn)−2 Роздiл 4.2

0 < a < 1 b 6= 2− a невiдомо

a > 1 b > 0 0 n
∫∞

0
e−Stdt [205]
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1.3 Огляд за роздiлом 4

В кожнiй теорiї, що вивчає асимптотичнi властивостi тих чи iнших об’єктiв,

природнiм є питання про якiсть наближення (швидкiсть збiжностi) у грани-

чних теоремах. Для вiдповiдi на питання такого роду в теорiї ймовiрностей

зазвичай використовують поняття ймовiрнiсних метрик, якi у той чи iнший

спосiб задають топологiю на множинах випадкових елементiв або їх розподi-

лiв. Класичними прикладами є метрика Колмогорова, метрика Левi-Прохорова

та її окремий випадок – метрика Левi, метрика Кi Фан, Lp-метрики, мiнiмаль-

нi Lp-метрики, метрики Золотарьова та iншi. Чудовими введеннями до теорiї

ймовiрнiсних метрик є книги В. Золотарьова [275] та C. Рачова [222].

Технiка ймовiрнiсних метрик знайшла широке застосування в аналiзi ви-

падкових рекурсивних структур та, зокрема, випадкових процесiв з регенера-

цiєю, особливо в контекстi асимптотичного аналiзу випадкових рекурентних

послiдовностей. Лiнiйною випадковою рекурентною послiдовнiстю називає-

ться послiдовнiсть випадкових величин (Wn)n≥0 така, що її одновимiрнi роз-

подiли задовольняють рiвнiсть

W0 = 0, Wn
d
= Vn +

K∑
r=1

Ar(n)W (r)
In(r)
, n ∈ N, (1.13)

де Wn є деякою характеристикою структури розмiру n, яка за певну «пла-

ту» Vn розбивається на K незалежних пiдструктур випадкових розмiрiв In(r) ∈
{0, . . . , n}, зважених параметрами Ar(n) > 0. Для кожного r = 1, . . . , K випад-

кова величина W (r)
k , що вiдповiдає r-iй пiдструктурi, вважається незалежною

вiд ((In(1), . . . , I
n
(K), A1(n), . . . , AK(n), Vn))n∈N та розподiленою як Wk для ко-

жного k ≥ 0. Також припускається, що послiдовностi (W (1)
n )n≥0, . . . , (W (K)

n )n≥0

незалежнi в сукупностi.

Популярним методом асимптотичного аналiзу лiнiйних випадкових реку-

рентних послiдовностей є «метод стискаючих вiдображень». Цей метод був

вперше запропонований У. Рьослером у статтi [232] для аналiзу алгоритму

швидкого сортування i в подальшому знайшов численнi застосування в ана-

лiзi алгоритмiв типу «подiляй-та-володарюй» та вiдповiдних структур даних

[212, 223, 233, 234, 235]. Найвживанiшими метриками, якi застосовувались у
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згаданих статтях, є мiнiмальнi Lp-метрики (також вiдомi пiд назвою метрик

Вассерштейна або метрик Маллоуза) та метрики Золотарьова, що пояснює-

ться, по-перше, вiдносною простотою роботи з ними та, по-друге, тим, що зi

збiжностi в цих метриках випливає слабка збiжнiсть вiдповiдних розподiлiв.

Найпростiшим прикладом лiнiйного випадкового рекурентного спiввiдно-

шення є

T0 = 0, Tn
d
= 1 + T̂n−In, n ∈ N, (1.14)

де T̂k
d
= Tk для кожного фiксованого k ≥ 0 та (T̂k)k≥0 не залежить вiд випадко-

вого iндекса In ∈ {0, 1, 2, . . . , n}. Послiдовнiсть (Tn)n∈N можна iнтерпретувати

як кiлькiсть стрибкiв у деякому ланцюгу Маркова (Mk)k≥0, що стартує в n,

не зростає та має єдиний поглинаючий стан 0. Послiдовностi такого вигляду

з’являються у багатьох роздiлах прикладної теорiї ймовiрностей. Серед iншо-

го, вони (або дуже близькi до них) описують число K∗n блокiв регенеративних

композицiй [87, 95, 105], число Xn злиттiв в коалесцентах з множинними зли-

ттями [98, 116, 219, 236], число стрибкiв у випадкових блуканнях з бар’єром

[143, 190] та число вiдтинiв у випадкових рекурсивних деревах [142, 68].

За припущення, що розподiл In має вигляд

P{In = k} =
pk

p1 + . . .+ pn
, k = 1, . . . , n, n ∈ N

для деякого ймовiрнiсного розподiлу (pk)k∈N з p1 > 0, або

In = [nη] + 1, (1.15)

для деякої в.в. η ∈ (0, 1) такої, що розподiл | ln η| неарифметичний, у [143] та

[145] вiдповiдно було отримано повний опис можливих граничних розподiлiв

для пiдхожим чином нормованої та центрованої послiдовностi (Tn).

Окрiм згаданих статей, де асимптотика Tn дослiджукадась в окремих мо-

делях, iснує ряд робiт, де вивчалась поведiнка Tn в загальному контекстi. За

умови, що ймовiрнiсть великих стрибкiв ланцюга Маркова (Mn)n≥0 має сте-

пеневу поведiнку, граничнi теореми для (Mn)n≥0 було отримано в [116]. Як

наслiдок з цих теорем можна вивести слабку збiжнiсть Tn з пiдхожим нор-

муванням до розподiлу
∫∞

0 e−Ut dt, де (Ut)t≥0 є деяким субординатором. Цей
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результат був нещодавно узагальнений на випадок довiльного ланцюга Мар-

кова (не обов’язково монотонного) з вiд’ємним зсувом [35]. З iншого боку,

маємо ситуацiї, в яких розподiли стрибкiв ланцюга (Mn)n≥0 майже однаковi,

якщо ланцюг перебуває досить далеко вiд 0. В такому випадку природньо очi-

кувати, що траєкторiя (Mk)k≥0 є досить близькою до траєкторiї (n−Sk)k≥0 для

пiдхожого випадкового блукання (Sk)k≥0 з додатними однаково розподiленими

кроками. З цього випливає, що розподiл Tn має бути близьким до розподiлу

числа вiдновлень inf{k ≥ 0 : Sk > n}, а значить до деякого стiйкого розподi-

лу пiсля нормування. У найпростiшому виглядi така «апроксимацiя процесами

вiдновлення» була використана в [259], де було отримано деякi достатнi умови

для збiжностi центрованого та нормованого Tn до стандартного нормального

розподiлу.

В роздiлi 4 технiку ймовiрнiсних метрик застосовано для аналiзу асимпто-

тики послiдовностi (Tn) за умов описаної апроксимацiї процесами вiдновлен-

ня.

1.3.1 Випадкове блукання з бар’єром. Окремий тип випадкового блукан-

ня з бар’єром та кроком, що має розподiл P{ξ = k} = 1/(k(k + 1)), k ∈ N,

вперше з’явився в роботi [142] як допомiжний iнструмент для аналiзу числа

розрiзiв у випадкових рекурсивних деревах. Загальне означення (R
(n)
k )k∈N0

, що

дається формулою (12), було введено в роботi [143], в якiй автори отримали

класифiкацiю режимiв слабкої збiжностi числа стрибкiв

M (0)
n := #{k ∈ N : R

(n)
k−1 6= R

(n)
k } =

∞∑
l=0

1{R(n)
l +ξl+1<n}

при n → ∞. Бiльш точно, в [143], див. також [116], було показано: якщо ξ

належить областi притягання деякого стiйкого розподiлу, то пiдхожим чином

центрована та нормована послiдовнiсть (M
(0)
n ) слабко збiгається при n → ∞.

Клас граничних розподiлiв включає стiйкi розподiли та розподiли експонен-

цiйних функцiоналiв вiд субординаторiв. В роботi [211] показано, що цi ре-

зультати без змiн переносяться на час поглинання T (0)
n , означений формулою

(13).

Число нульових декрементiв V (0)
n , яке можна подати у виглядi T (0)

n −M (0)
n ,
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вивчалося в роботi [144], де було показано:

(а) якщо Eξ <∞, то V (0)
n слабко збiгається без нормування;

(б) якщо ξ належить областi притягання α-стiйкого розподiлу з α ∈ (0, 1]

(при α = 1 припускається, що Eξ =∞), то V (0)
n /EV (0)

n
P→ 1 при n→∞.

Теорема 106 нашої роботи доповнює (б) та, наскiльки автору вiдомо, є єдиним

опублiкованим результатом про слабку збiжнiсть V (0)
n у випадку Eξ =∞.

Пiдроздiл 4.1 базується на статтi [11], пiдроздiли 4.2 та 4.3 написанi за

статтями [190] та [99] вiдповiдно.

1.4 Огляд за роздiлом 5

Для неформального опису класичної процедури вибору лiдера розглянемо гру,

у якiй беруть участь n осiб. У першому раундi кожен з гравцiв пiдкидає монету

з ймовiрнiстю p випадання герба. Тi з гравцiв, у кого випала решiтка вибува-

ють, а тi, у кого випав герб, переходять у другий раунд. Цей процес повторює-

ться, поки не залишиться жодного гравця. Якщо в деякому раундi у всiх грав-

цiв випадає герб, то раунд оголошується нiчийним та повторюється доти, доки

хоча б один гравець не вийде з гри. Ця модель отримала чималу увагу внаслi-

док своєї простоти та ряду аналiтичних властивостей, якi роблять можливим

застосування апарату сингулярного аналiзу твiрних функцiй [79], а також зав-

дяки зв’язкам з рекордами у вибiрках з геометричного розподiлу. Неповний

список основних робiт включає [48, 49, 78, 113, 149, 150, 158, 166, 220]. Ряд

узагальнень було запропоновано та дослiджено в нещодавнiй роботi [81].

Класичну процедуру вибору лiдера, коли вона застосовується до злiченної

кiлькостi гравцiв, можна розглядати як процедуру випадкового просiювання

множини натуральних чисел N за схемою, описаною у вступi, з множиною

R = {R(k) : k ≥ 1}, що визначена формулами

R(0) := 0, R(k) := ξ1 + · · ·+ ξk, k ≥ 1,

де незалежнi кроки ξ1, ξ2, . . . мають геометричний розподiл на N з ймовiрнiстю

успiху p. Класична процедура вибору лiдера зi скiнченною кiлькiстю гравцiв
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Рис. 1.2: Реалiзацiя класичної процедури вибору лiдера. Гравцi розташованi вздовж горизон-

тальної осi, на вертикальнiй осi позначено номери раундiв. Гравцям, що вибувають з гри

(залишаються в грi), вiдповiдають порожнi (заповненi) круги.

n отримується звуженням, описаної вище процедури, на скiнченну множину

{1, 2, . . . , n}.
Класична процедура вибору лiдера зi скiнченною кiлькiстю гравцiв n тi-

сно пов’язана з ґратками Бернуллi, див. означення на с. 38. Якщо розподiл

кроку W мультиплiкативного випадкового блукання є виродженим в точцi p,

то вiдповiдна послiдовнiсть чисел зайнятостi (Z∗n,i)i≥1 в ґратцi Бернуллi має

той самий розподiл, що й послiдовнiсть (An,i)i≥1 в процедурi вибору лiдера,

де An,i є кiлькiстю гравцiв, що вибувають з гри в раундi i. Таким чином, ґра-

тку Бернуллi можна розглядати як рандомiзовану процедуру вибору лiдера, в

якiй параметр p в кожному раундi вибирається випадковим та незалежним вiд

результатiв попереднiх раундiв.

Стiйкi точковi процеси на R+

В контекстi задач, пов’язаних з процедурами випадкового просiювання, при-

родним чином виникає поняття стiйких точкових процесiв, див. [58, 59, 274].

Для означення поняття стiйкого процесу зазвичай вводяться двi операцiї: роз-

рiдження та масштабування. Для заданого точкового процесу X :=
∑∞

k=1 δXk

на [0,∞) з 0 ≤ X1 ≤ X2 ≤ · · · та заданої злiченної випадкової множини

R = (R(k))k≥1 ⊂ N визначимо розрiдження X за допомогою R формулою

X •R :=
∞∑
k=1

δXR(k)
.

Ця випадкова операцiя перетворює процес X у розрiджений процес X • R
шляхом видалення точок X з номерами, що не лежать в R. Для компенса-
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цiї такого розрiдження використовується друга операцiя – масштабування, яку

можна взяти, наприклад, звичайним множенням: a ·X :=
∑∞

k=1 δaXk
, a ∈ (0, 1).

Називатимемо точковий процес X a-стiйким вiдносно просiювання (або роз-

рiдження) за допомогою R, якщо

X d
= a · (X •R). (1.16)

Пiдкреслимо, що X є a-стiйким тодi i тiльки тодi, коли X β є aβ-стiйким, де

X β :=
∑∞

k=1 δXβ
k

та β > 0. З цього випливає, що для заданої випадкової мно-

жини R достатньо вивчати a-стiйкi процеси для одного довiльного значення

a ∈ (0, 1).

При такому пiдходi основнi результати роздiлу 5 – теореми 112 та 118 – мо-

жна розглядати як характеризацiї a-стiйких точкових процесiв вiдносно про-

сiювання випадковими блуканнями.

Процедура вибору лiдера за допомогою рекордiв була запропонована в ро-

ботi [10] для розв’язання задачi з, на перший погляд, непов’язаної областi

теорiї коалесцентiв – доведення граничної теореми для числа злиттiв в коа-

лесцентi Пуассона-Дiрiхле. Коалесцент Пуассона-Дiрiхле є яскравим (i, фа-

ктично, єдиним вивченим) представником класу коалесцентiв з одночасними

множинними злиттями. В моменти переходiв в таких коалесцентах дозво-

ляються одночаснi злиття рiзних груп блокiв [207, 246] i, на вiдмiну вiд Λ-

коалесцентiв, якi характеризуються скiнченними мiрами на [0, 1], вони хара-

ктеризуються скiнченними мiрами на симплексi1

∆ :=

{
x = (x1, x2, . . .) : x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ 0,

∞∑
i=1

xi ≤ 1

}
.

Свою назву коалесцент Пуассона-Дiрiхле отримав з очевидної причини: його

керуюча мiра є мiрою Пуассона-Дiрiхле на ∆. Цей процес був введений в

роботi [237], а його асимптотика вивчалась в статтях [188, 206].

Роздiл 5 написаний за двома статтями [9] та [10]. Перша стала основою

пiдроздiлу 5.1, а результати другої викладенi в пiдроздiлi 5.2.

1Бiльш докладно ми опишемо їх в пiдроздiлi 5.2.2.
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1.5 Огляд за роздiлом 6

Стохастичнi iнтеграли, що виникають в якостi границь випадкових процесiв

з регенерацiєю мають специфiчний вигляд, в якому iнтегранд є детермiнова-

ною функцiєю. Для означення таких стохастичних iнтегралiв можна користу-

ватись як загальним означенням стохастичного iнтегрування за семiмартинга-

лам, див., наприклад [157], так i еквiвалентним йому, але значно простiшим,

потраєкторним означенням за допомогою iнтегрування частинами. В контекстi

випадкових процесiв з iммiграцiєю такий пiдхiд було запропоновано у роботi

[129]. Нехай функцiя f ∈ D[a, b] має обмежену варiацiю, а (X(t))t∈[a,b] є до-

вiльним стохастичним процесом, траєкторiї якого лежать в D[a, b] м.н. Тодi

стохастичний iнтеграл вiд функцiї f за процесом X визначається формулою

iнтегрування за частинами∫
(a,b]

f(y)dX(y) := X(b)f(b)−X(a)f(a)−
∫

(a,b]

X(y−)df(y),

де iнтеграл в правiй частинi розумiється як потраєкторний iнтеграл Лебега-

Стiлтьєса. Пiдкреслимо, що таке означення можна поширити на довiльнi ди-

ференцiйовнi на (a, b) функцiї f що можуть бути необмеженими в околi точки

a або b, але для яких невласний iнтеграл Рiмана
∫ b
a X(y−)f ′(y)dy iснує м.н.

Ми використовуємо саме такий пiдхiд для означення стохастичних iнте-

гралiв, якi виникають в цiй роботi. Зокрема, у такий спосiб ми визначаємо

дробово iнтегровнi α-стiйкi процеси Левi

Iα,ρ(u) :=

∫
[0,u]

(u− y)ρdSα(y), u > 0

при α ∈ (1, 2] та ρ > 1/α та дробово iнтегровнi оберненi α-стiйкi субордина-

тори

Jα,ρ(u) :=

∫
[0,u]

(u− y)ρdW←
α (y), u > 0

при α ∈ (0, 1) та ρ ∈ R.

Процес I2,H−1/2, H ∈ (0, 1) з точнiстю до невипадкової мультиплiкативної

константи збiгається з процесом, запропонованим П. Левi в [179], який став

прототипом дробового броунiвського руху – популярного об’єкту сучасної те-

орiї ймовiрностей, що був введений в роботi [185] i якому з моменту появи
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було присвячено тисячi робiт. Аналогiчно, процес Iα,ρ (1 < α < 2) є близь-

ким родичем дробового стiйкого руху, див. роздiл 7 в [240]. Пiдкреслимо,

що незважаючи на цю схожiсть, процеси Iα,ρ мають суттєвi вiдмiнностi, так,

зокрема, прирости Iα,ρ нестацiонарнi при ρ 6= 0.

В останнi роки оберненi стiйкi субординатори, що фiгурують в означеннi

Jα,ρ i якi також вiдомi пiд назвою процесiв Мiттаг-Леффлера, стали досить

популярними об’єктами дослiджень як з прикладної, так i з теоретичної точок

зору. Цi процеси часто виникають як випадкова замiна часу при субордина-

цiї. Найвiдомiшим прикладом такого роду є границi випадкових блукань у

неперервному часi, у яких розподiл часу очiкування мiж стрибками має важ-

кi хвости [196, 198]. У найпростiшiй ситуацiї граничний процес має форму

S(W←
α (·)), де S(·) є γ-стiйким процесом з 0 < γ ≤ 2. Окремий випадкок

γ = 2 що з’являється в контекстi аномальної (або дробової) дифузiї, отримав

чималу увагу як з боку фiзикiв [184, 255], так i в математичнiй лiтературi

[24, 183, 210]. Субординованi процеси бiльш загального вигляду X(Wα(·)), де

X є марковським процесом, використовуються для побудови розв’язкiв дро-

бових диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних [195, 194]. Також обер-

ненi стiйкi субординатори вiдiграють важливу роль в аналiзi (а) стацiонарних

безмежно подiльних процесiв, породжених консервативними потоками [214]

та (б) асимптотик згорток функцiй та перешкальованих випадкових блукань у

неперервному часi [243]. У випадках (а) та (б), граничнi процеси мають ви-

гляд згорток з оберненими стiйкими субординаторами, а тому безпосередньо

пов’язанi з процесами Jα,ρ.
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Роздiл 2

Граничнi теореми для випадкових

процесiв з iммiграцiєю в моменти

вiдновлення

Позначимо через D[0,∞), D(0,∞) та D(R) простори Скорохода неперервних

справа дiйснозначних функцiй, що визначенi на [0,∞), (0,∞) та R вiдповiдно

та мають скiнченнi границi злiва в кожнiй внутрiшнiй точцi областi визначе-

ння. Означення та властивостi топологiй Скорохода на цих просторах, якi ми

використовуємо в роботi, наведено в Додатку B.1.

Нехай X := (X(t))t∈R є випадковим процесом з траєкторiями у D(R), який

задовольняє умову X(t) = 0 для всiх t < 0, та нехай ξ є додатною випадко-

вою величиною. Незалежнiсть X та в.в. ξ не припускається. Випадок X = h

м.н. для деякої невипадкової функцiї h не виключається.

Нехай (X1, ξ1), (X2, ξ2), . . . є послiдовнiстю незалежних копiй пари (X, ξ),

а (Sk)k∈N0
– стандартне випадкове блукання з кроками ξj, що стартує в нулi,

тобто

S0 := 0, Sk := ξ1 + · · ·+ ξk, k ∈ N.

Позначимо через (ν(t))t∈R момент першого потрапляння в (t,∞):

ν(t) := inf{k ∈ N0 : Sk > t} = #{k ∈ N0 : Sk ≤ t}, t ∈ R.

Випадковий процес Y := (Y (t))t∈R, що визначений рiвнiстю

Y (t) :=
∑
k≥0

Xk+1(t− Sk) =

ν(t)−1∑
k=0

Xk+1(t− Sk), t ∈ R, (2.1)
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назвемо випадковим процесом з iммiграцiєю у моменти вiдновлення або про-

сто випадковим процесом з iммiграцiєю. Якщо X = h м.н. для деякої неви-

падкової функцiї h, то вiдповiдний процес Y називається процесом дробового

ефекту.

Введенi процеси мають таку iнтерпретацiю: в момент часу S0 = 0 перший

«iммiгрант» прибуває в систему та породжує випадковий процес X1; далi, для

k ∈ N, в момент часу Sk «iммiгрант» k + 1 прибуває в систему та породжує

процесXk+1; випадковий процес з iммiграцiєю Y (t) є сумою всiх процесiв, по-

роджених прибулими «iммiгрантами» до моменту часу t включно, що описує

їх кумулятивний ефект. Запропонована термiнологiя – «випадковий процес з

iммiграцiєю» – має двi переваги. По-перше, цей термiн бiльш iнформативний

у порiвняннi з «процес дробового ефекту з випадковою функцiєю вiдповiдi

X». Зокрема, випадковий процес (2.1) має мало спiльного з класичним проце-

сом дробового ефекту, введеним в [244] для моделювання струму у вакуумнiй

трубцi i побудованим за пуассонiвським вхiдним потоком та детермiнованою

(невипадковою) функцiєю вiдповiдi. По-друге, якщо процес X є гiллястим

процесом у неперервному часi, то вiдповiдний процес Y вiдомий в лiтературi

пiд назвою гiллястий процес з iммiграцiєю.

Випадковий процес з iммiграцiєю є випадковим процесом з регенерацi-

єю в сенсi означення 2. Це випливає з такої конструкцiї. Нехай MD([0, t])

є простором маркованих точкових процесiв1 на iнтервалi [0, t] з мiтками в

просторi Скорохода D(R). Вiдповiднi точковi процеси називатимемо структу-

рами розмiру t ≥ 0. Тодi набiр маркованих точкових випадкових процесiв

(
∑

i≥0 δ(Si,Xi+1)1{Si≤t})t≥0 є узгодженою родиною випадкових структур вiдно-

сно операцiй проектування-звуження:

πs,t

(∑
i≥0

δ(ti,mi)

)
:=
∑
i≥0

δ(ti,mi)1{ti≤s}, 0 ≤ s ≤ t,

де 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ t. В якостi операцiї πα, що фiгурує в означеннi 1,

1Базовi означення та факти з теорiї маркованих точкових процесiв та топологiй на просторах таких процесiв

можна знайти в Додатку B.2.

- 78 -



вiзьмемо таку:

πt

(∑
i≥0

δ(ti,mi)

)
:=


∑

i≥0 δ(ti,mi), якщо t1 /∈ (0, t],∑
i≥1 δ(ti−t1,mi), iнакше.

Ця операцiя зсуває точковий процес так, що перша додатна точка (якщо вона

iснує) переходить в початок координат, або не змiнює точковий процес, якщо

вiн не має атомiв в (0, t]. З представлення Y (t) = Rt(
∑

i≥0 δ(Si,Xi+1)1{Sk≤t}), де

Rt

(∑
i≥0

δ(ti,mi)

)
=
∑
i≥0

mi(t− ti), t ≥ 0,

випливає, що випадковий процес з iммiграцiєю є випадковим процесом з ре-

генерацiєю в сенсi означення 2.

Пiдкреслимо, що випадковi процеси з регенерацiєю не обов’язково є ре-

генеративними процесами в класичному сенсi, див. наприклад роздiл 3.12 в

[226]. В той же час будь-який випадковий процес з iммiграцiєю є iнтегралом

вiд деякого регенеративного процесу.

Основне питання, якому присвячено даний роздiл, це дослiдження слабкої

збiжностi випадкових процесiв з iммiграцiєю при t→∞. Така збiжнiсть регу-

люється двома факторами: асимптотикою хвоста розподiлу ξ та асимптотикою

скiнченновимiрних розподiлiв X(t) при великих t. Як демонструють результа-

ти цього роздiлу, комбiнацiя цих двох факторiв дає широкий спектр можливих

режимiв слабкої збiжностi Y . Розпочнемо з дослiдження випадку збiжностi до

стацiонарних процесiв.

2.1 Збiжнiсть до стацiонарного процесу з iммiграцiєю

Збiжнiсть до стацiонарного процесу з iммiграцiєю має мiсце у випадку, коли

µ := Eξ < ∞ та E[|X(t)|] скiнченне та прямує до нуля досить швидко при

t→∞. У цьому разi Y є суперпозицiєю регулярного потоку незалежних про-

цесiв з швидко затухаючою пiслядiєю, що може породжувати стацiонарнiсть

у границi.
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2.1.1 Стацiонарий процес з iммiграцiєю. Припустимо, що µ < ∞, та що

розподiл ξ неарифметичний, тобто не зосереджений на ґратцi вигляду dZ
для деякого d > 0. Припустимо, що на просторi, де задана послiдовнiсть

(Xk, ξk)k∈N, визначенi такi об’єкти:

• незалежна копiя (X−k, ξ−k)k∈N послiдовностi (Xk, ξk)k∈N;

• пара (X0, ξ0), яка не залежить вiд (Xk, ξk)k∈Z\{0} та має спiльний розподiл

P{ξ0 ≤ x,X0 ∈ ·} =
1

µ

∫
[0, x]

yP{ξ ∈ dy,X ∈ ·}, x ≥ 0; (2.2)

• в.в. U , яка не залежить вiд (Xk, ξk)k∈Z та має рiвномiрний розподiл на

[0, 1].

Покладемо

S−k := −(ξ−1 + · · ·+ ξ−k), k ∈ N

та

S∗0 := Uξ0, S∗−1 := −(1−U)ξ0, S∗k := S∗0+Sk, S∗−k−1 := S∗−1+S−k, k ∈ N.

Точковий процес R :=
∑

n∈Z δS∗n називається стацiонарним точковим проце-

сом вiдновлення. Зауважимо, див. роздiл 3.10 в [226], що випадковi величини

S∗0 та −S∗−1 мають однаковий самий розподiл, що є граничним для перестрибу

Sν(t) − t (або недострибу t− Sν(t)−1) при t→∞:

P{S∗0 ∈ dx} = P{−S∗−1 ∈ dx} = µ−1P{ξ > x}1(0,∞)(x)dx.

Вiдомо, див. теорему 4.1 в роздiлi 8 книги [257], що точковий процес
∑

k∈Z δS∗k

є iнварiантним вiдносно зсувiв, тобто
∑

k∈Z δS∗k має той самий розподiл, що й∑
k∈Z δS∗k+t для кожного t ∈ R. Зокрема, мiра iнтенсивностi цього процесу з

точнiстю до мультиплiкативної константи є мiрою Лебега, а сама мультиплiка-

тивна константа µ−1 визначається з елементарної теореми вiдновлення. Таким

чином,

E
[∑
k∈Z

δS∗k(dx)

]
=

dx

µ
. (2.3)
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Будемо розглядати процес Xk як мiтку точки S∗k , k ∈ Z, а (маркований)

точковий процес

RM :=
∑
n∈Z

δ(S∗n, Xn) (2.4)

називатимемо двостороннiм маркованим стацiонарним точковим процесом

вiдновлення2. Зазначимо, що цей маркований точковий процес є простим з

ймовiрнiстю один внаслiдок припущення P{ξ > 0} = 1. Процес RM є стацiо-

нарним, див. приклад 1 на сс. 27-29 в [253], у такому сенсi:

RM({A+ t} ×B)
d
= RM(A×B)

для A ∈ B(R), B ∈ B(D(R)) та t ∈ R, де {A + t} := {a + t : a ∈ A}, а B(X)

позначає борелевську σ-алгебру метричного простору X . Еквiвалентно,∑
k∈Z

δ(S∗k−t,Xk)
d
=
∑
k∈Z

δ(S∗k ,Xk), t ∈ R. (2.5)

Цей факт є простим наслiдком леми 8 нижче, див. зауваження 9 пiсля леми.

Також його можна вивести з теорiї Палма стацiонарних точкових процесiв,

див. роздiл 4.8 в [257].

Зафiксуємо u ∈ R. Оскiльки limk→−∞ S
∗
k = −∞ м.н., сума∑

k≤−1

Xk(u+ S∗k)1{S∗k≥−u}

є майже напевно скiнченною, так як мiстить лише скiнченне число доданкiв.

Покладемо

Y ∗(u) :=
∑
k∈Z

Xk(u+ S∗k) =
∑
k∈Z

Xk(u+ S∗k)1{S∗k≥−u}, (2.6)

вважаючи, що ряд
∑

k≥0Xk(u + S∗k)1{Sk≥−u} збiгається за ймовiрнiстю, що

серед iншого, забезпечує м.н. скiнченнiсть Y ∗(u). Випадковий процес Y ∗ :=

(Y ∗(u))u∈R назвемо стацiонарним процесом з iммiграцiєю. З огляду на (2.5),

процес Y ∗ є стацiонарним у вузькому сенсi.
2Базовi означення та факти з теорiї маркованих точкових процесiв та топологiй на просторах таких процесiв

можна знайти в Додатку B.2. Зокрема, ми будемо використовувати той факт, що на просторi маркованих то-

чкових процесiв можна задати структуру повного сепарабельного метричного простору, а також характеризацiю

збiжностi в цьому просторi, що дається в твердженнi 204.
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Позначимо через A носiй дискретної компоненти ξ, тобто A := {t > 0 :

P{ξ = t} > 0} та покладемо < A >:=
{∑

i niai : ai ∈ A, ni ∈ N0

}
. Визначимо

множини точок, в яких процеси X(·) та X(ξ + ·) мають розриви з додатною

ймовiрнiстю:

D := {t ∈ R : P{X(t) 6= X(t−)} > 0},

Dξ := {t ∈ R : P{X(ξ + t) 6= X(ξ + t−)} > 0} (2.7)

та покладемо

∆X := Dξ �D := {a− b : a ∈ Dξ, b ∈ D}.

У теоремi, наведенiй нижче, запропоновано достатнi умови слабкої збiжностi

випадкових процесiв з iммiграцiєю до стацiонарних процесiв з iммiграцiєю.

Теорема 3. Припустимо, що µ = Eξ <∞, та що розподiл ξ неарифметичний.

(а) Якщо функцiя G(t) := E[|X(t)| ∧ 1] є безпосередньо iнтегровною за Рi-

маном на [0,∞), то для кожного u ∈ R ряд
∑

k≥0Xk(u + S∗k)1{S∗k≥−u}

є абсолютно збiжним з ймовiрнiстю один. Крiм того, для довiльного

n ∈ N та довiльних точок u1 < u2 < · · · < un, в яких процес Y ∗ майже

напевно неперервний, маємо(
Y (t+ u1), . . . , Y (t+ un)

) d→
(
Y ∗(u1), . . . , Y

∗(un)
)
, t→∞. (2.8)

(б) Якщо для деякого ε > 0 функцiя Hε(t) := E[supu∈[t, t+ε] |X(u)| ∧ 1] є без-

посередньо iнтегровною за Рiманом на [0,∞), та

< A > ∩ ∆X = ∅, (2.9)

то

Y (t+ u) ⇒ Y ∗(u), t→∞ (2.10)

у просторi Скорохода D(R) з J1-топологiєю.

Зауваження 4. Умова (2.9) виконується автоматично, якщо розподiл ξ непе-

рервний. Якщо ξ та X незалежнi, то умову (2.9) можна замiнити простiшою:

< A > ∩ ∆′X = {0}, (2.11)
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де ∆′X := D � D. Для незалежних ξ та X , процес Y ∗ є майже напевно не-

перервним в кожнiй точцi u ∈ R, тому спiввiдношення (2.8) виконується для

довiльних u1 < u2 < · · · < un.

Зауваження 5. Наведене вище означення стацiонарного процесу з iммiграцiєю

було запропоновано в роботi [189]. У випадку незалежних ξ та X збiжнiсть

до стацiонарних процесiв з iммiграцiєю дослiджувалась також в [139], де ста-

цiонарний процес з iммiграцiєю визначався дещо iнакше:

Y ∗∗(u) :=
∑
k∈Z

Xk+1(u+ S∗k) =
∑
k∈Z

Xk+1(u+ S∗k)1{S∗k≥−u}, u ∈ R. (2.12)

Зрозумiло, що два означення еквiвалентнi, якщо ξ та X незалежнi. Проте, як

демонструє приклад X(t) := 1{ξ>t} у випадку залежних ξ та X , означення

(2.6) є бiльш коректним. Дiйсно, в цьому випадку

Y (u) :=
∑
k≥0

1{ξk+1>u−Sk≥0} =
∑
k≥0

1{Sk+1>u≥Sk} = 1{u≥0}.

Далi, згiдно з означенням формулою (2.6):

Y ∗(u) :=
∑
k∈Z

1{ξk>u+S∗k≥0} =
∑
k∈Z

1{−S∗k≤u<−S∗k+ξk} =
∑
k∈Z

1{−S∗k≤u<−S∗k−1} = 1,

що узгоджується з фактом Y (u + t) → 1 при t → ∞. В той же час, розподiл

в.в. Y ∗∗(0), визначеної формулою (2.12), є невиродженим.

2.1.2 Обговорення умов теореми 3. Сформулюємо еквiвалентнi умови

безпосередньої iнтегровностi за Рiманом функцiй G(t) = E[|X(t)| ∧ 1] та

Hε(t) = E[supu∈[t, t+ε] |X(u)| ∧ 1], що є бiльш зручними для застосувань.

З ймовiрнiстю один траєкторiї X лежать в D(R), а тому є майже скрiзь

неперервними м.н. Те ж саме вiрно й для процесу t 7→ |X(t)| ∧ 1. Помiти-

мо, що з неперервностi t 7→ |X(t)| ∧ 1 в точках t0 та t0 + ε випливає непе-

рервнiсть t 7→ supu∈[t, t+ε](|X(u)| ∧ 1) в t0. Отже, з ймовiрнiстю один процес

t 7→ supu∈[t, t+ε](|X(u)|∧1) є майже скрiзь неперервним, а тому множина точок,

в яких процес t 7→ supu∈[t, t+ε](|X(u)| ∧ 1) розривний з додатною ймовiрнiстю,

має Лебегову мiру нуль. Згiдно з теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть

маємо, що G та Hε є майже скрiзь неперервними. Оскiльки вони також обме-

женi, то вони є локально iнтегровними за Рiманом. Звiдси робимо висновок,
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що безпосередня iнтегровнiсть за Рiманом функцiї G еквiвалентна∑
k≥0

sup
t∈[k, k+1)

E[|X(t)| ∧ 1] <∞, (2.13)

а безпосередня iнтегровнiсть за Рiманом функцiї Hε еквiвалентна∑
k≥0

sup
t∈[k, k+1)

E
[

sup
u∈[t, t+ε]

(|X(u)| ∧ 1)
]
<∞. (2.14)

Бiльше того, умова (2.14) еквiвалентна нерiвностi∑
k≥0

E
[

sup
u∈[k, k+1)

(|X(u)| ∧ 1)
]
<∞, (2.15)

що демонструє, що Hε є безпосередньо iнтегровною за Рiманом для кожного

ε > 0, якщо вона є такою для деякого ε > 0. Те, що з (2.14) випливає (2.15),

доводиться так

∑
k≥0

E
[

sup
u∈[k, k+1)

(|X(u)| ∧ 1)
]
≤
∑
k≥0

E
[ bε−1c∑

j=0

sup
u∈[k+jε, k+(j+1)ε)

(|X(u)| ∧ 1)

]

=

bε−1c∑
j=0

∑
k≥0

Hε(k + jε) ≤
bε−1c∑
j=0

∑
k≥0

sup
t∈[k, k+1)

Hε(t).

Щоб переконатись у тому, що з (2.15) випливає (2.14) достатньо скористатися

формулою (2.28) нижче з a = 0, b = ε та X(u) замiсть X(ξ + u).

Наведемо декiлька ситуацiй, коли умови (2.13) та (2.15) еквiвалентнi:

(i) X(t) ≡ h(t) м.н. для деякої невипадкової функцiї h;

(ii) iснує t0 > 0 таке, що з ймовiрнiстю один |X(t)| не зростає на [t0,∞);

(iii) P{|X(t)| ∈ (0, 1)} = 0 для всiх t ≥ 0, τ := inf{t ≥ 0 : X(t) = 0} < ∞
м.н. та X(t) = 0 для всiх t ≥ τ м.н.; в цьому разi

(2.13)⇔ (2.15)⇔ Eτ <∞. (2.16)

Дiйсно, у випадку (i) математичнi сподiвання в (2.13) та (2.15) можна не пи-

сати, оскiльки процес X невипадковий, а тому цi формули збiгаються. У ви-

падку (ii) для всiх k ≥ t0 маємо supt∈[k, k+1) E[|X(t)| ∧ 1] = E[|X(k)| ∧ 1] та
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E[supu∈[k, k+1) |X(u)| ∧ 1] = E[|X(k)| ∧ 1], а тому ряди в (2.13) та (2.15) одна-

ковi з точнiстю до перших [t0] + 1 доданкiв. Припустимо, що X задовольняє

умови випадку (iii). Покажемо, що (2.16) виконується.

«(2.13)⇒ Eτ <∞»: З рiвностi

E[|X(t)| ∧ 1] = P{|X(t)| ≥ 1} = P{τ > t}

випливає

∞ >
∑
k≥0

sup
t∈[k, k+1)

E
[
|X(t)| ∧ 1

]
≥
∑
k≥0

P{τ > k} ≥ Eτ.

«Eτ <∞⇒ (2.15)»: Ця iмплiкацiя є наслiдком

∑
k≥0

E
[

sup
t∈[k, k+1)

(|X(t)| ∧ 1)
]

= E
[ bτc∑
k=0

sup
t∈[k, k+1)

(|X(t)| ∧ 1)

]
≤ E(τ + 1).

Нарештi, твердження «(2.15)⇒ (2.13)» є очевидним.

Наведемо приклад процесу X , який задовольняє (2.13), але не задовольняє

(2.15).

Приклад 6. Нехай η має рiвномiрний розподiл на [0, 1]. Покладемо

X(t) :=
∑
k≥1

1{
k+ k2

k2+1
η≤t<k+η

}, t ≥ 0.

Як бачимо з формули supt∈[k, k+1)(|X(t)| ∧ 1) = supt∈[k, k+1)X(t) = 1 м.н., умо-

ва (2.15) не виконується. З iншого боку, умова (2.13) виконується внаслiдок

рiвностi supt∈[k, k+1) E[|X(t)| ∧ 1] = supt∈[k, k+1) E[X(t)] = (k2 + 1)−1 для k ∈ N.

Зауважимо, що вiдмiннiсть мiж (2.13) та (2.15) стає бiльш прозорою, якщо

помiтити, що умова (2.15) гарантує безпосередню iнтегровнiсть за Рiманом

X з ймовiрнiстю один i, як наслiдок, limt→∞X(t) = 0 м.н. Проте, як де-

монструє наведений щойно приклад, умова (2.13) гарантує лише збiжнiсть

limt→∞X(t) = 0 за ймовiрнiстю.

На завершення цього пiдроздiлу ми наведемо приклад, в якому показано,

що умова безпосередньої iнтегровностi за Рiманом не може бути послаблена

до iнтегровностi за Лебегом.
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Приклад 7. Нехай X(t) = h(t) := (1 ∧ 1/t2)1Q(t), t ≥ 0, де Q є множи-

ною рацiональних чисел. Функцiя G(t) = E[|X(t)| ∧ 1] = h(t) iнтегровна

за Лебегом, але не є iнтегровною за Рiманом. Нехай розподiл ξ такий, що

P{ξ ∈ Q ∩ (0, 1]} = 1 та P{ξ = r} > 0 для всiх r ∈ Q ∩ (0, 1], що гарантує, що

розподiл ξ неарифметичний. Очевидно, що Y (t) = 0 для t ∈ R\Q. З iншого

боку, згiдно з теоремою 3

Y (t)
d→
∑
k≥0

f(S∗k),

коли t прямує до ∞ вздовж рацiональних чисел, де f(t) = 1 ∧ 1/t2 при t ≥ 0.

Випадкова величина в правiй частинi є м.н. додатною.

2.1.3 Доведення теореми 3. Доведення розбито на послiдовнiсть лем та

базується на використаннi теореми про неперервне вiдображення до збiжно-

стi маркованих процесiв в лемi 8. Ми позначимо через M := MD(R) простiр

маркованих точкових процесiв на R з мiтками в просторi D(R), а через ρM –

вiдповiдну метрику, що надiляє (MD(R), ρm) структурою повного сепарабель-

ного метричного простору, див. Додаток B.2.

Лема 8. Припустимо, що Eξ < ∞, та що розподiл ξ неарифметичний. Тодi

має мiсце слабка збiжнiсть∑
k∈Z

δ(t−Sk,Xk+1) ⇒ RM =
∑
k∈Z

δ(S∗k ,Xk), t→∞, (2.17)

у просторi (M,ρM).

Зауваження 9. Зафiксуємо u ∈ R. Оператор зсуву θu : M → M , що визначе-

ний рiвнiстю θu(m(A × B)) = m({A + u} × B), A ∈ B(R), B ∈ B(D(R)), є

неперервним вiдносно ρM для кожного u ∈ R. Тому, при t→∞∑
k∈Z

δ(S∗k ,Xk) ⇐
∑
k∈Z

δ(t−u−Sk,Xk+1) = θu

(∑
k∈Z

δ(t−Sk,Xk+1)

)
⇒ θu

(∑
k∈Z

δ(S∗k ,Xk)

)
=
∑
k∈Z

δ(S∗k−u,Xk)

у просторi (M,ρM), що доводить стацiонарнiсть RM.
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Доведення леми 8. Помiтимо, що для кожного t ≥ 0

∑
k∈Z

δ(t−Sk,Xk+1) =
∑
k∈Z

δ(t−Sν(t)−k−1,Xν(t)−k).

Згiдно з твердженням 204 у додатку достатньо показати, що для всiх p, q ∈ N

(
(t− Sν(t)+p−1, Xν(t)+p), . . . , (t− Sν(t)−q−1, Xν(t)−q)

)
d→(

(S∗−p, X−p), . . . , (S
∗
q , Xq)

)
(2.18)

при t → ∞. Нехай y, z, y1, . . . , yp−1, z1, . . . , zq є довiльними невiд’ємними цi-

лими числами, а A−p, . . . , Aq – довiльними множинами в B(D(R)). Визначимо

подiї

E1(t) := {t− Sν(t)−1 < z, t− Sν(t) ≥ −y,Xν(t) ∈ A0},

E2(t) := {ξν(t)+1 ≤ y1, Xν(t)+1 ∈ A−1, . . . , ξν(t)+p−1 ≤ yp−1, Xν(t)+p−1 ∈ A1−p},

E3(t) := {ξν(t)−1 ≤ z1, Xν(t)−1 ∈ A1, . . . , ξν(t)−q ≤ zq, Xν(t)−q ∈ Aq},

E4(t) := {Xν(t)+p ∈ A−p}.

Тодi спiввiдношення (2.18) еквiвалентне

lim
t→∞

P{E1(t) ∩ E2(t) ∩ E3(t) ∩ E4(t)} = P{S∗−1 ≥ −y, S∗0 < z,X0 ∈ A0}

×P{ξ−1 ≤ y1, X−1 ∈ A−1, . . . , ξ−p+1 ≤ yp−1, X−p+1 ∈ A−p+1}

×P{ξ1 ≤ z1, X1 ∈ A1, . . . , ξq ≤ zq, Xq ∈ Aq}P{X−p ∈ A−p}

= P{S∗−1 ≥ −y, S∗0 < z,X0 ∈ A0}P{X ∈ A−p}

×
p−1∏
i=1

P{ξ ≤ yi, X ∈ A−i}
q∏
i=1

P{ξ ≤ zi, X ∈ Ai}.

Ймовiрнiсть у лiвiй частинi можна замiнити на p(t) := P{E1(t)∩E2(t)∩E3(t)∩
E4(t), ν(t) > q}, оскiльки P{ν(t) ≤ q} → 0 при t → ∞. За формулою повної
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ймовiрностi

p(t) =
∑
k≥q+1

P{E1(t) ∩ E2(t) ∩ E3(t) ∩ E4(t), ν(t) = k}

=
∑
k≥q+1

P{E1(t) ∩ E2(t) ∩ E3(t) ∩ E4(t), Sk−1 ≤ t, Sk > t}

=
∑
k≥q+1

P{E1(t) ∩ E3(t), Sk−1 ≤ t, Sk > t}

×P{Xk+p ∈ A−p}
p−1∏
i=1

P{ξk+i ≤ yi, Xk+i ∈ A−i}.

Залишається показати, що

lim
t→∞

∑
k≥q+1

P{E1(t) ∩ E3(t), Sk−1 ≤ t, Sk > t}

= P{−S∗−1 ≤ y, S∗0 < z,X0 ∈ A0}
q∏
i=1

P{ξ ≤ zi, X ∈ Ai}. (2.19)

Для цього запишемо

P{E1(t) ∩ E3(t), Sk−1 ≤ t, Sk > t}

= P{t− z < Sk−1 ≤ t, t < Sk ≤ t+ y,Xk ∈ A0,

ξk−1 ≤ z1, Xk−1 ∈ A1, . . . , ξk−q ≤ zq, Xk−q ∈ Aq}

=

∫
[0, t]

P{t− z − v < ξk−1 + · · ·+ ξk−q ≤ t− v,

t− v < ξk + · · ·+ ξk−q ≤ t+ y − v,Xk ∈ A0, ξk−1 ≤ z1,

Xk−1 ∈ A1, . . . , ξk−q ≤ zq, Xk−q ∈ Aq}P{Sk−q−1 ∈ dv}

=

∫
[0, t]

P{t− z − v < ξ1 + · · ·+ ξq ≤ t− v,

t− v < ξ1 + · · ·+ ξq + ξ̂ ≤ t+ y − v, X̂ ∈ A0, ξ1 ≤ z1,

X1 ∈ A1, . . . , ξq ≤ zq, Xq ∈ Aq}P{Sk−q−1 ∈ dv},

=:

∫
[0, t]

p̂(t− v)P{Sk−q−1 ∈ dv},

де

p̂(u) := P{u− z < Sq ≤ u, u < Sq + ξ̂ ≤ u+ y, X̂ ∈ A0,

ξ1 ≤ z1, X1 ∈ A1, . . . , ξq ≤ zq, Xq ∈ Aq},
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а пара (X̂, ξ̂) має той самий розподiл, що й (X, ξ), та не залежить вiд всiх

iнших випадкових величин, що фiгурують в останнiй ймовiрностi.

Невiд’ємна функцiя p̂ є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на [0,∞),

оскiльки вона локально iнтегровна за Рiманом та обмежена зверху незроста-

ючою iнтегровною функцiєю u 7→ P{Sq + ξ̂ > u}. За ключовою теоремою

вiдновлення∑
k>q

P{E1(t) ∩ E3(t), Sk−1 ≤ t, Sk > t} =
∑
k>q

∫
[0, t]

p̂(t− v)P{Sk−q−1 ∈ dv}

→ 1

µ

∫ ∞
0

p̂(u)du, t→∞.

Отже, доведення (2.19) звелось до перевiрки рiвностi

P{−S∗−1 ≤ y, S∗0 < z,X0 ∈ A0}
q∏
i=1

P{ξ ≤ zi, X ∈ Ai} =
1

µ

∫ ∞
0

p̂(u)du. (2.20)

Покладемо E := {ξ1 ≤ z1, X1 ∈ A1, . . . , ξq ≤ zq, Xq ∈ Aq} та перепишемо p̂(u)

так:

p̂(u) = P{u− z ∧ ξ̂ < Sq ≤ u− (ξ̂ − y)+, z ∧ ξ̂ ≥ (ξ̂ − y)+, X̂ ∈ A0, E}

= P{Sq + z ∧ ξ̂ > u, z ∧ ξ̂ ≥ (ξ̂ − y)+, X̂ ∈ A0, E}

− P{Sq + (ξ̂ − y)+ > u, z ∧ ξ̂ ≥ (ξ̂ − y)+, X̂ ∈ A0, E}.

Тодi

1

µ

∫ ∞
0

p̂(u)du =
1

µ
E
[(

(Sq + z ∧ ξ̂)1{z∧ξ̂≥(ξ̂−y)+,X̂∈A0,E}

− (Sq + (ξ̂ − y)+)1{z∧ξ̂≥(ξ̂−y)+,X̂∈A0,E}

)]
=

1

µ
E
[(
z ∧ ξ̂ − (ξ̂ − y)+

)
+
1{X̂∈A0,E}

]
=

1

µ
E
[(
z ∧ ξ̂ − (ξ̂ − y)+

)
+
1{X̂∈A0}

]
P{E}

=
1

µ
E
[(
z ∧ ξ̂ − (ξ̂ − y)+

)
+
1{X̂∈A0}

] q∏
i=1

P{ξ ≤ zi, X ∈ Ai},

де ми використали незалежнiсть E та (X̂, ξ̂). Застосовуючи формулу (2.2) та
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зображення вектору (−S∗−1, S
∗
0 , ) зi стор. 80, отримуємо

µP{−S∗−1 ≤ y, S∗0 < z,X0 ∈ A0} = µP{(1− U)ξ0 ≤ y, Uξ0 < z,X0 ∈ A0}

= µ

∫ 1

0

P{ξ0 ≤ y(1− s)−1, ξ0 < zs−1, X0 ∈ A0}ds

(2.2)
=

∫ 1

0

∫
[0, y(1−s)−1∧zs−1]

tP{ξ̂ ∈ dt, X̂ ∈ A0}ds

=

∫
[0,∞)

(∫ z/t∧1

(1−y/t)+
tds
)
P{ξ̂ ∈ dt, X̂ ∈ A0}

=

∫
[0,∞)

(
z ∧ t− (t− y)+

)
+
P{ξ̂ ∈ dt, X̂ ∈ A0}

= E
[(
z ∧ ξ̂ − (ξ̂ − y)+

)
+
1{X̂∈A0}

]
,

звiдки випливає (2.20). Лема 8 доведена.

Зауваження 10. Для незалежних X та ξ твердження леми 8 еквiвалентне збi-

жностi звичайних точкових процесiв на R:∑
k∈Z0

δt−Sk ⇒
∑
k∈Z

δS∗k , t→∞.

Доведення такої збiжностi з використанням технiки каплiнгу можна знайти в

[136] та [139], див. теорему 2.1 та лему 5.1 вiдповiдно.

Для фiксованих c > 0, l ∈ N та (u1, . . . , ul) ∈ Rl визначимо вiдображення

φ
(l)
c : M → Rl рiвнiстю

φ(l)
c

(∑
n∈Z

δ(tn,fn(·))

)
:=

(∑
n∈Z

fn(tn + uj)1{|tn|≤c}

)
j=1,...,l

,

а вiдображення φc : M → D(R) рiвнiстю

φc

(∑
n∈Z

δ(tn,fn(·))

)
:=
∑
n∈Z

fn(tn + ·)1{|tn|≤c}.

Для f ∈ D(R) позначимо через Disc(f) множину точок розриву f на R. Оби-

два вiдображення φ(l)
c та φc є вимiрними як скiнченнi суми вимiрних вiдобра-

жень. Їх неперервнiсть доводиться у лемi 11.

Лема 11. Вiдображення φ(l)
c є неперервним у точках m =

∑
n∈Z δ(tn,fn(·)) таких,

що u1, . . . , ul є точками неперервностi fk(tk + ·) для всiх k ∈ Z, а маркова-

ний точковий процес m є простим та задовольняє m({−c, c} × D(R)) = 0.
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Вiдображення φc є неперервним в усiх точках m =
∑

n∈Z δ(tn,fn(·)) таких, що

Disc(fk(tk+ ·))∩Disc(fj(tj + ·)) = ∅ при k 6= j, а маркований точковий процес

m є простим та задовольняє m({−c, c} ×D(R)) = 0.

Доведення. Припустимо, що∑
j∈Z

δ
(t

(n)
j ,f

(n)
j )

=: mn → m =:
∑
j∈Z

δ(tj ,fj), n→∞ (2.21)

у просторi (M,ρM), де m({−c, c} × D(R)) = 0 для деякого c > 0. Нехай

p, q ∈ N0 є такими, що

t−p−1 < −c < t−p, tq < c < tq+1. (2.22)

Зi збiжностi (2.21), використовуючи твердження 204, робимо висновок, що для

−p ≤ k ≤ q

(t
(n)
k , f

(n)
k )→ (tk, fk), n→∞ (2.23)

у просторi R×D(R), та що для великих n

t
(n)
−p−1 < −c < t

(n)
−p , t(n)

q < c < t
(n)
q+1. (2.24)

Згiдно з лемою 172 збiжнiсть (2.23) дає

f
(n)
k (t

(n)
k + ·)→ fk(tk + ·), n→∞ (2.25)

на D(R).

Тепер припустимо, що u1, . . . , ul є точками неперервностi fk(tk+ ·) для всiх

k ∈ Z. Тодi з (2.25) випливає, що(
f

(n)
k (t

(n)
k + u1), . . . , f

(n)
k (t

(n)
k + ul)

)
→
(
fk(tk + u1), . . . , fk(tk + ul)

)
, n→∞

для −p ≤ k ≤ q. Сумуючи цi спiввiдноешння по k = −p, . . . , q, отримуємо

неперервнiсть φ(l)
c з огляду на (2.22) та (2.24).

Згiдно з теоремою 4.1 в [267] додавання на D(R) × D(R) є неперервним

в точках (x, y), для яких Disc(x) ∩ Disc(y) = ∅. Оскiльки це твердження по-

ширюється на довiльне скiнченне число доданкiв, то зi спiввiдношення (2.25)

випливає

φc(mn) =

q∑
k=−p

f
(n)
k (t

(n)
k + ·) →

q∑
k=−p

fk(tk + ·) = φc(m), n→∞
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у просторi D(R) кожен раз, коли Disc(fk(tk + ·)) ∩ Disc(fj(tj + ·)) = ∅ для

k 6= j. Лема 11 доведена.

Наступна лема пов’язує iнтегровнiсть X з властивостями стацiонарного

процесу з iммiграцiєю Y ∗.

Лема 12. Припустимо, що Eξ <∞, та що розподiл ξ неарифметичний.

(i) Якщо функцiя G(t) = E[|X(t)| ∧ 1] є iнтегровною за Лебегом на [0,∞),

то |Y ∗(u)| <∞ м.н. для кожного u ∈ R.

(ii) Якщо для деякого (для всiх) ε > 0 функцiя Hε(t) = E[supu∈[t,t+ε] |X(u)|∧1]

є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на [0,∞), то траєкторiї Y ∗(u)

лежать в D(R) м.н.

Доведення (i). Покладемо Ĝ(t) := E[|X(ξ + t)| ∧ 1] та помiтимо, що iнтегров-

нiсть за Лебегом G на [0,∞) еквiвалентна iнтегровностi за Лебегом Ĝ на R.

Зафiксуємо u ∈ R та покладемо Zk := Xk(u+ S∗k)1{S∗k≥−u}, k ∈ N. Маємо∑
k≥1

E[|Zk| ∧ 1] =
∑
k≥1

E[(|Xk(ξk + u+ S∗k−1)| ∧ 1)1{S∗k≥−u}]

=
∑
k≥1

E[(|Xk(ξk + u+ S∗k−1)| ∧ 1)1{S∗k−1≥−u}]

+
∑
k≥1

E[(|Xk(ξk + u+ S∗k−1)| ∧ 1)1{S∗k≥−u>S∗k−1}]

≤
∑
k∈Z

E[Ĝ(u+ S∗k−1)1{S∗k−1≥−u}] +
∑
k≥1

P{S∗k ≥ −u > S∗k−1}

=
1

µ

∫
R
Ĝ(s)ds+ P{−u > S∗0},

використавши (2.3) в останнiй рiвностi та незалежнiсть Xk й S∗k−1 для k ∈ N.

Отже, такi два ряди∑
k≥1

P{|Zk| ≥ 1} та
∑
k≥1

E(|Zk|1{|Zk|≤1})

збiгаються. Збiжнiсть першого ряду та лема Бореля-Кантеллi гарантують, що

|Zk| ≥ 1 лише для скiнченної кiлькостi k м.н. Збiжнiсть другого ряду дає∑
k∈N |Zk|1{|Zk|≤1} < ∞ м.н. Отже,

∑
k∈N |Zk| < ∞ м.н., та |Y ∗(u)| < ∞
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м.н., оскiльки
∑

k≤0Zk мiстить лише скiнченне число доданкiв для кожного

фiксованого u ∈ R.

Доведення (ii). Ми доведемо, що безпосередня iнтегровнiсть за Рiманом фун-

кцiї Hε еквiвалентна безпосереднiй iнтегровностi за Рiманом функцiї Ĥε(t) :=

E[supu∈[t,t+ε] |X(ξ + u)| ∧ 1]. Оскiльки траєкторiї X(ξ + ·) з ймовiрнiстю один

лежать в D(R), то, мiркуючи як на початку пiдроздiлу 2.1.2, робимо висновок,

що безпосередня iнтегровнiсть за Рiманом Ĥε еквiвалентна∑
k∈Z

E
[

sup
t∈[k,k+1]

(|X(ξ + t)| ∧ 1)
]
<∞. (2.26)

Маємо∑
k∈Z

E
[

sup
t∈[k,k+1]

(|X(ξ + t)| ∧ 1)
]

=
∑
k∈Z

E
[

sup
t∈[ξ+k,ξ+k+1]

(|X(t)| ∧ 1)
]

≤
∑
k∈Z

E
[

sup
t∈[bξc+k,bξc+k+2]

(|X(t)| ∧ 1)
]

= E
∑
k∈Z

[
sup

t∈[k,k+2]

(|X(t)| ∧ 1)
]

= E
∑
k≥0

[
sup

t∈[k,k+2]

(|X(t)| ∧ 1)
]
.

Звiдси робимо висновок, що (2.26) випливає з

E
∑
k≥0

[
sup

t∈[k,k+2]

(|X(t)| ∧ 1)
]
<∞,

що, в свою чергу, еквiвалентне безпосереднiй iнтегровностi за Рiманом Hε,

див. (2.14) та (2.15). Отже, (2.26) виконується.

Для того щоб показати, що траєкторiї Y ∗ лежать в D(R) з ймовiрнi-

стю один, використаємо факт, що локально рiвномiрнi границi послiдовно-

стей функцiй з D(R) лежать в D(R). Отже, достатньо перевiрити, що ряд

Y ∗(u) =
∑

k∈ZXk(u+S∗k) збiгається локально рiвномiрно м.н., що випливати-

ме з м.н. збiжностi ряду ∑
k∈Z

sup
u∈[a,b]

|Xk(u+ S∗k)| (2.27)

для довiльних фiксованих a < b, a, b ∈ Z. Мiркуючи так, як в доведеннi

частини (i) вище, бачимо, що достатньо показати

E
[∑
k∈Z

sup
u∈[a,b]

(|Xk(ξk + u+ S∗k−1)| ∧ 1)
]
<∞.
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Враховуючи незалежнiсть Xk та S∗k−1 при k ∈ N, маємо

E
[∑
k∈N

sup
u∈[a,b]

(|Xk(ξk + u+ S∗k−1)| ∧ 1)

]
= E

[∑
k∈N

E
[

sup
u∈[a,b]

(|X(ξ + u+ S∗k−1)| ∧ 1)
∣∣∣S∗k−1

]]
≤ E

[∑
k∈Z

E
[

sup
u∈[a,b]

(|X(ξ + u+ S∗k−1)| ∧ 1)
∣∣∣S∗k−1

]]
=

1

µ

∫
R
E
[

sup
u∈[a,b]

(|X(ξ + u+ t)| ∧ 1)

]
dt

≤ 1

µ

∑
k∈Z

sup
t∈[k, k+1)

E
[

sup
u∈[a+t, b+t]

|X(ξ + u)| ∧ 1

]
≤ b− a+ 1

µ

∑
k∈Z

E
[

sup
u∈[k, k+1)

|X(ξ + u)| ∧ 1

]
,

де остання рiвнiсть є наслiдком (2.3), а остання нерiвнiсть випливає з оцiнок∑
k∈Z

sup
t∈[k, k+1)

E
[

sup
u∈[a+t, b+t]

|X(ξ + u)| ∧ 1

]
≤
∑
k∈Z

E
[

sup
u∈[a+k, b+k+1)

|X(ξ + u)| ∧ 1

]

≤
b−a∑
j=0

∑
k∈Z

E
[

sup
u∈[a+k+j, a+k+j+1)

|X(ξ + u)| ∧ 1

]

=
b−a∑
j=0

∑
k∈Z

E
[

sup
u∈[k, k+1)

|X(ξ + u)| ∧ 1

]
= (b− a+ 1)

∑
k∈Z

E
[

sup
u∈[k, k+1)

|X(ξ + u)| ∧ 1

]
. (2.28)

Останнiй ряд збiгається з огляду на (2.26). Залишається помiтити, що

E
[∑
k≤0

sup
u∈[a,b]

(|Xk(ξk + u+ S∗k−1)| ∧ 1)
]
≤
∑
k≤0

P{b+ S∗k ≥ 0} <∞.

Таким чином,
∑

k∈ZXk(u+ S∗k) м.н. збiгається рiвномiрно на [a, b] для довiль-

них a < b, а тому його траєкторiї лежать в D(R) м.н.

Лема 13. Якщо виконується умова (2.9), то

P{Disc(Xi(S
∗
i + ·)) ∩Disc(Xj(S

∗
j + ·)) 6= ∅} = 0, i, j ∈ Z, i > j.
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Доведення. Визначимо випадковi множини

D
(i)
ξ := Disc(Xi(ξi + ·)), D(j) := Disc(Xj(·)), D(i,j) := D

(i)
ξ �D(j), i, j ∈ Z

та помiтимо, що для t ∈ R подiї {t ∈ D
(i)
ξ }, {t ∈ D(j)} та {t ∈ D(i,j)} є

вимiрними. Покладемо

D(i)
ξ := {t ∈ R : P{t ∈ D(i)

ξ } > 0}, D(j) := {t ∈ R : P{t ∈ D(j)} > 0},

D(i,j) := {t ∈ R : P{t ∈ D(i,j)} > 0}, i, j ∈ Z.

За означенням

P{t ∈ D(i)
ξ \Di} = P{t ∈ D(j)\Dj} = P{t ∈ D(i,j)\D(i,j)} = 0, i, j ∈ Z (2.29)

для кожного фiксованого t ∈ R. Для i > j маємо

P{Disc(Xi(S
∗
i + ·)) ∩Disc(Xj(S

∗
j + ·)) 6= ∅}

= P{iснує u = u(ω) таке, що S∗i + u ∈ Disc(Xi(·)), S∗j + u ∈ Disc(Xj(·))}

≤ P{S∗i − S∗j ∈ Disc(Xi(·)) � Disc(Xj(·))}

= P{ξj+1 + · · ·+ ξi ∈ Disc(Xi(·)) � Disc(Xj(·))}

= P{ξj+1 + · · ·+ ξi−1 ∈ Disc(Xi(ξi + ·) � Disc(Xj(·))}

= P{ξj+1 + · · ·+ ξi−1 ∈ D(i,j)}

≤ P{ξj+1 + · · ·+ ξi−1 ∈ D(i,j)}+ P{ξj+1 + · · ·+ ξi−1 ∈ D(i,j) \ D(i,j)}.

Оскiльки ξi−1, . . . , ξj+1 не залежать вiд D(i,j), другий член дорiвнює нулю згi-

дно з (2.29).

Виберемо t0 ∈ D(i,j). За означенням

0 < P{t0 ∈ Disc(Xi(ξi + ·)) � Disc(Xj(·))}

≤ 1{t0∈D(i)
ξ �D(j)} + P{t0 ∈ (Disc(Xi(ξi + ·)) \ D(i)

ξ ) � (Disc(Xj(·)) \ D(j))}

+ P{t0 ∈ Disc(Xi(ξi + ·)) � (Disc(Xj(·)) \ D(j))}

+ P{t0 ∈ (Disc(Xi(ξi + ·)) \ D(i)
ξ ) � Disc(Xj(·))}.

Останнi три ймовiрностi дорiвнюють нулю згiдно з першими двома рiвностя-

ми в (2.29), незалежнiстюXi(ξi+·) таXj(·) та тим фактом, що обидвi множини
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D(j) та D(i)
ξ є м.н. не бiльш, нiж злiченними. Отже, 0 < 1{t0∈D(i)

ξ �D(j)}, звiдки

випливає, що t0 ∈ D(i)
ξ �D(j), а тому

D(i,j) ⊂ D(i)
ξ �D(j).

Таким чином, ми показали, що

P{ξi−1 + · · ·+ ξj+1 ∈ D(i,j)} ≤ P{ξi−1 + · · ·+ ξj+1 ∈ D(i)
ξ �D(j)}.

Якщо i, j 6= 0, то D(i)
ξ = Dξ та D(j) = D, див. (2.7). Тому ймовiрнiсть в правiй

частинi останньої центрованої формули дорiвнює P{ξi−1 + · · · + ξj+1 ∈ ∆X}.
Випадки, коли i = 0 або j = 0 потребують окремого вивчення, оскiльки

спiльний розподiл (X0, ξ0) вiдрiзняється вiд спiльного розподiлу (X, ξ). Роз-

глянемо випадок i = 0 та покажемо, що D(0)
ξ ⊂ Dξ. Iншi випадки можуть

бути перевiренi аналогiчно. Припустимо, що t0 /∈ Dξ, та розглянемо множину

At0 := {f(·) ∈ D(R) : f(t0) 6= f(t0−)}. Використовуючи (2.2), маємо

P{X0(ξ0 + ·) ∈ At0} =

∫ ∞
0

P{X0(·) ∈ At0 � {y}, ξ0 ∈ dy}

=
1

µ

∫ ∞
0

yP{ξ ∈ dy,X(·) ∈ At0 � {y}}

=
1

µ

∫ ∞
0

yP{ξ ∈ dy,X(ξ + ·) ∈ At0}.

Ймовiрнiсть пiд знаком iнтеграла дорiвнює нулю тотожно, оскiльки t0 /∈ Dξ.
Тому P{X0(ξ0 + ·) ∈ At0} = 0, що еквiвалентне t0 /∈ D(0)

ξ . Це демонструє, що

D(0)
ξ ⊂ Dξ. З тих же мiркувань D(0) ⊂ D, а тому

P{ξi−1 + · · ·+ ξj+1 ∈ D(i)
ξ �D(j)} ≤ P{ξi−1 + · · ·+ ξj+1 ∈ Dξ �D}

у випадку i = 0 або j = 0. Поєднуючи наведенi факти, отримуємо

P{Disc(Xi(S
∗
i + ·)) ∩Disc(Xj(S

∗
j + ·)) 6= ∅} ≤ P{ξi−1 + · · ·+ ξj+1 ∈ ∆X}.

Якщо j ≥ 0 або i ≤ 0, то ξi−1 + · · ·+ ξj+1
d
= Si−j−1, тому P{ξi−1 + · · ·+ ξj+1 ∈

∆X} = 0 згiдно з (2.9). Якщо j < 0 < i, то ця рiвнiсть також виконується,

оскiльки носiй дискретної компоненти ξ0 такий же, як у ξ, внаслiдок (2.2).

Лема 13 доведена.
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Маючи в арсеналi вищенаведенi леми, можемо перейти до доведення

основної теореми 3.

Доведення збiжностi (2.10). Ми скористаємось лемою 11. Оскiльки розподiл

S∗j є абсолютно неперервним для кожного j ∈ Z, то маркований точковий

процес RM є простим, та RM({−c, c} × D(R)) = 0 м.н. для кожного c > 0.

Згiдно з лемою 11, враховуючи лему 13, вiдображення φc є м.н. неперервним

в
∑

k∈Z δ(S∗k ,Xk), а, отже, зi збiжностi (2.17) випливає

Yc(t, ·) :=
∑
k∈Z

Xk+1(t− Sk + ·)1{|t−Sk|≤c} = φc

(∑
k∈Z

δ(t−Sk,Xk+1)

)
⇒ φc

(∑
k∈Z

δ(S∗k ,Xk)

)
=
∑
k∈Z

Xk(S
∗
k + ·)1{|S∗k |≤c} =: Y ∗c (·) (2.30)

у просторi D(R).

Згiдно з твердженням 203 для доведення (2.10) достатньо перевiрити, що

Y (t+ u)⇒ Y ∗(u), t→∞ (2.31)

у просторi D[a, b] з J1-топологiєю для довiльних a та b, a < b, в яких процес

Y ∗ є неперервним м.н. Для цього помiтимо, що з (2.30) випливає

Yc(t, ·)⇒ Y ∗c (·), t→∞ (2.32)

у просторi D[a, b] з J1-топологiєю для довiльних a та b, a < b, в яких Y ∗c є

неперервним м.н.

З доведення леми 12 ми знаємо, що ряд, що визначає Y ∗(u), збiгається

локально рiвномiрно по u ∈ R. Тому для довiльного t0 ∈ R маємо

P{t0 ∈ Disc(Y ∗(·))} = P{iснує k ∈ Z таке, що t0 ∈ Disc(Xk(S
∗
k + ·))}

=
∑
k∈Z

P{t0 ∈ Disc(Xk(S
∗
k + ·))}

≥
∑
k∈Z

P{t0 ∈ Disc(Xk(S
∗
k + ·)), |S∗k| ≤ c}

= P{t0 ∈ Disc(Y ∗c (·))},

де друга та остання рiвностi випливають з леми 13. Процес Y ∗(·) є стацiо-

нарним та м.н. має траєкторiї в D(R), тому P{t0 ∈ Disc(Y ∗c (·))} = P{t0 ∈
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Disc(Y ∗(·))} = 0, див., наприклад наслiдок A2.3 в [19], звiдки отримуємо, що

(2.32) виконується для всiх a < b.

Спiввiдношення (2.31) випливатиме з теореми 4.2 в [39], якщо ми зможемо

показати, що

Y ∗c ⇒ Y ∗, c→∞ (2.33)

у просторi D[a, b] з J1-топологiєю, та що3

lim
c→∞

lim
t→∞

P
{
da,b(Yc(t, ·), Y (t+ ·)) > ε

}
= 0 (2.34)

для всiх ε > 0 та довiльних a, b ∈ R, a < b. Оскiльки J1-метрика da,b на D[a, b]

домiнується рiвномiрною метрикою, то умова (2.34) випливатиме з умови

lim
c→∞

lim
t→∞

P
{

sup
u∈[a, b]

∣∣∣∣∑
k≥0

Xk+1(u+ t− Sk)1{|t−Sk|>c}

+
∑
k<0

Xk+1(u+ t− Sk)1{|t−Sk|≤c}
∣∣∣∣ > ε

}
= 0,

що виконується для всiх ε > 0 та довiльних a, b ∈ R, a < b. Останнє спiввiд-

ношення, в свою чергу, є наслiдком

lim
c→∞

lim
t→∞

P
{

sup
u∈[a, b]

∣∣∣∣∑
k≥0

Xk+1(u+ t− Sk)1{|t−Sk|>c}
∣∣∣∣ > ε

}
= 0 (2.35)

та

lim
c→∞

lim
t→∞

P
{

sup
u∈[a, b]

∣∣∣∣∑
k<0

Xk+1(u+ t− Sk)1{|t−Sk|≤c}
∣∣∣∣ > ε

}
= 0. (2.36)

Для доведення (2.35) покладемо Mk(t) := supu∈[a, b] |Xk(u + t)|, k ∈ Z та

3Означення метрики da,b наведено в додатку B.1.
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K(t) := E[M1(t) ∧ 1] i запишемо

P
{

sup
u∈[a, b]

∣∣∣∣∑
k≥0

Xk+1(u+ t− Sk)1{|t−Sk|>c}
∣∣∣∣ > ε

}
≤ P

{∑
k≥0

Mk+1(t− Sk)1{|t−Sk|>c} > ε

}
≤ P

{∑
k≥0

Mk+1(t− Sk)1{|t−Sk|>c,Mk+1(t−Sk)≤1} > ε/2

}
+ P

{∑
k≥0

Mk+1(t− Sk)1{|t−Sk|>c,Mk+1(t−Sk)>1} > ε/2

}
≤ 2

ε
E
[∑
k≥0

K(t− Sk)1{|t−Sk|>c}
]

+
∑
k≥0

P
{
|t− Sk| > c, Mk+1(t− Sk) > 1

}
≤
(

2

ε
+ 1

)
E
[∑
k≥0

K(t− Sk)1{|t−Sk|>c}
]
,

де передостання нерiвнiсть випливає з нерiвностi Маркова. Аналогiчно до

формули (2.28) маємо ∑
k∈Z

sup
t∈[k, k+1)

K(t) < ∞.

Разом з локальною iнтегровнiстю за Рiманом K це забезпечує безпосередню

iнтегровнiсть за Рiманом K на R, а тому

lim
t→∞

E
[∑
k≥0

K(t− Sk)1{|t−Sk|>c}
]

= µ−1

∫
{|t|>c}

K(t) dt

за ключовою теоремою вiдновлення. Останнiй вираз збiгається до нуля при

c→∞.

Спiввiдношення (2.36) є тривiальним, оскiльки∑
k<0

Xk+1(u+ t− Sk)1{|t−Sk|≤c} = 0 (2.37)

при t > c > 0.

Для перевiрки (2.33) ми доведемо бiльш сильне твердження

sup
u∈[a,b]

|Y ∗c (u)− Y ∗(u)| → 0, c→∞ (2.38)

м.н. для довiльних фiксованих a, b. Дiйсно,

sup
u∈[a,b]

|Y ∗c (u)− Y ∗(u)| ≤
∑
k∈Z

sup
u∈[a,b]

|Xk(u+ S∗k)|1{|S∗k |>c}.
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Застосовуючи теорему про монотонну збiжнiсть, робимо висновок, що права

частина збiгається до нуля при c→∞ згiдно зi збiжнiстю ряду (2.27) м.н.

Доведення збiжностi (2.8). Зафiксуємо l ∈ N та набори дiйсних чисел

α1, . . . , αl i u1, . . . , ul. Згiдно з лемою 11 для довiльного c > 0 вiдображення

φ
(l)
c є неперервним в точцi

(∑
k∈Z δS∗k , (Xk+1)k∈Z

)
м.н. Застосовуючи теорему

про неперервне вiдображення до збiжностi (8) двiчi (спочатку до вiдображен-

ня φ(l)
c , а потiм до вiдображення (x1, . . . , xl) 7→ α1x1 + . . .+ αlxl), маємо

l∑
i=1

αiYc(t, ui)
d→

l∑
i=1

αiY
∗
c (ui), t→∞.

Збiжнiсть (2.8) буде доведена, якщо ми покажемо, що

l∑
i=1

αiY
∗
c (ui)

d→
l∑

i=1

αiY
∗(ui), c→∞ (2.39)

та

lim
c→∞

lim
t→∞

P
{∣∣∣∣ l∑

i=1

(
αi
∑
k≥0

Xk+1(ui + t− Sk)1{|t−Sk|>c}

+
∑
k<0

Xk+1(ui + t− Sk)1{|t−Sk|≤c}
)∣∣∣∣ > ε

}
= 0 (2.40)

для довiльного ε > 0. Що стосується (2.39), то виконується навiть сильнiше

твердження Y ∗c (u) → Y ∗(u) при c → ∞ м.н. для всiх u ∈ R. Це можна

перевiрити так само, як формулу (2.38), використавши те, що

E
[∑
k∈Z

|Xk(u+ S∗k)| ∧ 1

]
< ∞,

див. лему 12(i). Спiввiдношення (2.40) перевiряється так само, як (2.35), але

з використанням безпосередньої iнтегровностi за Рiманом функцiї t 7→ G(t).

Деталi можна знайти на с. 1296 в [139]. Доведення теореми 3 завершено.

2.2 Збiжнiсть з центруванням та без нормування

2.2.1 Основний результат та обговорення. У випадку, коли функцiя t 7→
E[|X(t)| ∧ 1] неiнтегровна на [0,∞), але все ще збiгається до нуля досить
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швидко, може мати мiсце слабка збiжнiсть процесiв (Y (u + t) − b(u + t))u∈R

для деякого пiдхожого центрування b(t), що задовольняє limt→∞ b(t) = ∞.

Основна теорема цього пiдроздiлу дає одновимiрний результат для процесiв

дробового ефекту, тобто випадкових процесiв з iммiграцiєю з X = h м.н.

Питання про збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв, а також функцiональна

гранична теорема залишаються вiдкритими.

Припустимо, що µ <∞, та що розподiл ξ неарифметичний. Нехай (S∗k)k≥0

є випадковим блуканням з затримкою S∗0 , що було визначене на стор. 80. По-

кладемо

Y ∗◦ := lim
t→∞

(∑
k≥0

h(S∗k)1{S∗k≤t} −
1

µ

∫ t

0

h(y)dy

)
, (2.41)

де тип граничного переходу визначається окремо у кожнiй з ситуацiй теореми

14.

Теорема 14. Припустимо, що розподiл ξ неарифметичний. Нехай h : R+ → R
є локально обмеженою, майже скрiзь неперервною, з деякого мiсця незроста-

ючою та неiнтегровною на [0,∞) функцiєю.

(A1) Припустимо, що σ2 := Dξ <∞, та що∫ ∞
0

h2(y)dy < ∞. (2.42)

Тодi

Y◦(t) := Y (t)− µ−1

∫ t

0

h(y)dy
d→ Y ∗◦ , t→∞, (2.43)

де в.в. Y ∗◦ визначається рiвнiстю (2.41) як границя в L2. Спiввiдношення

(2.43) також виконується, якщо замiнити µ−1
∫ t

0 h(y)dy на E[Y (t)].

До кiнця формулювання теореми припускаємо, що h є двiчi диференцiйовною

з невiд’ємною другою похiдною h′′ для всiх досить великих значень аргументу.

(A2) Припустимо, що Eξr <∞ для деякого 1 < r < 2. Якщо iснує a > 0 таке,

що h(y) > 0 при y ≥ a, ∫ ∞
a

hr(y)dy <∞, (2.44)
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та4

h′′(t) = O(t−2−1/r), t→∞, (2.45)

то має мiсце збiжнiсть (2.43), при цьому в.в. Y ∗◦ визначається формулою

(2.41) як границя м.н.

(A3) Припустимо, що P{ξ > x} ∼ x−α`(x) при x → ∞ для деякого 1 < α < 2

та деякої `, що повiльно змiнюється на нескiнченностi. Якщо знайдеться

a > 0 таке, що h(y) > 0 при y ≥ a,∫ ∞
a

hα(y)`(1/h(y))dy < ∞ (2.46)

та

h′′(t) = O(t−2/c(t)), t→∞, (2.47)

де c(t) є довiльною додатною функцiєю такою, що

lim
t→∞

t`(c(t))

cα(t)
= 1, (2.48)

то має мiсце збiжнiсть (2.43), при цьому в.в. Y ∗◦ визначається формулою

(2.41) як границя за ймовiрнiстю.

Зауваження 15. У випадку (A3) розподiл в.в. ξ належить областi притягання

α-стiйкого розподiлу, див. пiдроздiл 2.3.4.

Зауваження 16. У випадках (A2) та (A3) теореми 14 окрiм припущень на роз-

подiл ξ, ми накладаємо також певнi обмеження на гладкiсть та iнтегровнiсть h.

Вимоги на гладкiсть виглядають надлишковими, проте є необхiдним iнгредi-

єнтом нашого доведення, яке базується на iдеях роботи [163]. Ми переконанi,

що в кожнiй з ситуацiй (A1)–(A3) при заданiй умовi на розподiл ξ вiдповiдна

умова iнтегровностi h є близькою до необхiдної i достатньої. Однак, ми не

стверджуємо, що умови гладкостi дiйсно необхiднi. Для порiвняння наведемо

такий факт. Не вимагаючи вiд h нiчого, окрiм основних припущень теореми

(локальна обмеженiсть, неперервнiсть майже скрiзь, монотоннiсть з деякого

4Якщо h′′ є монотонною для великих значень аргументу, то (2.45) та (2.47) є наслiдками (2.44) та (2.46)

вiдповiдно.
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мiсця та неiнтегровнiсть), можна довести, що спiввiдношення (2.43) виконує-

ться за бiльш сильного припущення iнтегровностi:

Eξr < ∞ та
∫

[b,∞)

y1/r d(−h(y)) < ∞

для деякого 1 < r < 2 або

P{ξ > x} ∼ x−α`(x), x→∞ та
∫

[b,∞)

c(y)d(−h(y)) < ∞

для деякого 1 < α < 2 та деякої `, що повiльно змiнюється на нескiнченно-

стi, де b ≥ 0 вибрано так, що h не зростає на [b,∞). Не вдаючись в деталi,

скажемо, що умови
∫

[b,∞) y
1/rd(−h(y)) < ∞ та

∫
[b,∞) c(y)d(−h(y)) < ∞ є до-

статнiми для м.н. абсолютної збiжностi невласного iнтеграла
∫

[b,∞)(ν
∗(y)−

y/µ)d(−h(y)), в той час як (2.44) та (2.46) є достатнiми для м.н. умовної збi-

жностi цього iнтеграла Тут ν∗(t) := inf{k ≥ 0 : S∗k > t}, t ≥ 0, тобто (ν∗(t))t≥0

є стацiонарним процесом вiдновлення.

2.2.2 Доведення теореми 14. Для доведення теореми 14 нам знадобиться

iнварiантнiсть стацiонарного процесу вiдновлення вiдносно обернення часу.

Твердження 17. Нехай µ < ∞, та розподiл ξ неарифметичний. Тодi для ко-

жного t > 0

(ν∗(t)− ν∗((t− s)−))0≤s≤t
d
= (ν∗(s))0≤s≤t.

Доведення. За визначенням ν∗(u) = R([0, u]), де R :=
∑

k∈Z δS∗k є стацiонар-

ним точковим процесом вiдновлення. Як вже було згадано, точковий процесR
є iнварiантним вiдносно зсувiв та симетричним вiдносно початку координат.

Тому

(ν∗(t)− ν∗((t− s)−))0≤s≤t = (R([t− s, t]))0≤s≤t
d
= (R([−s, 0])))0≤s≤t

d
= (R([0, s])))0≤s≤t = (ν∗(s)))0≤s≤t,

що завершує доведення.

Зауваження 18. Твердження 17 залишається вiрним i для арифметичних ви-

падкових блукань. Для d-арифметичних випадкових блукань в.в. S∗0 береться

незалежною вiд (Sk)k≥0 з розподiлом

P{S∗0 = kd} =
d

µ
P{ξ ≥ kd}, k ∈ N.
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Спочатку ми покажемо, що в умовах теореми 14 гранична випадкова вели-

чина Y ∗◦ є коректно визначеною.

Твердження 19. Припустимо, що µ < ∞, та що розподiл ξ неарифметич-

ний. Нехай h : R+ → R є локально обмеженою, майже скрiзь неперервною,

незростаючою з деякого мiсця та неiнтегровною функцiєю. Нагадаємо, що

Y ∗◦ = lim
t→∞

(∑
k≥0

h(S∗k)1{S∗k≤t} −
1

µ

∫ t

0

h(y)dy

)
.

В умовах теореми 14 Y ∗◦ iснує як границя у L2 у випадку (A1), як границя м.н.

у випадку (A2) та як границя за ймовiрнiстю у випадку (A3). У всiх трьох

випадках Y ∗◦ є м.н. скiнченною.

Доведення. Покладемо

Y ∗t :=
∑
k≥0

h(S∗k)1{S∗k≤t} −
1

µ

∫ t

0

h(y)dy, t ≥ 0.

Наша мета – показати, що Y ∗t збiгається при t→∞ у наведених вище сенсах.

Розглянемо випадок (A1) та доведемо спочатку результат у припущеннi, що

h є незростаючою на R+. Достатньо перевiрити, що

lim
s→∞

sup
t>s

E(Y ∗t − Y ∗s )2 = 0.

Оскiльки,

Y ∗t − Y ∗s =
∑
k≥0

h(S∗k)1{s<S∗k≤t} − E
∑
k≥0

h(S∗k)1{s<S∗k≤t}

при t > s, робимо висновок, що

E(Y ∗t − Y ∗s )2 = E
(∑

k≥0

h(S∗k)1{s<S∗k≤t}

)2

−
(
E
[∑
k≥0

h(S∗k)1{s<S∗k≤t}

])2

= E
(∑

k≥0

h(t− S∗k)1{S∗k<t−s}
)2

−
(

1

µ

∫ t

s

h(y)dy

)2

,

де остання рiвнiсть випливає з твердження 17. Перший член у правiй частинi
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дорiвнює

E
[∑
k≥0

h2(t−S∗k)1{S∗k<t−s}
]

+ 2E
[ ∑

0≤i<j
h(t−S∗i )1{S∗i <t−s}h(t−S∗j )1{S∗j<t−s}

]
=

1

µ

∫ t−s

0

h2(t−y)dy +
2

µ

∫ t−s

0

h(t−y)

∫
(0, t−s−y)

h(t−y−x) Û(dx)dy

=
1

µ

∫ t

s

h2(y)dy +
2

µ

∫ t

s

h(y)

∫
(0, y−s)

h(y − x) Û(dx)dy,

де Û(x) :=
∑

k≥1 P{Sk ≤ x} = U(x) − 1, x ≥ 0 є модифiкованою функцiєю

вiдновлення. Отже,

E(Y ∗t − Y ∗s )2 =
1

µ

∫ t

s

h2(y)dy +
2

µ

∫ t

s

h(y)

∫
(0, y−s)

h(y − x) d(Û(x)−µ−1x)dy.

Оскiльки h2 припускається iнтегровною, то lims→∞ supt>s
∫ t
s h

2(y)dy = 0. От-

же, залишається перевiрити, що

lim
t→∞

sup
t>s

∫ t

s

h(y)

∫
(0, y−s)

h(y − x) d(Û(x)−µ−1x)dy = 0. (2.49)

Покладемо Hs,t(x) :=
∫ t−x
s h(x + y)h(y)dy для x ∈ [0, t − s) та Hs,t(x) := 0

для всiх iнших x. Функцiя Hs,t(x) є неперервною та незростаючою на [0,∞).

Змiнюючи порядок сумування, отримуємо∫ t

s

h(y)

∫
(0, y−s)

h(y − x) d
(
Û(x)− µ−1x

)
dy

=

∫
(0,t−s)

∫ t−x

s

h(x+ y)h(y)dyd
(
Û(x)− µ−1x

)
≤
∫

(0, t−s)
(Û(x)− µ−1x) d(−Hs,t(x))

≤ sup
x≥0

(
U(x)− µ−1x

)
Hs,t(0) = sup

x≥0

(
U(x)− µ−1x

) ∫ t

s

h2(y)dy.

З теореми XI.3.1 в [77] вiдомо, що limt→∞(U(t) − µ−1t) = µ−2(σ2 + µ2) < ∞,

а тому supx≥0(U(x)− µ−1x) <∞, що доводить (2.49).

Тепер припустимо, що h не зростає лише з деякого мiсця, а не всюди на

[0,∞). Отже, можна вибрати t0 > 0 таке, що h не зростає на [t0,∞). Покла-

демо h(t) := h(t0 + t), t ≥ 0, тодi h не зростає на [0,∞). Випадкове блукання
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(S
∗
k)k≥0 := (S∗ν∗(t0)+k − t0)k≥0 є копiєю (S∗k)k≥0. Ми вже показали, що

Y
∗
◦ := lim

t→∞

(∑
k≥0

h(S
∗
k)1{S∗k≤t} −

1

µ

∫ t

0

h(y)dy

)
iснує в сенсi L2. Значить також

Y ∗◦ = lim
t→∞

(∑
k≥0

h(S∗k)1{S∗k≤t0+t} −
1

µ

∫ t0+t

0

h(y)dy

)
= Y ∗t0 + lim

t→∞

(∑
k≥0

h(S
∗
k)1{S∗k≤t} −

1

µ

∫ t

0

h(y)dy

)
iснує в сенсi L2.

Тепер розглянемо випадок (A2). Припустимо, що h задовольняє умовам

теореми, не зростає та є двiчi неперервно диференцiйовною на [0,∞) з h′′ ≥ 0.

Розiб’ємо доведення на три кроки:

1) Доведемо, що зi збiжностi при n → ∞ суми Un :=
∑n

k=0(h(S∗k) −
h(µk)) м.н. випливає збiжнiсть при t → ∞ виразу

∑
k≥0 h(S∗k)1{S∗k≤t} −

µ−1
∫ t

0 h(y)dy м.н.

2) Доведемо, що зi збiжностi ряду
∑

j≥1(ξj − µ)
∑

k≥j h
′(µk) м.н. випливає

збiжнiсть Un при n→∞ м.н.

3) Скористаємось теоремою про три ряди, щоб довести збiжнiсть ряду∑
j≥1(ξj − µ)

∑
k≥j h

′(µk) м.н.

КРОК 1. Припустимо, що Un збiгається м.н. Згiдно з лемою 207 послiдовнiсть∑n
k=0 h(S∗k)−µ−1

∫ µn
0 h(y)dy також збiгається м.н. Оскiльки limt→∞ ν

∗(t) =∞
м.н., то

∑ν∗(t)−1
k=0 h(S∗k) − µ−1

∫ µ(ν∗(t)−1)

0 h(y)dy збiгається м.н. при t → ∞. Для

завершення кроку 1 залишається показати, що

lim
t→∞

∣∣∣∣ ∫ µ(ν∗(t)−1)

0

h(y)dy −
∫ t

0

h(y)dy

∣∣∣∣ = 0 м.н. (2.50)

Для цього запишемо∣∣∣∣ ∫ µ(ν∗(t)−1)

0

h(y)dy −
∫ t

0

h(y)dy

∣∣∣∣ (2.51)

=

∫ µ(ν∗(t)−1)∨t

µ(ν∗(t)−1)∧t
h(y)dy ≤ |µ(ν∗(t)− 1)− t|h(µ(ν∗(t)− 1) ∧ t),
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де ми використали монотоннiсть h. Згiдно з теоремою 3.4.4 в [115] з припу-

щення Eξr <∞ випливає

ν(t)− µ−1t = o(t1/r) м.н. при t→∞, (2.52)

де, нагадаємо,

ν(t) := inf{k ∈ N : Sk > t} = inf{k ∈ N : S∗k − S∗0 > t}.

Оскiльки

ν∗(t) = 1{S∗0≤t} + ν(t− S∗0)1{S∗0≤t} м.н.,

та S∗0 є м.н. скiнченною, то

ν∗(t)− µ−1t = o(t1/r) м.н. при t→∞.

Це спiввiдношення гарантує, що перший множник в (2.51) є o(t1/r). Перевiри-

мо, що другий множник є o(t−1/r). По-перше, з огляду на (2.44) та монотон-

нiсть h, маємо

h(t) = o(t−1/r), t→∞. (2.53)

По-друге, згiдно з посиленим законом великих чисел для ν∗(t), маємо

[µ(ν∗(t)− 1)] ∧ t ∼ t м.н. при t→∞.

Таким чином, спiввiдношення (2.50) доведено.

КРОК 2. Для кожного k ∈ N згiдно з формулою Тейлора iснує θk, що лежить

мiж S∗k та µk i є таким, що

h(S∗k)− h(µk) = h′(µk)(S∗k − µk) +
1

2
h′′(θk)(S

∗
k − µk)2.

Покладемо

In :=
1

2

n∑
k=1

h′′(θk)(S
∗
k − µk)2

та запишемо

Un − h
(
S∗0
)

+ h(0)

=
n∑
k=1

h′(µk)(S∗k − µk) + In = S∗0

n∑
k=1

h′(µk) +
n∑
k=1

(ξk − µ)
n∑
j=k

h′(µj) + In

= S∗0

n∑
k=1

h′(µk) +
n∑
k=1

(ξk − µ)
∑
j≥k

h′(µj)− (Sn − µn)
∑
k≥n+1

h′(µk) + In.

(2.54)
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Оскiльки −h′ не зростає та є невiд’ємною, маємо∑
k≥n+1

−h′(µk) ≤
∫ ∞
n

−h′(µy)dy = µ−1h(µn) ≤
∑
k≥n

−h′(µk). (2.55)

для всiх n. Використавши першу нерiвнiсть в (2.55) та те, що limy→∞ h(y) = 0,

одразу отримаємо збiжнiсть першого доданка в останньому рядку (2.54) при

n → ∞. Збiжнiсть м.н. другого (головного) члена має мiсце за припущенням.

Згiдно з законом великих чисел Марцинкевича-Зiгмунда, див. теорему 2 на

с.125 в [51],

Sn − µn = o(n1/r) при n→∞ м.н. (2.56)

Таким чином, з огляду на (2.53) та (2.55), третiй член збiгається до нуля м.н.

Далi, limk→∞ k
−1θk = µ м.н. за посиленим законом великих чисел. Тому, вра-

ховуючи (2.45),

h′′(θk) = O(θ
−2−1/r
k ) = O(k−2−1/r) при k →∞.

З рiвностi (2.56) отримуємо

h′′(θk)(S
∗
k − µk)2 = o(k−(2−1/r)) м.н. при k →∞,

звiдки маємо збiжнiсть м.н. In при n → ∞ внаслiдок нерiвностi 2 − 1/r > 1.

Отже, збiжнiсть
∑

k≥1(ξk − µ)
∑

j≥k h
′(µj) м.н. гарантує збiжнiсть Un м.н. при

n→∞.

КРОК 3. Покладемо

ck :=
∑
j≥k

−h′(µj) та ζk := −ck(ξk − µ), k ∈ N.

Умова (2.44) забезпечує
∑

k≥1 h
r(µk) <∞. Внаслiдок (2.55)

∑
k≥1

E|ζk|r = E|ξ − µ|r
∑
k≥1

∑
j≥k

(−h′(µj))

r

≤ µ−rE|ξ − µ|r
∑
k≥1

h(µ(k − 1))r < ∞.

Отже, ряд
∑

k≥1 ζk збiгається м.н. згiдно з наслiдком 3 на с. 117 в [51]. Доведе-

ння того, що твердження виконується лише у припущеннях, що h є монотон-

ною та двiчi диференцiйовною з деякого мiсця, є аналогiчним до випадку (A1)
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i не наводиться. Доведення у випадку (A3) є аналогiчним до випадку (A2) i

може бути знайдено на с. 29 в [135].

Тепер перейдемо безпосередньо до доведення теореми 14.

Доведення теореми 14. Ми доведемо теорему у припущеннi, що функцiя h

всюди не зростає, повне доведення можна знайти в твердженнi 4.6 в [136].

Доведення буде базуватися на класичному каплiнгу випадкового блукання

(Sk)k≥0 та випадкового блукання з затримкою (S∗k)k≥0, що ми наводимо ниж-

че. Дана конструкцiя працює у припущеннi, що µ < ∞, та що розподiл ξ

неарифметичний.

Нехай (ξ̂k)k∈N є незалежною копiєю послiдовностi (ξk)k∈N, а в. в. Ŝ∗0 є неза-

лежною вiд всiх iнших задiяних в. в. копiєю S∗0 . Визначимо

Ŝ0 := 0 та Ŝk := ξ̂1 + . . .+ ξ̂k, k ∈ N.

Нехай ν̂(t) є моментом першого потрапляння в (t,∞) блуканням (Ŝk)k≥0, тоб-

то ν̂(t) := inf{k ∈ N : Ŝk > t}, t ≥ 0. Покладемо Ŝ∗k := Ŝ∗0 + Ŝk, k ≥ 0 та

нехай ν̂∗(t) := inf{k ∈ N0 : Ŝ∗k > t} є вiдповiдним стацiонарним процесом

вiдновлення.

Вiдомо, див. с. 210 в [70], що для довiльного фiксованого ε > 0 iснують м.

н. скiнченнi τ1 та τ2 такi, що

Ŝ∗τ1 − Sτ2 ∈ [0, ε]

м.н. Визначимо спарене (coupled) випадкове блукання

S̃∗k :=

Ŝ∗k, якщо k ≤ τ1,

Ŝ∗τ1 +
∑τ2+k−τ1

j=τ2+1 ξj, якщо k ≥ τ1 + 1,

k ≥ 0. Тодi (S̃∗k)k≥0
d
= (Ŝ∗k)k≥0

d
= (S∗k)k∈N0

. Зокрема, випадковий процес

(ν̃∗(t))t≥0, визначений рiвнiстю

ν̃∗(t) := inf{k ∈ N : S̃∗k > t},

є стацiонарним процесом вiдновлення. З конструкцiї процесу (S̃∗k)k≥0 випли-

ває, що

S̃∗τ1+k − ε ≤ Sτ2+k ≤ S̃∗τ1+k (2.57)
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для всiх k ≥ 0.

Маючи на озброєннi наведений каплiнг, перейдемо до доведення теореми.

Покажемо, що

lim
t→∞

P{Y◦(t) > x} ≤ P{Y ∗◦ > x} (2.58)

для кожної точки x, в якiй функцiя розподiлу Y ∗◦ неперервна. Протилежна

нерiвнiсть для нижньої границi доводиться аналогiчно. Оскiльки h не зростає

за припущенням, то з (2.57) випливає

h(t− Sτ2+k) ≤ h(t− S̃∗τ1+k) для всiх k ≥ 0. (2.59)

Запишемо таке представлення Y (t):

Y (t) =

τ2−1∑
k=0

h(t−Sk)1{Sk≤t} +
∑
k≥τ2

h(t−Sk)1{Sk≤t}. (2.60)

Використовуючи (2.59) та монотоннiсть h, маємо∑
k≥τ2

h(t−Sk)1{Sk≤t} ≤
∑
k≥τ1

h(t−S̃∗k)1{S̃∗k≤t} + h(0)
∑
k≥τ1

1{t<S̃∗k≤t+ε}

≤
∑
k≥0

h(t−S̃∗k)1{S̃∗k≤t} + h(0)(ν̃∗(t+ε)−ν̃∗(t)). (2.61)

Зафiксуємо x ∈ R та δ > 0. Поєднуючи (2.60) та (2.61), отримуємо

lim
t→∞

P{Y◦(t) > x} ≤ lim
t→∞

P
{∑

k≥0

h(t−S̃∗k)1{S̃∗k≤t} −
1

µ

∫ t

0

h(y)dy > x− δ
}

+ lim
t→∞

P
{ τ2−1∑

k=0

h(t−Sk)1{Sk≤t} > δ/2

}
+ lim

t→∞
P
{
h(0)(ν̃∗(t+ε)−ν̃∗(t)) > δ/2

}
.

(2.62)

Оскiльки h(t)→ 0 при t→∞, то

lim
t→∞

τ2−1∑
k=0

h(t−Sk)1{Sk≤t} = 0 м.н.

З цього випливає, що другий доданок в правiй частинi (2.62) дорiвнює нулю.

Останнiй доданок в правiй частинi (2.62) дорiвнює

lim
t→∞

P
{
h(0)(ν̃∗(t+ε)−ν̃∗(t)) > δ/2

}
= P

{
h(0)ν̃∗(ε) > δ/2

}
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i прямує до нуля при ε → 0. Залишається оцiнити головний член – перший

доданок в правiй частинi (2.62). Згiдно з твердженням 17∑
k≥0

h(t−S̃∗k)1{S̃∗k≤t} −
1

µ

∫ t

0

h(y)dy
d
=
∑
k≥0

h(S∗k)1{S∗k≤t} −
1

µ

∫ t

0

h(y)dy.

Внаслiдок твердження 19 при t→∞ права частина останньої рiвностi збiгає-

ться (у пiдхожому сенсi) до Y ∗◦ , тому

lim
t→∞

P
{∑

k≥0

h(t−S̃∗k)1{S̃∗k≤t} −
1

µ

∫ t

0

h(y)dy > x− δ
}

= P{Y ∗◦ > x− δ},

якщо x− δ є точкою неперервностi функцiї розподiлу Y ∗◦ . Спрямовуючи δ ↓ 0

вздовж пiдхожої послiдовностi отримуємо (2.58).

Залишається помiтити, що у випадку (A1) теореми 14 limt→∞ |E[Y (t)] −
µ−1

∫ t
0 h(y)dy| = 0 згiдно з наслiдком 3.1 в [159]. Отже, граничний розподiл

для Y (t) − E[Y (t)] при t → ∞ збiгається з граничним розподiлом для Y◦(t).

Доведення теореми 14 завершено.

2.3 Збiжнiсть з нормуванням, що правильно змiнюється

В цьому пiдроздiлi ми повертаємось до вивчення загальних випадкових про-

цесiв з iммiграцiєю. Зокрема, надалi процес X не припускається детермiнова-

ним.

Граничнi теореми з нормуванням для випадкових процесiв з iммiграцiєю

можна отримати за припущення, що розподiл ξ лежить в областi притяган-

ня деякого α-стiйкого розподiлу з α ∈ (0, 1) ∪ (1, 2] та, у випадку µ < ∞
(еквiвалентно, α > 1), що принаймнi одна з величин E[X(t)] або D[X(t)] є

завеликою для збiжностi до стацiонарного процесу. Для того щоб отримати

власнi граничнi теореми, розглянемо процес Yt(u) := a(t)−1(Y (ut) − b(ut)) з

деякими пiдхожими нормуванням a(t) > 0 та центруванням b(t) ∈ R. Припус-

каючи, що середнє h(t) := E[X(t)] є скiнченним для кожного t ≥ 0, запишемо

розклад

Y (t)−b(t) =

(
Y (t)−

∑
k≥0

h(t−Sk)1{Sk≤t}
)

+

(∑
k≥0

h(t−Sk)1{Sk≤t}−b(t)
)
. (2.63)
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Надалi ми працюватимемо в умовах, коли принаймнi один з доданкiв у наве-

деному розкладi слабко збiгається пiсля нормування.

Асимптотична поведiнка другого доданка, вiдповiдним чином нормованого,

регулюється функцiональними граничними теоремами для процесу (ν(t))t≥0

та поведiнкою функцiї h на нескiнченностi. Асимптотика першого доданка,

вiдповiдним чином нормованого, може бути отримана за допомогою мартин-

гальних граничних теорем або граничних теорем для схем серiй.

Якщо середнє µ = Eξ є скiнченним, нормуючi послiдовностi та граничний

процес для першого доданка повнiстю визначаються властивостями X , при

цьому роль розподiлу ξ не є важливою. Неформально цей факт пояснюється

тим, що випадковiсть, породжена кроками ξk, втрачається в границi внаслiдок

посиленого закону великих чисел для (ν(t))t≥0. Це спостереження пiдтвер-

джується в наведенiй далi теоремi 29. Якщо ж середнє Eξ є нескiнченним,

та t 7→ P{ξ > t} правильно змiнюється з iндексом бiльшим за −1, то процес

(ν(t))t≥0, пiдхожим чином нормований, слабко збiгається до невиродженого

процесу, див. формулу (2.75). Цим пояснюється те, що випадковiсть, поро-

джена кроками ξ, зберiгається у границi, див. теорему 30.

Можуть мати мiсце такi ситуацiї: один з доданкiв в розкладi (2.63) домiнує

(випадки p = 0 та p = 1 в теоремi 40; випадки q = 0 та q = 1 в теоремi 41; ви-

падок h ≡ 0), доданки асимптотично порiвнюванi (випадок p ∈ (0, 1) в теоремi

40 та випадок q ∈ (0, 1) в теоремi 41). Характерною рисою першої ситуацiї

є те, що можлива залежнiсть мiж X та ξ нейтралiзується нормуванням (за

умови, що limt→∞ a(t) = +∞), а тому граничнi результати регулюються лише

маргiнальними розподiлами X та ξ. Припустимо, що у другiй ситуацiї, тобто

у випадку, коли два доданки в (2.63) є асимптотично порiвнюваними, X не за-

лежить вiд ξ. З вищесказаного випливає, що за припущення Eξ <∞, граничнi

процеси, що вiдповiдають двом доданкам в (2.63), є незалежними. Проте вони

можуть бути залежними у протилежному випадку Eξ = ∞. Незважаючи на

це, вдається показати, що доданки в (2.63) збiгаються спiльно. Якщо ж X та ξ

залежнi, то довести таку спiльну збiжнiсть в загальному випадку не вдається.

Надалi припускатимемо, що середнє h(t) = E[X(t)] є скiнченним для ко-
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жного t ≥ 0, а коварiацiя

f(s, t) := Cov[X(s), X(t)] = E[X(s)X(t)]− E[X(s)]E[X(t)]

є скiнченною для всiх s, t ≥ 0. Дисперсiю X позначатимемо через v, тобто

v(t) := f(t, t) = D[X(t)]. Припускатимемо також, що h, v ∈ D[0,∞)5. З то-

го, що h, v ∈ D[0,∞) випливає, що h та v є майже скрiзь неперервними та

локально обмеженими, а тому
∫ t

0 h(y)dy та
∫ t

0 v(y)dy є коректно визначеними

iнтегралами Рiмана.

Для формулювання результатiв нам знадобляться додатковi означення, якi

наведено в наступних двох пiдроздiлах.

2.3.1 Правильна змiна в R2. Нагадаємо, що додатна вимiрна функцiя

`, яка визначена в деякому околi ∞, повiльно змiнюється на ∞, якщо

limt→∞
`(ut)
`(t) = 1 для всiх u > 0, див. [42, с. 6].

Означення 20. Функцiя r : [0,∞) × [0,∞) → R правильно змiнюється6 в

R2
+ := (0,∞) × (0,∞), якщо iснує функцiя C : R2

+ → (0,∞), яка називається

граничною функцiєю, така, що

lim
t→∞

r(ut, wt)

r(t, t)
= C(u,w), u, w > 0.

З означення випливає, що функцiя r(t, t) правильно змiнюється на нескiн-

ченностi, тобто, r(t, t) ∼ tβ`(t) при t → ∞ для деякої функцiї ` та деякого

β ∈ R, яке називається iндексом правильної змiни. Зокрема, C(a, a) = aβ для

деякого a > 0 та

C(au, aw) = C(a, a)C(u,w) = aβC(u,w)

для всiх a, u, w > 0.

Означення 21. Функцiя r : [0,∞) × [0,∞) → R фiктивно правильно змiнює-

ться в R2
+ з iндексом β, якщо

lim
t→∞

r(ut, wt)

r(t, t)
= C(u,w), u, w > 0,

5Згiдно з теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть, локальна рiвномiрна iнтегровнiсть X2 є достатньою

для цього, оскiльки траєкторiї X лежать в D[0,∞).
6У канонiчному означеннi правильної змiни у R2

+, див., наприклад, [61], вимагається щоб функцiя r була

додатною.
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де C(u, u) = uβ для u > 0 та C(u,w) = 0 при u,w > 0, u 6= w. Функцiя r пра-

вильно змiнюється в R2
+ з iндексом β у широкому сенсi, якщо вона правильно

змiнюється або фiктивно правильно змiнюється в R2
+ з iндексом β.

Функцiя C, що фiгурує в означеннi функцiй, якi фiктивно правильно змi-

нюються, також називається граничною функцiєю.

Означення 22. Функцiя r : [0,∞) × [0,∞) → R рiвномiрно правильно змiню-

ється з iндексом β в смугах в R2
+ якщо вона правильно змiнюється в R2

+ з

iндексом β та

lim
t→∞

sup
a≤u≤b

∣∣∣∣r
(
ut, (u+ w)t

)
r(t, t)

− C(u, u+ w)

∣∣∣∣ = 0 (2.64)

для кожного w > 0 та всiх 0 < a < b <∞.

2.3.2 Граничнi процеси для Yt(u). Процес, введений в наступному озна-

ченнi виникає як граничний для першого доданка в (2.63) у випадку Eξ <∞.

Означення 23. Нехай C є граничною функцiєю для функцiї, що рiвномiрно

правильно змiнюється в смугах в R2
+ або фiктивно правильно змiнюється з iн-

дексом β ∈ (−1,∞), див. означення 21. Випадковий процес Vβ := (Vβ(u))u>0 –

це центрований гауссiвський процес з коварiацiєю

E[Vβ(u)Vβ(w)] =

∫ u

0

C(u− y, w − y) dy 0 < u ≤ w,

у випадку C(s, t) 6= 0 для деяких s, t > 0, s 6= t або центрований гауссiвський

процес з незалежними значеннями та дисперсiєю E[V 2
β (u)] = (1 + β)−1u1+β у

протилежному випадку.

Твердження 24. Процес Vβ, введений в означеннi 23, є коректно визначеним

при β > −1.

Доведення. Якщо f(u,w) фiктивно правильно змiнюється, то Vβ є гауссiв-

ським процесом з незалежними значеннями. Припустимо, що f(u,w) рiвно-

мiрно правильно змiнюється в смугах в R2
+. Умова (2.64) гарантує неперерв-

нiсть функцiї u 7→ C(u, u + w) на (0,∞) для кожного w > 0, див. сс. 2–3 в

[270]. З нерiвностi Кошi-Буняковського-Шварца, маємо

|f(u,w)| ≤ 2−1(v(u) + v(w)), u, w ≥ 0, (2.65)
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а тому

C(u− y, w − y) ≤ 2−1((u− y)β + (w − y)β). (2.66)

Оскiльки β > −1, то∫ u

0

C(u− y, w − y) dy <∞, 0 < u ≤ w.

Внаслiдок того, що (u,w) 7→ C(u,w) є невiд’ємно-визначеною, цю ж власти-

вiсть має i (u,w) 7→
∫ u

0 C(u− y, w− y)dy, 0 < u ≤ w. Отже, остання функцiя є

коварiацiєю деякого гауссiвського процесу. Таким чином, гауссiвський процес

Vβ iснує.

Нехай S2 := (S2(t))t≥0 – це стандартний броунiвський рух, а при α ∈ (1, 2)

Sα := (Sα(t))t≥0 – це спектрально негативний α-стiйкий процес Левi такий,

що Sα(1) має характеристичну функцiю

E[exp(izSα(1))] = exp{−|z|αΓ(1−α)(cos(πα/2) + i sign(z) sin(πα/2))} (2.67)

при z ∈ R.

Процес, введений в наступному означеннi виникає як граничний для дру-

гого доданка в (2.63) у випадку Eξ <∞.

Означення 25. Для α ∈ (1, 2] та ρ > −1/α, ρ 6= 0 покладемо

Iα,ρ(0) := 0, Iα,ρ(u) :=

∫
[0, u]

(u− y)ρdSα(y), u > 0.

Також покладемо Iα,0(u) := Sα(u) для u ≥ 0. Стохастичний iнтеграл визнача-

ється iнтегруванням частинами: при ρ > 0 маємо

Iα,ρ(u) = ρ

∫ u

0

Sα(y)(u− y)ρ−1dy, u > 0,

а при ρ ∈ (−1/α, 0) маємо

Iα,ρ(u) = uρSα(u) + |ρ|
∫ u

0

(Sα(u)− Sα(y))(u− y)ρ−1dy, u > 0.

Зазначимо, що таке означення узгоджене зi стандартним визначенням сто-

хастичного iнтеграла з невипадковим iнтеграндом та iнтегратором, що є се-

мiмартингалом. У подальшому ми називатимемо процес Iα,ρ := (Iα,ρ(u))u≥0
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дробово iнтегровним α-стiйким процесом Левi. Коректнiсть цього означення

та властивостi процесу Iα,ρ доведено в пiдроздiлi 6.1 роздiлу 6.

Нагадаємо означення оберненого стiйкого субординатора.

Означення 26. Для α ∈ (0, 1) нехай Wα := (Wα(t))t≥0 є α-стiйким

субординатором (процесом Левi, що не спадає) з експонентою Лапласа

− lnE[exp(−zWα(t))] = Γ(1 − α)tzα, z ≥ 0. Обернений α-стiйкий суборди-

натор W←
α := (W←

α (s))s≥0 визначається рiвнiстю

W←
α (s) := inf{t ≥ 0 : Wα(t) > s}, s ≥ 0.

Процеси, що вводяться в означеннях 27 та 28, виникають як границi першо-

го та другого доданкiв в (2.63) вiдповiдно у випадку правильної змiни хвоста

P{ξ > t} з iндексом −α, α ∈ (0, 1).

Означення 27. Для ρ ∈ R покладемо

Jα,ρ(0) := 0, Jα,ρ(u) :=

∫
[0, u]

(u− y)ρdW←
α (y), u > 0.

Оскiльки iнтегратор W←
α має майже напевно неспаднi траєкторiї, то цей

iнтеграл iснує як потраєкторний iнтеграл Лебега-Стiлтьєса. У подальшому ми

називатимемо процес Jα,ρ := (Jα,ρ(u))u≥0 дробово iнтегровним оберненим α-

стiйким субординатором.

Означення 28. Нехай W←
α – це обернений α-стiйкий субординатор, а C є

граничною функцiєю для функцiї, що правильно змiнюється в R2
+ у ши-

рокому сенсi з iндексом β ∈ R, див. означення 21. Випадковий процес

Zα,β := (Zα,β(u))u>0 – це центрований умовно гауссiвський процес (при фi-

ксованiй траєкторiї W←
α ) з умовною коварiацiєю

E
[
Zα,β(u)Zα,β(w)

∣∣W←
α

]
=

∫
[0,u]

C(u− y, w − y) dW←
α (y) 0 < u ≤ w,

у випадку C(s, t) 6= 0 для деяких s, t > 0, s 6= t або центрований умовно га-

уссiвський процес з умовно незалежними значеннями та умовною дисперсiєю

E[Z2
α,β(u)|W←

α ] =
∫

[0,u](u− y)β dW←
α (y) у протилежному випадку.

Коректнiсть визначень Jα,ρ та Zα,β, а також властивостi цих процесiв роз-

глянуто в пiдроздiлах 6.2 та 6.3
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2.3.3 Збiжнiсть першого доданка в (2.63). У теоремах 29 (випадок Eξ <
∞) та 30 (випадок Eξ = ∞) встановлено асимптотику першого доданка в

(2.63).

Теорема 29. Припустимо, що

• µ = Eξ ∈ (0,∞);

• f(u,w) = Cov[X(u), X(w)] рiвномiрно правильно змiнюється в смугах в

R2
+ або фiктивно правильно змiнюється в R2

+, в обох випадках з iндексом

β ∈ (−1,∞) та граничною функцiєю C; якщо β = 0, також припустимо,

що iснує додатна монотонна функцiя u така, що v(t) = D[X(t)] ∼ u(t)

при t→∞;

• для всiх y > 0

vy(t) := E
[
(X(t)− h(t))2

1{|X(t)−h(t)|>y
√
tv(t)}

]
= o(v(t)), t→∞. (2.68)

Тодi(
Y (ut)−

∑
k≥0 h(ut− Sk)1{Sk≤ut}√
µ−1tv(t)

)
u>0

f.d.⇒ (Vβ(u))u>0 , t→∞, (2.69)

де процес Vβ був введений в означеннi 23.

Теорема 30. Припустимо, що

• X не залежить вiд ξ;

• для деякого α ∈ (0, 1) та деякої `∗

P{ξ > t} ∼ t−α`∗(t), t→∞; (2.70)

• f(u,w) = Cov[X(u), X(w)] рiвномiрно правильно змiнюється в смугах

в R2
+ або фiктивно правильно змiнюється в R2

+, в обох випадках з iн-

дексом β ∈ [−α,∞) та граничною функцiєю C; якщо β = −α, та-

кож припустимо, що iснує додатна монотонна функцiя u така, що

limt→∞
v(t)

P{ξ>t}u(t) = 1;
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• для всiх y > 0

vy(t) := E
[
(X(t)− h(t))2

1{|X(t)−h(t)|>y
√
v(t)/P{ξ>t}}

]
= o(v(t)), t→∞.

(2.71)

Тодi(√
P{ξ > t}
v(t)

(
Y (ut)−

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{Sk≤ut}
))

u>0

f.d.⇒ (Zα,β(u))u>0

при t→∞, де умовно гауссiвський процес Zα,β був введений в означеннi 28.

Зауваження 31. Iснує цiкавий окремий випадок теореми 30, в якому скiнчен-

новимiрнi розподiли Y слабко збiгаються без нормування та центрування. А

саме, якщо h(t) ≡ 0, limt→∞ v(t)/P{ξ > t} = c для деякого c > 0 та вико-

нуються умови теореми 30 (помiтимо, що β = −α та можна взяти u(t) ≡ c),

то

(Y (ut))u>0
f.d.⇒ (
√
cZα,−α(u))u>0, t→∞.

Якщо h(t) = E[X(t)] не дорiвнює нулю тотожно, то центрування в теоремах

29 та 30 є випадковим, що є вкрай небажаним. Теореми 40 (випадок Eξ <∞)

та 41 (випадок Eξ =∞), що наведенi нижче, є граничними теоремами з неви-

падковим центруванням. Цi теореми будуть отриманi поєднанням граничних

результатiв для другого доданка в (2.63) з вже наведеними теоремами 29 та 30

вiдповiдно.

2.3.4 Збiжнiсть другого доданка в (2.63). Граничнi теореми для другого

доданка в (2.63) встановлено за припущення про правильну змiну h:

h(t) ∼ tρ̂̀(t), t→∞, (2.72)

для деякого ρ ∈ R.

Нагадаємо, що розподiл ξ належить областi притягання 2-стiйкого (нор-

мального) розподiлу тодi i тiльки тодi, коли σ2 := Dξ <∞ або Dξ =∞ та

E[ξ2
1{ξ≤t}] ∼ `∗(t), t→∞. (2.73)

Розподiл ξ належить областi притягання α-стiйкого розподiлу, α ∈ (0, 2) тодi i

тiльки тодi, коли

P{ξ > t} ∼ t−α`∗(t), t→∞. (2.74)
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Якщо µ = Eξ = ∞, то α ∈ (0, 1) (оскiльки випадок α = 1 не розглядається) i

згiдно з наслiдком 3.4 в [196] маємо

P{ξ > t}ν(ut)⇒ W←
α (u), t→∞ (2.75)

у просторi D[0,∞) з J1-топологiєю.

Якщо µ <∞, то α ∈ (1, 2] (де α = 2 вiдповiдає притяганню до нормального

закону) та згiдно з теоремами 5.3.1 та 5.3.2 в [115] або результатами роздiлу

7.3.1 в [268] маємо

ν(ut)− µ−1ut

µ−1−1/αc(t)
⇒ Sα(u), t→∞, (2.76)

де процес (Sα(u))u≥0, α ∈ (1, 2] був означений вище, та:

(R1) якщо σ2 < ∞, то c(t) = σ
√
t, та збiжнiсть має мiсце в J1-топологiї на

D[0,∞);

(R2) якщо σ2 =∞ та виконується умова (2.73), то c(t) вибирається довiльною

додатною функцiєю такою, що

lim
t→∞

t`∗(c(t))/c2(t) = 1,

та збiжнiсть має мiсце у J1-топологiї на D[0,∞);

(R3) якщо виконується умова (2.74) з α ∈ (1, 2), то c(t) вибирається довiльною

додатною функцiєю такою, що

lim
t→∞

t`∗(c(t))/cα(t) = 1,

та збiжнiсть має мiсце в M1-топологiї на D[0,∞).

У всiх випадках c(t) правильно змiнюється на нескiнченностi з iндексом 1/α,

див. лему 160.

Покладемо

Z(t) :=
∑
k≥0

h(t− Sk)1{Sk≤t}, t ≥ 0. (2.77)

Процес Z = (Z(t))t≥0 називається процесом дробового ефекту. Таким чином,

наведенi нижче твердження є граничними теоремами для процесiв дробового

ефекту.

- 119 -



Теорема 32. Нехай функцiя h : R+ → R є локально обмеженою, вимiрною та

монотонною для великих значень аргументу.

(B1) Припустимо, що σ2 = Dξ < ∞. Якщо умова (2.72) виконується для де-

якого ρ > −1/2, то(
Z(ut)− µ−1

∫ ut
0 h(y)dy√

σ2µ−3th(t)

)
u≥0

f.d.⇒ (I2,ρ(u))u≥0, t→∞.

(B2) Припустимо, що σ2 = ∞ та E[ξ2
1{ξ≤t}] ∼ `∗(t), t → ∞. Нехай c(t)

є довiльною додатною функцiєю такою, що limt→∞
t`∗(c(t))
c2(t) = 1. Якщо

умова (2.72) виконується з ρ > −1/2, то(
Z(ut)− µ−1

∫ ut
0 h(y)dy

µ−3/2c(t)h(t)

)
u≥0

f.d.⇒ (I2,ρ(u))u≥0, t→∞.

(B3) Припустимо, що P{ξ > t} ∼ t−α`∗(t), t → ∞ для деякого 1 < α < 2.

Нехай c(t) є довiльною додатною функцiєю такою, що limt→∞
t`∗(c(t))
cα(t) = 1.

Якщо умова (2.72) виконується з ρ > −1/α, то(
Z(ut)− µ−1

∫ ut
0 h(y)dy

µ−1−1/αc(t)h(t)

)
u≥0

f.d.⇒ (Iα,ρ(u))u≥0, t→∞.

Зауваження 33. При α < 2 та ρ < 0 траєкторiї Iα,ρ не лежать в D(0,∞)

м.н., див. теорему 132 нижче. Для неспадних h, зокрема при ρ > 0, збiжнiсть

скiнченновимiрних розподiлiв можна посилити до збiжностi в D[0,∞) з J1-

топологiєю у випадках (B1) та (B2) та з M1-топологiєю у випадку (B3), див.

теорему 1.1 в [129].

У випадку µ =∞ монотоннiсть h не припускається.

Теорема 34. Нехай h : R+ → R є локально обмеженою та вимiрною. При-

пустимо, що P{ξ > t} ∼ t−α`∗(t) при t → ∞ для деякого 0 < α < 1, а h

задовольняє (2.72) для деякого ρ ∈ R. Тодi(
P{ξ > t}
h(t)

Z(ut)

)
u>0

f.d.⇒ (Jα,ρ(u))u>0, t→∞.

За додаткового припущення, що h ∈ D[0,∞) та ρ > −α, має мiсце слабка

збiжнiсть в J1-топологiї D(0,∞).
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Зауваження 35. Якщо ρ ≤ −α то траєкторiї Jα,ρ не лежать в D(0,∞) з дода-

тною ймовiрнiстю, див. твердження 134 нижче. З iншого боку, при ρ > −α
граничний процес Jα,ρ майже напевно неперервний, тому збiжнiсть в J1-

топологiї на D(0,∞) еквiвалентна збiжностi в J1-топологiї на D[a, b] для всiх

0 < a < b.

Гранична теорема у випадку повiльної змiни P{ξ > t}

Завершимо серiю результатiв щодо асимптотики процесiв дробового ефекту з

нормуванням, що правильно змiнюється, твердженням про збiжнiсть у випад-

ку повiльної змiни хвоста розподiлу ξ. Припустимо, що

P{ξ > t} ∼ 1

L(t)
, t→∞ (2.78)

для деякої L : R+ → R+, що повiльно змiнюється на нескiнченностi та, не

зменшуючи загальностi, є строго зростаючою неперервною функцiєю з L(0) =

07.

Перед формулюванням основного результату цього пiдроздiлу нагадаємо

деякi факти про асимптотику випадкових блукань з кроками, що задовольня-

ють умову (2.78). Класична теорема Дарлiнга, див. [55], говорить, що довiльне

лiнiйне нормування anSn+bn дає вироджену границю i для отримання власної

граничної теореми необхiдно застосувати нелiнiйне нормування. Бiльш точно,

має мiсце такий результат

n−1L(Sn)
d→ X , n→∞, (2.79)

де X має стандартний розподiл Фреше P{X ≤ x} = e−1/x, x > 0. Функцiо-

нальний аналог (2.79), встановлений в роботi [162], виглядає так:

n−1L(S[nu])⇒ m(u), n→∞, (2.80)

у просторi Скорохода D[0,∞) з J1-топологiєю. Тут (m(u))u≥0 є екстремальним

процесом для процесу Пуассона P :=
∑

k δ(tk,yk) на [0,∞)× (0,∞] з iнтенсив-

нiстю dt× y−2dy, тобто

m(u) := max
k: tk≤u

yk, u ≥ 0.

7Це гарантує, що обернена функцiя L← iснує в звичайному сенсi i визначена для всiх невiд’ємних аргументiв.

Те, що такi припущення дiйсно не зменшують загальностi, перевiрено в лемi 4.1 роботи [155].
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Позначимо через (m←(u))u≥0 обернений до (m(u))u≥0 процес:

m←(u) := inf{y ≥ 0 : m(y) > u}, u ≥ 0.

Властивостi процесiв (m(u))u≥0 та (m←(u))u≥0, добре вивченi, див. [74],

[224] та [227]. Зокрема, одновимiрнi розподiли m← показниковi:

P{m←(u) > v} = e−v/u, u, v ≥ 0, (2.81)

та (m←(u))u≥0 має незалежнi (але не стацiонарнi) прирости. Двовимiрнi роз-

подiли (m←(u))u≥0, а також розподiли приростiв вiдомi явно, див. твердження

2.2 та 2.3 в [197]. Нагадаємо, що обидва процеси (m(u))u≥0 та його обернений

не спадають по u ≥ 0 та є м.н. неперервними в довiльнiй фiксованiй точцi

u ≥ 0, див. твердження 4.7 в [227].

Використовуючи те, що узагальнене обернення є неперервним вiдображен-

ням у M1-топологiї на D[0,∞), див. [266], безпосередньо з (2.80) отримуємо

функцiональну граничну теорему для процесу (ν(t))t≥0.

Теорема 36. За умови (2.78) маємо

t−1ν(L←(tu))⇒ m←(u), t→∞,

у просторi D[0,∞) з M1-топологiєю.

Зауваження 37. Збiжнiсть двовимiрних розподiлiв була доведена безпосере-

днiми обчисленнями у теоремi 2.1 [197]. Як було зазначено вище, процес

(m←(u))u≥0 є неперервним за ймовiрнiстю, та для довiльного t > 0 процес

u 7→ t−1ν(L←(tu)) не спадає м.н., тому застосувавши «теорему 3» роботи [41]

ми могли б отримати сильнiшу версiю теореми 36 зi збiжнiстю в J1-топологiї.

На жаль, як зазначено в [271], «теорема 3» роботи Бiнгхема невiрна. Дiйсно,

як ми покажемо нижче, збiжнiсть у M1-топологiї в теоремi 36 не можна покра-

щити до збiжностi в J1-топологiї, що дає ще один контрприклад до «теореми

3» в [41]. Для того щоб переконатися, що збiжнiсть в J1-топологiї вiдсутня,

розглянемо функцiонал

J(f(·)) := sup
u∈[0,1]

|f(u)− f(u−)|, f ∈ D[0,∞).
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Вiн неперервний в J1-топологiї в усiх точках f ∈ D[0,∞), якi не мають стриб-

ка в 1, див. теорему 4.5.5 в [268], а тому неперервний з ймовiрнiстю один в

(m←(u))u≥0. Якби мала мiсце збiжнiсть в J1-топологiї, теорема про неперервне

вiдображення дала б нам збiжнiсть

J(t−1ν(L←(t·))) d→ J(m←(·)), t→∞,

проте J(t−1ν(L←(t·))) ≤ 1/t→ 0 при t→∞, в той час як P{J(m←(·)) > ε} >
0 для кожного ε > 0, що дає суперечнiсть. Неформально, вiдсутнiсть збiжностi

в J1-топологiї пояснюється тим, що стрибки граничного процесу (m←(u))u≥0

породжуються накопиченням великої кiлькостi маленьких стрибкiв розмiру

1/t у дограничному процесi u 7→ t−1ν(L←(tu)).

Приклад 38. Розглянемо просте випадкове блукання в Z2, що стартує в ну-

лi. Позначимо моменти повернення в початок координат через ξ1 + · · · + ξk,

k ∈ N, тобто ξk є довжиною k-ої екскурсiї до повернення в початок координат.

Тодi ξ1, ξ2, . . . є незалежними однаково розподiленими в.в., для яких вiдомо,

див.[73], що P{ξ1 > n} ∼ π/ lnn при n → ∞. Позначивши через ν(u) число

повернень в початок координат до моменту часу u > 0, отримуємо з теоре-

ми 36

t−1ν(exp(tu))⇒ π−1m←(u), t→∞

у просторi D[0,∞) з M1-топологiєю. Вперше цей результат був отриманий в

[162].

Має мiсце така теорема для процесiв дробового ефекту Z(u) :=
∑

k≥0 h(u−
Sk)1{Sk≤u} у випадку повiльної змiни P{ξ > t}.

Теорема 39. Нехай h : R+ → R+ є локально обмеженою вимiрною функцiєю

такою, що h ◦L← правильно змiнюється з iндексом α ∈ R. Якщо виконується

умова (2.78), то(
Z(L←(tu))

th(L←(t))

)
u>0

f.d.⇒ (uαm←(u))u>0, t→∞. (2.82)

Доведення теореми 39 буде наведено в пiдроздiлi 2.3.8.
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2.3.5 Граничнi теореми для випадкових процесiв з iммiграцiєю.

Теорема 40. Припустимо, що розподiл ξ належить областi притягання α-

стiйкого закону, α ∈ (1, 2], функцiя c визначена формулою (2.76), функцiя h є

монотонною для великих значень аргументу та не дорiвнює нулю тотожно,

а границя

p := lim
t→∞

c2(t)h2(t)∫ t
0 v(y)dy + c2(t)h2(t)

∈ [0, 1],

iснує. Припустимо також, що

• якщо p < 1, то виконуються умови теореми 29;

• якщо p > 0, то h(t) ∼ tρ̂̀(t) при t→∞ для деякого ρ > −1/α та деякої̂̀;
• якщо p = 1, то limt→∞

∫ t
0 v(y)dy = ∞ та iснує додатна монотонна

функцiя u така, що v(t) ∼ u(t) при t → ∞, або v є безпосередньо iнте-

гровною за Рiманом на [0,∞);

• якщо p ∈ (0, 1), то X не залежить вiд ξ.

Тодi Y (ut)− 1
µ

∫ ut
0 h(y)dy√∫ t

0 v(y)dy + c2(t)h2(t)


u>0

f.d.⇒

(√
(1− p)(1 + β)

µ
Vβ(u) +

√
pµ−(α+1)/α

∫ u

0

(u− y)ρ dSα(y)

)
u>0

, t→∞,

де процес Vβ був введений в означеннi 23, а Sα не залежить вiд Vβ.

Теорема 41. Припустимо, що умова (2.74) виконується з α ∈ (0, 1) та h не

дорiвнює нулю тотожно. Припустимо, що границя

q := lim
t→∞

h2(t)

v(t)P{ξ > t}+ h2(t)
∈ [0, 1]

iснує та

• якщо q < 1, то виконуються умови теореми 30 (з тим же α);
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• якщо q = 1, то h(t) ∼ tρ̂̀(t), t → ∞ для деякого ρ ≥ −α та деякої ̂̀;
якщо ρ = −α, то припустимо, що iснує додатна зростаюча функцiя w

така, що limt→∞w(t) =∞ та limt→∞
h(t)

P{ξ>t}w(t) = 1.

Покладемо ρ := (β − α)/2, якщо q ∈ (0, 1). Тодi(
P{ξ > t}Y (ut)√

v(t)P{ξ > t}+ h2(t)

)
u>0

f.d.⇒(√
1− qZα,β(u) +

√
q

∫
[0,u]

(u− y)ρ dW←
α (y)

)
u>0

, t→∞,

де процес Zα,β був введений в означеннi 28, а процес W←
α пiд знаком iнтеграла

той же, що й в означеннi процесу Zα,β. Зокрема, доданки, що визначають

граничний процес залежнi.

Має мiсце проста ситуацiя, в якiй слабка збiжнiсть скiнченновимiрних роз-

подiлiв, отримана в теоремi 41, може бути посилена до функцiональної гра-

ничної теореми в D[0,∞). Зрозумiло, що випадок, коли граничний процес в

теоремi 30 є умовним бiлим шумом (тобто C(u,w) = 0 при u 6= w), має бути

виключено, оскiльки тодi граничний процес не має версiї в D[0,∞).

Наслiдок 42. Припустимо, що X(t) є майже непевно зростаючим, та

limt→∞X(t) ∈ (0,∞] м.н. Нехай виконанi умови теореми 41 з q = 1, а у

випадку q < 1 умову на функцiю f(u,w) замiнено на умову, що (u,w) 7→
E[X(u)X(w)] правильно змiнюється в R2

+ з iндексом β та граничною фун-

кцiєю C. Тодi збiжнiсть в теоремi 41 виконується в сенсi M1-топологiї на

D[0,∞), де Zα,β(0) = 0 визначається за неперервнiстю як границя за ймовiрнi-

стю Zα,β(u) при u ↓ 0. Якщо граничний процес м.н. має неперервнi траєкторiї,

то збiжнiсть в теоремi 41 виконується в сенсi J1-топологiї на D[0,∞).

Зауваження 43. Оскiльки будь-яка версiя процесу Zα,β при β ≤ −α має трає-

кторiї, що лежать в D(0,∞) з ймовiрнiстю строго менше 1, див. роздiл 6.3, то

збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв в теоремi 41 не може бути посилена

до збiжностi в D(0,∞) при β = −α.

2.3.6 Доведення теорем 29 та 30. Для фiксованої σ-алгебри G ми позна-

чатимемо EG[·] умовне математичне сподiвання E[·|G]. Нагадаємо, що ν(t) =
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inf{k ∈ N : Sk > t}, t ≥ 0 позначає момент першого потрапляння в (t,∞), а

U(t) := E[ν(t)] =
∑

k≥0 P{Sk ≤ t}, t ≥ 0 – вiдповiдну функцiю вiдновлення.

Доведення теореми 29. Ми розглянемо випадок, коли C(u,w) > 0 для деяких

u,w > 0, u 6= w. Модифiкацiї, потрiбнi у випадку C(u,w) = 0 для всiх u,w >

0, u 6= w, мають бути зрозумiлi з контексту.

Не зменшуючи загальностi, припустимо, що процес X є центрованим, у

протилежному випадку можемо працювати з процесом X(t) − h(t). Згiдно з

прийомом Крамера-Уолда, див. теорему 29.4 в [40], достатньо показати, що∑m
j=1 αj

∑
k≥0Xk+1(ujt− Sk)1{Sk≤ujt}√

µ−1tv(t)

d→
m∑
j=1

αjVβ(uj), t→∞, (2.83)

для всiх m ∈ N, всiх α1, . . . , αm ∈ R та довiльних 0 < u1 < · · · < um < ∞.

Зауважимо, що в.в.
∑m

j=1 αjVβ(uj) має нормальний розподiл з середнiм 0 та

дисперсiєю

(1+β)−1
m∑
j=1

α2
ju

1+β
j +2

∑
1≤i<j≤m

αiαj

∫ ui

0

C(ui−y, uj−y) dy =: D(u1, . . . , um).

(2.84)

Визначимо σ-алгебри F0 := {∅,Ω} та Fk := σ((X1, ξ1), . . . , (Xk, ξk)), k ∈ N та

помiтимо, що

EFk
[ m∑
j=1

αj1{Sk≤ujt}Xk+1(ujt− Sk)
]

= 0.

Отже, для доведення (2.83) можна скористатись мартингальною граничною

теоремою, сформульованою в наслiдку 3.1 в [117]. Достатньо перевiрити, що∑
k≥0

EFk[Z2
k+1,t]

P→ D(u1, . . . , um), t→∞, (2.85)

та ∑
k≥0

EFk
[
Z2
k+1,t1{|Zk+1,t|>y}

] P→ 0, t→∞ (2.86)

для всiх y > 0, де

Zk+1,t :=

∑m
j=1 αj1{Sk≤ujt}Xk+1(ujt− Sk)√

µ−1tv(t)
, k ∈ N0, t > 0.
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Доведення (2.86). З огляду на нерiвнiсть

(a1 + · · ·+ am)2
1{|a1+···+am|>y} ≤ (|a1|+ · · ·+ |am|)2

1{|a1|+···+|am|>y}

≤ m2(|a1| ∨ . . . ∨ |am|)2
1{m(|a1|∨...∨|am|)>y}

≤ m2
(
a2

11{|a1|>y/m} + · · ·+ a2
m1{|am|>y/m}

)
, (2.87)

яка виконується для a1, . . . , am ∈ R, достатньо показати, що∑
k≥0

1{Sk≤t}EFk
[
X2
k+1(t− Sk)
µ−1tv(t)

1{|Xk+1(t−Sk)|>y
√
µ−1tv(t)}

]
P→ 0, t→∞ (2.88)

для всiх y > 0. Ми писатимемо t замiсть ujt, що допустимо внаслiдок пра-

вильної змiни v та довiльностi y > 0.

Не зменшуючи загальностi, можна вважати, що t 7→ tv(t) зростає, оскiльки

в протилежному випадку ми могли б працювати з асимптотично еквiвален-

тною їй функцiєю (β + 1)
∫ t

0 v(y)dy, див. лему 159(в). Згiдно з нерiвнiстю

Маркова та згаданою монотоннiстю спiввiдношення (2.88) випливатиме з

lim
t→∞

1

tv(t)

∫
[0,t]

vy(t− x) dU(x) = 0 (2.89)

для всiх y > 0, де vy задається формулою (2.68). Використовуючи те, що

µ < ∞, v є локально обмеженою, вимiрною та правильно змiнюється на не-

скiнченностi з iндексом β ∈ (−1,∞), застосування леми 168 з r1 = 0 та r2 = 1

дає ∫
[0,t]

v(t− x) dU(x) ∼ const tv(t), t→∞.

Оскiльки згiдно з (2.68) маємо vy(t) = o(v(t)), (2.89) випливає з леми 167(б).

Доведення (2.85). Можна перевiрити, що∑
k≥0

EFk[Z2
k+1,t] =

∑m
j=1 α

2
j

∑
k≥0 1{Sk≤ujt}v(ujt− Sk)
µ−1tv(t)

+
2
∑

1≤i<j≤m αiαj
∑

k≥0 1{Sk≤uit}f(uit− Sk, ujt− Sk)
µ−1tv(t)

.

Доведемо, що при t→∞∑
k≥0 1{Sk≤uit}v(uit− Sk)

µ−1tv(t)
=

∫
[0,ui]

v((ui − y)t) dν(ty)

µ−1tv(t)

P→ u1+β
i

1 + β
(2.90)
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та∑
k≥0 1{Sk≤uit}f(uit− Sk, ujt− Sk)

µ−1tv(t)
=

∫
[0,ui]

f((ui − y)t, (uj − y)t) dν(ty)

µ−1tv(t)

P→
∫ ui

0

C(ui − y, uj − y)dy (2.91)

для всiх 1 ≤ i < j ≤ m.

Зафiксуємо довiльнi ui < uj та ε ∈ (0, ui). Згiдно з функцiональним законом

великих чисел, див. теорему 4 в [86],

lim
t→∞

sup
y∈[0,ui]

∣∣∣ν(ty)

µ−1t
− y
∣∣∣ = 0 м.н.

Також

lim
t→∞

v((ui − y)t)

v(t)
= (ui − y)β

рiвномiрно по y ∈ [0, ui − ε] за лемою 159(а), та

lim
t→∞

f((ui − y)t, (uj − y)t)

v(t)
= C(ui − y, uj − y)

рiвномiрно по y ∈ [0, ui − ε] згiдно з (2.64). Застосовуючи лему 171(а) двiчi (з

Vt(y) = ν(ty)/(µ−1t)), отримуємо∫
[0,ui−ε]

v((ui − y)t)

v(t)
d
ν(ty)

µ−1t

P→
∫ ui−ε

0

(ui − y)β dy =
u1+β
i − ε1+β

1 + β

та ∫
[0,ui−ε]

f((ui − y)t, (uj − y)t)

v(t)
d
ν(ty)

µ−1t

P→
∫ ui−ε

0

C(ui − y, uj − y) dy.

При ε ↓ 0 правi частини останнiх двох спiввiдношень збiгаються до (1 +

β)−1u1+β
i та

∫ ui
0 C(ui − y, uj − y)dy вiдповiдно. Тому для доведення (2.90) та

(2.91) достатньо перевiрити, що

lim
ε↓0

lim
t→∞

P
{∫

(ui−ε, ui] v(t(ui − y)) dν(ty)

tv(t)
> δ

}
= 0

та

lim
ε↓0

lim
t→∞

P
{∣∣ ∫

(ui−ε, ui] f(t(ui − y), t(uj − y)) dν(ty)
∣∣

tv(t)
> δ

}
= 0
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для всiх δ > 0, див. теорему 4.2 в [39]. За нерiвнiстю Маркова достатньо

показати, що

lim
ε↓0

lim
t→∞

∫
(ui−ε, ui] v((ui − y)t) dU(ty)

tv(t)
= 0 (2.92)

та

lim
ε↓0

lim
t→∞

∫
(ui−ε, ui] |f((ui − y)t, (uj − y)t)| dU(ty)

tv(t)
= 0 (2.93)

вiдповiдно. Зробивши замiну змiнної s = uit та згадавши, що v правильно

змiнюється з iндексом β ∈ (−1,∞), можна застосувати лему 168 з r1 = 1 −
εu−1

i та r2 = 1, щоб отримати∫
((ui−ε)t, uit]

v(uit− y) dU(y) =

∫
((1−εu−1i )s,s]

v(s− y) dU(y)

∼
(
ε

ui

)1+β
sv(s)

(1 + β)µ
∼ ε1+βtv(t)

(1 + β)µ
, t→∞.

Використавши (2.65), отримуємо∫
((ui−ε)t, uit]

|f(uit− y, ujt− y)| dU(y)

≤ 1

2

∫
((ui−ε)t, uit]

v(uit− y) dU(y) +
1

2

∫
((ui−ε)t, uit]

v(ujt− y) dU(y)

∼ 1

2µ(1 + β)

(
ε1+β + (uj − ui + ε)1+β − (uj − ui)1+β

)
tv(t),

де в другому iнтегралi ми зробили замiну змiнної s = ujt, застосували лему

168 з r1 = (ui−ε)u−1
j та r2 = uiu

−1
j , а потiм повернулись до початкової змiнної

t. З цих спiввiдношень випливають (2.92) та (2.93). Доведення теореми 29

завершено.

Для доведення теореми 30 нам знадобляться двi допомiжнi леми. Їх дове-

дення можна знайти в додатку С.

Лема 44. Нехай (Zk,t)k∈N, t>0 є родиною випадкових величин, заданих на деяко-

му ймовiрнiсному просторi (Ω,S,P), а G є пiд-σ-алгеброю S. Припустимо,

що при фiксованiй σ-алгебрi G випадковi величини Zk,t, k ∈ N незалежнi для

кожного фiксованого t > 0. Якщо∑
k≥0

EG[Z2
k+1,t]

d→ D, t→∞ (2.94)
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для деякої в.в. D та∑
k≥0

EG[Z2
k+1,t1{|Zk+1,t|>y}]

P→ 0, t→∞ (2.95)

для всiх y > 0, то для кожного z ∈ R

EG
[

exp

(
iz
∑
k≥0

Zk+1,t

)]
d→ exp(−Dz2/2), t→∞, (2.96)

E
[

exp

(
iz
∑
k≥0

Zk+1,t

)]
→ E

[
exp

(
−Dz2/2

)]
, t→∞ (2.97)

та

EG
[

exp

(
iz
∑
k≥0

Zk+1,t

)]
− EG

[
exp

(
iz
∑
k≥0

Ẑk+1,t

)]
P→ 0, t→∞, (2.98)

де при фiксованiй σ-алгебрi G Ẑ1,t, Ẑ2,t, . . . є умовно незалежними нормальними

в.в. з середнiм 0 та дисперсiями EG[Z2
1,t],EG[Z2

2,t], . . ., тобто

EG[exp(izẐk+1,t)] = exp(−EG[Z2
k+1,t]z

2/2), k ∈ N0.

Лема 45. Припустимо, що умова (2.70) виконується для деякого α ∈ (0, 1),

та f(u,w) = Cov[X(u)X(w)] рiвномiрно правильно змiнюється в смугах в R2
+

або фiктивно правильно змiнюється в R2
+ з iндексом β ≥ −α та граничною

функцiєю C. Якщо

lim
ρ↑1

lim
t→∞

P{ξ > t}
v(t)

∫
(ρz,z]

v(t(z − y)) dU(ty) = 0 (2.99)

для всiх z > 0, то

λ1

√
P{ξ > t}
v(t)

∫
[0,um]

m∑
j=1

γjh((uj − y)t)1[0,uj ](y) dν(ty)

+ λ2
P{ξ > t}
v(t)

∫
[0,um]

( m∑
j=1

γ2
j v((uj − y)t)1[0,uj ](y)

+ 2
∑
i<j

γiγjf((ui − y)t, (uj − y)t)1[0,ui](y)

)
dν(ty)

d→ λ1b
−1/2

m∑
j=1

γj

∫
[0,uj ]

(uj − y)(β−α)/2 dW←
α (y) + λ2× (2.100)

( m∑
j=1

γ2
j

∫
[0,uj ]

(uj − y)β dW←
α (y) + 2

∑
i<j

γiγj

∫
[0,ui]

C(ui − y, uj − y) dW←
α (y)

)
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для довiльного m ∈ N, довiльних γ1, . . . , γm, довiльних 0 < u1 < · · · < um <∞
та довiльних λ1 i λ2 за додаткового припущення, що у випадку λ1 > 0

lim
t→∞

v(t)P{ξ > t}
h2(t)

= b ∈ (0,∞) (2.101)

та

lim
ρ↑1

lim
t→∞

√
P{ξ > t}
v(t)

∫
(ρz,z]

h((z − y)t) dU(ty) = 0 (2.102)

для всiх z > 0.

Можемо перейти до доведення теореми 30. В подальшому F позначатиме

σ-алгебру, породжену (Sn)n≥0.

Доведення теореми 30. Як i в попередньому доведеннi ми припускаємо, що

процес X центрований. Покладемо r(t) := v(t)/P{ξ > t}. Використавши при-

йом Крамера-Уолда, бачимо, що достатньо перевiрити

1√
r(t)

m∑
j=1

γjY (ujt)
d→

m∑
j=1

γjZα,β(uj), t→∞ (2.103)

для всiх γ1, . . . , γm ∈ R. Оскiльки C(y, y) = yβ, то при заданому W←
α ви-

падкова величина
∑m

j=1 γjZα,β(uj) має центрований нормальний розподiл з

дисперсiєю

Dα,β(u1, . . . , um) :=
m∑
j=1

γ2
j

∫
[0,uj ]

(uj − y)β dW←
α (y) (2.104)

+2
∑

1≤i<j≤m
γiγj

∫
[0,ui]

C(ui − y, uj − y) dW←
α (y).

Еквiвалентно

E
[

exp

(
iz

m∑
j=1

γjZα,β(uj)

)]
= E

[
exp(−Dα,β(u1, . . . , um)z2/2)

]
, z ∈ R.

Отже, згiдно з лемою 44 (2.103) є наслiдком∑
k≥0

EF [Z2
k+1,t]

d→ Dα,β(u1, . . . , um), (2.105)

де Zk+1,t := (r(t))−1/2
∑m

j=1 γjXk+1(ujt− Sk)1{Sk≤ujt}, та∑
k≥0

EF [Z2
k+1,t1{|Zk+1,t|>y}]

P→ 0 (2.106)
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для всiх y > 0. Оскiльки r(t) правильно змiнюється на нескiнченностi з iнде-

ксом β + α, маємо

lim
t→∞

1

r(t)

∫
(ρz,z]

v(t(z − y)) dU(ty) ≤ lim
t→∞

r(tz)

r(t)
lim
t→∞

1

r(tz)

∫
(ρtz,tz]

v(tz − y) dU(y)

= zβ+α lim
t→∞

1

r(t)

∫
(ρt,t]

v(t− y) dU(y)

для всiх z > 0. Отже, спiввiдношення

lim
ρ↑1

lim
t→∞

1

r(t)

∫
(ρz,z]

v(t(z − y)) dU(ty) = 0 (2.107)

для всiх z > 0 випливає з леми 170(а). Використовуючи зображення∑
k≥0

EF [Z2
k+1,t] =

1

r(t)

∫
[0,um]

( m∑
j=1

γ2
j v((uj − y)t)1[0,uj ](y)

+ 2
∑

1≤i<j≤m
γiγjf((ui − y)t, (uj − y)t)1[0,ui](y)

)
dν(ty),

робимо висновок, що (2.105) випливає з леми 45 з λ1 = 0 (зауважимо, що

умови (2.101) та (2.102) не потрiбнi, та (2.99) збiгається з (2.107)). З огляду на

(2.87), (2.106) є наслiдком

1

r(t)

∑
k≥0

1{Sk≤t}EF
[
X2
k+1(t− Sk)1{|Xk+1(t−Sk)|>y

√
r(t)}

]
P→ 0, t→∞ (2.108)

для всiх y > 0. Для доведення (2.108) припустимо, не зменшуючи загально-

стi, що функцiя r зростає (у випадку β = −α вона асимптотично еквiвалентна

зростаючiй функцiї u за припущенням, у випадку β > −α iснування такої фун-

кцiї гарантується лемою 159(б)). Використовуючи цю монотоннiсть та наше

припущення h ≡ 0, з якого випливає vy(t) = E[X2(t)1{|X(t)|>y
√
r(t)}], робимо

висновок, що згiдно з нерiвнiстю Маркова достатньо перевiрити

E
[∑
k≥0

1{Sk≤t}EF
[
X2
k+1(t− Sk)1{|Xk+1(t−Sk)|>y

√
r(t−Sk)}

]]
=

∫
[0,t]

vy(t− x) dU(x) = o(r(t))

для всiх y > 0. З огляду на (2.71) останнє спiввiдношення є наслiдком леми

170(б) з φ1(t) = vy(t), φ(t) = v(t), q(t) = u(t) та γ = β. Доведення теореми 30

завершено.
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2.3.7 Доведення теорем 32 та 34.

Доведення теореми 32. Ми дамо доведення у бiльш складному випадку, коли

функцiя h не зростає з деякого мiсця, тобто ρ ∈ (−1/α, 0]8. Доведення у ви-

падку, коли h не спадає є схожим i може бути знайдено в [129], див. також

зауваження 46 нижче.

Ми розглядатимемо випадки (B1)-(B3) одночасно. Нехай g(t) :=

µ−1−1/αc(t), де функцiя c була визначена в (2.76), та

Zt(u) :=
Z(ut)−

∫ ut
0 h(y)dy

g(t)h(t)
, t > 0, u ≥ 0.

Спершу ми покажемо, що h можна замiнити на незростаючу, неперервну

функцiєю h∗ таку, що h∗(t) ∼ h(t) при t → ∞. Таким чином, нам потрiбно

побудувати функцiю h∗ та довести, що

(Z∗t (u))u≥0 :=

(∫
[0, ut] h

∗(ut− y) dν(y)− µ−1
∫ ut

0 h∗(y) dy

g(t)h∗(t)

)
u≥0

f.d.⇒ (Iα,ρ(u))u≥0. (2.109)

де, нагадаємо, Iα,0 = Sα та

Iα,ρ(u) := Sα(u)uρ + |ρ|
∫ u

0

(Sα(u)− Sα(y))(u− y)ρ−1dy, u ≥ 0

при ρ < 0. Пiсля чого, для перевiрки збiжностi (Zt(u))u≥0
f.d.⇒ (Iα,ρ(u))u≥0 при

t→∞, достатньо показати, що для кожного u > 0,∫
[0, ut](h(ut− y)− h∗(ut− y)) dν(y)

g(t)h(t)

P→ 0, t→∞, (2.110)

та ∫ ut
0 (h(y)− h∗(y)) dy

g(t)h(t)
→ 0, t→∞. (2.111)

Розпочнемо з побудови h∗. За припущенням h не зростає з деякого мiсця, отже

iснує a > 0 таке, що h не зростає на [a,∞). Нехай ĥ є локально обмеженою,

незростаючою функцiєю такою, що ĥ(t) = h(t) при t ≥ a. Помiтимо, що така

ĥ є невiд’ємною. Покажемо, що замiна h на ĥ в означеннi Z(t) не впливає на
8Якщо ρ < −1/α, то ми знаходимось в умовах теореми 14. Випадок ρ = −1/α є цiкавим, див. теорему 51

нижче для аналiзу в ситуацiї α = 2 та σ2 <∞.
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асимптотику. Дiйсно, якщо позначити через Ẑ процес дробового ефекту, по-

будований за тим же випадковим блуканням, що й Z, але з функцiєю вiдповiдi

ĥ замiсть h, то для кожного u > 0 та великих t,

|Z(ut)− Ẑ(ut)|

=

∫
[0, tu]

(h(t− y)− ĥ(t− y))dν(y) =

∫
[u−a, u]

(h(t(u− y))− ĥ(t(u− y)))dν(ty)

≤ sup
y∈[0, a]

|h(y)− ĥ(y)|(ν(ut)− ν(ut− a))
d
≤ sup

y∈[0, a]

|h(y)− ĥ(y)|ν(a),

де ми використали субадитивнiсть ν за розподiлом. Локальна обмеженiсть h

та ĥ гарантує, що останнiй супремум скiнченний. Оскiльки ρ ∈ (−1/α, 0] у

всiх випадках, то t 7→ g(t)h(t) правильно змiнюється з додатним iндексом, а,

отже, прямує до нескiнченностi при t→∞. Таким чином,

Z(ut)− Ẑ(ut)

g(t)h(t)

P→ 0, t→∞. (2.112)

Далi, при ut ≥ a та t→∞, маємо∣∣∣∣∣
∫ ut

0 (h(y)− ĥ(y))dy

g(t)h(t)

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ut

0 |h(y)− ĥ(y)|dy
g(t)h(t)

=

∫
[0, a]

∣∣h(y)− ĥ(y)
∣∣dy

g(t)h(t)
→ 0.(2.113)

Отже, далi ми можемо працювати з ĥ замiсть h. Побудуємо функцiю h∗ з ĥ.

Нехай θ є випадковою величиною зi стандартним показниковим розподiлом.

Покладемо

h∗(t) := Eĥ
(
(t− θ)+

)
= e−t

(
ĥ(0) +

∫ t

0

ĥ(y)eydy

)
, t ≥ 0. (2.114)

Очевидно, що ĥ(t) ≤ h∗(t), t ≥ 0, а функцiя h∗ є неперервною, незростаю-

чою на R+ та h∗(0) = ĥ(0) < ∞. Понад це, h∗(t) ∼ ĥ(t) ∼ h(t), t → ∞. Це

тривiально у випадку limt→∞ h(t) 6= 0, який може мати мiсце при ρ = 0, але

потребує перевiрки в протилежному випадку. Використаємо другу рiвнiсть в

(2.114). Оскiльки 1/ĥ правильно змiнюється, то вона зростає субекспоненцiй-

но. Використавши цей факт та правильну змiну ĥ, отримуємо, що для довiль-
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ного ε ∈ (0, 1):

h∗(t)

ĥ(t)
= E

[
ĥ
(
(t− θ)+

)
ĥ(t)

1{θ>εt}

]
+ E

[
ĥ
(
(t− θ)+

)
ĥ(t)

1{θ≤εt}

]

≤ ĥ(0)

ĥ(t)
e−εt +

ĥ((1− ε)t)
ĥ(t)

(1− e−εt) →
t→∞

(1− ε)ρ →
ε→0

1.

Оскiльки ĥ(t) ≤ h∗(t) для всiх t ≥ 0, це доводить h∗(t) ∼ ĥ(t) при t → ∞.

Покажемо, що

lim
t→∞

∫ t

0

(h∗(y)− ĥ(y)) dy = ĥ(0). (2.115)

Використаємо представлення∫ t

0

(h∗(y)−ĥ(y))dy = ĥ(0)(1−e−t)− E
∫ t

t−θ
ĥ(y)dy1{θ≤t} −

∫ t

0

ĥ(y)dye−t,

де останнiй член, очевидно, прямує до нуля при t → ∞. Використовуючи

монотоннiсть ĥ та теорему про мажоровану збiжнiсть, отримуємо

E
(∫ t

t−θ
ĥ(y)dy1{θ≤t}

)
≤ E(θĥ(t− θ)1{θ≤t}) → 0, t→∞,

що доводить (2.115). Зокрема,∣∣∣∣∣
∫ ut

0 (ĥ(y)− h∗(y))dy

g(t)h(t)

∣∣∣∣∣ =

∫ ut
0 (h∗(y)− ĥ(y))dy

g(t)h(t)
→ 0, t→∞,

так як limt→∞ g(t)h(t) = ∞. У поєднаннi з (2.113) це доводить (2.111). Згаду-

ючи (2.115) та використовуючи лему 169 (з f1 = h∗ та f2 = ĥ) i той факт, що

у всiх випадках limt→∞ g(t)h(t) =∞, робимо висновок∣∣∣∣∣
∫

[0, ut](ĥ(ut− y)− h∗(ut− y)) dν(y)

g(t)h(t)

∣∣∣∣∣ =

∫
[0, ut](h

∗(ut− y)− ĥ(ut− y)) dν(y)

g(t)h(t)

L1→ 0,

при t→∞. Разом з (2.112) це дає (2.110).

Залишається довести (2.109). Враховуючи прийом Крамера-Уолда та ви-

щесказане, для доведення збiжностi скiнченновимiрних розподiлiв Zt(u), до-

статньо перевiрити, що для довiльного n ∈ N, довiльних γ1, . . . , γn ∈ R та

0 ≤ u1 < · · · < un маємо
n∑
k=1

γkZ
∗
t (uk)

d→
n∑
k=1

γkIα,ρ(uk), t→∞.
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Оскiльки Z∗t (0) = Iα,ρ(0) = 0 можемо вважати u1 > 0. Позначивши Wt(u) :=

(ν(ut)− µ−1ut)/g(t) та iнтегруючи частинами, маємо

n∑
k=1

γkZ
∗
t (uk)

=
n∑
k=1

γk
g(t)h∗(t)

(
h∗(ukt) +

∫
(0,ukt]

h∗(ukt− y) d
(
ν(y)− y

µ

))
=

n∑
k=1

γk
g(t)h∗(t)

(
h∗(0)

(
ν(ukt)−

ukt

µ

)
−
∫

(0,ukt]

(ν(y)− µ−1y) d(h∗(ukt− y))

)
=

n∑
k=1

γkWt(uk)
h∗(ukt)

h∗(t)
+

n∑
k=1

γk
g(t)h∗(t)

(
(h∗(0)− h∗(ukt))

(
ν(ukt)−

ukt

µ

)
−
∫

[0,ukt)

(
ν(ukt− y)− ukt− y

µ

)
d(−h∗(y))

)
=

n∑
k=1

γkWt(uk)
h∗(ukt)

h∗(t)
+

n∑
k=1

γk

∫
[0, ukt)

(ν(ukt)− ν(ukt−y)− µ−1y)d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)
.

(2.116)

ВИПАДОК ρ = 0. Наша мета – показати, що кожен доданок в другiй сумi в пра-

вiй частинi (2.116) збiгається до нуля за ймовiрнiстю. В цьому разi збiжнiсть

n∑
k=1

γkZ
∗
t (uk)

d→
n∑
k=1

γkIα,0(uk) =
n∑
k=1

γkSα(uk)

випливає з повiльної змiни h∗, спiввiдношення (2.76) та леми Слуцького. Для

k-го доданка в (2.116) маємо

∣∣∣∣
∫

[0, ukt)
(ν(ukt)− ν(ukt−y)− µ−1y) d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)

∣∣∣∣
≤

∫
[0, ukt)

|ν∗(ukt)− ν∗(ukt−y)− µ−1y| d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)

+

∫
[0, ukt)

|ν(ukt)− ν∗(ukt)|d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)

+

∫
[0, ukt)

|ν(ukt−y)− ν∗(ukt−y)|d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)
, (2.117)
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де ν∗ є стацiонарним процесом вiдновлення. Внаслiдок твердження 17, маємо

E
[ ∫

[0, ukt)
|ν∗(ukt)− ν∗(ukt−y)− µ−1y| d(−h∗(y))

]
g(t)h∗(t)

=

∫
[0, ukt)

E[|ν∗(y)− µ−1y|] d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)
.

Другий i третiй доданки в правiй частинi (2.117) збiгаються до нуля за ймо-

вiрнiстю при t→∞ за нерiвнiстю Маркова внаслiдок спiввiдношення

E[|ν(t)− ν∗(t)|] = E(ν(t)− ν∗(t)) = µ−1(ESν(t) − t) = o(g(t)), (2.118)

при t→∞, де остання рiвнiсть – це четверта центрована формула на с. 140 в

[137]. Залишається довести

lim
t→∞

∫
[0, ukt)

E|ν∗(y)− µ−1y| d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)
= 0,

що з огляду на (2.118) та9

E[|ν(t)− µ−1t|] = O(g(t)), t→∞,

зводиться до перевiрки граничного спiввiдношення

lim
t→∞

∫
[0, ut] g(y) d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)
= 0.

Оскiльки функцiя g(t)h∗(t) правильно змiнюється, остання рiвнiсть еквiвален-

та

lim
t→∞

∫
[0, t] g(y) d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)
= 0. (2.119)

Використовуючи границю Поттера, див. формулу (A.1) в лемi 160, маємо∫
[t0, t]

g(y) d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)
≤ A

∫
[t0, t]

y1/α−δ d(−h∗(y))

t1/α−δh∗(t)

при t ≥ t0. Спрямовуючи t→∞ та використовуючи теорему 1.6.4 книги [42],

отримуємо (2.119).

ВИПАДОК ρ ∈ (−1/α, 0). Для кожного ε ∈ (0, 1), запишемо

Z∗t (uk) = Wt(uk)
h∗(ukt)

h∗(t)
+

∫
(0, uk]

(Wt(uk)−Wt(v)) ρ∗t, k(dv)

= Wt(uk)
h∗(ukt)

h∗(t)
+

∫
(0, εuk]

. . .+

∫
(εuk, uk]

. . . ,

9Це спiввiдношення випливає з теорем 178 та 181, частини про збiжнiсть степеневих моментiв для p = 1.
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де ρ∗t, k є скiнченною мiрою на [0, uk], що визначена

ρ∗t, k(a, b] :=
h∗(t(uk − b))− h∗(t(uk − a))

h∗(t)
, 0 ≤ a < b ≤ uk.

З огляду на (2.76) та теорему про неперервне вiдображення

Wt(uk)−Wt(v)⇒ Sα(uk)− Sα(v), t→∞,

у просторi D[0, uk] з M1-топологiєю. Оскiльки h∗ правильно змiнюється, скiн-

ченнi мiри ρ∗t, k збiгаються слабко на [0, εuk] до скiнченної мiри ρ∗k на [0, εuk],

що визначається рiвнiстю ρ∗k(a, b] = (uk− b)ρ− (uk−a)ρ. Очевидно, що грани-

чна мiра є абсолютно неперервною з щiльнiстю x 7→ |ρ|(uk−x)ρ−1, x ∈ [0, εuk].

Отже, згiдно з лемою 171(а),

Wt(uk)
h∗(ukt)

h∗(t)
+

∫
(0, εuk]

(Wt(uk)−Wt(v)) ρ∗t, k(dv)

d→ Sα(uk)u
ρ
k + |ρ|

∫ εuk

0

(Sα(uk)− Sα(v))(uk − v)ρ−1 dv.

Аналогiчними мiркуваннями отримаємо

n∑
k=1

γkWt(uk)
h∗(ukt)

h∗(t)
+

n∑
k=1

γk

∫
(0, εuk]

(Wt(uk)−Wt(v)) ρ∗t, k(dv)

d→
n∑
k=1

γkSα(uk)u
ρ
k +

n∑
k=1

γk|ρ|
∫ εuk

0

(Sα(uk)− Sα(v))(uk − v)ρ−1 dv.

Використовуючи теорему 4.2 в [39], бачимо, що залишається перевiрити

n∑
k=1

γkSα(uk)u
ρ
k +

n∑
k=1

γk|ρ|
∫ εuk

0

(Sα(uk)− Sα(v))(uk − v)ρ−1 dv

d→
n∑
k=1

γkSα(uk)u
ρ
k +

n∑
k=1

γk|ρ|
∫ uk

0

(Sα(uk)− Sα(v))(uk − v)ρ−1 dv

при ε ↑ 1, та

lim
ε↑1

lim
t→∞

P
{∣∣∣∣ n∑

k=1

γk

∫
[εuk, uk]

(Wt(uk)−Wt(v)) ρ∗t, k(dv)

∣∣∣∣ > c

}
= 0 (2.120)

для довiльного c > 0. Перше спiввiдношення еквiвалентне∫ uk

εuk

(Sα(uk)− Sα(v))(uk − v)ρ−1dv
P→ 0, ε ↑ 1 (2.121)
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i виконується навiть м. н., оскiльки iнтеграл
∫ uk

0 (Sα(uk)−Sα(v))(uk − v)ρ−1dv

iснує м.н. Для доведення (2.120) помiтимо, що сума пiд знаком ймовiрностi

дорiвнює
n∑
k=1

γk

∫
[0, (1−ε)ukt](ν(ukt)− ν(ukt− y)− µ−1y)d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)
.

Мiркуючи так само як у випадку ρ = 0, бачимо, що достатньо перевiрити

lim
ρ↑1

lim
t→∞

∫
[0, (1−ρ)ukt]

g(y)d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)
= 0

при k = 1, . . . , n, або просто

lim
ρ↑1

lim
t→∞

∫
[0, (1−ρ)t] g(y)d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)
= 0 (2.122)

внаслiдок правильної змiни g(t)h∗(t). Оскiльки g(t)h∗(t) → ∞ при t → ∞,

маємо

lim
t→∞

∫
[0, t0] g(y) d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)
= 0

та, внаслiдок границi Поттера (A.1) леми 160,∫
[t0, (1−ρ)t] g(y) d(−h∗(y))

g(t)h∗(t)

(A.1)
≤ A

∫
[t0, (1−ρ)t] y

1/α−δ d(−h∗(y))

t1/α−δh∗(t)

∼ β

1/α− β − δ
(1− ρ)1/α+ρ−δ,

де асимптотичне спiввiдношення випливає з теореми 1.6.4 книги [42]. Це за-

вершує доведення (2.122) та всiєї теореми.

Зауваження 46. У випадку зростаючої функцiї h та ρ > 0, доведення значно

простiше. Враховуючи, що ν(0) = 1, запишемо

Z∗t (u) =

∫
[0, u]

h∗(t(u− y))

h∗(t)
dy

(
ν(yt)− µ−1yt

g(t)

)
=

h∗(ut)

g(t)h∗(t)
+

∫
(0, u]

h∗(t(u− y))

h∗(t)
dy

(
ν(yt)− µ−1yt

g(t)

)
=

∫
(0, u]

ν(yt)− µ−1yt

g(t)
dy

(
−h

∗(t(u− y)

h∗

)
=

∫
(0, u]

ν(yt)− µ−1yt

g(t)
ρ∗t (dy)

де скiнченна мiра ρ∗t на [0, u] визначена рiвнiстю

ρ∗t (a, b] :=
h∗(t(u− a))− h∗(t(u− b))

h∗(t)
, 0 ≤ a ≤ b ≤ u.
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Оскiльки, ρ > 0, то мiри ρ∗t слабко збiгаються до скiнченної мiри ρ∗ на [0, u],

що визначена ρ∗(a, b] := (u− a)ρ− (u− b)ρ. Ця мiра є абсолютно неперервною

з щiльнiстю x 7→ ρ(u− x)ρ−1 на (0, u]. Використавши лему 171(а) та збiжнiсть

(2.76) отримуємо одновимiрну збiжнiсть∫
[0, u]

ν(yt)− µ−1yt

g(t)
ρ∗t (dy)

d→ Iα,ρ(u), t→∞,

яка миттєво поширюється на збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв.

Доведення теореми 34. Покладемо a(t) := P{ξ > t}. Зафiксуємо довiльне ε ∈
(0, 1) та покажемо, що

Iε(u, t) :=
a(t)

h(t)

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{Sk≤εut} ⇒
∫

[0, εu]

(u− y)ρdW←
α (y), t→∞,

в просторi D(0,∞) з J1-топологiєю. Запишемо

Iε(u, t) = a(t)
∑
k≥0

(
h(ut− Sk)

h(t)
− (u− t−1Sk)

ρ

)
1{Sk≤εut}

+ a(t)
∑
k≥0

(u− t−1Sk)
ρ
1{Sk≤εut} = Iε, 1(u, t) + Iε, 2(u, t)

та покажемо, що

Iε, 1(u, t)⇒ 0 та Iε, 2(u, t)⇒
∫

[0, εu]

(u− y)ρdW←
α (y), (2.123)

у просторi D(0,∞) з J1-топологiєю. До кiнця доведення зафiксуємо довiльнi

додатнi константи 0 < a < b <∞. Помiтимо, що

|Iε, 1(u, t)| ≤ sup
(1−ε)u≤y≤u

∣∣∣∣h(ty)

h(t)
− yρ

∣∣∣∣a(t)ν(εut),

а, отже,

sup
a≤u≤b

|Iε, 1(u, t)| ≤ sup
(1−ε)a≤y≤b

∣∣∣∣h(ty)

h(t)
− yρ

∣∣∣∣a(t)ν(εbt).

Зi збiжностi (2.75) випливає a(t)ν(εbt)
d→ W←

α (εb), що в поєднаннi з лемою

159(а) дає збiжнiсть до нуля за ймовiрнiстю правої частини останньої центро-

ваної формули i доводить перше спiввiдношення в (2.123).

Для доведення другого спiввiдношення в (2.123) помiтимо, що

Iε, 2(u, t) =

∫
[0, εu]

(u− y)ρd (a(t)ν(ty)) .
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Нагадаємо, що a(t)ν(ty)⇒ W←
α (y) у просторi D[0,∞) при t→∞. Використо-

вуючи теорему Скорохода про представлення, неперервнiсть м.н. (W←
α (y))y≥0

та лему 174, отримуємо друге спiввiдношення в (2.123).

Звертаючись знову до теореми 4.2 в [39], бачимо, що для доведення збi-

жностi скiнченновимiрних розподiлiв в теоремi 34 достатньо показати, що

для кожного ρ ∈ R та кожного фiксованого u > 0

lim
ε↑1

∫
[0, εu]

(u− y)ρdW←
α (y) = Jα,ρ(u) =

∫
[0, u]

(u− y)ρdW←
α (y) м.н. (2.124)

та

lim
ε↑1

lim
t→∞

P
{
a(t)

h(t)

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{εut<Sk≤ut} > θ

}
= 0 (2.125)

для кожного θ > 0. Аналогiчно, функцiональна збiжнiсть при ρ > −α випли-

ватиме з наступних двох тверджень. По-перше збiжнiсть в (2.124) є локально

рiвномiрною в (0,∞) м.н. По-друге, виконується рiвномiрний аналог (2.125),

а саме

lim
ε↑1

lim
t→∞

P
{
a(t)

h(t)
sup
u∈[a, b]

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{εut<Sk≤ut} > θ

}
= 0 (2.126)

для всiх θ > 0.

Для перевiрки того, що спiввiдношення (2.124) виконується поточково для

всiх ρ ∈ R, запишемо для фiксованого u > 0∫
[0, u]

(u− y)ρdW←
α (y)−

∫
[0, εu]

(u− y)ρdW←
α (y) =

∫
[0, u]

(u− y)ρ1(εu, u](y)dW←
α (y).

За теоремою про мажоровану збiжнiсть, права частина збiгається до нуля м.н.

при ε ↑ 1, оскiльки Jα,ρ(u) =
∫

[0, u](u − y)βdW←
α (y) < ∞ м.н., див. пiдроздiл

6.2.

Ймовiрнiсть у правiй частинi (2.125) обмежена зверху виразом

P{ν(ut)− ν(εut) > 0} = P{ν(ut)− ν(εut) ≥ 1} = P{ut−Sν(ut)−1 < (1− ε)ut}.

Згiдно з вiдомою теоремою Динкiна-Лампертi, див. теорему 8.6.3 в [42],

t−1(t− Sν(t)−1)
d→ ηα, t→∞,

де ηα має бета-розподiл з параметрами 1− α та α, тобто

P{ηα ∈ dx} = π−1 sin(πα)x−α(1− x)α−1
1(0,1)(x)dx. (2.127)
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Звiдки

lim
ε↑1

lim
t→∞

P{ν(ut)− ν(εut) > 0} = lim
ε↑1

P{ηα < 1− ε} = 0,

що доводить (2.125) та збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв в теоремi 34.

Перейдемо до доведення функцiональної граничної теореми. Зокрема на-

далi припускається, що ρ > −α та h ∈ D[0,∞).

Оскiльки ρ > −α, то права частина (2.124) є м.н. неперервною, див. пiд-

роздiл 6.2. Легко бачити, що й лiва частина (2.124) також є м.н. неперервною.

Оскiльки лiва частина є монотонною по ε, з теореми Дiнi випливає локально

рiвномiрна в (0,∞) збiжнiсть в формулi (2.124).

Для перевiрки (2.126) нам знадобиться наступне твердження, яке буде до-

ведено пiзнiше.

Твердження 47. Зафiксуємо T > 0 та покладемо At := {(u, v) : 0 ≤ v <

u ≤ T, u − v ≥ 1/t} при t > 0. Якщо a(t) = P{ξ > t} ∼ t−α`∗(t) для деякого

α ∈ (0, 1), то для довiльного δ ∈ (0, α) маємо

lim
x→∞

lim
t→∞

P

{
sup

(u,v)∈At

a(t)(ν(ut)− ν(vt))

(u− v)α−δ
> x

}
= 0.

Зафiксуємо ∆ ∈ (0, (α + ρ)/2) та помiтимо, що з границi Поттера, див.

теорему 1.5.6 в [42], випливає iснування такого c > 1, що

h(t(u− y))

h(t)
≤ 2(u− y)ρ−∆

для всiх t > 0, u та y таких, що t(u− y) ≥ c та u− y ≤ 1. Використовуючи цю
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оцiнку, маємо для досить великих t, u ∈ [a, b] та ε > 0 такого, що (1− ε)b ≤ 1,

a(t)

h(t)

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{εut<Sk≤ut}

=
a(t)

h(t)

∫
(εu, u−c/t]

h(t(u− y))dν(ty) +
a(t)

h(t)

∫
(u−c/t, u]

h(t(u− y))dν(ty)

≤ 2a(t)

∫
(εu, u−c/t]

(u− y)ρ−∆dν(ty) +
a(t)

h(t)

(
sup
y∈[0,c]

h(y)

)
(ν(tu)− ν(tu− c))

= 2(−ρ+ ∆)

∫ u−c/t

εu

a(t)(ν(tu)− ν(ty))(u− y)ρ−∆−1dy

+ 2uρ−∆(1− ε)ρ−∆a(t)(ν(tu)− ν(εtu))

+

(
a(t)

h(t)

(
sup
y∈[0,c]

h(y)

)
− 2cρ−∆t−ρ+∆a(t)

)
(ν(tu)− ν(tu− c)).

Оскiльки t 7→ a(t)/h(t) та t 7→ t−ρ+∆a(t) правильно змiнюються з вiд’ємними

iндексами −α− ρ та −α− ρ+ ∆ вiдповiдно, то(
a(t)

h(t)

(
sup
y∈[0,c]

h(y)

)
− 2cρ−∆t−ρ+∆a(t)

)
sup
u∈[a, b]

(ν(tu)− ν(tu− c)) P→ 0

згiдно з лемою A.1 в [129]. Далi,

sup
u∈[a,b]

uρ−∆(1− ε)ρ−∆a(t)(ν(tu)− ν(εtu))

≤ aρ−∆(1− ε)ρ−∆a(t) sup
u∈[a, b]

(ν(tu)− ν(εtu))

та a(t) supu∈[a, b](ν(tu) − ν(εtu))
d→ sup

u∈[a, b]

(W←
α (u) −W←

α (εu)) внаслiдок (2.75)

та теореми про неперервне вiдображення. Тому

lim
ε↑1

lim
t→∞

P

{
sup
u∈[a,b]

uρ−∆(1− ε)ρ−∆a(t)(ν(tu)− ν(εtu)) > θ

}

≤ lim
ε↑1

P

{
aρ−∆(1− ε)ρ−∆ sup

u∈[a,b]

(W←
α (u)−W←

α (uε)) > θ

}

= lim
ε↑1

P

{
aρ−∆(1− ε)ρ−∆(2b)α sup

u∈[a/2b,1/2]

(W←
α (u)−W←

α (uε)) > θ

}
= 0

для всiх θ > 0, де передостання рiвнiсть випливає з самоподiбностi W←
α , а

остання є наслiдком формули (6.8) нижче та вибору ∆.
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Отже, для доведення (2.126) залишається показати, що

lim
ε↑1

lim
t→∞

P

{
sup
u∈[0,T ]

∫ u−c/t

εu

a(t)(ν(tu)− ν(ty))(u− y)ρ−∆−1dy > θ

}
= 0 (2.128)

для всiх θ > 0 та всiх T > 0. Для 0 < δ < α + β −∆ маємо такi нерiвностi:

P

{
sup
u∈[0,T ]

∫ u−c/t

εu

a(t)(ν(tu)− ν(ty))(u− y)ρ−∆−1dy > θ

}

= P

{
· · · , sup

(u,v)∈At

a(t)(ν(ut)− ν(vt))

(u− v)α−δ
> x

}

+ P

{
· · · , sup

(u,v)∈At

a(t)(ν(ut)− ν(vt))

(u− v)α−δ
≤ x

}

≤ P

{
sup

(u,v)∈At

a(t)(ν(ut)− ν(vt))

(u− v)α−δ
> x

}

+ P

{
sup
u∈[0,T ]

∫ u

εu

(u− y)α+ρ−∆−δ−1dy > δ/x

}

= P

{
sup

(u,v)∈At

a(t)(ν(ut)− ν(vt))

(u− v)α−δ
> x

}
+ P

{∫ (1−ε)T

0

yα+ρ−∆−δ−1dy > δ/x

}

для x > 0. Спрямовуючи t→∞, ε ↑ 1 та x→∞ та використовуючи твердже-

ння 47 для першого доданка в правiй частинi, отримуємо (2.128), що завершує

доведення теореми 34.

Доведення твердження 47. Оскiльки a(t) = P{ξ > t} правильно змiнюється,

можна припустити, що T = 1. З розбиття множини At, представленого в ко-

ординатах (u, h) := (u, u− v) на рисунку 2.1, випливає

sup
(u,v)∈At

a(t)(ν(ut)− ν(vt))

(u− v)α−δ
≤ sup

1/t≤h≤1

sup
0≤u≤1

a(t)(ν(ut)− ν((u− h)t))

hα−δ

≤ sup
j=1,...,dlog2 te

sup
2−j≤h≤21−j

sup
k=1,...,2j−1

sup
(k−1)21−j≤u≤k21−j

a(t)(ν(ut)− ν((u− h)t))

hα−δ

≤ sup
j=1,...,dlog2 te

sup
k=1,...,2j−1

a(t)(ν(tk2−j+1)− ν(t((k − 2)2−j+1)))

2−j(α−δ)
,

де ми скористались монотоннiстю (ν(t))t≥0 в останнiй нерiвностi.
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Застосовуючи нерiвнiсть Буля, запишемо

P

{
sup

(u,v)∈At

a(t)(ν(ut)− ν(vt))

(u− v)α−δ
> x

}

≤
dlog2 te∑
j=1

2j−1∑
k=1

P
{
a(t)(ν(tk2−j+1)− ν(t((k − 2)2−j+1)))

2−j(α−δ)
> x

}
.

Використавши субадитивнiсть за розподiлом (ν(t))t≥0 (для k ≥ 3) та монотон-

нiсть (ν(t))t≥0 (для k = 1, 2), маємо

P
{
a(t)(ν(tk2−j+1)− ν(t((k − 2)2−j+1)))

2−j(α−δ)
> x

}
≤ P{a(t)ν(t2−j+2) > x2−j(α−δ)},

звiдки

P

{
sup

(u,v)∈At

a(t)(ν(ut)− ν(vt))

(u− v)α−δ
> x

}
≤
dlog2 te∑
j=1

2j−1P{a(t)ν(t2−j+2) > x2−j(α−δ)}

=

dlog2 te∑
j=1

2j−1P{exp(a(t2−j+2)ν(t2−j+2)) > exp(x2−j(α−δ)a(t2−j+2)/a(t))}

≤
dlog2 te∑
j=1

2j−1 exp(−x2−j(α−δ)a(t2−j+2)/a(t))E exp(a(t2−j+2)ν(t2−j+2))

≤ C

dlog2 te∑
j=1

2j−1 exp(−x2−j(α−δ)a(t2−j+2)/a(t)),

де передостаннiй рядок випливає з нерiвностi Маркова, а рiвномiрна обмеже-

нiсть E[exp(a(t2−j+2)ν(t2−j+2))] є наслiдком теореми 182. Застосовуючи гра-

ницю Поттера до функцiї правильної змiни a, маємо

a(t2−j+2)/a(t) ≥ c2(j−2)(α−δ/2)

для деякого c > 0, досить великих t > 0 та всiх j = 2, . . . , dlog2 te. Отже,

lim
t→∞

P

{
sup

(u,v)∈At

a(t)(ν(ut)− ν(vt))

(u− v)α−δ
> x

}

≤ C

(
exp(−x2δ−α) +

∑
j≥2

2j−1 exp(−c1x2δj/2)

)
,
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Рис. 2.1: Розбиття квадрата, яке використовується в доведеннi твердження 47

де c1 := c2δ−2α > 0. Останнiй ряд збiгається рiвномiрно по x ∈ [1,∞). Спря-

мування x→∞ завершує доведення твердження 47.

2.3.8 Доведення теореми 39. Ми розпочнемо з доведення простого резуль-

тату теорiї вiдновлення для випадкових блукань у випадку повiльної змiни

хвоста розподiлу кроку блукання.

Розглянемо величини: останнє значення перед u, тобто u 7→ Sν(u)−1, та

перестриб в точцi u, тобто u 7→ Sν(u) − u. Застосовуючи теорему 13.6.4 в

[268] отримаємо наступний результат для довiльного фiксованого u > 0(
L(Sν(L←(tu))−1)

t
,
L(Sν(L←(tu)))

t
− u
)

d→ (m(m←(u)−),m(m←(u))− u)

(2.129)

при t→∞. Замiнивши t на L(t)/u у цьому спiввiдношеннi, отримаємо

(m(m←(u)−),m(m←(u)))
d
= u (m(m←(1)−),m(m←(1))) , (2.130)

та (
L(Sν(t)−1)

L(t)
,
L(Sν(t))

L(t)

)
d→ (m(m←(1)−),m(m←(1))) , t→∞.

Помiтимо, що m(m←(1)−) < 1 це значення m перед досягненням їм рiвня 1, а

m(m←(1)) > 1 це перше значення m пiсля досягнення рiвня 1. Для пiдрахунку
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їх спiльного розподiлу, помiтимо, що для всiх 0 < x1 < 1 та x2 > 1,

P{m(m←(1)−) ≤ x1,m(m←(1)) ≤ x2}

=

∫
[0,∞)

P{m(s−) ≤ x1,m(s) ≤ x2,m
←(1) ∈ ds}

=

∫
[0,∞)

P{P([0, s)× (x1,+∞)) = 0,P([s, s+ ds]× (1, x2]) ≥ 1}

=

∫ ∞
0

exp

{
−
∫ s

0

∫ ∞
x1

dx

x2
dt

}∫ x2

1

dx

x2
ds = x1

(
1− 1

x2

)
.

Пiдсумовуючи, отримуємо такий результат.

Твердження 48. При t→∞,(
L(Sν(t)−1)

L(t)
,
L(Sν(t))

L(t)

)
d→ (U ,V),

де U та V незалежнi, U має рiвномiрний розподiл на (0, 1) та V має розподiл

P{V > x} = 1
x при x ≥ 1.

Доведення теореми 39. Запишемо для t > 0

Z(L←(ut))

th(L←(t))
=

∫
[0, L←(ut)]

h(L←(ut)− y)

th(L←(t))
dν(y), u ≥ 0.

Згiдно з припущенням, що L строго зростає, неперервна та L(0) = 0, замiна

змiнної дає

Z(L←(ut))

th(L←(t))
=

∫
[0, u]

h(L←(ut)− L←(zt))

h(L←(t))
d
ν(L←(zt))

t
,

де диференцiал береться по змiннiй z. Зафiксуємо n ∈ N, 0 < u1 < · · · < un та

γ1, . . . , γn ≥ 0. Зафiксуємо також ε ∈ (0, u1). Застосовуючи прийом Крамера-

Уолда, бачимо, що достатньо показати

n∑
i=1

γi
Z(L←(uit))

th(L←(t))

d→
n∑
i=1

γiu
α
im
←(ui), t→∞. (2.131)
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Перепишемо лiву частину (2.131) так
n∑
i=1

γi
Z(L←(uit))

th(L←(t))

=

∫
[0,∞)

(
n∑
i=1

γi
h(L←(uit)− L←(zt))

h(L←(t))
1{0≤z≤ui−ε}

)
d
ν(L←(zt))

t

+

∫
[0,∞)

(
n∑
i=1

γi
h(L←(uit)− L←(zt))

h(L←(t))
1{ui−ε<z≤ui}

)
d
ν(L←(zt))

t

= Z1,ε(t) + Z2,ε(t).

Згiдно з формулою (A.2) в лемi 161,

Z1,ε(t) =

∫
[0,∞)

(
n∑
i=1

γi(u
α
i + o(1))1{0≤z≤ui−ε}

)
d
ν(L←(zt))

t
,

де член o(1) не залежить вiд z ∈ [0, ui − ε] та прямує до нуля при t → ∞.

Отже,

Z1,ε(t) =
n∑
i=1

γi(u
α
i + o(1))

ν(L←((ui − ε)t))
t

.

З теореми 36 отримуємо

Z1,ε(t)
d→

n∑
i=1

γiu
α
im
←(ui − ε) =: Z1,ε, t→∞.

Очевидно, що m←(ui − ε) ↑ m←(ui−) м.н. при ε ↓ 0 для всiх i = 1, . . . , n.

Отже, м.н.

Z1,ε →
n∑
i=1

γiu
α
im
←(ui−) =

n∑
i=1

γiu
α
im
←(ui), ε ↓ 0,

де друга рiвнiсть випливає з неперервностi (m←(u))u≥0 м.н. для кожного u ≥
0, див. твердження 4.7 в [227]10. Застосовуючи теорему 4.2 в [39], бачимо, що

лишається перевiрити

lim
ε↓0

lim
t→∞

P{Z2,ε(t) > δ} = 0 (2.132)

для кожного δ > 0. Помiтимо, що (2.132) випливає з формули

lim
ε↓0

lim
t→∞

P{ν(L←(ut))− ν(L←((u− ε)t)) > 0} = 0

10Оскiльки (m←(u))u≥0 не спадає, зi стохастичної неперервностi в фiксованiй точцi u ≥ 0 випливає неперерв-

нiсть в цiй точцi м.н.
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для кожного u > 0. Маємо

P{ν(L←(ut))− ν(L←((u− ε)t)) > 0}

= P{ν(L←(ut))− ν(L←((u− ε)t)) ≥ 1} = P{Sν(L←((u−ε)t)) ≤ L←(ut)}

= P{L(Sν(L←((u−ε)t)))/t ≤ u} → P{m(m←(u− ε)) ≤ u}, t→∞,

згiдно з формулою (2.129). Остаточно,

P{m(m←(u− ε)) ≤ u} (2.130)
= P{m(m←(1)) ≤ u/(u− ε)} =

ε

u
,

оскiльки m(m←(1)) має розподiл Парето, див. твердження 48. Права части-

на останньої центрованої формули прямує до нуля при ε ↓ 0, що завершує

доведення теореми 39.

2.3.9 Доведення теорем 40 та 41. Для доведення теорем 40 нам потрiбнi

два допомiжних результати: леми 49 та 50. Замiнюючи знаменник в (2.69)

на функцiю, що зростає швидше, дає збiжнiсть до нуля скiнченновимiрних

розподiлiв. Проте, цей результат має мiсце без припущень теореми 29 про

правильну змiни.

Лема 49. Припустимо, що

• µ = Eξ <∞;

• або

lim
t→∞

∫ t

0

v(y)dy =∞ та lim
t→∞

v(t)∫ t
0 v(y)dy

= 0

та iснує монотонна функцiя u така, що v(t) ∼ u(t) при t → ∞, або v

безпосередньо iнтегровна за Рiманом на [0,∞).

Тодi (
Y (ut)−

∑
k≥0 h(ut− Sk)1{Sk≤ut}

s(t)

)
u>0

f.d.⇒ 0, t→∞ (2.133)

для довiльної додатної функцiї s, яка правильно змiнюється на нескiнченностi

та задовольняє

lim
t→∞

s2(t)/

∫ t

0

v(y)dy =∞.
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Доведення. Згiдно з нерiвнiстю Чебишева та прийомом Крамера-Уолда доста-

тньо довести, що

s−2(t)E
[(
Y (t)−

∑
k≥0

h(t− Sk)1{Sk≤t}
)2]
→ 0, t→∞.

Останнє математичне сподiвання дорiвнює
∫

[0,t] v(t − y)dU(y). Якщо v є без-

посередньо iнтегровною за Рiманом, то цей iнтеграл скiнченний, див. лему

163. Якщо v неiнтегровна та u є монотонною функцiєю такою, що v(t) ∼ u(t),

лема 167(а) з r1 = 0 та r2 = 1 дає∫
[0,t]

v(t− y) dU(y) ∼
∫

[0,t]

u(t− y) dU(y), t→∞.

Модифiкуючи (за потреби) u в правому околi нуля, можемо вважати, що u

монотонна та локально iнтегровна. З еквiвалентностi u(t) ∼ v(t) випливає

limt→∞(u(t)/
∫ t

0 u(y)dy) = 0 i лема 165 (з φ = u, r1 = 0 та r2 = 1) дає∫
[0,t]

u(t− y) dU(y) ∼ 1

µ

∫ t

0

u(y) dy, t→∞.

Звiдки ∫ t

0

u(y) dy ∼
∫ t

0

v(y) dy = o(s2(t)), t→∞,

де остання рiвнiсть випливає з припущень про s. Доведення леми 49 заверше-

но.

Лема 50. Припустимо, що h є монотонною та невiд’ємною, а розподiл ξ

належить областi притягання α-стiйкого розподiлу з α ∈ (1, 2] (тобто вико-

нується спiввiдношення (2.76)). Тодi(∑
k≥0 h(ut− Sk)1{Sk≤ut} − 1

µ

∫ ut
0 h(y) dy

r(t)

)
u>0

f.d.⇒ 0, t→∞

для довiльної додатної функцiї r, що правильно змiнюється на нескiнченностi

з додатним iндексом та

lim
t→∞

r(t)

c(t)h(t)
=∞,

де функцiя c така, як в (2.76).
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Доведення. Застосовуючи прийом Крамера-Уолда та враховуючи правильну

змiну r, достатньо довести∫
[0,t] h(t− y) d(ν(y)− y

µ)

r(t)
=

∑
k≥0 h(t− Sk)1{Sk≤t} − 1

µ

∫ t
0 h(y) dy

r(t)

P→ 0

(2.134)

при t → ∞. Мiркуючи так само як в доведеннi теореми 32, див. формули

(2.112) та (2.113), при доведеннi (2.134) можемо замiнити h на довiльну h∗ ∈
D[0,∞), що збiгається з h на [t0,∞) для t0 > 0. Обираючи t0 досить великим,

можна вважати, що h∗ монотонна та невiд’ємна на [0,∞). Якщо h∗ не спадає,

ми покладемо h∗(t) = 0 при t ∈ [0, t0), зокрема h∗(0) = 0.

Випадок неспадної h∗. Iнтегрування частинами демонструє, що достатньо пе-

ревiрити

1

r(t)

∫
[0,1]

(
ν(t)−ν(t(1−y)−)−µ−1ty

)
d(−h∗(t(1−y)))

P→ 0, t→∞. (2.135)

З монотонностi випливає h∗(t(1 − y))/h∗(t) ≤ 1 для всiх y ∈ [0, 1], тому

limt→∞
h∗(t(1−y))
r(t)/c(t) = 0. Для досить великих t, визначимо скiнченнi мiри ρt на

[0, 1] рiвнiстю

ρt([0, a]) =
r(t)/c(t)− h∗(t(1− a))

r(t)/c(t)
, a ∈ [0, 1].

Тодi ρt збiгаються слабко до δ0 при t → ∞. Застосовуючи неперервне вiд-

ображення I : D[0,∞) → D[0, 1], де I(f(·)) = f(1) − f((1 − ·)−), до (2.76),

бачимо
ν(t)− ν(t(1− y)−)− µ−1ty

µ−1−1/αc(t)
⇒ Sα(1)− Sα((1− y)−)

у просторi D[0, 1] з J1- або M1-топологiєю. Застосовуючи лему 171(б), отри-

муємо (2.135), так як (Sα(1)−Sα((1− y)−))y∈[0,1] є м.н. неперервним в нулi та

Sα(1)− Sα(1−) = 0 м.н.

Випадок незростаючої h∗. Iнтегрування частинами демонструє, що достатньо

перевiрити

ν(t)− µ−1t

r(t)
h∗(t)

P→ 0 та
1

r(t)

∫
[0,t]

(
ν(t)− ν((t− y)−)− y

µ

)
d(−h∗(y))

P→ 0

(2.136)
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при t→∞. Перше з цих спiввiдношень випливає з формули (2.76) та припу-

щення limt→∞ r(t)/(c(t)h(t)) = ∞. Мiркуючи так, як в доведеннi теореми 32,

див. формулу (2.117), бачимо, що друге спiввiдношення в (2.136) випливає з

lim
t→∞

∫
[t0,t]

y1/α−δd(−h∗(y))

t1/α−δr(t)/c(t)
= 0

для деяких δ ∈ (0, 1/α) та t0 = t0(δ) > 0, що фiгурують в границi Потте-

ра (A.1) леми 159. Перевiрка цього спiввiдношення є простою вправою i не

наводиться, його можна знайти на с. 1254 в [138]. Доведення леми 50 завер-

шено.

Доведення теореми 40. Випадок p = 0. Згiдно з теоремою 29 виконується

спiввiдношення (2.69), тобтоY (ut)−
∑

k≥0 h(ut− Sk)1{Sk≤ut}√∫ t
0 v(y)dy


u>0

f.d.⇒

(√
1 + β

µ
Vβ(u)

)
u>0

(2.137)

при t→∞, оскiльки v правильно змiнюється з iндексом β ∈ (−1,∞).

Внаслiдок правильної змiни
( ∫ t

0 v(y)dy
)1/2

з додатним iндексом 1+β
2 та

lim
t→∞

√∫ t
0 v(y)dy

c(t)|h(t)|
= +∞,

застосування11 леми 50 (з r(t) = (
∫ t

0 v(y)dy)1/2) дає∑k≥0 h(ut− Sk)1{Sk≤ut} − µ−1
∫ ut

0 h(y)dy√∫ t
0 v(y)dy


u>0

f.d.⇒ 0, t→∞.

Додаючи це спiввiдношення до (2.137), завершуємо доведення, оскiльки∫ t

0

v(y)dy ∼
∫ t

0

v(y)dy + c2(t)h2(t), t→∞.

Випадок p > 0. З теореми 32 випливає, що при t→∞(∑
k≥0 h(ut− Sk)1{Sk≤ut} − µ−1

∫ ut
0 h(y)dy

c(t)h(t)

)
u>0

f.d.⇒ (µ−(α+1)/αIα,ρ(u))u>0.

(2.138)
11У лемi 50 вимагається, щоб h була невiд’ємною з деякого мiсця. Якщо h недодатна з деякого мiсця то,

замiнивши її на −h, бачимо, що лема 50 залишається вiрною.
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Пiд-випадок p = 1. Оскiльки c правильно змiнюється з iндексом 1/α, див. лему

160, c · h правильно змiнюється з додатним iндексом. Якщо v є безпосередньо

iнтегровною за Рiманом, то лема 49 (з s(t) = c(t)h(t)) дає(
Y (ut)−

∑
k≥0 h(ut− Sk)1{Sk≤ut}
c(t)h(t)

)
u>0

f.d.⇒ 0, t→∞. (2.139)

Якщо limt→∞
∫ t

0 v(y)dy = ∞, то зi збiжностi limt→∞(c2(t)h2(t)/
∫ t

0 v(y)dy) =

∞ випливає limt→∞(v(t)/
∫ t

0 v(y)dy) = 0. Щоб це побачити, можна припусти-

ти, що v монотонна. Якщо вона не зростає, то твердження очевидне. При-

пустимо, що v не спадає. Внаслiдок правильної змiни c2(t)h2(t) та нерiв-

ностi
∫ t

0 v(y)dy ≥ v(t/2)t/2, робимо висновок, що iснує a > 0 таке, що

limt→∞ t
a/v(t) = ∞. Нехай a∗ є iнфiмумом таких a. Тодi знайдеться ε > 0

таке, що ta∗+ε/v(t)→∞ та ta∗+ε−1/v(t)→ 0. Отже, при t→∞

v(t)∫ t
0 v(y)dy

≤ v(t)∫ t
t/2 v(y)dy

≤ 2v(t)

tv(t/2)
= 2a∗+ε

v(t)

ta∗+ε
(t/2)a∗+ε−1

v(t/2)
→ 0,

оскiльки обидва множники прямують до нуля згiдно з вибором a∗.

Застосовуючи лему 49 ще раз, бачимо, що (2.139) виконується. Додаючи

(2.138) та (2.139) отримуємо потрiбне внаслiдок спiввiдношення

c2(t)h2(t) ∼
∫ t

0

v(y)dy + c2(t)h2(t), t→∞.

Пiд-випадок p ∈ (0, 1). Ми наведемо доведення у випадку σ2 < ∞, iншi ви-

падки можна довести аналогiчно. Граничне спiввiдношення, яке потрiбно до-

вести, виглядає так(
Y (ut)− µ−1

∫ ut
0 h(y)dy

σ
√
th(t)

)
u>0

f.d.⇒ (c1Vβ(u) + c2I2,ρ(u))u>0 , t→∞, (2.140)

при t→∞, де c1 :=
√

(1−p)(1+β)
pµ та c2 := µ−(α+1)/α. Запишемо

Y (ut)− µ−1
∫ ut

0 h(y)dy

σ
√
th(t)

=
Y (ut)−

∑
k≥0 h(ut− Sk)1{Sk≤ut}
σ
√
th(t)

+

∑
k≥0 h(ut− Sk)1{Sk≤ut} − µ−1

∫ ut
0 h(y)dy

σ
√
th(t)

=: At(u) +Bt(u).
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Згiдно теореми 29, виконується (2.137), що еквiвалентно

(At(u))u>0
f.d.⇒ (c1Vβ(u))u>0, t→∞.

З формули (2.138) ми знаємо, що

(Bt(u))u>0
f.d.⇒ (c2I2,ρ(u))u>0 , t→∞. (2.141)

Для доведення (2.140) скористаємось прийомом Крамера-Уолда та теоремою

неперервностi Левi. Достатньо показати, що для кожного m ∈ N, дiйсних

α1, . . . , αm, β1, . . . , βm, та 0 < u1 < · · · , um <∞ i w, z ∈ R,

lim
t→∞

E
[

exp

(
iw

m∑
j=1

αjAt(uj) + iz
m∑
r=1

βrBt(ur)

)]

= E
[

exp

(
iwc1

m∑
j=1

αjVβ(uj)

)]
E
[

exp

(
izc2

m∑
r=1

βrI2,ρ(ur)

)]

= exp
(
−D(u1, . . . , um)c2

1w
2/2
)
E
[

exp

(
izc2

m∑
r=1

βrI2,ρ(ur)

)]
(2.142)

деD(u1, . . . , um) було визначено в (2.84). Нагадаємо, що F позначає σ-алгебру,

породжену (Sk)k≥0. Iдея наступного доведення полягає в тому, що в той час

як Bt є F-вимiрним, скiнченновимiрнi розподiли At слабко збiгаються при

фiксованiй F . Бiльш точно, запишемо

EF
[

exp

(
iw

m∑
j=1

αjAt(uj) + iz
m∑
r=1

βrBt(ur)

)]

= exp

(
iz

m∑
r=1

βrBt(ur)

)
EF
[

exp

(
iw

m∑
j=1

αjAt(uj)

)]
.

Враховуючи (2.141),

exp

(
iz

m∑
r=1

βrBt(ur)

)
d→ exp

(
izc2

m∑
r=1

βrI2,ρ(ur)

)
, t→∞.

Оскiльки X та ξ припускаються незалежними, то спiввiдношення (2.85) та

(2.86) виглядають так∑
k≥0

EF [Z2
k+1,t]

P→ D(u1, . . . , um), t→∞,
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та ∑
k≥0

EF
[
Z2
k+1,t1{|Zk+1,t|>y}

] P→ 0, t→∞,

для всiх y > 0 вiдповiдно. З цих спiввiдношень та збiжностi

y(t) :=

√
µ−1tv(t)

σ
√
th(t)

→ c1, t→∞,

робимо висновок, що

EF
[

exp

(
iw

m∑
j=1

αjAt(uj)

)]
= EF

[
exp

(
iwy(t)

∑
k≥0

Zk+1,t

)]
d→ exp(−D(u1, . . . , um)c2

1w
2/2), t→∞,

згiдно з формулою (2.96) леми 44. Оскiльки права частина цього спiввiдноше-

ння невипадкова, то можна застосувати лему Слуцького i отримати

exp

(
iz

m∑
r=1

βrBt(ur)

)
EF
[

exp

(
iw

m∑
j=1

αjAt(uj)

)]
d→ exp

(
izc2

m∑
r=1

βrI2,ρ(ur)

)
exp(−D(u1, . . . , um)c2

1w
2/2), t→∞.

З теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть отримуємо (2.142). Теорема (40)

доведена.

Доведення теореми 41. Випадок q = 0. Згiдно з теоремою 30(√
P{ξ > t}
v(t)

(
Y (ut)−

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{Sk≤ut}
))

u>0

f.d.⇒ (Zα,β(u))u>0 (2.143)

при t→∞. Залишається перевiрити, що(√
P{ξ > t}
v(t)

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{Sk≤ut}

)
u>0

f.d.⇒ 0, t→∞,

що еквiвалентно, враховуючи прийом Крамера-Уолда та правильну змiну нор-

мування,√
P{ξ > t}
v(t)

E
[∑
k≥0

|h(t− Sk)|1{Sk≤t}
]
→ 0, t→∞. (2.144)
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Це випливає з леми 170(б) (з φ1(t) = |h(t)|, φ(t) =
√
v(t)P{ξ > t}, γ =

(β − α)/2 та q(t) =
√
u(t), де u(t) визначена в теоремi 30). Умова φ1 = o(φ)

виконується з огляду на припущення q = 0. Доведення в цьому випадку за-

вершено, оскiльки

P{ξ > t}√
v(t)P{ξ > t}+ h2(t)

∼

√
P{ξ > t}
v(t)

, t→∞.

Випадок q = 1. З теореми 34 бачимо, що(
P{ξ > t}
h(t)

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{Sk≤ut}

)
u>0

f.d.⇒ (Jα,ρ(u))u>0, t→∞.

Залишається перевiрити(
P{ξ > t}
h(t)

(
Y (ut)−

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{Sk≤ut}
))

u>0

f.d.⇒ 0, t→∞.

З врахуванням нерiвностi Маркова та прийому Крамера-Уолда достатньо до-

вести (
P{ξ > t}
h(t)

)2

E
[(
Y (ut)−

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{Sk≤ut}
)2]

=

(
P{ξ > t}
h(t)

)2 ∫
[0,t]

v(t− y) dU(y) → 0, t→∞.

Це випливає з леми 170(б) з φ1(t) = v(t), φ(t) = h2(t)/P{ξ > t}, γ = 2ρ + α

та q(t) = w2(t). Умова φ1 = o(φ) виконується з огляду на припущення q = 1.

Доведення в цьому випадку завершено, оскiльки

P{ξ > t}√
v(t)P{ξ > t}+ h2(t)

∼ P{ξ > t}
h(t)

, t→∞.

Випадок q ∈ (0, 1). Покладемо

Āt(u) :=

√
P{ξ > t}
v(t)

∑
k≥0

(
Xk+1(ut− Sk)− h(ut− Sk)

)
1{Sk≤ut},

B̄t(u) :=

√
P{ξ > t}
v(t)

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{Sk≤ut}
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та

Aα,β(u) := q1/2(1− q)−1/2Jα,(β−α)/2.

Ми покажемо, що

m∑
j=1

γj(Āt(uj) + B̄t(uj))
d→

m∑
j=1

γj(Zα,β(uj) + Aα,β(uj)), t→∞

для всiх m ∈ N, всiх γ1, . . . , γm ∈ R та довiльних 0 < u1 < · · · < um <∞.

Покладемо для k ∈ N0 та t > 0

Z̄k+1,t :=

√
P{ξ > t}
v(t)

m∑
j=1

γj(Xk+1(ujt− Sk)− h(ujt− Sk))1{Sk≤ujt}.

Тодi
∑m

j=1 γjĀt(uj) =
∑

k≥0 Z̄k+1,t та

∑
k≥0

EF [Z̄2
k+1,t] =

P{ξ > t}
v(t)

∫
[0,um]

( m∑
j=1

γ2
j v(t(uj − y))1[0,uj ](y)

+ 2
∑

1≤r<l≤m

γrγlf(t(ur − y), t(ul − y))1[0,ur](y)

)
dν(ty).

Можемо написати

EF
[
exp

(
iz

m∑
j=1

γj
(
Āt(uj) + B̄t(uj)

))]

= exp

(
iz

m∑
j=1

γjB̄t(uj)

)
EF
[
exp

(
iz
∑
k≥0

Z̄k+1,t

)]

= exp

(
iz

m∑
j=1

γjB̄t(uj)

)(
EF
[
exp

(
iz
∑
k≥0

Z̄k+1,t

)]
− exp

(
−
∑
k≥0

EF [Z̄2
k+1,t]z

2/2

))

+ exp

(
iz

m∑
j=1

γjB̄t(uj)−
∑
k≥0

EF [Z̄2
k+1,t]z

2/2

)
(2.145)

для z ∈ R.
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Згiдно з формулою (2.100) в лемi 45 (з b = q−1(1− q))

λ1

m∑
j=1

γjB̄t(uj) + λ2

∑
k≥0

EF [Z̄2
k+1,t]

= λ1

√
P{ξ > t}
v(t)

∫
[0,um]

m∑
j=1

γjh(t(uj − y))1[0,uj ](y)dν(ty)

+ λ2
P{ξ > t}
v(t)

∫
[0,um]

( m∑
j=1

γ2
j v(t(uj − y))1[0,uj ](y)

+ 2
∑

1≤r<l≤m

γrγlf(t(ur − y), t(ul − y))1[0,ur](y)

)
dν(ty)

d→ λ1

m∑
j=1

γjAα,β(uj) + λ2Dα,β(u1, . . . , um), t→∞ (2.146)

для довiльних дiйсних λ1 та λ2, де Dα,β(u1, . . . , um) було визначено в (2.104).

Отже,

exp

(
iz

m∑
j=1

γjB̄t(uj)−
∑
k≥0

EF [Z̄2
k+1,t|z2/2

)
d→ exp

(
iz

m∑
j=1

γjAα,β(uj)−Dα,β(u1, . . . , um)z2/2

)
, t→∞

для кожного z ∈ R, а тому

lim
t→∞

E
[
exp

(
iz

m∑
j=1

γjB̄t(uj)−
∑
k≥0

EF [Z̄2
k+1,t]z

2/2

)]

= E
[
exp

(
iz

m∑
j=1

γjAα,β(uj)−Dα,β(u1, . . . , um)z2/2

)]

= E
[
exp

(
iz

m∑
j=1

γj(Aα,β(uj) + Zα,β(uj))

)]
згiдно з теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть. Друга рiвнiсть в останнiй

формулi випливає з того, що
∑m

j=1 γjZα,β(uj) має центрований нормальний

розподiл з дисперсiєю Dα,β(u1, . . . , um).

Згiдно з формулою (2.98) в лемi 44

EF
[
exp

(
iz
∑
k≥0

Z̄k+1,t

)]
− exp

(
−
∑
k≥0

EF [Z̄2
k+1,t]z

2/2

)
d→ 0, t→∞.
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Таким чином, перший доданок в правiй частинi (2.145) збiгатиметься до нуля,

якщо ми перевiримо∑
k≥0

EF [Z̄2
k+1,t]

d→ Dα,β(u1, . . . , um), t→∞ (2.147)

та ∑
k≥0

EF [Z̄2
k+1,t1{|Z̄k+1,t|>y}]

P→ 0, t→∞ (2.148)

для всiх y > 0. Збiжнiсть (2.147) випливає з (2.146) при λ1 = 0 та λ2 = 1.

З огляду на нерiвнiсть (2.87) формула (2.148) є наслiдком вже перевiреної

формули (2.108). Це завершує доведення у випадку q ∈ (0, 1), оскiльки з

limt→∞
P{ξ>t}v(t)

P{ξ>t}v(t)+h2(t) = 1− q випливає

√
1− q

√
P{ξ > t}
v(t)

∼ P{ξ > t}√
P{ξ > t}v(t) + h2(t)

, t→∞.

Теорема 41 доведена.

Доведення наслiдку 42. Перевiримо, що f(u,w) = E[X(u)X(w)] −
E[X(u)]E[X(w)] рiвномiрно правильно змiнюється в смугах в R2

+ з iнде-

ксом β та граничною функцiєю C.

Припущення q < 1 гарантує, що

lim
t→∞

v(t)/h2(t) =∞,

тому E[X2(t)] ∼ v(t), зокрема, v(t) правильно змiнюється з показником β,

який повинен бути невiд’ємним. Далi, limt→∞ E[X(ut)]E[X(wt)]/v(t) = 0 вна-

слiдок
E[X(ut)]E[X(wt)]

v(t)
≤ (E[X(wt)])2

v(wt)

v(wt)

v(t)

для 0 < u < w за монотоннiстю. Бiльш важливо, що

lim
t→∞

E[X(ut)X(wt)]/v(t) = C(u,w),

а функцiя C є неперервною в R2
+, див. лему 2 в [61], оскiльки для кожного

t > 0, функцiя (u,w) 7→ E[X(ut)X(wt)] не спадає по кожнiй змiннiй. Внаслi-

док того, що збiжнiсть монотонних функцiй до неперервної функцiї є локально
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рiвномiрною, обидва граничних спiввiдношення виконуються локально рiвно-

мiрно в R2
+. Отже,

lim
t→∞

f(ut, wt)

v(t)
= C(u,w)

рiвномiрно в смугах в R2
+.

Нагадаємо, що β ≥ 0 та помiтимо, що правильна змiна h з iндексом ρ

гарантує, що ρ ≥ 0. Перевiримо, що по неперервностi можна покласти Zα,β(0)

рiвним 0. Для цього запишемо

E[Z2
α,β(u)] = E

[ ∫
[0,u]

(u− y)β dW←
α (y)

]
=

Γ(β + 1)

Γ(1− α)Γ(α + β + 1)
uβ+α → 0,

при u ↓ 0. Звiдки випливає, що limu↓0 Zα,β(u) = 0 за ймовiрнiстю. Внаслiдок

цього можемо стверджувати, що збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв в

теоремi 41 можна поширити з u > 0 на u ≥ 0.

Залишається помiтити, що зi збiжностi скiнченновимiрних розподiлiв

випливає збiжнiсть в M1-топологiї на D[0,∞) внаслiдок монотонностi

(Y (ut))u≥0 для кожного t > 0, див. наслiдок 12.5.1 в [268]. Якщо граничний

процес має неперервнi траєкторiї, то збiжнiсть в J1-топологiї випливає з за-

уваження 2.1 в [271].

2.4 Збiжнiсть з нормуванням, що повiльно змiнюється

2.4.1 Основний результат та обговорення. Припустимо, що σ2 < ∞ та

умова (2.72) виконується з ρ > −1/2. Тодi нормування в теоремi 32 правильно

змiнюється з iндексом ρ + 1/2 > 0. У основнiй теоремi цього пiдроздiлу роз-

глянуто випадок, коли ρ = −1/2, але h2 не є iнтегровною. У цьому випадку

граничний результат схожий на результат теореми 32 i зовсiм вiдрiзняється вiд

твердження у випадку iнтегровної h2 (випадок (A1) теореми 14). Принципо-

вим моментом у ньому є наявнiсть сублiнiйного масштабування часу, вiдмiн-

ного вiд t+ u або ut, якi фiгурували в попереднiх результатах. Як можна було

б очiкувати, у точцi такого «фазового переходу» виникають додатковi технiчнi
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складнощi, тому доведення наступної теореми принципово вiдрiзняється вiд

доведень у iнших режимах та базується на технiцi сильної апроксимацiї.

Нагадаємо, що S2 := (S2(u))u∈[0,1] позначає стандартний броунiвський рух.

Нехай Q := (Q(u))u∈[0,1] є центрованим гауссiвським процесом з незалежними

значеннями та дисперсiєю E[Q(u)]2 = u, що не залежить вiд S2. Покладемо

Ŝ2(u) = S2(1− u) +Q(u), u ∈ [0, 1].

Теорема 51. Припустимо, що Eξr <∞ для деякого r > 2, а функцiя h : R+ →
R є неперервною справа, локально обмеженою функцiєю, що не зростає для

великих значень аргументу. Якщо умова (2.72) виконується з ρ = −1/2 та∫∞
0 h2(y)dy =∞, то(

Z(t+ g(t, u))− µ−1
∫ t+g(t,u)

0 h(y)dy√
σ2µ−3

∫ t
0 h

2(y)dy

)
u∈[0,1]

f.d.⇒ (Ŝ2(u))u∈[0,1], t→∞,

де σ2 = Dξ, µ = Eξ, а g : R+ × [0, 1] → R+ – довiльна неспадна по другому

аргументу функцiя, що задовольняє

lim
t→∞

∫ g(t,u)

0 h2(y)dy∫ t
0 h

2(y)dy
= u (2.149)

для кожного u ∈ [0, 1].

Зауваження 52. Помiтимо, що функцiя m(t) :=
∫ t

0 h
2(y)dy неперервна, не-

спадна, повiльно змiнюється на нескiнченностi та необмежена при t → ∞,

див. лему 159(г). Безпосередньою перевiркою можна переконатись, що фун-

кцiя g(t, u) = m←(um(t)) задовольняє умову (2.149).

Процес Ŝ2 з’являвся в рiзних роботах, зокрема в нещодавнiх [44, 47]. Наяв-

нiсть Q робить траєкторiї Ŝ2 сильно нерегулярними, див. рисунок 2.2. Зокре-

ма, цей процес не має версiй в просторi D[0, 1]. Коварiацiйна структура Ŝ2 схо-

жа на коварiацiйну структуру броунiвського руху S2: для довiльних u, v ∈ [0, 1]

Cov(Ŝ2(u), Ŝ2(v)) =

(1− u) ∧ (1− v), якщо u 6= v,

1, якщо u = v.

Серед iншого з цього випливає, що жоден з процесiв Ŝ2(·) та Ŝ2(1 − ·) не є

самоподiбним.
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Рис. 2.2: Граничний процес Ŝ2 (сiрий графiк) та стандартний броунiвський рух в оберненому

часi S2(1− u) (чорний графiк)

Зауваження 53. Розглянемо, як читаються результати теореми 51 для рiзних

типiв функцiї повiльної змiни ̂̀в представленнi h(t) = t−1/2̂̀(t) – «повiльних

функцiї повiльної змiни», «швидких функцiй повiльної змiни» та «помiрних

функцiй повiльної змiни». До кiнця цього зауваження L є довiльною функцi-

єю, що повiльно змiнюється на∞.

«ПОМIРНI» ̂̀. Якщо ̂̀(t) = (ln t)(ρ1−1)/2L(ln t) для деякого ρ1 > 0, то

m(t) =

∫ t

0

h2(y)dy ∼
∫ ln t

0

h2(ey)eydy ∼ ρ−1
1 (ln t)ρ1L2(ln t), t→∞

згiдно з лемою 159(в), оскiльки h2(ey)ey ∼ yρ1−1L2(y). Отже, можна покласти

g(t, u) = tu
1/ρ1 .

«ПОВIЛЬНI» ̂̀. Якщо ̂̀(t) = (ln t)−1/2(ln ln t)(ρ1−1)/2L(ln ln t) для деякого ρ1 >

0, то

m(t) ∼ ρ−1
1 (ln ln t)ρ1L2(ln ln t)

i можна покласти g(t, u) = exp((ln t)u
1/ρ1).

«ШВИДКI» ̂̀. Якщо ̂̀(t) = exp((ρ1/2)(ln t)γ)(ln t)(γ−1)/2L(exp((ln t)γ)) для де-

яких ρ1 > 0 та γ ∈ (0, 1), то

m(t) ∼ (γρ1)
−1 exp(ρ1(ln t)

γ)L2(exp((ln t)γ))

i можна покласти g(t, u) = tu(γρ1)−1(ln t)1−γ .
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2.4.2 Доведення теореми 51. Ми розпочнемо з допомiжної леми.

Лема 54. Нехай h не зростає на R+ та задовольняє умови теореми 51. Тодi

для довiльних 0 ≤ b < a ≤ 1,

lim
t→∞

∫ t+t(b)
0 h(y)h(y + t(a) − t(b))dy∫ t

0 h
2(y)dy

= 1− a,

де t(u) := g(t, u), u ∈ [0, 1], див. (2.149) для визначення g.

Доведення. Ми спочатку розглянемо головний член iнтеграла i перевiримо, що

lim
t→∞

∫ t
t(a) h(y)h(y + t(a) − t(b))dy

m(t)
= 1− a, (2.150)

де, нагадаємо, m(t) =
∫ t

0 h
2(y)dy. Ми часто використовуватимемо простий

факт, що limt→∞ t
(a)/t(b) =∞, який випливає з повiльної змiни та монотонно-

стi m. З монотонностi h отримуємо

m(t+ t(a)− t(b))−m(2t(a)− t(b)) ≤
∫ t

t(a)
h(y)h(y+ t(a)− t(b))dy ≤ m(t)−m(t(a)),

що дає (2.150) з огляду на (2.149) та повiльну змiну m. Залишається показати,

що

lim
t→∞

∫ t(a)
0 h(y)h(y + t(a) − t(b))dy

m(t)
= 0 = lim

t→∞

∫ t+t(b)
t h(y)h(y + t(a) − t(b))dy

m(t)
.

(2.151)

Для перевiрки першої рiвностi в (2.151) скористаємось монотоннiстю h i за-

пишемо∫ t(a)

0

h(y)h(y + t(a) − t(b))dy ≤ h(t(a) − t(b))
∫ t(a)

0

h(y)dy = O(̂̀2(t(a)))

згiдно з лемою 159(в), оскiльки h правильно змiнюється з iндексом −1/2. З

iншого боку, згiдно з частиною (г) леми 159,

lim
t→∞

̂̀2(t(a))

m(t)
= lim

t→∞

̂̀(t(a))∫ t(a)
0 y−1̂̀2(y)dy

m(t(a))

m(t)
= 0,

що доводить перше спiввiдношення в (2.151). Для другого спiввiдношення

маємо оцiнку∫ t+t(b)

t

h(y)h(y + t(a) − t(b))dy ≤ h2(t)t(b) ∼ ̂̀2(t)t−1t(b) = o(̂̀2(t)) = o(m(t)),
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де останнiй перехiд випливає з леми 159(г). Доведення леми 54 завершено.

Доведення теореми 51. Ми доведемо теорему у припущеннi, що функцiя h

є всюди незростаючою, нескiнченно диференцiйовної та такою, що t 7→
e−t(−h′(t)) не зростає. Те, що такi припущення не зменшують загальностi,

доведено на сс. 71-72 роботи [132].

Доведення розiб’ємо на три кроки.

КРОК 1. (Зведення до стацiонарного процесу вiдновлення). Спочатку ми до-

ведемо, що∑
k≥0 h(t− Sk)1{Sk≤t} −

∑
k≥0 h(t− S∗k)1{S∗k≤t}

a(t)

P→ 0, t→∞, (2.152)

для довiльної функцiї a(t) такої, що limt→∞ a(t) = +∞. Роблячи це, ми iнтен-

сивно використовуватимемо формулу

S∗k = S∗0 + Sk, k ≥ 0.

Розпочнемо з рiвностi

h(t− Sk)1{Sk≤t} − h(t− S∗k)1{S∗k≤t}

= h(t− Sk)1{Sk≤t<S∗k} −
(
h(t− S∗k)− h(t− Sk)

)
1{S∗k≤t},

яка виконується м.н. Звiдси

h(t− Sk)1{Sk≤t} − h(t− S∗k)1{S∗k≤t} ≤ h(t− Sk)1{Sk≤t<S∗k}
= h(t− Sk)1{Sk≤t, S∗0>t} + h(t− Sk)1{t−S∗0<Sk≤t, S∗0≤t} м.н.

Очевидно, що (∑
k≥0

h(t− Sk)1{Sk≤t}
)
1{S∗0>t}

P→ 0.

Використавши монотоннiсть h та субадитивнiсть за розподiлом ν, отримаємо∑
k≥0

h(t− Sk)1{t−S∗0<Sk≤t, S∗0≤t} ≤ h(0)
(
ν(t)− ν(t− S∗0)

)
1{S∗0≤t}

d
≤ h(0)ν(S∗0).

З iншого боку,

h(t− Sk)1{Sk≤t} − h(t− S∗k)1{S∗k≤t} ≥ −
(
h(t− S∗k)− h(t− Sk)

)
1{S∗k≤t}
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м.н. Застосуємо теорему про середнє значення для диференцiйовних функцiй

та той факт, що e−t(−h′(t)) не зростає. Маємо для деякого θ ∈ [t− S∗k, t− Sk],

(h(t− S∗k)− h(t− Sk))1{S∗k≤t} = e−θ(−h′(θ))eθS∗01{S∗k≤t}
≤ e−(t−S∗k)(−h′(t− S∗k))et−Sk1{S∗k≤t}S

∗
0 = −h′(t− S∗k))1{S∗k≤t}S

∗
0e
S∗0

м.н. Функцiя t→ (−h′(t)) є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на [0,∞),

оскiльки вона додатна, iнтегровна, а функцiя t→ e−t(−h′(t)) не зростає. Отже,

E
[∑

k≥0(−h′(t− S∗k))1{S∗k≤t}
]

= O(1) згiдно з лемою 163. Поєднуючи наведенi

факти, бачимо, що має мiсце збiжнiсть (2.152). Таким чином, для доведення

теореми потрiбно перевiрити, що при t→∞
∑
k≥0

h(t+ t(u) − S∗k)1{S∗k≤t+t(u)} − µ
−1
∫ t+t(u)

0 h(y)dy√
σ2µ−3

∫ t
0 h

2(y)dy


u∈[0,1]

f.d.⇒ (Ŝ2(u))u∈[0,1].

(2.153)

Для доведення (2.153) скористаємось прийомом Крамера-Уолда i покажемо,

що при t→∞

n∑
i=1

αi

∑
k≥0 h(t+ t(ui) − S∗k)1{S∗k≤t+t(ui)} − µ

−1
∫ t+t(ui)

0 h(y)dy√
σ2µ−3

∫ t
0 h

2(y)dy

d→
n∑
i=1

αiŜ2(ui)

(2.154)

для довiльного n ∈ N, довiльних α1, . . . , αn та всiх 0 ≤ u1 < · · · < un ≤
1. Зауважмо, що в.в. в правiй частинi (2.154) має центрований нормальний

розподiл з дисперсiєю
∑n

i=1 α
2
i + 2

∑
1≤k<m≤n αkαm(1− um).

Iнтегруючи частинами, бачимо, що чисельник лiвої частини (2.154) дорiв-

нює

n∑
i=1

αi

∫
[0, t+t(ui)]

h(t+ t(ui) − y)d(ν∗(y)− µ−1y)

=
n∑
i=1

αi

(
h(t+ t(ui))

(
ν∗(t+ t(ui))− µ−1(t+ t(ui))

)
+

∫
[0, t+t(ui)]

(ν∗(t+ t(ui))− ν∗((t+ t(ui) − y)−)− µ−1y)d(−h(y))

)
.
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Оскiльки h правильно змiнюється, то

lim
t→∞

th2(t)∫ t
0 h

2(y)dy
= 0 (2.155)

згiдно з лемою 159(г). Внаслiдок збiжностi за розподiлом (ν∗(t) −
µ−1t)/

√
σ2µ−3t до нормального закону12 маємо

n∑
i=1

αi

√
th(t+ t(ui))√∫ t

0 h
2(y)dy

ν∗(t+ t(ui))− µ−1(t+ t(ui))√
t

P→ 0, t→∞,

що демонструє еквiвалентнiсть (2.154) та

n∑
i=1

αi

∫
[0, t+t(ui)](ν

∗(t+ t(ui))− ν∗((t+ t(ui) − y)−)− µ−1y)d(−h(y))√
σ2µ−3

∫ t
0 h

2(y)dy

d→
n∑
i=1

αiŜ2(ui). (2.156)

Обертаючи час вiдносно точки t+t(un) з використанням твердження 17, робимо

висновок, що лiва частина (2.156) має той самий розподiл, що й∑n
i=1 αi

∫
[0, t+t(ui)](ν

∗(y + t(un) − t(ui))− ν∗(t(un) − t(ui))− µ−1y)d(−h(y))√
σ2µ−3

∫ t
0 h

2(y)dy
.

Поклавши rm := t(un) − t(un−m) при m = 0, . . . , n − 1, перепишемо (2.156) у

такому виглядi∑n
i=1 αi

∫
[0, t+t(ui)](ν

∗(y + rn−i)− ν∗(rn−i)− µ−1y)d(−h(y))√
σ2µ−3

∫ t
0 h

2(y)dy

d→
n∑
i=1

αiŜ2(ui)

(2.157)

при t→∞.

КРОК 2. (Зведення до незалежних в.в.). Метою цього кроку є замiна приро-

стiв (ν∗(y + rn−i) − ν∗(rn−i))rn−i≤y≤rn−i+1
(якi є залежними) на незалежнi в.в.

Iдея полягає у послiдовнiй замiнi перестрибiв випадкового блукання (Sk)k∈N0

точок r1, . . . , rn−1 незалежними копiями S∗0 зi збереженням всiх iнших крокiв

блукання незмiнними.
12Це випливає з рiвностi ν∗(t) = ν(t− S∗0 ), яка виконується для всiх t ≥ 0, та центральної граничної теореми

для ν(t).
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Нехай S0,0, . . . , S0,n−1 є незалежними копiями S∗0 , якi також не залежать вiд

(ξk)k∈N. Поклавши

S
∗(0)
k := S∗k, k ≥ 0, ν∗(0)(s) := inf{k ∈ N : S

∗(0)
k > s}, s ≥ 0

та

ν(0)(s) := inf{k ∈ N : S
∗(0)

ν∗(0)(r1)+k
− S∗(0)

ν∗(0)(r1)
> s}, s ≥ 0,

визначимо рекурсивно для m = 1, . . . , n− 1 процеси

S
∗(m)
k := rm + S

∗(m−1)

ν∗(m−1)(rm)+k
− S∗(m−1)

ν∗(m−1)(rm)
+ S0,m, k ≥ 0,

ν∗(m)(s) := inf{k ∈ N : S
∗(m)
k > s}, s ≥ rm

та

ν(m)(s) := inf{k ∈ N : S
∗(m−1)

ν∗(m−1)(rm)+k
− S∗(m−1)

ν∗(m−1)(rm)
> s}, s ≥ 0.

Зауважимо, що процес (ν∗(m)(s + rm))s≥0 є копiєю процесу (ν∗(s))s≥0, а про-

цеси (ν∗(m)(s))rm≤s≤rm+1
при m = 0, . . . , n− 2 та (ν∗(n−1)(s))s≥rn−1 незалежнi в

сукупностi.

Чисельник в (2.157) дорiвнює
∑n

j=1 θj +R(t), де

θ1 :=

∫
[0, t+t(u1)]

(ν∗(y + t(un) − t(u1))− ν∗(t(un) − t(u1))

− µ−1y)d

(
−

n∑
k=1

αkh(y + t(uk) − t(u1))

)
,

θj :=

∫
[0, t(uj)−t(uj−1)]

(ν∗(y + t(un) − t(uj))− ν∗(t(un) − t(uj))

− µ−1y)d

(
−

n∑
k=j

αkh(y + t(uk) − t(uj))
)

при j = 2, . . . , n, та R(t) є таким, що

R(t)√
σ2µ−3

∫ t
0 h

2(y)dy

P→ 0, t→∞.

Отже, з точнiстю до члена, що збiгається до нуля за ймовiрнiстю, чисельник в

(2.157) дорiвнює сумi
∑n

k=1 θk залежних випадкових величин. Тепер покаже-

мо, що замiсть цiєї суми ми можемо працювати з сумою
∑n

k=1 θ
′
k незалежних
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випадкових величин, де

θ′1 :=

∫
[0, t+t(u1)]

(ν∗(n−1)(y + t(un) − t(u1))− y

µ
)d

(
−

n∑
k=1

αkh(y + t(uk) − t(u1))

)
та для j = 2, . . . , n

θ′j :=

∫
[0, t(uj)−t(uj−1)]

(ν∗(n−j)(y+ t(un)− t(uj))− y

µ
)d

(
−

n∑
k=j

αkh(y+ t(uk)− t(uj))
)
.

Для доведення правомiрностi такої замiни, покажемо спочатку, що при m =

1, . . . , n− 1 та y ≥ 0,

E[|ν∗(y + rm)− ν∗(rm)− ν∗(m)(y + rm)|] ≤ amc <∞, (2.158)

де am := 2m − 1 та c = 2Eν(S∗0) + Eν(y0) для досить великого y0. З огляду на

припущення Eξ2 <∞ маємо ES∗0 <∞ i, отже, c <∞ та Eν(y) ≤ µ−1y+const

для всiх y ≥ 0.

Перевiримо, що для m = 1, . . . , n− 1,

Im := E|ν∗(m−1)(y + rm)− ν∗(m−1)(rm)− nν∗(m)(y + rm)| ≤ c. (2.159)

Дiйсно,

ν∗(m−1)(y + rm)− ν∗(m−1)(rm)− ν∗(m)(y + rm)

=
∑
k≥0

1{S∗(m−1)
ν(m−1)(rm)+k

−S∗(m−1)
ν∗(m−1)(rm)

≤y−(S
∗(m−1)
ν∗(m−1)(rm)

−rm)}

−
∑
k≥0

1{S∗(m−1)
ν∗(m−1)(rm)+k

−S∗(m−1)
ν∗(m−1)(rm)

≤y−S0,m}

= ν(m)(y − ηm)1{ηm≤y} − ν
(m)(y − S0,m)1{S0,m≤y},

де ηm := S
∗(m−1)

ν∗(m−1)(rm)
−rm. Процес (ν(m)(t))t≥0 є копiєю (ν(t))t≥0, що не залежить

вiд ηm та S0,m. Останнi двi величини є незалежними копiями S∗0 . З нерiвностi

ES∗0 <∞ випливає limy→∞ Eν(y)P{S∗0 > y} = 0 з огляду на Eν(y) ∼ µ−1y при

y →∞ за елементарною теоремою вiдновлення. Маємо

Im = E|ν(m)(y − ηm)− ν(m)(y − S0,m)|1{ηm≤y,S0,m≤y}

+ Eν(m)(y − S0,m)1{ηm>y,S0,m≤y} + Eν(m)(y − ηm)1{ηm≤y,S0,m>y}

≤ Eν(m)(|ηm − S0,m|) + 2Eν(y)P{S∗0 > y} ≤ 2Eν(S∗0) + Eν(y0)
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для досить великих y0, де ми використали субадитивнiсть за розподiлом

ν(m)(t).

Перевiримо (2.158) методом математичної iндукцiї. При m = 1 формула

(2.158) випливає з формули (2.159) з m = 1. Припустимо, що (2.158) викону-

ється для всiх m ≤ j − 1 < n− 1. Тодi

E|ν∗(y + rj)− ν∗(rj)− ν∗(j)(y + rj)|

≤ E|ν∗(y + rj)− ν∗(rj−1)− ν∗(j−1)(y + rj)|

+ E|ν∗(j−1)(y + rj)− ν∗(j−1)(rj)− ν∗(j)(y + rj)|

+ E|ν∗(j−1)(rj) + nu∗(rj−1)− ν∗(rj)| ≤ (2aj−1 + 1)c = ajc,

оскiльки перший член не перевищує aj−1c (застосуємо (2.158) з m = j − 1

та y + rj − rj−1 замiсть y), другий член не перевищує c (застосуємо (2.158) з

m = j), а третiй член не перевищує aj−1c (застосуємо (2.158) з m = j − 1 та

y = rj − rj−1).

Пiдсумовуючи, бачимо, що з (2.158) випливає еквiвалентнiсть (2.157) та∑n
k=1 θ

′
k√

σ2µ−3
∫ t

0 h
2(y)dy

d→
n∑
i=1

αiŜ2(ui).

КРОК 3. (Замiна ν∗(t) броунiвським рухом). Нехай S2,0, . . . ,S2,n−1 є незале-

жними броунiвськими рухами такими, що S2,k апроксимує ν∗(k)(· + t(un) −
t(un−k)) в сенсi леми 205 в додатку.

Ми стверджуємо, що

Kn−1(t) :=

(∫ t

0

h2(y)dy

)−1/2 ∫
[0, t+t(u1)]

|ν∗(n−1)(y + t(un) − t(u1))− µ−1y

− σµ−3/2S2,n−1(y)|d
(
−

n∑
k=1

αkh(y + t(uk) − t(u1))

)
P→ 0 (2.160)

та для j = 2, . . . , n

Kn−j(t) :=

(∫ t

0

h2(y)dy

)−1/2 ∫
[0, t(uj)−t(uj−1)]

|ν∗(n−j)(y + t(un) − t(uj))− µ−1y

− σµ−3/2S2,n−j(y)|d
(
−

n∑
k=j

αkh(y + t(uk) − t(uj))
)

P→ 0 (2.161)
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при t→∞. З t0 та A, як в лемi 205, (2.160) випливає з нерiвностi

Kn−1(t) ≤ Kn−1(t)1{t0>t+t(u1)} +

(∫ t

0

h2(y)dy

)−1/2

×
(∫

[0, t0]

|ν∗(n−1)(y + t(un) − t(u1))− µ−1y

− σµ−3/2S2,n−1(y)|d
(
−

n∑
k=1

αkh(y + t(uk) − t(u1))

)
+ A

∫
(t0, t+t(u1)]

y1/rd

(
−

n∑
k=1

αkh(y + t(uk) − t(u1))

))
1{t0≤t+t(u1)},

оскiльки першi два доданки тривiально збiгаються до нуля за ймовiрнiстю,

а третiй – внаслiдок збiжностi iнтеграла
∫

(t0,∞) y
1/rd(−h(y)). Спiввiдношення

(2.161) перевiряються аналогiчно.

Формули (2.160) та (2.161) демонструють, що ми звели початкову задачу

до перевiрки ∑n
k=1 θ

′′
k√∫ t

0 h
2(y)dy

d→
n∑
i=1

αiŜ2(ui),

де

θ′′1 :=

∫
[0, t+t(u1)]

S2,n−1(y)d

(
−

n∑
k=1

αkh(y + t(uk) − t(u1))

)
та для j = 2, . . . , n,

θ′′j :=

∫
[0, t(uj)−t(uj−1)]

S2,n−j(y)d

(
−

n∑
k=j

αkh(y + t(uk) − t(uj))
)
.

Оскiльки
∑n

k=1 θ
′′
k є сумою незалежних центрованих величин з нормальним

розподiлом, залишається перевiрити, що

D

(
n∑
k=1

θ′′k

)
=

n∑
k=1

D θ′′k ∼
( n∑

i=1

α2
i + 2

∑
1≤k<m≤n

αkαm(1− um)

)∫ t

0

h2(y)dy.

Записавши iнтеграл, що визначає θ′′1 , як границю iнтегральних сум, пересвiд-
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чуємось, що

Dθ′′1 =

∫ t+t(u1)

0

( n∑
k=1

αk(h(y + t(uk) − t(u1))− h(t+ t(uk))

)2

dy

=
n∑
k=1

α2
k

(∫ t+t(uk)

t(uk)−t(u1)
h2(y)dy − 2h(t+ t(uk))

∫ t+t(uk)

t(uk)−t(u1)
h(y)dy

+ (t+ t(u1))h2(t+ t(uk))

)
+ 2

∑
1≤i<j≤n

αiαj

(∫ t+t(ui)

t(ui)−t(u1)
h(y)h(y + t(uj) − t(ui))dy

− h(t+ t(ui))

∫ t+t(uj)

t(uj)−t(u1)
h(y)dy − h(t+ t(uj))

∫ t+t(ui)

t(ui)−t(u1)
h(y)dy

+ (t+ t(u1))h(t+ t(ui))h(t+ t(uj))

)
=

n∑
k=1

α2
k

∫ t+t(uk)

t(uk)−t(u1)
h2(y)dy

+ 2
∑

1≤i<j≤n
αiαj

∫ t+t(ui)

t(ui)−t(u1)
h(y)h(y + t(uj) − t(ui))dy + o

(∫ t

0

h2(y)dy

)
.

Останнiй o-член з’являється тому, що другий, п’ятий та шостий доданки у пра-

вiй частинi наведеної рiвностi обмеженi, а третiй та сьомий є o

(∫ t
0 h

2(y)dy

)
згiдно з (2.155). Аналогiчно, при m = 2, . . . , n маємо

Dθ′′m =

∫ t(um)−t(um−1)

0

( n∑
k=m

αk(h(y + t(uk) − t(um))− h(t(uk) − t(um−1))

)2

dy

=
n∑

k=m

α2
k

∫ t(uk)−t(um−1)

t(uk)−t(um)

h2(y)dy

+2
∑

m≤i<j≤n
αiαj

∫ t(ui)−t(um−1)

t(ui)−t(um)

h(y)h(y + t(uj) − t(ui))dy + o

(∫ t

0

h2(y)dy

)
.

Використавши наведенi обчислення, отримуємо

D
(∑n

k=1 θ
′′
k

)∫ t
0 h

2(y)dy
=

n∑
k=1

α2
k

∫ t+t(uk)
0 h2(y)dy∫ t

0 h
2(y)dy

+ 2
∑

1≤i<j≤n
αiαj

∫ t+t(ui)
0 h(y)h(y + t(uj) − t(ui))dy∫ t

0 h
2(y)dy

+ o(1).

При t → ∞, коефiцiєнти при α2
k, k = 1, . . . , n збiгаються до одиницi. Засто-

совуючи лему 54, переконуємось, що коефiцiєнти при 2αiαj, 1 ≤ i < j ≤ n,
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збiгаються до 1− uj при t→∞. Доведення теореми 51 завершено.

2.5 Приклади та застосування

2.5.1 Процеси зi скiнченною тривалiстю та число активних випадкових

процесiв у системi з iммiграцiєю. Припустимо, що процес X має скiнченну

тривалiсть, тобто випадкова величина τ := inf{t ≥ 0 : X(t) = 0} є м.н.

скiнченною та X(t) = 0 при t ≥ τ . Вважатимемо процес X «активним» в

момент часу t тодi i тiльки тодi, коли t < τ . Нехай τk := inf{t ≥ 0 : Xk(t) = 0}.
Кiлькiсть активних процесiв в системi з iммiграцiєю в момент часу t ≥ 0

дорiвнює

M(t) :=
∑
k≥0

1{Sk≤t<Sk+τk+1}.

Зазначимо, що процес M сам є випадковим процесом з iммiграцiєю в яко-

му X(t) = 1{τ>t}. Пiдкреслимо, що процес X(t) = 1{τ>t} та процес X(t) в

означеннi τ є рiзними об’єктами.

З огляду на його простоту, процесу M була придiлена значна увага в лiте-

ратурi. Можливi iнтерпретацiї:

• M(t) є числом зайнятих серверiв в момент часу t в СМО GI/G/∞, див.

[159];

• M(t) є числом активних завантажень в комп’ютернiй мережi в момент

часу t, див. [172, 201];

• M(t) є рiзницею мiж числом вiзитiв в iнтервал [0, t] стандартного(
Sn
)
n∈N0

та збуреного
(
Sn + τn+1

)
n∈N0

випадкового блукання, див. [8].

Дослiдимо, коли процеси зi скiнченною тривалiстю збiгаються до стацiо-

нарних версiй. Припустимо, що виконуються першi двi умови теореми 3:

Eξ < ∞, та розподiл ξ неарифметичний. Також припустимо, що процес X

має скiнченну тривалiсть у наведеному вище сенсi i бiльше того

P{X(t) ≥ 0} = 1 та P{X(t) ∈ (0, 1)} = 0, t ≥ 0. (2.162)
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Тодi умова Eτ <∞ є необхiдною i достатньою для виконання спiввiдношення

(2.8). За додаткового припущення (2.9) умова Eτ <∞ еквiвалентна (2.10).

Дiйсно, якщо Eτ < ∞, то з (2.16) випливає, що G(t) = E[|X(t)
∣∣ ∧ 1] та

Hε(t) = E
[

supu∈[t, t+ε](|X(u)| ∧ 1)
]

(для довiльного ε > 0) є безпосередньо

iнтегровними за Рiманом на [0,∞). Тому (2.8) та (2.10) (за додаткового при-

пущення (2.9)) випливають з теореми 3.

Припустимо тепер, що Eτ = ∞. Згiдно з посиленим законом великих

чисел, для довiльного ρ ∈ (0, µ), iснує м.н. скiнченна в.в. M така, що

S∗k > (µ− ρ)k для k ≥M . Тому, для довiльного u ∈ R м.н.∑
k≥0

P
{
Xk(u+ S∗k)1{u+S∗k≥0} ≥ 1|(S∗j )j

}
=
∑
k≥0

1{u+S∗k≥0}P
{
τk > u+ S∗k

∣∣(S∗j )j}
=

∑
k≥ν∗(−u)

P
{
τk − u > S∗k

∣∣(S∗j )j}
≥

∑
k≥M∨ν∗(−u)

P
{
τ − u > (µ− ρ)k

∣∣(S∗j )j}
=∞,

де τk = inf{t : Xk(t) = 0} та ν∗(−u) := inf{k ∈ N0 : S∗k ≥ −u}.
При фiксованих (S∗j )j ряд

∑
k≥0Xk+1(u + S∗k)1{S∗k≥−u} не збiгається м.н. за

теоремою про три ряди. Оскiльки члени ряду є невiд’ємними, то при за-

даних (S∗j )j, цей ряд є розбiжним м.н. Отже, для кожного u ∈ R маємо∑
k∈ZXk+1(u+ S∗k)1{S∗k≥−u} =∞ м.н., тому (2.8) не може виконуватись.

Наведемо два приклади процесiв X , якi мають скiнченну тривалiсть та

задовольняють (2.162).

Приклад 55. Нехай X є докритичним гiллястим процесом Беллмана-Харрiса,

див. роздiл 4 книги [21] для означення та властивостей, з єдиним предком. Не-

хай η та N є незалежними, де η є тривалiстю життя iндивiда, а N є кiлькiстю

нащадкiв. Припустимо, що P{η = 0} = 0, P{N = 0} < 1 та P{N = 1} < 1. То-

дi Y є докритичним або критичним процесом Беллмана-Харiса з одиничною

iммiграцiєю в моменти вiдновлення. Процес Y задовольняє спiввiдношення

(2.8) тодi i тiльки тодi, коли Eτ < ∞. Для збiжностi одновимiрних розподi-

лiв цей критерiй було встановлено в теоремi 1 [216] з використанням технiки
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твiрних функцiй. За умови Eη < ∞, яка гарантує Eτ < ∞, слабка збiжнiсть

одновимiрних розподiлiв докритичного процесу з iммiграцiєю була встанов-

лена в теоремi 3 [148]. Зауважимо, що збiжнiсть (2.10) еквiвалентна Eτ < ∞
за додаткового припущення (2.9), яке виконується, зокрема, якщо розподiл η є

неперервним.

Приклад 56. Нехай X є процесом народження i загибелi з X(0) = i ∈ N м.н.

Припустимо, що X поглинається в станi 0 з ймовiрнiстю один. Оскiльки умо-

ва (2.9) завжди виконується, то вiдповiдний процес Y задовольняє (2.10) тодi

i тiльки тодi, коли Eτ < ∞. Критерiй скiнченностi Eτ в термiнах iнфiнiтези-

мальних iнтенсивностей можна знайти в теоремi 7.1 [161].

Наведемо тепер асимптотичнi результати для процесу (M(t))t≥0 за рiзнома-

нiтних припущень на розподiл (ξ, τ), оскiльки вони нам знадобляться в iнших

роздiлах. Незалежнiсть ξ та τ не припускається.

З теореми 3 випливає

Твердження 57. Припустимо, що Eξ <∞, Eτ <∞ та нехай ξ має неперерв-

ний розподiл. Тодi

M(u+ t)⇒
∑
k∈Z

1{0≤u+S∗k<τk}, t→∞,

у просторi D(R) з J1-топологiєю.

З теореми 40 випливає

Твердження 58. Нехай P{τ > t} ∼ tβ ̂̀(t) при t→∞ для деякого β ∈ (−1, 0], i

нехай ξ належить областi притягання деякого стiйкого розподiлу з α ∈ (1, 2].

Нехай функцiя c така, як в (2.76).

(а) Якщо P{τ > t} = o(t/c2(t)) при t→∞, тоM(ut)− 1
µ

∫ ut
0 P{τ > y}dy√

1
µ

∫ t
0 P{τ > y}dy


u>0

f.d.⇒ (Vβ(u))u>0,

де Vβ є центрованим гауссiвським процесом з коварiацiєю

E[Vβ(u)Vβ(w)] = w1+β − (w − u)1+β, 0 ≤ u ≤ w.
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(б) Якщо t/c2(t) = o(P{τ > t}) при t→∞, то(
M(ut)− 1

µ

∫ ut
0 P{τ > y}dy

µ−1−1/αc(t)P{τ > t}

)
u>0

f.d.⇒ (Iα,β(u))u>0,

де Iα,β є дробово iнтегровним α-стiйким процесом Левi, що був введений

в означеннi 25.

Зауваження 59. Якщо σ2 <∞ то ми завжди знаходимось в ситуацiї (а). Якщо

σ2 = ∞ та P{τ > t}c2(t) ∼ t при t → ∞, граничну теорему можна отримати

за додаткового припущення, що ξ та τ незалежнi. Для залежних ξ та τ таких,

що P{τ > t}c2(t) ∼ t, задача вiдкрита.

З теореми 41 (випадок q = 1) випливає

Твердження 60. Припустимо, що ξ належить областi притягання деякого

стiйкого розподiлу з α ∈ (0, 1) та P{τ > t} = tρ̂̀(t), ρ ≥ −α. Припустимо

також, що у випадку випадку ρ = −α iснує монотонна функцiя w така, що

P{τ > t} ∼ w(t)P{ξ > t} та w(t)→∞ при t→∞. Тодi(
P{ξ > t}
P{τ > t}

M(ut)

)
u>0

f.d.⇒ (Jα,ρ(u))u>0 ,

де Jα,ρ є дробово iнтегровним оберненим стiйким субординатором, що був

введений в означеннi 27.

Якщо limt→∞
P{τ>t}
P{ξ>t} = 0, то згiдно з лемою 170(а) limt→∞ E[M(t)] = 0, а,

отже, M(t)→ 0 за ймовiрнiстю.

Випадок

P{ξ > t} ∼ cP{τ > t} ∼ t−α`∗(t), t→∞ (2.163)

для деякого c ∈ (0,∞) та α ∈ (0, 1) не покривається наведеними результатами

i потребує окремого дослiдження.

Нехай P (α, c) :=
∑

k δ(tk, jk) є пуассонiвським точковим процесом на [0,∞)×
(0,∞] з мiрою iнтенсивностi LEB× να, c, де LEB є мiрою Лебега на [0,∞), а

να, c є мiрою на (0,∞], що визначена рiвнiстю

να, c
(
(x,∞]

)
= c−1x−α, x > 0.
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Твердження 61. Припустимо, що виконується умова (2.163). Нехай c(·) є до-

вiльною додатною функцiєю такою, що

lim
t→∞

t`∗(c(t))/cα(t) = lim
t→∞

tP{ξ > c(t)} = 1.

Якщо для довiльних x, y > 0 виконується умова

lim
t→∞

tP{ξ > xc(t), τ > yc(t)} = 0, (2.164)

то

(M(ut))u≥0
f.d.⇒

(∑
k≥0

1{Wα(tk)≤u<Wα(tk)+jk},

)
u≥0

,

де α-стiйкий субординатор (Wα(t))t≥0, див. означення 26, не залежить вiд

пуассонiвського процесу P (α, c) =
∑

k δ(tk, jk).

Зауваження 62. Умова (2.164) виконується тривiальним чином, якщо ξ та τ

незалежнi. Умови (2.163) та (2.164) означають, що має мiсце збiжнiсть у про-

сторi точкових мiр Mp([0,∞]2/{(0, 0)}) з грубою топологiєю:

tP{c−1(t)(ξ, τ) ∈ ·} → µα,c(·), (2.165)

де

µα,c{(u, v) : u > x або v > y} = x−α + c−1y−α, x, y > 0.

Зокрема, мiра µα,c зосереджена на координатних осях.

Зауваження 63. Зi збiжностi в твердженнi 61 одразу випливає стацiонарнiсть

процесу (
∑

k≥0 1{Wα(tk)≤eu<Wα(tk)+jk})u∈R. Можна перевiрити, див. лему 1.1 в

[141], що одновимiрнi розподiли граничного процесу геометричнi з параме-

тром c(c+ 1)−1.

Доведення твердження 61. З припущення P{ξ > t} ∼ t−α`∗(t), α ∈ (0, 1)

випливає
S[ut]

c(t)
⇒ Wα(u), t→∞

у просторi D[0,∞) з J1-топологiєю. Також має мiсце збiжнiсть

S[ut]−1

c(t)
⇒ Wα(u), t→∞ (2.166)
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у просторi D[0,∞) з J1-топологiєю, де S[ut]−1 = 0 при 0 ≤ u < 1/t. Дiйсно,

очевидна збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв, гарантує збiжнiсть в J1-

топологiї внаслiдок теореми 3.2 в [271], оскiльки дограничнi процеси мають

монотоннi траєкторiї та є адитивними (в сенсi статтi [271]) , а граничний

процес є стохастично неперервним.

Згiдно з твердженням 3.20 в [227], умова P{τ > t} ∼ c−1t−α`∗(t) гарантує

збiжнiсть ∑
k≥1

δ(k/t, τk/c(t)) ⇒ P (α, c), t→∞,

в просторi Mp([0,∞) × (0,∞]) з грубою топологiєю. За визначенням грубої

топологiї це еквiвалентно∑
k≥1

g
(
k/t, τk/c(t)

) d→
∑
m

g(tm, jm), t→∞ (2.167)

для кожної g ∈ CK([0,∞)× (0,∞]).

Припустимо, що має мiсце спiльна збiжнiсть (це вiрно, наприклад, у ви-

падку незалежних ξ та τ )(
S[ut]−1

c(t)
,
∑
k≥1

δ(k/t, τk/c(t))

)
⇒ (Wα(u),P (α, c)), t→∞, (2.168)

у просторi D[0,∞)×Mp([0,∞)× (0,∞]) з продакт-топологiєю. Тодi дослiвне

повторення останнього фрагменту доведення теореми 2.1 в [201] дає∑
k≥0

δ(Sk/c(t), τk+1/c(t)) ⇒
∑
m

δ(Wα(tm), jm), t→∞

у просторi Mp([0,∞)× (0,∞]) з грубою топологiєю, звiдки потрiбне твердже-

ння випливає з доведення наслiдку 2.3 в [201]13.

Отже, нам достатньо перевiрити збiжнiсть (2.168). Згiдно з лемою 184 спiв-

вiдношення (2.168) випливатиме з(
S[ut]−1

c(t)
,
∑
k≥1

g
(
k/t, τk/c(t)

))
⇒
(
Wα(u),

∑
m

g(tm, jm)
)
, t→∞

у просторi D[0,∞)× [0,∞) для довiльної g ∈ CK([0,∞)× (0,∞]).
13Вiдображення T , визначене формулою (2.1) в цитованiй роботi, є неперервним в точцi (Wα,P(α, c)) м.н.

внаслiдок незалежностi Wα та P(α, c).
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Розглядаючи другi координати як сталi в D[0,∞) i застосовуючи лему 2.6 в

[126], робимо висновок, що достатньо перевiрити збiжнiсть скiнченновимiр-

них розподiлiв, тобто
n∑
i=1

γi
S[uit]−1

c(t)
+γ
∑
k≥1

g
(
k/t, τk/c(t)

) d→
n∑
i=1

γiWα(ui)+γ
∑
m

g(tm, jm), (2.169)

при t → ∞ для кожного n ∈ N, всiх γ, γ1, . . . , γn ≥ 0 та всiх 0 < u1 < u2 <

· · · < un, а також щiльнiсть координат (окремо, першої i другої).

Щiльнiсть перших координат випливає з (2.166), а других – з (2.167). З

технiчних причин нам буде зручнiше перевiряти спiввiдношення
n∑
i=1

γi
S[uit]

c(t)
+ γ

∑
k≥1

g
(
k/t, τk/c(t)

) d→
n∑
i=1

γiWα(ui) + γ
∑
m

g(tm, jm), t→∞,

(2.170)

яке еквiвалентне (2.169) внаслiдок леми Слуцького.

Перевiримо (2.170) методом доведення твердження 3.21 в [227]. Для фiксо-

ваного z > 0 маємо

φt(z) := E exp
(
− z
( n∑

i=1

γi
S[uit]

c(t)
+ γ

∑
k≥1

g
(
k/t, τk/c(t)

)))
= E exp

(
− z
( n∑

i=1

γi
c(t)

∑
k≥1

ξk1{k≤uit} + γ
∑
k≥1

g
(
k/t, τk/c(t)

)))
=

∏
k≥1

E exp
(
− z
( ξ

c(t)

n∑
i=1

γi1{k≤uit} + γg
(
k/t, τ/c(t)

)))
=

∏
k≥1

∫
[0,∞)×[0,∞)

(
1−K(z, u, v, k/t)

)
P
{
ξ/c(t) ∈ du, τ/c(t) ∈ dv

}
,

де K(z, u, v, w) := 1 − exp
(
− z

(
u
∑n

i=1 γi1{w≤ui} + γg(w, v)
))

. Позначимо

через C компактний носiй g. Очевидно,∫
[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, k/t)P
{
ξ/c(t) ∈ du, τ/c(t) ∈ dv

}
≤ E

(
1− exp

(
− zξ

c(t)

n∑
i=1

γi1{k≤uit}

))
+ P

{(
ξ/c(t), τ/c(t)

)
∈ C

}
,

для всiх k ∈ N, що дає

lim
t→∞

sup
k∈N

∫
[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, k/t)P
{
ξ/c(t) ∈ du, τ/c(t) ∈ dv

}
= 0. (2.171)
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Для довiльного досить малого x0 > 0 iснує M = M(x0) > 0 таке, що

0 ≤ − ln(1− x)− x ≤Mx2, 0 < x ≤ x0.

У поєднаннi з (2.171) це дає

0 ≤ − lnφt(z)−
∑
k≥1

∫
[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, k/t)P
{
ξ/c(t) ∈ du, τ/c(t) ∈ dv

}
≤ M

∑
k≥1

(∫
[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, k/t)P
{
ξ/c(t) ∈ du, τ/c(t) ∈ dv

})2

для досить великих t, а тому

lim
t→∞

(
− lnφt(z)−

∑
k≥1

∫
[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, k/t)P
{ ξ

c(t)
∈ du,

τ

c(t)
∈ dv

})
= 0

(2.172)

для кожного z > 0 з огляду на (2.171), якщо сума в останньому виразi збiгає-

ться при t→∞. Покажемо, що вона дiйсно збiгається.

Зi спiввiдношення (2.165) випливає

µ(t)(du, dv, dx) :=
∑
k≥1

δk/t(dx)P
{
ξ/c(t) ∈ du, τ/c(t) ∈ dv

}
→ dxµα, c(du, dv), t→∞, (2.173)

у грубiй топологiї у просторi Mp(([0,∞]2/{(0, 0)}) × [0,∞)). Оскiльки фун-

кцiя g має компактний носiй в [0,∞) × (0,∞], то знайдуться такi a,A > 0,

що g(w, v) = 0 при w > A або v < a. Звiдси робимо висновок, що носiй фун-

кцiї (u, v, w) 7→ K(z, u, v, w) для кожного фiксованого z мiститься в множинi

[0,∞]× [a,∞]× [0,max(A, un)], яка є компактною в ([0,∞]2/{(0, 0)})× [0,∞).

Отже, з зображення∑
k≥1

∫
[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, k/t)P
{
ξ/c(t) ∈ du, τ/c(t) ∈ dv

}
=

∫
[0,∞)×[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, x)µ(t)(du, dv, dx)

випливає

lim
t→∞

∑
k≥1

∫
[0,∞)×[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, k/t)P
{
ξ/c(t) ∈ du, τ/c(t) ∈ dv

}
=

∫
[0,∞)×[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, x)dxµα, c(du, dv)

(2.174)
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для кожного фiксованого z > 0.

Використовуючи те, що g(x, 0) = 0 запишемо∫
[0,∞)×[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, x)dxµα, c(du, dv)

= α

∫ ∞
0

∫ ∞
0

(
1− exp

(
− zu

n∑
i=1

γi1{x≤ui}

))
dxu−α−1du

+ αc−1

∫ ∞
0

∫ ∞
0

(
1− exp(−zγg(x, v))

)
dxv−α−1dv

= − lnE exp
(
− z

n∑
i=1

γiWα(ui)
)
− lnE exp

(
− zγ

∑
m

g(tm, jm)
)

для всiх z > 0, що в поєднаннi з (2.174) та (2.172) дає (2.170), а, отже, й

спiльну збiжнiсть (2.168). Доведення твердження завершено.

2.5.2 Процеси вигляду X(t) = ηg(t). Нехай X(t) = ηg(t), де η є деякою

випадковою величиною, яка може залежати вiд ξ, а функцiя g : R→ R лежить

в D(R) та g(t) = 0 при t < 0.

Припустимо, що P{η = b} = 1 та t → |g(t)| ∧ 1 є безпосередньо iнте-

гровною за Рiманом. Тодi (2.8) та (2.10) (за додаткового припущення (2.9))

виконуються.

Припустимо, що g(t) = e−at, a > 0. Якщо E[ln+ |η|] < ∞, то вiдповiдна

незростаюча функцiя

Hε(t) = E
[

sup
u∈[t, t+ε]

(
|η|e−au ∧ 1

)]
= E[|η|e−at ∧ 1

]
є iнтегровною, отже, й безпосередньо iнтегровною на [0,∞). Умова (2.9) вико-

нується, оскiльки D = {0}, Dξ = −A та ∆X = −A. Отже, (2.10) виконується.

Якщо ж E[ln+ |η|] =∞, то з теореми 2.1 [109] випливає

lim
n→∞

∣∣∣ n∑
k=0

ηk+1 exp(−aS∗k)
∣∣∣ =∞

за ймовiрнiстю, де η1, η2, . . . є незалежними копiями η. Це означає, що (2.8) та

(2.10) не можуть виконуватись.

Нехай Dη ∈ (0,∞), а g правильно змiнюється на нескiнченностi з iндексом

β/2 для деякого β > −1. Тодi h(t) = g(t)Eη та v(t) = g2(t)Dη. Функцiя
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f(u,w) = g(u)g(w)Dη правильно змiнюється в R2
+ з iндексом β та граничною

функцiєю C(u,w) = (uw)β/2, а умова (2.64) виконується з огляду на лему

159(а). З умови limt→∞
√
tv(t)/|g(t)| =∞ випливає

E
[
(X(t)− h(t))2

1{|X(t)−h(t)|>y
√
tv(t)}

]
= g2(t)E

[
(η − Eη)2

1{|η−Eη|>y
√
tv(t)/|g(t)|}

]
= o(v(t)),

а тому (2.68) виконується. Також внаслiдок спiввiдношення

lim
t→∞

√
v(t)/P{ξ > t}/|g(t)| =∞,

яке виконується для довiльного розподiлу ξ, маємо

E
[
(X(t)− h(t))2

1{|X(t)−h(t)|>y
√
v(t)/P{ξ>t}}

]
= g2(t)E

[
(η − Eη)2

1{|η−Eη|>y
√
v(t)/P{ξ>t}/|g(t)|}

]
= o(v(t)),

що гарантує виконання умови (2.71).

Якщо Eη = 0 та µ ∈ (0,∞), то згiдно з теоремою 29(∑
k≥0 ηk+1g(ut− Sk)1{Sk≤ut}√

µ−1tEη2g(t)

)
u>0

f.d.⇒ (Vβ(u))u>0,

де Vβ є центрованим гауссiвським процесом з коварiацiєю

E[Vβ(u)Vβ(w)] =

∫ u

0

(u− y)β/2(w − y)β/2 dy, 0 < u ≤ w.

Граничний процес можна представити в iнтегральному виглядi

Vβ(u) =

∫
[0,u]

(u− y)β/2 dS2(y), u > 0.

До кiнця цього прикладу припускаємо, що η та ξ незалежнi. Якщо Eη = 0,

а P{ξ > t} правильно змiнюється на нескiнченностi з iндексом −α, α ∈ (0, 1)

та β > −α, то згiдно з теоремою 30,(√
P{ξ > t}
g(t)

∑
k≥0

ηk+1g(ut− Sk)1{Sk≤ut}

)
u>0

f.d.⇒ (
√
Eη2Zα,β(u))u>0.

Граничний процес можна представити в iнтегральному виглядi

Zα,β(u) =

∫
[0,u]

(u− y)β/2 dS2(W
←
α (y)), u > 0

- 181 -



де S2 є незалежним вiд W←
α броунiвським рухом. Таке представлення можна

отримати пiдрахунком умовної коварiацiї.

Якщо Eη 6= 0, σ2 < ∞, а g є монотонною з деякого мiсця, то згiдно з

теоремою 40,(∑
k≥0 ηk+1g(ut− Sk)1{Sk≤ut} − µ−1Eη

∫ ut
0 g(y)dy

Eη
√
tg(t)

)
u>0

f.d.⇒
((σ2

µ3

)2

I2,β/2(u) +
( Dη

(Eη)2µ

)1/2

Vβ(u)

)
u>0

.

Якщо Eη 6= 0, а P{ξ > t} правильно змiнюється на нескiнченностi з iнде-

ксом −α, α ∈ (0, 1) та β > −2α, то, з огляду на limt→∞ v(t)P{ξ > t}/h2(t) = 0,

застосування теореми 41 з q = 1 дає(
P{ξ > t}
g(t)

∑
k≥0

ηk+1g(ut− Sk)1{Sk≤ut}

)
u>0

f.d.⇒
(
(Eη)Jα,β/2(u)

)
u>0

.

Якщо також η ≥ 0 м.н., а g зростає (отже β ≥ 0), то згiдно з наслiдком 42,

граничне спiввiдношення виконується в M1-топологiї на D[0,∞).

2.5.3 Число вiзитiв збуреного випадкового блукання в iнтервал. Нехай

X(t) := 1{τ≤t} для деякої м.н. додатної в.в. τ . Вiдповiдний випадковий процес

з iммiграцiєю має вигляд

N(t) :=
∑
k≥0

1{Sk+τk+1≤t}, t ≥ 0

i iнтерпретується як число вiзитiв збуреного випадкового блукання (Sk +

τk+1)k≥0 в iнтервал [0, t]. Зазначимо, що N(t) = ν(t) − M(t), де процес

(M(t))t≥0 розглядався у пiдроздiлi 2.5.1.

Перший (простий) результат про асимптотику (N(t))t≥0 сформульовано у

наступному твердженнi.

Твердження 64. Якщо µ := Eξ <∞, то м.н.

lim
t→∞

sup
u∈[0,1]

∣∣∣∣µ(N(t)−N(t(1− u)−)

t
− u

∣∣∣∣ = 0. (2.175)

Доведення. Якщо ми зможемо перевiрити, що

lim
t→∞

N(tu)

t
= lim

t→∞

N(tu−)

t
=

u

µ
м.н. (2.176)
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для кожного s > 0, то

lim
t→∞

µ
(
N(t)−N(t(1− u)−)

)
t

= u м.н.

для всiх u ∈ [0, 1], що доводить (2.175) з огляду на теорему Дiнi про локаль-

но рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi монотонних функцiй до неперервної

границi.

ДОВЕДЕННЯ (2.176). Оскiльки N(tu) − N(tu−) ≤ 1 для всiх t, s > 0, то до-

статньо перевiрити твердження для N(tu). Використаємо оцiнку

ν(tu− y)

t
− 1

t

ν(tu)∑
k=1

1{τk>y} ≤
N(tu)

t
≤ ν(tu)

t
м.н., (2.177)

яка виконується для довiльного y > 0 та достатньо великих t. Згiдно з поси-

леним законом великих чисел limn→∞ n
−1
∑n

k=1 1{τk>y} = P{τ > y}, а згiдно

з теоремою 5.1 на с. 57 в [115] маємо limn→∞ t
−1ν(tu) = µ−1u м.н. Отже,

limt→∞ t
−1
∑ν(tu)

k=1 1{ηk>y} = µ−1uP{η > y} м.н. Таким чином, (2.176) випливає

з (2.177) пiсля спрямування t, а потiм y, до нескiнченностi.

Якщо Eξ < ∞, то слабку збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв

(N(ut))u≥0 можна отримати з теореми 40 (випадок p = 1), а у випадку, ко-

ли P{ξ > t} правильно змiнюються з показником −α, α ∈ (0, 1), з теоре-

ми 41 (випадок q = 1). У другому випадку, як випливає з наслiдку 42, має

мiсце збiжнiсть у просторi Скорохода з J1-топологiєю. Як демонструє насту-

пне твердження, за додаткового моментного припущення, збiжнiсть у просторi

Скорохода має мiсце й у випадку Eξ <∞.

Теорема 65. Нехай F (x) = P{τ ≤ x}, x ≥ 0. У випадках (С1), (С2) та (С3),

припустимо, що Eτ a < ∞ для деякого a > 0 та нехай функцiя c така, як в

(2.76). Як завжди, покладемо µ := Eξ та σ2 := Dξ.

(С1) Якщо Dξ <∞, то

N(ut)− µ−1
∫ ut

0 F (y)dy√
µ−3σ2t

⇒ S2(u), t→∞, (2.178)

у просторi Скорохода D[0,∞) з J1-топологiєю.
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(C2) Якщо σ2 =∞ та

E[ξ2
1{ξ≤t}] ∼ `∗(t), t→∞,

то
N(ut)− µ−1

∫ ut
0 F (y)dy

µ−3/2c(t)
⇒ S2(u), t→∞, (2.179)

у просторi Скорохода D[0,∞) з J1-топологiєю.

(C3) Якщо

P{ξ > x} ∼ x−α`∗(x), x→∞ (2.180)

для деякого α ∈ (1, 2), то

N(ut)− µ−1
∫ ut

0 F (y)dy

µ−1−1/αc(t)
⇒ Sα(u), t→∞, (2.181)

у просторi Скорохода D[0,∞) з M1-топологiєю.

(C4) Якщо (2.180) виконується з α ∈ (0, 1), то

P{ξ > t}N(ut)⇒ W←
α (u), (2.182)

у просторi Скорохода D[0,∞) з J1-топологiєю.

Доведення. Випадок (C4) випливає з наслiдку 42. Розглянемо випадки (С1)-

(С3). Згiдно з зауваженням 33 (див. також теорему 1.1 в [129]), оскiльки фун-

кцiя h(t) = F (t) = P{τ ≤ t} не спадає, ми знаємо, що (2.178), (2.179) та

(2.181) виконуються з
∑

k≥0 F (ut− Sk)1{Sk≤ut} замiсть N(ut). Покладемо

R(t) :=
∑
k≥0

(
1{Sk+τk+1≤t} − F (t− Sk)1{Sk≤t}

)
при t ≥ 0. З огляду на представлення

N(t) − 1

µ

∫ t

0

F (u) du = R(t) +

(∑
k≥0

F (t− Sk)1{Sk≤t} −
1

µ

∫ t

0

F (u)du

)

та лему Слуцького достатньо перевiрити, що для кожного T > 0

t−1/2 sup
0≤u≤T

|R(ut)| P→ 0, t→∞, (2.183)
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врахувавши також спiввiдношення limt→∞ t
−1/2c(t) = ∞, яке виконується у

випадках (С2) та (С3). Припустимо, що ми довели

lim
t→∞

t−1/2R(t) = 0 м.н. (2.184)

Запишемо

t−1/2 sup
0≤u≤T

|R(ut)| ≤ t−1/2 sup
0≤u≤s

|R(u)| + t−1/2 sup
s≤u≤tT

|R(u)|

≤ t−1/2 sup
0≤u≤s

|R(u)| + T 1/2 sup
u≥s
|u−1/2R(u)|

при 0 < s < tT . Спрямовуючи спочатку t, а потiм s до нескiнченностi, бачимо,

що з (2.184) випливає (2.183).

Доведемо (2.184). Помiтимо, що для кожного t ≥ 0, iснує m ∈ N0 таке, що

t ∈ [m,m+ 1) та

t−1/2R(t) ≤ m−1/2
∑
k≥0

(
1{Sk+τk+1≤m+1} − F (m+ 1− Sk)1{Sk≤m+1}

)
+ m−1/2

∑
k≥0

(
F (m+ 1− Sk)1{Sk≤m+1} − F (m− Sk)1{Sk≤m}

)
.

Очевидно, що має мiсце аналогiчна оцiнка знизу, а тому (2.184) є наслiдком

двох граничних спiввiдношень

lim
N3m→∞

m−1/2R(m) = 0 м.н. (2.185)

та

lim
N3m→∞

m−δ
∑
k≥0

(
F (m+ 1− Sk)1{Sk≤m+1} − F (m− Sk)1{Sk≤m}

)
= 0 м.н.

(2.186)

для кожного δ > 0.

ДОВЕДЕННЯ (2.185). Помiтимо, що для кожного t ≥ 0 в.в. R(t) є границею

м.н. мартингала (R(k, t),Fk)k∈N0
, де R(0, t) := 0, F0 := {Ω, ∅},

R(k, t) :=
k−1∑
j=0

(
1{Sj+τj+1≤t} − F (t− Sj)1{Sj≤t}

)
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та Fk := σ((ξj, τj) : 1 ≤ j ≤ k) при k ∈ N. Для кожного l ∈ N з нерiвностi

Буркгольдера-Девiса-Гандi, див. теорему 11.3.2 в [51], випливає

ER2l(t) ≤ C
([∑

k≥0

E
(
(R(k + 1, t)−R(k, t))2|Fk

)]l
+
∑
k≥0

E
(
R(k + 1, t)−R(k, t)

)2l
)

= C

E

[∑
k≥0

F (t− Sk)(1− F (t− Sk))1{Sk≤t}

]l

+
∑
k≥0

E
(
1{Sk+τk+1≤t} − F (t− Sk)1{Sk≤t}

)2l

)
=: C(I1(t) + I2(t))

для деякої додатної константи C.

Оскiльки∑
k≥0

F (t− Sk)(1− F (t− Sk))1{Sk≤t} ≤
∑
k≥0

(1− F (t− Sk))1{Sk≤t},

то, застосовуючи лему 164 до незростаючої функцiї t 7→ 1− F (t), отримуємо

I1(t) = O

((∫ t

0

(1− F (y))dy

)l)
, t→∞. (2.187)

Далi,

E
((

1{Sk+τk+1≤t} − F (t− Sk)1{Sk≤t}
)2l

∣∣∣∣Fk)
=
(
F (t− Sk)(1− F (t− Sk))2l + (1− F (t− Sk))(F (t− Sk))2l

)
1{Sk≤t}

≤ (1− F (t− Sk))1{Sk≤t},

що дає I2(t) ≤ E
∑

k≥0(1− F (t− Sk))1{Sk≤t}, а тому

I2(t) = O

(∫ t

0

(1− F (y))dy

)
, t→∞

згiдно з лемою 164. Отже, ми показали

ER2l(t) = O

((∫ t

0

(1− F (y)) dy

)l)
, t→∞. (2.188)
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Зокрема, ER2l(t) = O(1), якщо Eτ =
∫∞

0 (1 − F (y))dy < ∞. Якщо Eτ = ∞,

то умова Eτ a <∞ для деякого a > 0 гарантує, що a ∈ (0, 1). Використовуючи

(2.188) у поєднаннi з limt→∞ t
a(1−F (t)) = 0 (тривiальним наслiдком Eτ a <∞)

дає ER2l(m) = O(ml(1−a)) при m→∞. Отже, для довiльного ε > 0,

P{|R(m)| > εm1/2} ≤ ER2l(m)

εlml
= O(m−la), m→∞,

за нерiвнiстю Маркова. Обираючи l := min{j ∈ N : ja ≥ 2} в останнiй оцiнцi,

отримуємо (2.185) застосуванням леми Бореля-Кантеллi.

ДОВЕДЕННЯ (2.186). Покладемо J(m) :=
∫

[0,m]

(
F (m+1−y)−F (m−y)

)
dν(y)

для m ∈ N. Використаємо оцiнку

0 ≤
∑
k≥0

(
F (m+ 1− Sk)1{Sk≤m+1} − F (m− Sk)1{Sk≤m}

)
=

∫
[0,m+1]

F (m+ 1− y) dν(y) −
∫

[0,m]

F (m− y) dν(y)

≤ J(m) + ν(m+ 1)− ν(m).

Оскiльки limm→∞m
−δ(ν(m + 1) − ν(m)) = 0 м.н., див. лему A.1 в [129], то

залишається розглянути J(m). Але з нерiвностей

J(m) = F (m+ 1)− F (m) +
m−1∑
k=0

∫
(k, k+1]

(
F (m+ 1− y)− F (m− y)

)
dν(y)

≤ 1 +
m−1∑
k=0

(
F (m+ 1− k)− F (m− 1− k)

)
(ν(k + 1)− ν(k))

≤ 1 + (F (m) + F (m+ 1)− F (1)) max
0≤k≤m−1

(ν(k + 1)− ν(k)),

випливає limm→∞m
−δJ(m) = 0 м.н. внаслiдок тiєї ж леми A.1 в [129]. Дове-

дення теореми 65 завершено.

Зауваження 66. Використовуючи аналогiчнi мiркування, можна довести на-

ступне твердження, яке нам знадобиться в подальшому. Для довiльних дода-

тних b та c,

t−c sup
u∈[0,1]

(
N(ut+ b)−N(ut)

) P→ 0, t→∞. (2.189)

Повне доведення можна знайти в [7], див. твердження 3.3.
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Також у подальшому нам знадобиться просте твердження, яке узагальнює

вiдомий факт, що середнє число вiзитiв звичайного випадкового блукання з

додатними кроками в iнтервали довжини y обмежене лiнiйною функцiєю вiд

y.

Твердження 67. Знайдуться такi C та D, що для всiх x, y ≥ 0 маємо

E
(
N(x+ y)−N(x)

)
≤ Cy +D. (2.190)

Доведення. Нагадаємо, що функцiя вiдновлення

U(x) := Eν(x) =
∑
j≥1

P{Sj−1 ≤ x}, x ∈ R,

є субадитивною на R, тобто U(x+y) ≤ U(x)+U(y) для всiх x, y ∈ R, а, отже,

U(x) ≤ Cx+ + C2

для всiх x ∈ R та деяких додатних констант C та D. Маємо

E
(
N(x+ y)−N(x)

)
=
∑
j≥1

P{x < Sj−1 + τj ≤ x+ y}

=
∑
j≥1

∫
[0,∞)

P{x− z < Sj−1 ≤ x+ y − z} P{τ ∈ dz}

=

∫
[0,∞)

(
U(x+ y − z)− U(x− z)

)
P{τ ∈ dz}

≤ U(y) ≤ Cy +D.

для всiх x, y ≥ 0.

2.5.4 Iншi приклади

Приклад 68. Нехай Z := (Z(t))t≥0 є стацiонарним процесом Орнштейна-

Уленбека, що визначений

Z(t) = e−tθ +

∫
[0,t]

e−(t−y) dS2(y), t ≥ 0

де θ має центрований нормальний розподiл з дисперсiєю 1/2 та не зале-

жить вiд броунiвського руху S2. Незалежнiсть Z та ξ не вимагається. По-

кладемо X(t) = (t + 1)β/2Z(t) для β ∈ (−1, 0). Тодi E[X(t)] = 0 та
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f(u,w) = E[X(u)X(w)] = 2−1(u+1)β/2(w+1)β/2e−|u−w|, звiдки випливає, що f

фiктивно правильно змiнюється в R2
+ з iндексом β. Внаслiдок стацiонарностi

для кожного t > 0, Z(t) має той же розподiл, що й θ. Тому

E[X(t)2
1{|X(t)|>y}] = (t+ 1)βE[θ2

1{|θ|>y(t+1)−β/2}] = o(tβ),

тобто виконана умова (2.68). Якщо µ <∞, застосування теореми 29 дає(∑
k≥0Xk+1(ut− Sk)1{Sk≤ut}√

(2µ)−1tβ+1

)
u>0

f.d.⇒ (Vβ(u))u>0,

де граничний процес є центрованим гауссiвським процесом з незалежними

значеннями (бiлим шумом).

Приклад 69. Нехай X(t) = S2((t+1)−α), P{ξ > t} ∼ t−α та припустимо, що X

та ξ незалежнi. Тодi f(u,w) = E[X(u)X(w)] рiвномiрно правильно змiнюється

в смугах в R2
+ з iндексом −α та граничною функцiєю C(u,w) = (u ∨ w)−α.

Умова (2.71) випливає з рiвностi

E[X(t)2
1{|X(t)|>y}] = (t+ 1)−αE[S2(1)2

1{|S2(1)|>y(t+1)α/2}] = o(t−α)

для всiх y > 0. Таким чином, теорема 30 (з u(t) ≡ 1) застосовна та дає

граничний результат (
∑

k≥0Xk+1(ut− Sk)1{Sk≤ut})u>0
f.d.⇒ (Zα,α(u))u>0.

2.6 Висновки до роздiлу 2

В цьому роздiлi було запропоновано нове поняття – випадкового процесу з iм-

мiграцiєю в моменти вiдновлення. Це поняття включило в себе декiлька добре

вiдомих в прикладнiй ймовiрностi об’єктiв, зокрема процеси дробового ефе-

кту та гiллястi процесiв з iммiграцiєю. Було зроблено ряд крокiв до побудови

асимптотичної теорiї випадкових процесiв з iммiграцiєю:

• в теоремах 14, 32, 34, 39 та 51 отримано результати про слабку збiжнiсть

процесiв дробового ефекту;

• в теоремi 3 сформульовано загальнi умови за яких випадковi процеси з

iммiграцiєю мають стацiонарну версiю та має мiсце збiжнiсть до неї;

- 189 -



• теореми 29, 30 та їх кульмiнацiя – теореми 40 та 41 дають загальнi умови

збiжностi випадкових процесiв з iммiграцiєю до самоподiбних процесiв;

• отримано ряд результатiв для окремих класiв випадкових процесiв з iммi-

грацiєю, пов’язаних зi збуреними випадковими блуканнями: теорема 65

та твердження 57, 58, 60 та 61.
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Роздiл 3

Регенеративнi композицiї, випадковi

перестановки та коалесценти з

множинними злиттями

3.1 Випадковi регенеративнi композицiї

Ми використовуватимемо позначення у ґратках Бернуллi, введенi у вступi.

Зокрема, K∗n,r позначає число комiрок, що мiстять рiвно r куль (число блокiв

розмiру r в композицiї), випадковий процес

K∗n(t) :=

[nt]∑
r=1

K∗n,r, t ∈ [0, 1],

рахує кiлькiсть ненульових блокiв композицiї розмiру ≤ nt, а K∗n := K∗n(1) є

числом зайнятих комiрок (загальне число ненульових блокiв композицiї).

3.1.1 Граничнi теореми для числа ненульових блокiв регенеративних

композицiй. Асимптотична поведiнка малих частин в ґратцi Бернуллi добре

вивчена у випадку E| lnW | < ∞. Згiдно з теоремою 3.3 в [102], випадковий

вектор (K∗n,1, . . . , K
∗
n,j), при фiксованому j, збiгається за розподiлом до анало-

гiчного вектора, визначеного в термiнах граничної схеми розмiщення, в якiй

ваги куль ототожнюються з моментами стрибкiв стандартного процесу Пуас-

сона на [0,∞), а комiрки формуються послiдовними точками множини exp(A),

де A є стацiонарним точковим процесом вiдновлення на R, що породжений

розподiлом | lnW |. Критерiй слабкої збiжностi числа K∗n = K∗n(1) зайнятих
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комiрок також вiдомий, див. теорему 1.1 та наслiдок 1.1 в [95]. Одним з на-

слiдкiв згаданих результатiв є те, що за умови E| lnW | < ∞, внесок малих

частин в асимптотику K∗n є асимптотично незначним при n → ∞, а тому

постає природне питання, якi з компонент вектора (K∗n,1, . . . , K
∗
n,n) роблять

основний внесок в K∗n для великих n. Якщо E| lnW | < ∞, то вiдповiдь на

це питання дає твердження 70. У випадку E| lnW | = ∞ див. формулу (3.8)

нижче.

Твердження 70. Якщо µ := E| lnW | <∞, то

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣K∗n(t)

K∗n
− t
∣∣∣∣ P→ 0, n→∞. (3.1)

Таким чином, якщо µ <∞, то випадкова функцiя розподiлу t 7→ K∗n(t)/K∗n

збiгається рiвномiрно за ймовiрнiстю до рiвномiрної функцiї розподiлу на

[0, 1]. Це дає кiлькiсну вiдповiдь на наведене вище питання, а саме для всiх

t < s, t, s ∈ [0, 1], асимптотичний внесок вектора (K∗n,[nt], . . . , K
∗
n,[ns]) у K∗n

пропорцiйний (за ймовiрнiстю) до s− t.
Порiвняємо цей результат з iншими вiдомими в лiтературi результатами

такого роду. Розглянемо функцiю ρ∗(x), що визначена

ρ∗(x) := #{k ∈ N : p∗k ≥ 1/x} = #{k ∈ N : W1 · . . . ·Wk−1(1−Wk) ≥ 1/x}
(3.2)

при x > 0. Пiдкреслимо, що ця функцiя зростає логарифмiчно, як випливає з

твердження 64 в роздiлi 2. Розглянемо тепер схему Карлiна з детермiнованими

(чи випадковими) pk такими, що функцiя ρ(x), яка визначена так

ρ(x) := #{k ∈ N : pk ≥ 1/x}, x > 0, (3.3)

правильно змiнюється на нескiнченностi з iндексом α, α ∈ (0, 1). Нехай Kn та

Kn,r позначають число зайнятих комiрок та число комiрок, якi мiстять рiвно

r куль вiдповiдно, пiсля розмiщення n куль. Тодi limn→∞Kn,r/Kn = c(r) м.н.

для деяких вiдомих констант c(r) > 0, див. теореми 8 та 9 в [160], теорему 2.1

в [106] та наслiдок 21 в [92] (цiкаве узагальнення мiститься в [249]). Отже,

маємо рiзкий контраст у порiвняннi з (3.1), оскiльки основний внесок в Kn

(при правильнiй змiнi функцiй ρ) роблять саме малi частини.
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З огляду на твердження 70, природним є питання про швидкiсть збiжностi

в D[0, 1] розподiлу K∗n(t)/K∗n до рiвномiрно розподiлу. Ми дамо вiдповiдь на

це питання, довiвши функцiональну граничну теорему для пiдхожим чином

нормованого та центрованого процесу (K∗n(t))t∈[0,1]. Основнi результати цього

пiдроздiлу – теореми 71 та 74. В них розглянуто випадки скiнченного та

нескiнченного µ вiдповiдно.

Теорема 71. Припустимо, що

E| ln(1−W )|a < ∞ (3.4)

для деякого a > 0. Покладемо

un(t) := µ−1

∫ lnn

(1−t) lnn

P{| ln(1−W )| ≤ s} ds,

vn(t) := µ−1

∫ lnn

(1−t) lnn

P{| ln(1−W )| > s} ds = µ−1t lnn− un(t)

при t ∈ [0, 1], де µ = E| lnW |.

(D1) Якщо σ2 := D| lnW | <∞, то

K∗n(t)− un(t)√
µ−3σ2 lnn

⇒ S2(t), n→∞

та√
µσ−2 lnn

(
K∗n(t)

K∗n
− t+

vn(t)− tvn(1)

un(1)

)
⇒ S2(t)− tS2(1), n→∞

у просторi Скорохода D[0, 1] з J1-топологiєю, де (S2(t))t∈[0,1] є стандар-

тним броунiвським рухом.

(D2) Якщо σ2 =∞ та

E[(lnW )2
1{| lnW |≤x}] ∼ `(x), x→∞,

для деякої `, то

K∗n(t)− un(t)
µ−3/2c(lnn)

⇒ S2(t), n→∞,

та
√
µ lnn

c(lnn)

(
K∗n(t)

K∗n
− t+

vn(t)− tvn(1)

un(1)

)
⇒ S2(t)− tS2(1), n→∞

у просторi Скорохода D[0, 1] з J1-топологiєю, де c є довiльною додатною

функцiєю такою, що limx→∞ c
−2(x)x`(c(x)) = 1.
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(D3) Якщо

P{| lnW | > x} ∼ x−α`(x), x→∞, (3.5)

для деякого α ∈ (1, 2) та деякої `, то

K∗n(t)− un(t)
µ−(α+1)/αc(lnn)

⇒ Sα(t), n→∞,

та

µ1/α lnn

c(lnn)

(
K∗n(t)

K∗n
− t+

vn(t)− tvn(1)

un(1)

)
⇒ Sα(t)− tSα(1), n→∞,

у просторi Скорохода D[0, 1] з M1-топологiєю, де c є довiльною дода-

тною функцiєю такою, що limx→∞ c
−α(x)x`(c(x)) = 1 та (Sα(t))t∈[0,1] є

спектрально негативним α-стiйким процесом Левi таким, що Sα(1) має

характеристичну функцiю (2.67).

Зауваження 72. Аналогiчно до того, як це зроблено в [95], де вивчалась слаб-

ка збiжнiсть K∗n, можна перевiрити, що моментна умова (3.4) не потрiбна для

збiжностi скiнченновимiрних розподiлiв (K∗n(t))t∈[0,1]. Наше доведення 71 ба-

зується на розкладi

K∗n(t)− un(t) =
(
K∗n(t)−

(
ρ∗(n)− ρ∗

(
n(1−t)−)))
+
(
ρ∗(n)− ρ∗

(
n(1−t)−)− un(t)) (3.6)

де ρ∗(x) визначено в (3.2). Як буде показано далi, незалежно вiд виконання

умови (3.4), перший член у правiй частинi (3.6), вiдповiдним чином нормова-

ний та центрований, збiгається до нуля за ймовiрнiстю. Проте, для доведення

збiжностi другого доданка, моментна умова (3.4) є важливим iнгредiєнтом,

див. теорему 65 у попередньому роздiлi.

Зауваження 73. Кожного разу, коли другий член vn(t) центрування K∗n(t) нi-

велюється нормуванням, зокрема у випадку E| ln(1 −W )| < ∞, «справжнє»

центрування K∗n(t) є просто µ−1t lnn. Аналогiчно, член vn(t)−tvn(1)
un(1) можна при-

брати з граничних результатiв для K∗n(t)/K∗n, оскiльки при множеннi на нор-

муванням вiн збiгається до нуля рiвномiрно.

Припустимо, що W має бета-розподiл з параметрами θ > 0 та 1, що дає

E| lnW | = θ−1, D| lnW | = θ−2 та E| ln(1−W )|a < ∞ при a > 0.

- 194 -



З частини (D1) теореми 71 разом з попереднiм зауваженням випливає

K∗n(t)− θt lnn√
θ lnn

⇒ S2(t), n→∞

у просторi Скорохода D[0, 1] з J1-топологiєю, що, з огляду на (1.5), еквiва-

лентно (1.3). Отже, наш результат дає нове доведення (1.3) i узагальнює цю

знамениту функцiональну граничну теорему.

Як буде показано нижче у пiдроздiлi 3.2, та як було показано в [102] вiд-

повiдно, схожi узагальнення iснують для закону Ердеша-Турана для порядку

перестановок Юенса (див. теорему 88 нижче) та для слабкої збiжностi числа

малих циклiв в перестановках Юенса (див. теорему 5.1 на с. 96 в [15]).

Теорема 74. Якщо спiввiдношення (3.5) виконується для деякого α ∈ (0, 1),

то
`(lnn)K∗n(t)

(lnn)α
⇒ W←

α (1)−W←
α ((1− t)−), n→∞, (3.7)

та
K∗n(t)

K∗n
⇒ 1− W←

α ((1− t)−)

W←
α (1)

, n→∞ (3.8)

у просторi Скорохода D[0, 1] з J1-топологiєю, де W←
α є оберненим α-стiйким

субординатором (див. означення 26).

Перш нiж перейти до доведення основних результатiв, окреслимо коротко

наш пiдхiд до аналiзу K∗n(t). Спочатку розглянемо простiший функцiонал Kn

в довiльнiй схемi Карлiна. Для заданих (pj)j∈N, назвемо комiрку k великою,

якщо pk ≥ 1/n. В середньому велика комiрка k є зайнятою, оскiльки середнє

число куль в нiй npk ≥ 1. Тому можна очiкувати, що величина Kn є асимпто-

тично близькою до числа великих комiрок, яке дорiвнює ρ(n), див. формулу

(3.3). Для ґраток Бернуллi така евристика була строго обгрунтована в [95].

А саме, було показано, що величина K∗n = K∗n(1), пiдхожим чином нормова-

на та центрована, слабко збiгається тодi i тiльки тодi, коли величина ρ∗(n),

визначена в (3.2) та нормована й центрована так само, слабко збiгається до

того ж закону. Мiркуючи аналогiчно, можна зробити припущення, що процес

(K∗n −K∗n(t))t∈[0,1] має добре наближатись (ρ∗(n1−t))t∈[0,1]. Нижче буде показа-

но, що обернений в часi процес

ρ∗(n)− ρ∗(n(1−t)−) = #{k ∈ N : n−1 < p∗k ≤ nt−1}, t ∈ [0, 1]
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є рiвномiрно достатньо близьким до (K∗n(t))t∈[0,1], що дасть змогу отримати

функцiональну граничну теорему для (K∗n(t))t∈[0,1] з граничного результату

для (ρ∗(n)− ρ∗(n(1−t)−))t∈[0,1]. Це спостереження пояснює розклад (3.6) та до-

зволить нам обiйти стандартну процедуру пуассонiзацiї-депуассонiзацiї, що

ранiше використовувалась для аналiзу K∗n(1). Пiдкреслимо, що наведена ниж-

че лема 75 насправдi демонструє, що асимптотика Kn(t) :=
∑[nt]

k=1Kn,r для

великих n регулюється асимптотикою ρ(n)− ρ(n(1−t)−) у довiльнiй схемi Кар-

лiна з детермiнованими чи випадковими (pk)k∈N у випадках, коли ρ(x) має

логарифмiчний рiст та задовольняє деяким додатковим умовам на прирости.

Як тiльки функцiональна гранична теорема для (ρ∗(nt))t∈[0,1] доведена, вiд-

повiдна функцiональна гранична теорема для (ρ∗(n)− ρ∗(n(1−t)−))t∈[0,1] випли-

ває з теореми про неперервне вiдображення. Поклавши

T ∗n := | lnW1|+ · · ·+ | lnWn−1|+ | ln(1−Wn)|, n ∈ N (3.9)

та помiтивши, що ρ∗(nt) = #{k ∈ N : T ∗k ≤ t lnn} є числом вiзитiв збуреного

випадкового блукання (T ∗n)n∈N в iнтервал [0, t lnn], бачимо, що для доведення

результатiв цього пiдроздiлу залишиться застосувати теорему 65 з роздiлу 2.

Доведення теорем 71 та 74

В наступнiй лемi, що є першим основним iнгредiєнтом доведення теореми

71, розглядається довiльна схема Карлiна з невипадковими (pk)k∈N. Для j =

1, . . . , n нехай Zn,j позначає число куль в j-iй комiрцi. Отже,

Kn(t) :=
∑
j≥1

1{Zn,j∈[1,nt]}, t ∈ [0, 1]

є числом комiрок, що мiстять не бiльше [nt] куль. Зв’язок з ґратками Бернуллi

стає очевидним при фiксацiї «середовища» (Wk).

Лема 75. Нехай функцiя ρ визначена формулою (3.3). Тодi

E

[
sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣Kn(t)−
(
ρ(n)− ρ

(
n(1−t)−))∣∣∣∣

]
≤ 6

(
ρ(n)− ρ

(
x−1

0 n(lnn)−2
))

+
3ρ(n)

lnn
+

∫ ∞
1

t−2(ρ(nt)− ρ(n)) dt + 2 sup
t∈[0,1]

(
ρ(en1−t)− ρ(e−1n1−t)

)
,

де x0 > 1 є деякою константою, що не залежить анi вiд n, анi вiд (pj)j∈N.
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Доведення. Зазначимо, що всi оцiнки в цьому доведеннi, включаючи nt −
n3t/4 > 1 при t ∈ [ln, 1], де ln := 2 ln lnn

lnn , виконуються при достатньо вели-

ких n. Розпочнемо з базової нерiвностi∣∣∣Kn(t)−
(
ρ(n)− ρ

(
n(1−t)−))∣∣∣ ≤ ∑

j≥1

1{Zn,j>nt, npj∈[1,nt]} +
∑
j≥1

1{Zn,j=0, npj∈[1,nt]}

+
∑
j≥1

1{Zn,j∈[1,nt], npj>nt} +
∑
j≥1

1{Zn,j∈[1,nt], npj<1}

=: S(1)
n (t) + S(2)

n (t) + S(3)
n (t) + S(4)

n (t)

та оцiнимо E[supt∈[0,1] S
(i)
n (t)] при i = 1, 2, 3, 4.

Для першого доданка маємо

sup
t∈[0,1]

∑
j≥1

1{Zn,j>nt, npj∈[1,nt]} ≤ sup
t∈[0, ln)

∑
j≥1

1{npj∈[1,nt]}

+ sup
t∈[ln,1]

∑
j≥1

1{Zn,j>nt, npj∈[1,nt−n3t/4]} + sup
t∈[ln, 1]

∑
j≥1

1{Zn,j>nt, npj∈(nt−n3t/4, nt]}

≤
∑
j≥1

1{npj∈[1,nln)} + sup
t∈[ln, 1]

∑
j≥1

1{Zn,j−npj>n3t/4, npj∈[1,nt−n3t/4]}

+ sup
t∈[ln, 1]

∑
j≥1

1{npj∈(nt−n3t/4, nt]} ≤
∑
j≥1

1{npj∈[1, ln2 n)}

+
∑
j≥1

1{Zn,j−npj>(npj)3/4, npj∈[1,n]} + sup
t∈[ln, 1]

∑
j≥1

1{npj∈(nt−n3t/4, nt]}

=: S(11)
n + S(12)

n + S(13)
n .

За визначенням ρ

S(11)
n = ρ(n)− ρ(n(lnn)−2).

Випадкова величина Zn,j має бiномiальний розподiл з параметрами n та pj.

Тому EZn,j = npj та DZn,j = npj(1− pj). Використавши нерiвнiсть Чебишева,

маємо

ES(12)
n ≤

∑
j≥1

npj(1− pj)
(npj)3/2

1{npj∈[1,n]} ≤
∑
j≥1

(npj)
−1/2

1{npj∈[1,n]}

=

∫
[1,n/(lnn)2]

n−1/2x1/2 dρ(x) +

∫
(n/(lnn)2, n]

n−1/2x1/2 dρ(x)

≤ ρ(n)

lnn
+
(
ρ(n)− ρ

(
n(lnn)−2

))
.
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Третiй член S(13)
n можна оцiнити так

S(13)
n = sup

t∈[ln, 1]

∑
j≥1

1{pj∈(nt−1−n3t/4−1, nt−1]} ≤ sup
t∈[ln,1]

∑
j≥1

1{pj∈(nt−1(1−n−ln/4), nt−1]}

≤ sup
t∈[0,1]

∑
j≥1

1{pj∈(nt−1(1−n−ln/4), nt−1]} = sup
t∈[0,1]

∑
j≥1

1{pj∈(nt−1(1−(lnn)−1/2), nt−1]}

≤ sup
t∈[0,1]

(
ρ
(
en1−t)− ρ(n1−t)).

Остаточно маємо

E

[
sup
t∈[0,1]

S(1)
n (t)

]
≤ 2

(
ρ(n)− ρ

(
n(lnn)−2

))
+
ρ(n)

lnn

+ sup
t∈[0,1]

(
ρ
(
en1−t)− ρ(n1−t)).

Оскiльки випадковi функцiї S(2)
n (t) та S(4)

n (t) монотоннi по t, робимо висновок,

що

E

[
sup
t∈[0,1]

S(2)
n (t)

]
=
∑
j≥1

P{Zn,j = 0}1{npj∈[1,n]} =
∑
j≥1

(1− pj)n1{npj∈[1,n]}

≤
∑
j≥1

e−pjn1{1/n≤pj≤1} =

∫
[1,n/ lnn]

e−n/xdρ(x) +

∫
(n/ lnn, n]

e−n/xdρ(x)

≤ ρ(n)

n
+
(
ρ(n)− ρ(n

(
lnn)−1

))
≤ ρ(n)

lnn
+
(
ρ(n)− ρ

(
n(lnn)−2

))
.

Тому за нерiвнiстю Маркова

E

[
sup
t∈[0,1]

S(4)
n (t)

]
=
∑
j≥1

P{Zn,j ≥ 1}1{npj≤1} ≤
∑
j≥1

npj1{npj≤1}

=

∫
[n,∞)

nx−1 dρ(x) =

∫
[1,∞)

x−1 d(ρ(nx)− ρ(n)).

Iнтегруючи частинами та використовуючи той факт, що limx→∞ x
−1ρ(x) = 0,

див. лему 3 в [160], отримуємо

E

[
sup
t∈[0,1]

S(4)
n (t)

]
≤
∫ ∞

1

x−2(ρ(nx)− ρ(n)) dx +
(
ρ(n)− ρ(n−)

)
≤
∫ ∞

1

x−2(ρ(nx)− ρ(n)) dx +
(
ρ(n)− ρ

(
n(lnn)−2

))
.
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Для оцiнки S(3)
n (t) запишемо

sup
t∈[0,1]

∑
j≥1

1{Zn,j∈[1,nt], npj>nt}

≤ sup
t∈[0,1]

∑
j≥1

1{Zn,j≤nt, npj−(npj)3/4≥nt} + sup
t∈[0,1]

∑
j≥1

1{npj−(npj)3/4<nt≤npj}

≤
∑
j≥1

1{Zn,j≤npj−(npj)3/4, npj≥1} + sup
t∈[0,1]

∑
j≥1

1{npj−(npj)3/4<nt≤npj}

=
∑
j≥1

1{n−Zn,j−n(1−pj)≥(npj)3/4, npj∈[1,n]} + sup
t∈[0,1]

∑
j≥1

1{npj−(npj)3/4<nt≤npj}.

Оскiльки n − Zn,j має бiномiальний розподiл з параметрами n та 1 − pj, то

скориставшись нерiвнiстю Чебишева та вже доведеною оцiнкою для ES(12)
n ,

маємо

E

[∑
j≥1

1{n−Zn,j−n(1−pj)≥(npj)3/4, npj∈[1,n]}

]
≤ ρ(n)

lnn
+
(
ρ(n)− ρ

(
n(lnn)−2

))
.

Для знаходження пiдхожої оцiнки для другого доданка ми перевiримо, що з

нерiвностей x− x3/4 < y ≤ x та y ≥ 1 випливає

y ≤ x < y + (x0 − 1)y3/4, (3.10)

де x0 > 1 є єдиним коренем рiвняння x− x3/4 = 1. Дiйсно, якщо x < x0, то

x = (x− x3/4) + x3/4 < y + x
3/4
0 = y + (x0 − 1) ≤ y + (x0 − 1)y3/4,

де остання нерiвнiсть є наслiдком y ≥ 1. З iншого боку, якщо x ≥ x0, то

x = (x− x3/4) + (1− x−1/4)−3/4(x− x3/4)3/4 < y + (1− x−1/4
0 )−3/4(x− x3/4)3/4

< y + (1− x−1/4
0 )−3/4y3/4 = y + (x0 − 1)y3/4,

де перша нерiвнiсть випливає з того, що x 7→ (1 − x−1/4)−3/4 не спадає на

(1,∞), а тому (1− x−1/4)−3/4 ≤ (1− x−1/4
0 )−3/4 при x ≥ x0. З огляду на (3.10)

sup
t∈[0,1]

∑
j≥1

1{npj−(npj)3/4<nt≤npj} ≤ sup
t∈[0,1]

∑
j≥1

1{nt≤npj<nt+(x0−1)n3t/4}

≤ sup
t∈[0, ln]

∑
j≥1

1{nt≤npj<nt+(x0−1)n3t/4} + sup
t∈[ln, 1]

∑
j≥1

1{nt≤npj<nt+(x0−1)n3t/4}

≤
∑
j≥1

1{1≤npj<x0nln} + sup
t∈[ln, 1]

∑
j≥1

1{pj∈[nt−1, nt−1(1+(x0−1)n−t/4))}
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≤
(
ρ(n)− ρ

(
x−1

0 n(lnn)−2
))

+ sup
t∈[ln, 1]

∑
j≥1

1{pj∈[nt−1, nt−1(1+(x0−1)n−ln/4))}

≤
(
ρ(n)− ρ

(
x−1

0 n(lnn)−2
))

+ sup
t∈[0,1]

∑
j≥1

1{pj∈[nt−1, nt−1(1+(x0−1)(lnn)−1/2))}

≤
(
ρ(n)− ρ

(
x−1

0 n(lnn)−2
))

+ sup
t∈[0,1]

(
ρ
(
n1−t)− ρ(e−1n1−t)),

де, нагадаємо, ln = 2 ln lnn/ lnn. Поєднання отриманих оцiнок завершує до-

ведення леми.

Застосуємо наведений щойно результат до ґраток Бернуллi. Нагадаємо, що

ґратка Бернуллi є схемою розмiщення Карлiна з випадковими ймовiрностя-

ми (p∗k)k∈N, що визначенi у (1.2). Фiксуючи (p∗k)k∈N та застосовуючи лему 75,

отримуємо

E

(
sup
t∈[0,1]

|K∗n(t)− (ρ∗(n)− ρ∗(n(1−t)−))|
∣∣∣∣(p∗j)

)
≤ 6

(
ρ∗(n)− ρ∗

(
x−1

0 n(lnn)−2
))

+
3ρ∗(n)

lnn
+

∫ ∞
1

ρ∗(nx)− ρ∗(n)

x2
dx

+ 2 sup
t∈[0,1]

(
ρ∗(en1−t)− ρ∗(e−1n1−t)

)
=: εn,

(3.11)

де ρ∗(x) було визначено в формулi (3.2). Наступна лема демонструє, що εn

зростає повiльнiше за будь-який степiнь lnn.

Лема 76. Для довiльного c > 0 маємо

εn
(lnn)c

P→ 0, n→∞.

Доведення. Помiтимо, що

ρ∗(x) = N(lnx), (3.12)

де (N(x))x≥0 є числом вiзитiв в iнтервал [0, x] збуреного випадкового блука-

ння з кроком ξ = | lnW | та збуренням τ = | ln(1 − W )|. Використовуючи

формулу (2.190), робимо висновок, що середнє перших трьох членiв в (3.11) є

O(ln lnn). Тому їх сума, подiлена на (lnn)c, збiгається до нуля за ймовiрнiстю

згiдно з нерiвнiстю Маркова. Четвертий член оцiнюється так

sup
t∈[0,1]

(
ρ∗(en1−t)− ρ∗(e−1n1−t)

)
= sup

t∈[0,1]

(
N(t lnn+ 1)−N(t lnn− 1)

)
- 200 -



i є o((lnn)c) за ймовiрнiстю для кожного c > 0 згiдно з формулою (2.189).

Доведення твердження 70. Згiдно з лемою 76

1

lnn
E

(
sup
t∈[0,1]

|K∗n(t)− (ρ∗(n)− ρ∗(n(1−t)−))|
∣∣∣(p∗j)

)
P→ 0, n→∞.

Тому
1

lnn
sup
t∈[0,1]

∣∣K∗n(t)− (ρ∗(n)− ρ∗(n(1−t)−))
∣∣ P→ 0, n→∞ (3.13)

за нерiвнiстю Маркова та теоремою про мажоровану збiжнiсть. Далi∣∣∣∣ K∗n
µ−1 lnn

− 1

∣∣∣∣ ≤ |K∗n − ρ∗(n)|
µ−1 lnn

+

∣∣∣∣ ρ∗(n)

µ−1 lnn
− 1

∣∣∣∣ м.н.

Перший член у правiй частинi збiгається до нуля за ймовiрнiстю згiдно з

(3.13) (нагадаємо, що K∗n = K∗n(1)), а другий збiгається з огляду на (3.12) та

твердження 64. Отже,
K∗n
lnn

P→ 1

µ
, n→∞. (3.14)

Для завершення доведення помiтимо, що

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣K∗n(t)

K∗n
− t
∣∣∣∣ =

µ−1 lnn

K∗n

(
supt∈[0,1] |K∗n(t)− tK∗n|

µ−1 lnn

)
≤ µ−1 lnn

K∗n

(
supt∈[0,1] |K∗n(t)−

(
ρ∗(n)− ρ∗(n(1−t)−)

)
|

µ−1 lnn

+ sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣µ(ρ∗(n)− ρ∗(n(1−t)−))

lnn
− t
∣∣∣∣+

∣∣∣∣ K∗n
µ−1 lnn

− 1

∣∣∣∣
)
,

де права частина збiгається до нуля за ймовiрнiстю внаслiдок (3.13), (3.14) та

твердження 64.

Доведення теореми 71. ДОВЕДЕННЯ ДЛЯ K∗n(t). Позначимо через an норму-

вання, яке використовується для K∗n(t) у вiдповiдних частинах теореми 71,

та помiтимо, що an зростає швидше за деякий додатний степiнь логарифма.

Згiдно з (3.11), лемою 76 та нерiвнiстю Маркова

P

{
sup
t∈[0,1]

|K∗n(t)− (ρ∗(n)− ρ∗(n(1−t)−))| > εan

∣∣∣∣(p∗j)
}

P→ 0, n→∞
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для всiх ε > 0. Використовуючи теорему про мажоровану збiжнiсть, маємо

a−1
n sup

t∈[0,1]

|K∗n(t)− (ρ∗(n)− ρ∗(n(1−t)−))| P→ 0, n→∞.

З огляду на представлення (3.6), залишається довести теорему 71 з ρ∗(n) −
ρ∗(n(1−t)−) замiсть K∗n(t). Використовуючи (3.12), бачимо, що для цього до-

статньо застосувати теорему 65 до процесу (ρ∗(nt))t∈[0,1], використати теорему

про неперервне вiдображення та такi три спостереження.

• В J1- або в M1-топологiї на D([0, 1],R2)(
ρ∗(n)− un(1)

an
,
−ρ∗(n(1−t)−) + un(1)− un(t)

an

)
⇒
(
Sα(1),−Sα((1−t)−)

)
,

при n→∞.

• Якщо простiр D([0, 1],R2) надiлено J1 або M1-топологiєю (яка сильнiша

за топологiю добутку), то вiдображення ψ : D[0, 1] × D([0, 1],R2)D[0, 1],

що визначене ψ((x1(·), x2(·))) := x1(·) + x2(·) є неперервним, див. роздiл

4 в статтi [267];

• (Y (1)− Y ((1− t)−))t∈[0,1]
f.d.
= (Y (t))t∈[0,1] для кожного процесу Левi Y .

ДОВЕДЕННЯ ДЛЯ K∗n(t)/K∗n. Запишемо

lnn

µan

(
K∗n(t)

K∗n
− t+

vn(t)− tvn(1)

un(1)

)
=

lnn

µK∗n

vn(t)− tvn(1)

un(1)

K∗n − un(1)

an

+
lnn

µK∗n

(
K∗n(t)− tK∗n + vn(t)− tvn(1)

an

)
(3.15)

з тим же an, що й вище. З вже доведеного випливає, що

K∗n(t)− un(t)
an

⇒ Z(t), n→∞, (3.16)

у просторi Скорохода D[0, 1] з J1- або M1-топологiєю та деяким процесом

Левi Z. Використаємо теорему про неперервне вiдображення, неперервнiсть

додавання та (3.14), щоб отримати

lnn

µK∗n

(
K∗n(t)− tK∗n + vn(t)− tvn(1)

an

)
⇒ Z(t)− tZ(1) n→∞
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у просторi Скорохода D[0, 1] з J1- або M1-топологiєю. З огляду на (3.14), (3.16)

та

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣vn(t)− tvn(1)

un(1)

∣∣∣∣ ≤ 2vn(1)

un(1)
→ 0, n→∞,

перший член в (3.15) збiгається до нуля за ймовiрнiстю рiвномiрно по t ∈
[0, 1]. Застосування леми Слуцького завершує доведення.

Доведення теореми 74. Аргументи, використанi при доведеннi граничної тео-

реми 71 для процесу K∗n переносяться без змiн i ми отримуємо (3.7). Доведемо

граничний результат для процесу K∗n(t)/K∗n. З формули (3.7) випливає(
`(lnn)K∗n(t)

(lnn)α
,

(lnn)α

`(lnn)K∗n

)
⇒
(
W←

α (1)−W←
α ((1− t)−),

1

W←
α (1)

)
, n→∞

у просторi D([0, 1],R2) з J1-топологiєю. Для завершення доведення зали-

шається застосувати теорему про неперервне вiдображення разом з фактом:

вiдображення φ : D([0, 1],R2) → D[0, 1], що визначене φ((x1(·), x2(·))) :=

x1(·)x2(·) є неперервним в J1-топологiї на D([0, 1],R2).

3.1.2 Граничнi теореми для числа нульових блокiв. У цьому пiдроздiлi

ми доведемо граничнi теореми для числа порожнiх комiрок (нульових бло-

кiв композицiй), а саме ми розглядатимемо процес (L∗[et])t≥0. На вiдмiну вiд

попереднього роздiлу, ми доведемо лише результати про збiжнiсть скiнченно-

вимiрних розподiлiв. Також пiдкреслимо, що граничнi теореми цього пiдроз-

дiлу є принципово вiдмiнними вiд граничних теорем попереднього пiдроздiлу,

оскiльки тепер аргумент t процесу L∗[et] вiдповiдає часу (кiлькостi розмiщених

куль), а не простору (розмiру блокiв композицiй), як в процесi (K∗n(t))t∈[0,1].

Перш нiж сформулювати основнi результати, нагадаємо одне з тверджень

теореми 1.1 роботи [128].

Твердження 77 (Iксанов, 2012). Припустимо, що E| lnW | =∞ та

lim
n→∞

E(1−W )n

EW n
= c ∈ (0,∞).

Тодi

L∗n
d→ L∗, n→∞, (3.17)
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де L∗ – випадкова величина з геометричним розподiлом

P{L∗ = k} =
c

c+ 1

(
1

c+ 1

)k
, k ∈ N0.

Зокрема, спiввiдношення (3.17) виконується, якщо

lim
x→∞

P{| lnW | > x}
P{| ln(1−W )| > x}

= c. (3.18)

Не слiд очiкувати, що лише за умов E| lnW | = ∞ та (3.18) матиме мiсце

збiжнiсть яких-небудь скiнченновимiрних розподiлiв, пов’язаних з послiдовнi-

стю
(
L∗n
)
. Проте, за додаткового припущення про правильну змiну чисельника

(а, отже, й знаменника) в (3.18), результат такого роду доведено в наведенiй

нижче теоремi 78.

Нагадаємо, що для α ∈ (0, 1) та c > 0 точковий процес P (α, c) :=
∑

k δ(tk, jk) є

пуассонiвським процесом на [0,∞)× (0,∞] з мiрою iнтенсивностi LEB×να, c,
де LEB – мiра Лебега на [0,∞), а να, c – мiра на (0,∞], що задається рiвнiстю

να, c
(
(x,∞]

)
= c−1x−α, x > 0.

Нехай
(
Wα(t)

)
t≥0

– α-стiйкий субординатор, що не залежить вiд P (α, c), див.

означення 26.

Теорема 78. Припустимо, що iснують α ∈ (0, 1), функцiя ` та константа

c ∈ (0,∞) такi, що

P{| lnW | > x} ∼ cP{| ln(1−W )| > x} ∼ x−α`(x), x→∞. (3.19)

Тодi

(L∗[eut])u>0
f.d.⇒ (

∑
k

1{Wα(tk)≤u<Wα(tk)+jk})u>0, t→∞. (3.20)

Теореми 79 та 80, що наводяться нижче, посилюють теореми 1.1 в [130]

та 1.2 в [128] вiдповiдно, в яких була встановлена збiжнiсть одновимiрних

розподiлiв.

Теорема 79. Припустимо, що iснують α ∈ (0, 1) та β ≥ −α, а також функцiї

` та ̂̀такi, що

P{| lnW | > x} ∼ x−α`(x) та P{| ln(1−W )| > x} ∼ xβ ̂̀(x), x→∞.
(3.21)
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У випадку α = −β припустимо також, що

lim
x→∞

P{| lnW | > x}
P{| ln(1−W )| > x}

= 0

та iснує неспадна функцiя u така, що

lim
x→∞

P{| lnW | > x}u(x)

P{| ln(1−W )| > x}
= 1.

Тодi (
P{| lnW | > t}

P{| ln(1−W )| > t}
L∗[eut]

)
u>0

f.d.⇒ (Jα,β(u))u>0, t→∞. (3.22)

Теорема 80. Нехай P{| ln(1 − W )| > t} ∼ tβ ̂̀(t) при t → ∞ для деякого

β ∈ (−1, 0], а розподiл | lnW | належить областi притягання деякого стiйкого

розподiлу з α ∈ (1, 2]. Нехай функцiя c така, як в (2.76) з ξ := | lnW |.

(а) Якщо P{| ln(1−W )| > t} = o(t/c2(t)) при t→∞, тоL∗[eut] − 1
µ

∫ ut
0 P{| ln(1−W )| > y}dy√

1
µ

∫ t
0 P{| ln(1−W )| > y}dy


u>0

f.d.⇒ (Vβ(u))u>0,

де Vβ є центрованим гауссiвським процесом з коварiацiєю

E[Vβ(u)Vβ(w)] = w1+β − (w − u)1+β, 0 ≤ u ≤ w.

(б) Якщо t/c2(t) = o(P{| ln(1−W )| > t}) при t→∞, то(
L∗[eut] −

1
µ

∫ ut
0 P{| ln(1−W )| > y}dy

µ−1−1/αc(t)P{| ln(1−W )| > t}

)
u>0

f.d.⇒ (Iα,β(u))u>0.

Зауваження 81. Пiдкреслимо, що граничнi результати для процесу (L∗[eut])u>0

при t → ∞ в точностi повторюють граничнi результати для процесу

(M(ut))u>0, введеному в пiдроздiлi 2.5.1 i побудованому з ξ := | lnW | та

τ := | ln(1 − W )|. Такий збiг невипадковий. Нижче, див. леми 83, 84 та 85,

ми покажемо, що асимптотика (L∗[eut])u>0 збiгається з асимптотикою процесу

(M ∗(ut))u>0, де

M ∗(t) :=
∑
k≥1

1{| lnW1|+···+| lnWk−1|≤t<| lnW1|+···+| lnWk−1|+| ln(1−Wk)|}, t ≥ 0.
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Зауваження 82. Вiдмiтимо двi ситуацiї, якi не покриваються наведеними вище

результатами.

(I) Припустимо, що в теоремi 80 D| lnW | =∞ та iснує границя

lim
t→∞

P{| ln(1−W )| > t}c2(t)/t ∈ (0,∞).

Нам невiдомо, чи має мiсце збiжнiсть навiть одновимiрних розподiлiв.

(II) Наведенi вище теореми зiбранi разом, оскiльки їх доведення проходять в

рамках єдиного пiдходу. На жаль, цей пiдхiд не працює у випадку E| ln(1 −
W )| < ∞. Два рiзних доведення збiжностi одновимiрних розподiлiв числа

порожнiх комiрок у випадку E(| lnW | + | ln(1 − W )|) < ∞ можна знайти в

[101, 102]. Понад це, у роботi [101] доведено, що у випадку E| lnW | = ∞ та

E| ln(1−W )| <∞ число порожнiх комiрок збiгається до нуля за ймовiрнiстю.

Аналогiчно, якщо в умовах теореми 79 хвiст P{| lnW | > x} асимптотично

домiнує хвiст P{| ln(1−W )| > x} (тобто β ≤ −α), то число порожнiх комiрок

збiгається до нуля за ймовiрнiстю.

Доведення теорем 78, 79 та 80

В контекстi задач, пов’язаних зi схемами розмiщення, досить плiдною є iдея

пуассонiзацiї. Нехай
(
λk
)
k∈N є пуассонiвським потоком одиничної iнтенсивно-

стi, який не залежить анi вiд
(
Uj
)
, анi вiд (Wj)j∈N. Позначимо через

(
π(t)

)
t≥0

вiдповiдний процес Пуассона, що визначений рiвнiстю

π(t) := #{k ∈ N : λk ≤ t}, t ≥ 0.

Замiсть схеми розмiщення n куль будемо використовувати версiю ґратки

Бернуллi, в якiй моменти розмiщення куль (точок Uk) по комiркам задаю-

ться послiдовнiстю
(
λk
)
k∈N. А саме, точка Uk розмiщується у вiдповiдну ко-

мiрку з сегменту [0, 1] в момент часу λk. Таким чином, за промiжок часу

[0, t] по комiркам буде розмiщено π(t) куль. Позначимо через πj(t) кiлькiсть

куль в j-iй комiрцi в момент часу t. Зрозумiло, що при фiксацiї середови-

ща (Wj)j∈N процес
(
πj(t)

)
t≥0

, j ∈ N є процесом Пуассона з iнтенсивнiстю

p∗j = W1 · · ·Wj−1(1 − Wj), та для рiзних j цi процеси незалежнi. Остання

властивiсть пояснює переваги пуассонiзованої схеми.
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Нагадаємо, що N ∗n є iндексом останньої зайнятої комiрки та введемо позна-

чення N ∗(t) := N ∗π(t), K
∗(t) := K∗π(t) та L∗(t) := L∗π(t). Тодi, наприклад, L∗(t)

є числом порожнiх комiрок з промiжку зайнятостi при розмiщеннi π(t) куль.

Нагадаємо, що ґратку Бернуллi можна розглядати як схему Карлiна у випадко-

вому середовищi (p∗j)j∈N, що задається незалежними однаково розподiленими

в.в. (Wk)k∈N, див. формулу (1.2). Наступнi два результати демонструють, що

вивчення асимптотики L(t) можна звести до вивчення простого функцiоналу

вiд середовища (p∗j)j∈N по аналогiї до того, як це було зроблено в попередньо-

му пiдроздiлi для K∗n(t).

Визначимо стандартне випадкове блукання
(
Sn
)
n∈N0

рiвностями

S0 := 0, Sn := | lnW1|+ · · ·+ | lnWn|, n ∈ N

та покладемо τn := | ln(1−Wn)|.

Лема 83. Якщо E| lnW | =∞, то(
L∗(eut)−

∑
k≥0

1{Sk≤ut<Sk+τk+1}

)
u>0

f.d.⇒ 0, t→∞. (3.23)

Лема 84. Якщо E| lnW | <∞, то(
L∗(eut)−

∑
k≥0 1{Sk≤ut<Sk+τk+1}

a(t)

)
u>0

f.d.⇒ 0, t→∞ (3.24)

для довiльної функцiї a такої, що lim
t→∞

a(t) = ∞. Iншими словами, скiнчен-

новимiрнi розподiли сiм’ї процесiв
(
L∗(eut) −

∑
k≥0 1{Sk≤ut<Sk+τk+1}

)
u≥0

, t ≥ 0

щiльнi.

Лема 85, що наводиться далi, дозволяє здiйснити депуассонiзацiю, тобто

перехiд вiд схеми з пуассонiвською кiлькiстю куль до початкової схеми з фi-

ксованою кiлькiстю куль.

Лема 85. Без жодних моментних припущень на | lnW | маємо(
L∗(eut)− L[eut]

)
u>0

f.d.⇒ 0, t→∞.

Зауважимо, що в роботах [101, 128, 130] використовувалось декiлька пiд-

ходiв до депуассонiзацiї числа порожнiх комiрок. Проте, твердження леми 85

є найсильнiшим з вiдомих навiть у випадку одновимiрних розподiлiв.
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З наведених вище лем бачимо, що теорема 79 випливає з твердження 60,

теорема 80 є наслiдком твердження 58, а з твердження 61 випливає теорема

78, якщо перевiрити умову (2.164), яка виглядає так

lim
t→∞

tP{| lnW | > xc(t), | ln(1−W )| > yc(t)} = 0

для всiх x, y > 0. Ймовiрнiсть в останнiй формулi є P{1−e−yc(t) < W < e−xc(t)}
i дорiвнює нулю для великих t.

Доведення леми 83. Як завжди покладемо

ν(t) := inf{k ∈ N : Sk > t} = inf{k ∈ N : | lnW1|+ · · ·+ | lnWk| > t}, t ≥ 0

та введемо функцiю вiдновлення

U(t) := Eν(t) =
∑
k≥0

P{Sk ≤ t}, t ≥ 0.

В подальшому ми будемо використовувати теорему Блекуелла та ключову те-

орему вiдновлення. Внаслiдок припущення E| lnW | = ∞ окремий аналiз для

випадку арифметичного розподiлу | lnW | не потрiбний. Дiйсно, згiдно з тео-

ремою Блекуелла та мiркуваннями монотонностi, як в арифметичному так i в

неарифметичному випадках маємо

lim
t→∞

(
U(t+ h)− U(t)

)
= 0 (3.25)

для довiльного h > 0. Дослiвне повторення доведення ключової теореми вiд-

новлення, що наводиться на с. 241 в [226], дозволяє стверджувати, що

lim
t→∞

∫
[0, t]

g(t− x)dU(x) = 0,

якщо функцiя g безпосередньо iнтегровна за Рiманом на [0,∞), та

lim
t→∞

∫
[t,∞)

g(t− x)dU(x) = 0,

якщо g безпосередньо iнтегровна за Рiманом на (−∞, 0].

Для доведення леми 83 достатньо перевiрити збiжнiсть до нуля лiвої ча-

стини (3.23) при u = 1 та скористатись прийомом Крамера-Уолда. Подальше

доведення розiб’ємо на декiлька крокiв.
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КРОК 1. Покажемо, що максимальний номер зайнятої комiрки за промiжок

часу [0, et], задовольняє спiввiдношення

N ∗(et)− ν(t)
P→ 0, t→∞.

Для цього покладемо E(n) := − ln min(U1, . . . , Un) та помiтимо, що

N ∗(et) = ν(E(π(et))). Рiзниця E(n) − lnn слабко збiгається при n → ∞ до

випадкової величини E∗, що має розподiл Гумбеля. Оскiльки послiдовнiсть(
E(n)

)
не залежить вiд процесу

(
π(t)

)
, то рiзниця E(π(et)) − ln π(et) також

збiгається до E∗ за розподiлом при t→∞. Внаслiдок слабкого закону великих

чисел для процесу Пуассона: ln π(et)− t P→ 0 при t→∞. Отже,

E(π(et))− t d→ E∗, t→∞. (3.26)

Покладемо R(t) := E(π(et)). Використовуючи нерiвнiсть Маркова та той факт,

що функцiя вiдновлення U не спадає, для довiльних γ > 0 та ε > 0 маємо

P
{(
ν(R(t))− ν(t)

)
1{

0<R(t)−t≤γ
} > ε

∣∣∣∣R(t)

}
≤ ε−1E

((
ν(R(t))− ν(t)

)
1{

0<R(t)−t≤γ
}∣∣∣∣R(t)

)
= ε−1

(
U
(
t+R(t)− t

)
− U(t)

)
1{0<R(t)−t≤γ} ≤ ε−1

(
U(t+ γ)− U(t)

)
.

З цiєї формули та спiввiдношення (3.25) випливає, що

lim
t→∞

P
{(
ν(R(t))− ν(t)

)
1{

0<R(t)−t≤γ
} > ε

∣∣∣∣R(t)

}
= 0 м.н.

Таким чином, (
ν(R(t))− ν(t)

)
1{

0<R(t)−t≤γ
} P→ 0, t→∞,

за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть.

Очевидно, що для довiльних γ > 0 та ε > 0

P
{(
ν(R(t))− ν(t)

)
1{

R(t)−t>γ
} > ε

}
≤ P{R(t)− t > γ}.

Виходячи з цiєї нерiвностi, згадуючи спiввiдношення (3.26), та використову-

ючи абсолютну неперервнiсть розподiлу в.в. E∗, робимо висновок, що

lim
t→∞

P
{(
ν(R(t))− ν(t)

)
1{

R(t)−t>γ
} > ε

}
≤ P{E∗ > γ}.

- 209 -



Нарештi,

lim
γ→∞

lim
t→∞

P
{(
ν(R(t))− ν(t)

)
1{

R(t)−t>γ
} > ε

}
= 0.

Як наслiдок отриманих оцiнок маємо(
ν(R(t))− ν(t)

)
1{

R(t)−t>0
} P→ 0, t→∞.

Аналогiчними мiркуваннями доводиться спiввiдношення(
ν(R(t))− ν(t)

)
1{

R(t)−t≤0
} P→ 0, t→∞.

Цим завершується перший етап доведення леми 83.

КРОК 2. Мета цього кроку – знаходження пiдхожої апроксимацiї для K∗(et) –

числа комiрок, в кожну з яких потрапила хоча б одна куля за промiжок часу

[0, et]. Покажемо, що

K∗(et)−
∑
k≥0

(
1− exp

(
− et−Sk(1−Wk+1)

)) P→ 0, t→∞.

Має мiсце представлення

K∗(et) =
∑
k≥1

1{πk(et)≥1}, (3.27)

де πk(et) – кiлькiсть куль (в пуассонiзованiй схемi), що потрапили в k-у комiр-

ку за промiжок часу [0, et]. Внаслiдок рiвностi

E
(
K∗(et)|(p∗j)

)
=
∑
k≥0

(
1− exp

(
− et−Sk(1−Wk+1)

))
(3.28)

для доведення бажаної апроксимацiї достатньо показати, що

lim
t→∞

ED
(
K(et)|(p∗j)

)
= 0. (3.29)

Оскiльки при фiксованих
(
p∗j
)

iндикатори в (3.27) незалежнi, то

ED
(
K(et)|(p∗j)

)
= E

∑
k≥0

(
exp

(
− et−Sk(1−Wk+1)

)
− exp

(
− 2et−Sk(1−Wk+1)

))
=

∫
[0,∞)

(
ϕ(et−y)− ϕ(2et−y)

)
dU(y), (3.30)
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де ϕ(y) := Ee−y(1−W ). Згiдно з лемою 162 функцiя g0(y) := ϕ(ey) − ϕ(2ey)

безпосередньо iнтегровна за Рiманом на R, а тому з ключової теореми вiднов-

лення випливає спiввiдношення (3.29).

КРОК 3. Переконаємось, що

Z(t) :=
∑
k≥0

(
1− exp

(
− et−Sk(1−Wk+1)

))
1{Sk>t}

P→ 0, t→∞.

Згiдно з лемою 162 функцiя g1(y) := E
(
1−exp

(
−ey(1−W )

))
безпосередньо

iнтегровна за Рiманом на (−∞, 0]. З ключової теореми вiдновлення маємо

EZ(t) =

∫
[t,∞)

g1(t− y)dU(y)→ 0, t→∞.

КРОК 4. Перевiримо, що

Y (t) :=
∑
k≥0

(
exp

(
− et−Sk(1−Wk+1)

))
− 1{Sk+τk+1>t}

)
1{Sk≤t}

P→ 0, t→∞.

Для цього запишемо Y (t) у виглядi рiзницi двох невiд’ємних випадкових фун-

кцiй

Y (t) =
∑
k≥0

exp
(
− et−Sk(1−Wk+1)

)
1{Sk+τk+1≤t}

−
∑
k≥0

(
1− exp

(
− et−Sk(1−Wk+1)

))
1{Sk≤t<Sk+τk+1} =: Y1(t)− Y2(t)

та покажемо, що lim
t→∞

EYi(t) = 0, i = 1, 2. Дiйсно, за лемою 162 функцiї g2(y) =

E exp
(
− ey(1−W )

)
1{1−W>e−y} та g3(y) = E(1− exp(−ey(1−W )))1{1−W≤e−y}

є безпосередньо iнтегровними за Рiманом на [0,∞). З ключової теореми вiд-

новлення випливає, що

EY1(t) =

∫
[0, t]

g2(t−y)dU(y)→ 0, EY2(t) =

∫
[0, t]

g3(t−y)dU(y)→ 0, t→∞,

що й потрiбно було довести.

Враховуючи рiвнiсть

L∗(et)−
∑
k≥0

1{Sk≤t<Sk+τk+1} =
(
N ∗(et)−

∑
k≥0

1{Sk≤t}

)
−
(
K∗(et)−

∑
k≥0

(
1− exp

(
− et−Sk(1−Wk+1)

)))
− Z(t) + Y (t),

доведення леми 83 завершується поєднанням результатiв крокiв 1-4.
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Доведення леми 84 є аналогiчним до доведення леми 83 i не наводиться.

Необхiднi деталi можна знайти в лемi 2.2 в [141].

Доведення леми 85. Достатньо показати, що

K∗(t)−K∗[t]
P→ 0 та N ∗(t)−N ∗[t]

P→ 0, t→∞, (3.31)

та скористатись прийомом Крамера-Уолда. Внаслiдок нерiвностi P{N ∗(t) 6=
N ∗[t]} ≤ P{K∗(t) 6= K∗[t]}, лише перше спiввiдношення потребує доведення.

Покажемо, спочатку, що для довiльного x > 0

K∗(t+ x
√
t)−K∗(t− x

√
t)

P→ 0, t→∞. (3.32)

З формули (3.28) для достатньо великих t маємо

E
(
K∗(t+ x

√
t)−K∗(t− x

√
t)
)

=

∫
[0,∞)

(
ϕ((t− x

√
t)e−y)− ϕ((t+ x

√
t)e−y)

)
dU(y),

де ϕ(y) = Ee−y(1−W ). Оскiльки функцiя −ϕ′(y) не зростає, то за теоремою про

середнє значення для диференцiйовних функцiй

ϕ
(
(t− x

√
t)e−y

)
− ϕ

(
(t+ x

√
t)e−y

)
≤ −ϕ′

(
(t− x

√
t)e−y

)
2x
√
te−y.

Тому

E
(
K∗(t+ x

√
t)−K∗(t− x

√
t)
)
≤ 2x

√
t

t− x
√
t

≤
∫

[0,∞)

(
− ϕ′

(
(t− x

√
t)e−y

))
(t− x

√
t)e−ydU(y).

Згiдно з лемою 162 функцiя g4(y) = −ϕ′(ey)ey безпосередньо iнтегровна за

Рiманом на R. З леми 163 випливає, що∫
[0,∞)

(
− ϕ′

(
(t− x

√
t)e−y

))
(t− x

√
t)e−ydU(y) = O(1), t→∞.

Таким чином, для довiльного x > 0

lim
t→∞

E
(
K∗(t+ x

√
t)−K∗(t− x

√
t)
)

= 0,

- 212 -



що дає (3.32). Оскiльки процес
(
K∗(s)

)
s≥0

не спадає м.н., то для довiльного

x > 0

|K∗[t] −K∗(t)| = |K∗(λ[t])−K∗(t)|1{|λ[t]−t|≤x
√
t} + |K∗(λ[t])−K∗(t)|1{|λ[t]−t|>x

√
t}

≤ K∗(t+ x
√
t)−K∗(t− x

√
t) + |K∗(λ[t])−K∗(t)|1{|λ[t]−t|>x

√
t}.

Отже, для довiльного ε > 0

P{|K∗[t] −K∗(t)| > 2ε}

≤ P{K∗(t+ x
√
t)−K∗(t− x

√
t) > ε}

+ P{|K∗(λ[t])−K∗(t)|1{|λ[t]−t|>x
√
t} > ε}

≤ P{K(t+ x
√
t)−K(t− x

√
t) > ε}+ P{|λ[t] − t| > x

√
t}.

Враховуючи (3.32) та використовуючи центральну граничну теорему для для

λ[t], отримуємо

lim
t→∞

P{|K∗[t] −K∗(t)| > 2ε} ≤ P{|S2(1)| > x}.

Спрямовуючи x → ∞, бачимо, що має мiсце перше спiввiдношення в (3.31).

3.1.3 Граничнi теореми для логарифмiчних сепарабельних статистик.

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо граничнi теореми для бiльш екзотичного

функцiоналу на ґратцi Бернуллi:

V ∗n :=
n∑
r=1

K∗n,r ln r =
∑
j≥1

ln+ Zn,j, n ∈ N.

Такий функцiонал нам знадобиться в наступному пiдроздiлi для вивчення ре-

генеративних випадкових перестановок.

Статистика V ∗n є прикладом та званих сепарабельних (або роздiльних) ста-

тистик вигляду
∑

rKn,rh(r) (термiнологiя запропонована в [193, 202] в кон-

текстi схем розмiщення). Функцiонали K∗n,r та K∗n є самi по собi прикладами

таких статистик з деякими iндикаторними функцiями. Функцiонал V ∗n є при-

кладом сеперабельної статистики з необмеженою функцiєю h. Для переста-

новок Юенса сепарабельнi статистики досить загального вигляду вивчались в

статтях Бабу та Манставiчюса, див. [23, 186].

Основний результат для V ∗n сформульовано в такому твердженнi.
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Твердження 86. Припустимо, що | lnW | належить областi притягання де-

якого α-стiйкого розподiлу з α ∈ (1, 2]. Тодi при t→∞ маємо(
V ∗[eut] −

1
µ

∫ ut
0

∫ y
0 P{| ln(1−W ) ≤ z}dzdy

µ−1−1/αtc(t)

)
u≥0

f.d.⇒
(∫ u

0

Sα(y)dy

)
u≥0

,

де функцiя c така, як в (2.76) з ξ := | lnW |.

Як i в попереднiх пiдроздiлах, ми доведемо твердження 86 технiкою збуре-

них випадкових блукань. Розпочнемо з доведення допомiжної леми. Нагадає-

мо, див. пiдроздiл 2.5.3, що

N(t) :=
∑
k≥1

1{Sk−1+τk≤t}, t ≥ 0,

є числом вiзитiв збуреного випадкового блукання (Sk−1 + τk)k∈N в iнтервал

[0, t].

Лема 87. Припустимо, що ξ належить областi притягання деякого α-

стiйкого розподiлу з α ∈ (1, 2]. Тодi при t→∞ маємо∫ tu0

(
N(y)− 1

µ

∫ y
0 P{τ ≤ z}dz

)
dy

µ−1−1/αtc(t)


u≥0

f.d.⇒
(∫ u

0

Sα(y)dy

)
u≥0

,

де функцiя c така, як в (2.76).

Доведення. Одразу пiдкреслимо, що за додаткового припущення Eτ a <∞ для

деякого a > 0, навiть сильнiше твердження зi збiжнiстю в J1- або M1-топологiї

одразу випливає з теореми 65 та неперервностi оператора iнтегрування у вка-

заних топологiях.

Покладемо F (x) := P{τ ≤ x} та

N̂(t) :=
∑
k≥0

F (t− Sk) =
∑
k≥0

F (t− Sk)1{Sk≤t}, t ≥ 0.

З нерiвностi Кошi-Буняковського-Шварца маємо

E
(∫ t

0 |N(x)− N̂(x)|dx
)2

t2c2(t)
≤
∫ t

0 E(N(x)− N̂(x))2dx

tc2(t)
.
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З леми 2.3 роботи [95] ми знаємо, що пiдiнтегральний вираз в правiй частинi є

o(x) при x→∞, а тому права частина збiгається до нуля при t→∞, оскiльки

t/c2(t) = O(1). Отже,∫ t
0 (N(x)− N̂(x))dx

tc(t)

P→ 0, t→∞,

внаслiдок нерiвностi Чебишева. Згадуючи прийом Крамера-Уолда, бачимо, що

залишається довести∫ tu0

(
N̂(y)− 1

µ

∫ y
0 F (z)dz

)
dy

µ−1−1/αtc(t)


u≥0

f.d.⇒
(∫ u

0

Sα(y)dy

)
u≥0

,

але це твердження одразу випливає з теореми 32 з функцiєю h(t) =
∫ t

0 F (z)dz

та елементарного спостереження: Iα,1(u) =
∫

[0,u](u − y)dSα(y) =
∫ u

0 Sα(y)dy,

u ≥ 0.

Доведення твердження 86. Ми знову використаємо технiку пуассонiзацiї i

розглянемо схему розмiщення в якiй кулi розмiщуються по комiркам в мо-

менти стрибкiв однорiдного процесу Пуассона (πt)t≥0. Будемо писати V ∗(t) =

V ∗π(t).

Нам знадобиться твердження про великi вiдхилення для процесу Пуассона

(πt): при t > 1,

P{πt ≤ (1− εt)t} ≤ exp(−t(εt + ln(1− εt)(1− εt))) =: q(t), (3.33)

де εt := t−β для довiльного β ∈ (0, 1/2). Зауважимо, що lim
t→∞

q(t) = 0 та

(− ln q(t)) ∼ t1−2β. Нерiвнiсть (3.33) є оцiнкою Чернова для пуассонiвського

розподiлу i випливає зi стандартних мiркувань: застосування нерiвностi Мар-

кова до e−sπt та мiнiмiзацiї правої частини по s.

Для j = 1, 2 покладемо

fj(t) := E(ln+ πt)
j = e−t

∑
k≥2

lnj k(tk/k!), t ≥ 0.

Цi функцiї не спадають та диференцiйовнi з fj(0) = 0 та

f ′j(0) = 0. (3.34)
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Доведемо, що

lim
t→∞

(f1(t)− ln t) = 0 (3.35)

та

lim
t→∞

h(t) = 0, (3.36)

де h(t) := D(ln+ πt). Для цього запишемо

f1(t)− ln t ≤ E ln(πt + 1)− ln t ≤ ln(t+ 1)− ln t ≤ t−1, (3.37)

де ми використали нерiвнiсть Йєнсена на другому кроцi. Аналогiчно,

f2(t)− ln2 t ≤ E ln2(πt + 1)− ln2 t ≤ ln2(t+ 1)− ln2 t ≤ 2 ln(t+ 1)

t
. (3.38)

Тут використано те, що ми працюємо на множинi {πt ≥ 2}, а функцiя t 7→
ln2(1 + t) вгнута при t ≥ 2.

Для достатньо великих t та εt, що було введене вище,

f1(t)− ln t ≥ E(ln+ πt − ln t)1{πt>(1−εt)t} − ln tP{πt ≤ (1− εt)t}

≥ ln(1− εt)P{πt > (1− εt)t} − q(t) ln t =: p(t).

Вираз у правiй частинi прямує до нуля (зi швидкiстю t−β) при t → ∞. Поєд-

нуючи цю нерiвнiсть з (3.37), отримуємо (3.35). Помiтимо, що

f 2
1 (t) = ln2 t+ 2 ln t(f1(t)− ln t) + (f1(t)− ln t)2 ≥ ln2 t+ 2p(t) ln t.

Отже,

h(t) = f2(t)− f 2
1 (t)

(3.38),(3.39)
≤ 2(t−1 ln(t+ 1)− p(t) ln t) = O(ln t/tβ),

що доводить (3.36)1.

Нагадаємо, див. формулу (3.2), що

ρ∗(ex) := #{k ∈ N : p∗k ≥ e−x}

= #{k ∈ N : | lnW1|+ · · ·+ | lnWk−1|+ | ln(1−Wk)| ≤ x}, x ≥ 0

та тривiальний факт

Eρ∗(ex) ≤ Cx+D, x ≥ 0 (3.39)
1Альтернативне доведення формул (3.35) та (3.36) можна також отримати з теореми 4 в [147] з використан-

нями комплексного аналiзу.

- 216 -



для деяких констант C,D, див. лему 67.

Два основнi спостереження для подальшого аналiзу є такими (вони будуть

доведенi далi):

E(V ∗(et)|(Wk)) =
∑
j≥1

f1(e
tp∗j) =

∫
[1,∞)

f1(e
t/x)dρ∗(x)

=

∫
[0,t]

(t− x)dρ∗(ex) +OP(t) =

∫ t

0

ρ∗(ex)dx+OP(t) (3.40)

та

D(V ∗(et)|(Wk)) =
∑
j≥1

h(etp∗j) = OP(t). (3.41)

З формули (3.39) випливає ρ∗(et) = OP(t), тому (3.35) дає∫
[1,et]

f1(e
t/x)dρ∗(x) =

∫
[0,t]

(t− x)dρ∗(ex) +OP(t) =

∫ t

0

ρ∗(ex)dx+OP(t),

де, насправдi, ми використали лише обмеженiсть f1(t)− ln t. Далi,∫
[et,∞)

f1(e
t/x)dρ∗(x) = −

∫
[0,1]

f1(y)dρ∗(et/y)

= −f1(1)ρ∗(et) +

∫ 1

0

ρ∗(et/y)f ′1(y)dy.

Застосовуючи (3.39), бачимо

E
[∫

[et,∞)

f1(e
t/x)dρ∗(x)

]
≤ O(t) +

∫ 1

0

(C ln y +D)f ′1(y)dy = O(t),

оскiльки
∫ 1

0 | ln y|f
′
1(y)dy < ∞ з огляду на (3.34). Отже, (3.40) виконується.

Формула (3.41) перевiряється аналогiчно з використанням нерiвностi∫
[et,∞]

h(et/x)dρ∗(x) ≤
∫

[et,∞]

f2(e
t/x)dρ∗(x).

Згiдно з лемою 87 з N(x) = ρ∗(ex) маємо при t→∞∫ tu0

(
ρ∗(ey)− 1

µ

∫ y
0 P{| ln(1−W )| ≤ z}dz

)
dy

µ−1−1/αtc(t)


u≥0

f.d.⇒
(∫ u

0

Sα(y)dy

)
u≥0

,

а тому, внаслiдок (3.40),(
E(V ∗(eut)|(Wk))− 1

µ

∫ tu
0

∫ y
0 P{| ln(1−W )| ≤ z}dzdy

µ−1−1/αtc(t)

)
u≥0

f.d.⇒
(∫ u

0

Sα(y)dy

)
u≥0

,
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i значить(
V ∗(eut)− 1

µ

∫ tu
0

∫ y
0 P{| ln(1−W )| ≤ z}dzdy

µ−1−1/αtc(t)

)
u≥0

f.d.⇒
(∫ u

0

Sα(y)dy

)
u≥0

за нерiвнiстю Чебишева та (3.41).

Залишається провести депуассонiзацiю, тобто показати, що(
V ∗(eut)− V ∗[eut]

tc(t)

)
u≥0

f.d.⇒ 0, t→∞.

Застосовуючи прийом Крамера-Уолда, бачимо, що достатньо перевiрити

V ∗(t)− V ∗[t]
(ln t)c(ln t)

P→ 0, t→∞.

Зафiксуємо довiльнi δ > 0 та ε > 0. Використавши монотоннiсть V ∗, маємо

P{|V ∗(t)− V ∗(λ[t])| > δc(ln t) ln t}

≤ P{|t− λ[t]| > tε}+ P{|V ∗((1 + ε)t)− V ∗((1− ε)t)| > δc(ln t) ln t}.

Перший доданок збiгається до нуля внаслiдок слабкого закону великих чисел

для послiдовностi (λk). Другий доданок збiгається до нуля внаслiдок спiввiд-

ношення ∫ ln((1+ε)t)

ln((1−ε)t)
∫ y

0 P{| ln(1−W )| ≤ z}dzdy

(ln t)c(ln t)
→ 0, t→∞,

та повiльної змiни функцiї t 7→ (ln t)c(ln t), якi гарантують

V ∗((1 + ε)t)− V ∗((1− ε)t)
(ln t)c(ln t)

P→ 0, t→∞.

Доведення завершено.

3.2 Регенеративнi випадковi перестановки

Випадкова перестановка Π∗n породжується ґраткою Бернуллi у такий спосiб:

натуральнi числа i1, . . . , i` утворюють цикл (i1 . . . i`) якщо виконанi умови:

(i) Ui1 < · · · < Ui`,
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(ii) точки Ui1, . . . , Ui` i лише вони потрапляють в деякий iнтервал (Vj, Vj−1].

Записуючи точки вибiрки U1, . . . , Un у зростаючому порядку та вставляючи

символ | мiж двома сусiднiми порядковими статистиками, якщо вони потра-

пили у рiзнi iнтервали, отримуємо циклiчний запис перестановки Π∗n читан-

ням запису злiва направо. Наприклад, запис U7 |U3 U4 U2 U5 |U6 U1 дає пере-

становку (7)(3 4 2 5)(6 1). Для переходу до стандартного циклiчного запису

(1 6)(2 5 3 4)(7) потрiбно переставити цикли у порядку зростання їх мiнi-

мальних елементiв та зробити циклiчний зсув в кожному з циклiв так, щоб

мiнiмальний елемент стояв на першому мiсцi. Однак, зберiгаючи початковий

запис, який враховує порядок на дiйснiй осi, ми гарантуємо виконання умови

регенеративностi:

• Регенеративнiсть: для m ∈ {1, . . . , n − 1}, за умови, що останнiй цикл

Π∗n має довжину m, циклiчна структура Π∗n пiсля видалення останнього

циклу має той же розподiл, що й циклiчна структура Π∗n−m.

Безпосередньо з означення також випливає, що Π∗n задовольняє таким двом

властивостям:

• Узгодженiсть: перестановки Π∗n узгодженi для всiх n. Перехiд вiд Π∗n+1

до Π∗n зводиться до видалення n+ 1 з його циклу.

• Переставнiсть: розподiл Π∗n є iнварiантним вiдносно спряження в Sn.

Еквiвалентно, при заданiй циклiчнiй структурi (K∗n,1, . . . , K
∗
n,n) розподiл

Π∗n рiвномiрний2.

Враховуючи умову переставностi, властивiсть регенеративностi можна пере-

формулювати так: якщо останнiй цикл Π∗n має довжинуm, перестановка, отри-

мана пiсля видалення останнього циклу та перенумерування iнших елементiв

зростаючою бiєкцiєю на множину {1, 2, . . . , n − m}, дає перестановку з тим

же розподiлом, що й Π∗n−m.

Пiдкреслимо, якщо W має бета-розподiл з параметрами θ та 1, то Π∗n є пере-

становкою Юенса. Таким чином, запропонована конструкцiя є узагальненням

перестановок Юенса.
2З конструкцiї очевидно, що K∗n,r дорiвнює числу циклiв довжини r в Π∗n.
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Теорема 88. Припустимо, що розподiл W є абсолютно неперервним з щiльнi-

стю f .

(i) якщо iснують δ1 ≥ 0 та δ2 ≥ 0 такi, що f не зростає (0, δ1), обмежена

на [δ1, 1 − δ2] та не спадає на (1 − δ2, 1), а | lnW | належить областi

притягання деякого α-стiйкого розподiлу з α ∈ (1, 2], то при t → ∞
маємо(

lnO∗[eut] −
1
µ

∫ ut
0

∫ y
0 P{| ln(1−W ) ≤ z}dzdy

µ−1−1/αtc(t)

)
u≥0

f.d.⇒
(∫ u

0

Sα(y)dy

)
u≥0

,

де функцiя c така, як в (2.76) з ξ := | lnW |.

(ii) Якщо для деякого α ∈ [0, 1)

sup
x∈[0,1]

xα(1− x)αf(x) <∞ (3.42)

то σ2 <∞ та(
lnO∗[eut] −

1
µ

∫ ut
0

∫ y
0 P{| ln(1−W ) ≤ z}dzdy

σµ−3/2t3/2

)
u≥0

f.d.⇒
(∫ u

0

S2(y)dy

)
u≥0

.

Зауваження 89. Якщо W має бета-розподiл з параметрами θ та 1, то взявши

u = 1 та t = lnn в пунктi (ii) теореми 88, отримуємо

lnO∗n − (θ/2) ln2 n√
θ ln3 n

d→
∫ 1

0

S2(y)dy, t→∞.

Враховуючи, що
∫ 1

0 S2(y)dy має центрований нормальний розподiл з диспер-

сiєю 1/3, остання центрована формула еквiвалентна (1.6).

Умови теореми 88 покривають, зокрема, всi обмеженi щiльностi та всi бета-

щiльностi для довiльних a, b > 0. Наш пiдхiд до доведення теореми 88 базува-

тиметься на перевiрцi того, що величина lnOn добре апроксимується величи-

ною V ∗n =
∑n

r=1K
∗
n,r ln r, див. пiдроздiл 3.1.3. Неформально це пояснюється

формулами

eV
∗
n =

n∏
r=1

rK
∗
n,r =

∏
p∈P

p
∑n
r=1 λp(r)K

∗
n,r , O∗n =

∏
p∈P

pmaxr:K∗n,r>0 λp(r), (3.43)
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де P позначає множину простих чисел, а λp(m) є степенем простого чи-

сла p в розкладi m на простi множники, та тим, що для достатньо великих

p в сумi
∑n

r=1 λp(r)K
∗
n,r є лише один ненульовий доданок, який i дорiвнює

maxr:K∗n,r>0 λp(r), оскiльки для досить великих r, K∗n,r з великою ймовiрнiстю

дорiвнює 0 або 1. Те, що V ∗n дiйсно добре апроксимує lnO∗n строго показано в

лемi 91.

Для j ∈ {1, 2, . . . , n} покладемо

Dn,j :=
∑

r≤n, j|r

K∗n,r =

bn/jc∑
r=1

K∗n, rj.

В подальшому нам знадобляться рiвномiрнi оцiнки на математичнi сподiвання

E(Dn,j − 1)+.

Лема 90. В умовах теореми 88 асимптотичнi спiввiдношення

E(Dn,j − 1)+ = O

(
lnn

j

)
, (3.44)

E(Dn,j − 1)+ = O

(
ln2 n

j2

)
(3.45)

виконуються рiвномiрно по j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Доведення. Покладемо D
(1)
n,j :=

∑bn/jc−1
r=1 K∗n,rj. Очевидно, що (Dn,j − 1)+ ≤

D
(1)
n,j.

Нехай An є довжиною останнього циклу Π∗n. Ця величина має розподiл

P{An = j} = Cj
n

EW n−j(1−W )j

1− EW n
, 1 ≤ j ≤ m. (3.46)

Двовимiрний масив (D
(1)
n,j) задовольняє рекурентному спiввiдношенню

D
(1)
n,j = 0, n < j,

D
(1)
n,j

d
= 1{j|An, j≤An≤n−j} + D̂

(1)
n−An,j, n ≥ j, (3.47)

де величини D̂(1)
n,k не залежать вiд Π∗n та розподiленi, як D(1)

n,k для всiх фiксова-

них n, k ∈ N. Взявши математичнi сподiвання, отримуємо

ED(1)
n,j =

bn/jc−1∑
r=1

P{An = jr}+
n∑
i=j

P{n− An = i}ED(1)
i,j n ≥ j,
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та ED(1)
n,j = 0 при n < j.

Згiдно з лемами 188(i) та 189 (з cj = j) спiввiдношення (3.44) випливатиме

з формули

j

bn/jc−1∑
r=1

P{An = rj} = O(1), j ≤ n, n ∈ N. (3.48)

Доведення цiєї формули наведено в лемi 208. Пiдкреслимо, що спiввiдношен-

ня (3.48) – це єдине мiсце, в якому використовується припущення про iснува-

ння щiльностi W . Можна перевiрити, що без певних припущень на неперерв-

нiсть W це спiввiдношення не виконується (наприклад, воно не виконується

при W = 1/2 м.н. та j = n/2). Також зауважимо, що у випадку рiвномiр-

ного розподiлу W (у цьому разi Π∗n є рiвномiрною перестановкою), An має

рiвномiрний розподiл на {1, 2, . . . , n} i (3.48) виконується тривiально.

Для перевiрки другого спiввiдношення в (3.45) запишемо

(Dn,j − 1)+ = (Dn,j − 1)+
1{K∗n,bn/jcj=0} = (D

(1)
n,j − 1)+

1{K∗n,bn/jcj=0}

≤ (D
(1)
n,j − 1)+ ≤ D

(1)
n,j(D

(1)
n,j − 1)/2 =: D

(2)
n,j.

Пiдносячи до квадрату (3.47) та використовуючи (3.48) i (3.44), отримуємо

ED(2)
n,j = O(j−2 lnn) +

n∑
i=j

P{n− An = i}ED(2)
i,j , n ≥ j, j ∈ N,

Застосувавши лему 188(ii) та лему 189 (з cj = j2), отримуємо (3.45).

Наведена далi оцiнка на V ∗n − lnO∗n узагальнює лему 4 в [18].

Лема 91. В умовах теореми 88 має мiсце спiввiдношення(
V ∗[eut] − lnO∗[eut]

t1+ε

)
u≥0

f.d.⇒ 0, t→∞,

для довiльного ε > 0.

Доведення. Враховуючи представлення, див. с. 289 в [62],

V ∗n − lnOn =
∑
p∈P

ln p
∑
s≥1

(Dn, ps − 1)+,
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яке демонструє, що V ∗n − lnO∗n ≥ 0, та нерiвнiсть Маркова, достатньо перевi-

рити

E (V ∗n − lnO∗n) = O (lnn ln lnn) , n→∞.

Маємо

E (V ∗n − lnO∗n) =
∑

p∈P, s∈N

ln p E(Dn, ps − 1)+

≤
∑

p∈P, p≤lnn

ln pE(Dn,p − 1)+

+
∑

p∈P, s≥2, ps≤lnn

ln pE(Dn,ps − 1)+

+
∑
j>lnn

ln j E(Dn,j − 1)+ =: S1(n) + S2(n) + S3(n).

Застосовуючи (3.44) та вiдоме спiввiдношення
∑

p∈P,p≤x
ln p
p ∼ lnx при x→∞,

отримуємо S1(n) = O(lnn ln lnn). З тiєї ж формули (3.44) випливає S2(n) =

O(lnn). Нарештi, з формули (3.45) маємо S3(n) = O(lnn ln lnn). Доведення

завершено.

Доведення теореми 88. Твердження теореми одразу випливає з леми 91 та

твердження 86, оскiльки lim
t→∞

tε/c(t) = 0 при ε < 1/2.

3.3 Переставнi коалесценти з множинними злиттями та пи-

лом

У цьому пiдроздiлi ми отримаємо граничнi теореми для коалесцентiв з пилом,

тобто коалесцентiв типiв (I) та (II), див. класифiкацiю на с. 64. Нагадаємо, що в

нескiнченному коалесцентi з пилом P у будь-який момент часу t > 0 присутня

нескiнченна кiлькiсть первинних блокiв, що не брали участь у злиттях. Пил

(ми будемо також використовувати термiн пилова компонента) нескiнченного

коалесцента має додатну частоту в сенсi, що число синглтонiв в Pn(t) зростає

лiнiйно по n при n→∞.

Протягом цього пiдроздiлу ми припускатимемо, що мiра Λ не має атома в 1,

що виключає можливiсть злиття всiх блокiв P в один блок через експоненцiй-

ний час. Клас коалесцентiв з пилом може бути охарактеризований моментною
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умовою ∫ 1

0

x−1Λ(dx) =

∫ 1

0

xΛ′(dx) <∞. (3.49)

За умови (3.49) кожне злиття блокiв в нескiнченному коалесцентi P вклю-

чає в себе нескiнченну кiлькiсть синглтонiв. Це означає, що бiльшiсть перехо-

дiв в скiнченному коалесцентi Pn включають в себе деякi з первинних сингл-

тонiв при великих n. Iншими словами, в деревi коалесцента з пилом бiльшiсть

внутрiшнiх вершин з’єднується безпосередньо з одним з n листкiв. Ми пока-

жемо, що така iнтуїцiя вiрна в сенсi, що асимптотика часу поглинання τn та

числа злиттiв Xn може бути знайдена аналiзом еволюцiї пилової компонен-

ти. Еволюцiєю пилової компоненти P∞, в свою чергу, керує простий процес

вигляду exp(−St), де S = (St)t≥0 є деяким субординатором. Ми побудуємо ка-

плiнг P та S, який дозволить нам застосувати вiдомi результати про перетин

рiвня субординатором та результати з асимптотичної теорiї регенеративних

композицiй для аналiзу τn та Xn вiдповiдно.

Зв’язок мiж P та S вперше вивчався в роботi [100] у випадку, коли мiра Λ′

скiнченна, а субординатор S є узагальненим процесом Пуассона. В подальших

результатах цього пiдроздiлу, хоча нас i цiкавить переважно випадок нескiн-

ченної мiри Λ′, випадок скiнченної Λ′ не виключається. Понад це, ми узагаль-

немо результати [100] позбувшись однiєї з умов на мiру Λ′, що накладалась в

згаданiй роботi.

В роботi [116] частина результатiв для Xn була отримана незалежно вiд цiєї

роботи в контекстi загальних результатiв по асимптотицi часiв поглинання в

спадних ланцюгах Маркова. Наш пiдхiд дозволяє отримати бiльш делiкатнi

результати про еволюцiю коалесцентiв з пилом, наприклад видiляючи окремо

злиття, що включають в себе первиннi синглтони Pn.

3.3.1 Коалесцент та синглтони коалесцента. В ролi фазового простору

коалесцента Pn беремо множину розбиттiв {1, . . . , n}, в якiй кожен синглтон

розглядається, як первинний або вторинний. Пiд пиловою компонентою Pn ми

розумiємо набiр первинних блокiв (синглтонiв). Кожний не-синглтон вважає-

ться вторинним. Ми використовуватимемо запис розбиття у порядку зростан-

ня мiнiмальних елементiв блокiв, елементи кожного блоку також записуються
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у незростаючому порядку, вториннi блоки братимуться в дужки. Наприклад,

запис 1 (2) (3 5 6) 4 7, означає розбиття множини {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} в якому є

три первиннi блоки 1, 4, 7 та два вториннi блоки (2), (3 5 6) вiдповiдно.

Введемо величини λm,1 згiдно з формулою (1.7), але при k = 1. У припу-

щеннi (3.49) маємо λm,1 <∞.

Модифiкуємо означення коалесценту Pn, додавши новий тип переходiв, що

враховує наведену структуру фазового простору з вiдокремленням первинних

та вторинних синглтонiв. Розглядатимемо Pn, як процес на множинi розбиттiв

{1, 2, . . .} з початковим станом 1 2 · · · n з n первинними синглтонами. Кожний

допустимий перехiд Pn є або злиттям блокiв в один, або перетворення пер-

винного синглтону на вторинний. З розбиття, що мiстить m блокiв, переходи

першого типу вiдбуваються з iнтенсивностями λm,k (2 ≤ k ≤ m), а перехiд

другого типу з iнтенсивнiстю λm,1. Наприклад, послiдовнiсть переходiв P7

може виглядати так:

1 2 3 4 5 6 7→ 1 2 (3 5 6) 4 7→ 1 (2) (3 5 6) 4 7→

1 (2 4) (3 5 6) 7→ 1 (2 3 4 5 6 7)→ (1 2 3 4 5 6 7).

Нагадаємо, що величинаNn(t) визначалась, як число блокiв розбиття Pn(t).

Процес Nn = (Nn(t))t≥0 є марковським з iнтенсивностями переходiв

ϕm,k := Ck
nλm,k = Ck

n

∫ 1

0

xk−2(1− x)m−kΛ(dx)

для переходу зi стану m в стан m−k+1. Перетворення первинного синглтону

на вторинний не спричиняє стрибка Nn. Нагадаємо, що τn = inf{t : Nn(t) =

1}, а число злиттiв Xn є просто числом стрибкiв процесу Nn на шляху вiд n

до 1. У наведеному прикладi це число дорiвнює чотирьом, оскiльки другий

перехiд не змiнює числа блокiв.

Проективною границею процесiв Pn при n → ∞ є марковський процес

P, який стартує з розбиття N на первиннi синглтони 1 2 · · · та набуває зна-

чень в множинi розбиттiв N. Кожне розбиття P(t) має лише первиннi син-

глтони, тобто такi блоки, що не брали участь у злиттях до моменту часу

t. Кожний первинний синглтон має експоненцiйний час життя з параметром
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λ1,1 =
∫ 1

0 xΛ′(dx), пiсля якого вiн зливається з нескiнченною кiлькiстю iнших

блокiв.

Роздiлення синглтонiв Pn(t) на первиннi та вториннi стає прозорим, якщо

розглядати Pn, як звуження P на {1, 2, . . . , n}. Вториннi синглтони в Pn(t) є

унiкальними в {1, 2, . . . , n} представниками нескiнченних блокiв P(t). Пер-

виннi синглтони Pn(t) є також первинними синглтонами в P(t).

Нехай N ∗n(t) є числом первинних синглтонiв в Pn(t). Процес N ∗n =

(N ∗n(t))t≥0 є незростаючим марковським процесом, який переходить зi стану

m в стан m− k при 1 ≤ k ≤ m з iнтенсивнiстю ϕm,k. Покладемо

τ ∗n := inf{t ≥ 0 : N ∗n(t) = 0},

тобто τ ∗n є моментом часу, коли останнiй з n первинних синглтонiв зникає. При

1 ≤ r ≤ n, нехай Kn,r є числом декрементiв розмiру r в процесi (N ∗n) на його

шляху вiд n до 0, та нехай Kn :=
∑n

r=1Kn,r є загальним числом3 декрементiв

(N ∗n). Позначимо X∗n число не одиничних декрементiв (N ∗n). Очевидно

X∗n = Kn −Kn,1. (3.50)

Ми називатимемо блоки розбиття Pn(τ
∗
n), що залишились в момент часу τ ∗n

залишковими та позначимо їх число Rn.

Процеси Nn та N ∗n виглядають дуже схожими, тому на перший погляд див-

но, що вивчати N ∗n значно простiше. Таке спрощення пояснюється тим, що

декрементиN ∗n утворюють регенеративну композицiю числа n в сенсi Гнедiна-

Пiтмена [105]. Ми покажемо, що N ∗n дає гарну апроксимацiю Nn при великих

n, а тому X∗n та τ ∗n є близькими до Xn та τn. В одну сторону зв’язок досить

очевидний:

X∗n ≤ Xn, N∗n(t) ≤ Nn(t), τ ∗n ≤ τn.

Наприклад, кожне злиття, що залучає принаймнi два первинних синглтони

породжує стрибок Xn та, з додатною ймовiрнiстю, деяка кiлькiсть Rn ≥ 2

3Ми вибираємо позначення Kn,r та Kn, якi вище використовувались для позначення числа комiрок, що

мiстять рiвно r куль, та загального числа зайнятих комiрок в схемi розмiщення Карлiна, невипадково. Введенi

щойно декременти Kn,r та Kn є такими числами зайнятостi у схемах Карлiна, асоцiйованих з регенеративними

композицiями. Позначення K∗n,r та K∗n зарезервовано для регенеративних композицiй, породжених ґратками

Бернуллi.
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залишкових блокiв залишається в момент, коли останнiй первинний синглтон

зникає.

3.3.2 Каплiнг з субординатором. Умова (3.49) гарантує, що знайдеться су-

бординатор S = (St)t≥0 з перетворенням Лапласа

Ee−zSt = e−tΦ(z), z ≥ 0, (3.51)

де експонента Лапласа задається формулою

Φ(z) :=

∫ 1

0

(1− (1− x)z)Λ′(dx).

Ми представимо коалесцент в термiнах проходження експоненцiйних рiвнiв

субординатором S. Спочатку опишемо еволюцiю пилової компоненти.

Нехай ε1, . . . , εn є незалежними однаково розподiленими стандартними

експоненцiйними випадковими величинами, що не залежать вiд S та нехай

εn:n < · · · < εn:1 є вiдповiдними порядковими статистиками. З доведення тео-

реми 5.2(i) в [105] випливає така

Лема 92. Для довiльного t ≥ 0, за умови, що St = s ∈ (εn:m+1, εn:m), субордина-

тор перестрибує рiвень εn:m з iнтенсивнiстю Φ(m) та потрапляє в iнтервал

(εn:m−k+1, εn:m−k) з iнтенсивнiстю ϕm,k при 1 ≤ k ≤ m ≤ n.

Дамо кожному з первинних синглтонiв 1 2 · · · n експоненцiйну мiтку

ε1, . . . , εn. Вважатимемо, що для кожного t ≥ 0 мiтки εj > St асоцiйованi з

первинними синглтонами, що iснують в момент часу t. Якщо t є моментом

стрибка S та в iнтервалi (St−, St] мiститься рiвно одна мiтка εj, вважатимемо

таку подiю перетворенням первинного синглтону j на вторинний синглтон.

Якщо (St−, St] мiстить принаймнi двi мiтки, вважатимемо таку подiю злиттям

первинних синглтонiв. ПоклавшиN ∗n(t) := #{j ∈ {1, 2, . . . , n} : εj > St} отри-

маємо бажаний каплiнг субординатора та процесу, що рахує первиннi синглто-

ни. Зокрема, Φ(n) =
∑n

k=1 ϕn,k є повною iнтенсивнiстю переходу коалесцента

Pn з початкового стану 1 2 · · · n.

Регенеративне впорядковане розбиття множини {1, 2, . . . , n} визначається

так: два числа i, j лежать в одному блоцi тодi i тiльки тодi, коли Tεi = Tεj , де

Ts := inf{t ≥ 0 : St > s} є моментом проходження рiвня s субординатором
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(St)t≥0, див. [105]. Розмiри блокiв розбиття утворюють регенеративну компо-

зицiю n, а їх число дорiвнює числу стрибкiв N ∗n до моменту поглинання в

станi 0.

Наведена еволюцiя первинних синглтонiв узгоджена для рiзних n. Якщо

надати кожному з нескiнченної кiлькостi первинних синглтонiв 1 2 . . . вiд-

повiдну експоненцiйну мiтку ε1, ε2, . . . , то це задасть початковий стан та ево-

люцiю пилової компоненти нескiнченного субординатора P. З побудови та

посиленого закону великих чисел випливає, що частота пилової компоненти

P є спадаючим процесом (exp(−St))t≥0.

Безпосередньо з каплiнгу випливає перший важливий наслiдок про асим-

птотику τ ∗n , моменту зникнення останнього первинного синглтона в Pn.

Оскiльки τ ∗n = Tεn:1 та εn:1 − lnn слабко збiгається до розподiлу Гумбеля,

то асимптотика τ ∗n збiгається з асимптотикою Tlnn в такому сенсi:

Твердження 93. Якщо для деяких констант an > 0 та bn ∈ R, одна з послi-

довностей випадкових величин (τ ∗n−bn)/an або (Tlnn−bn)/an слабко збiгається

при n→∞ до невиродженого власного розподiлу, то iнша також збiгається

до цього розподiлу.

З побудованого каплiнгу випливає такий спосiб реалiзацiї повної динамi-

ки коалесцента Pn. У момент часу 0 мiтки ε1, . . . , εn представляють собою

первиннi синглтони 1 2 · · ·n. В момент часу t > 0 маємо певну кiлькiсть

мiток в множинi [St,∞), що представляють блоки розбиття Pn(t). Якщо в

момент часу t > 0 субординатор перестрибнув рiвно через k мiток, що вiдпо-

вiдають деяким блокам I1, . . . , Ik ⊂ {1, 2, . . . , n}, то народжується новий блок

I1 ∪ · · · ∪ Ik та йому присвоюється мiтка St + ε, де ε є копiєю стандартної

експоненцiйної випадкової величини, що не залежить вiд S та всiх iнших мi-

ток, присвоєних до моменту часу t. Наприклад, якщо в момент часу t = Tεn:n

субординатор перестрибнув рiвно через k рiвнiв εj1, . . . , εjk , то народжується

вторинний блок J = {j1, . . . , jk} (який є вторинним синглтоном при k = 1) та

йому присвоюється експоненцiйно розподiлена на [St,∞) мiтка.

3.3.3 Час поглинання τn. Наша мета – застосувати побудований у попе-

редньому пiдроздiлi каплiнг для аналiзу асимптотики τn. В момент часу τ ∗n в
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коалесцентi є рiвно Rn залишкових блокiв, тому маємо рiвнiсть розподiлiв

τ0 := 0, τn
d
= τ ∗n + τ̃Rn, n ∈ N, (3.52)

де τ̃m є незалежною вiд (τ ∗n, Rn) копiєю τm для кожного фiксованого m ∈ N0.

Для досягнення згаданої мети нам потрiбно оцiнити Rn.

У свiй перший перехiд марковський процес N ∗n стрибає зi стану n у випад-

ковий стан з розподiлом

pn,k := ϕn,n−k/Φ(n), 0 ≤ k ≤ n− 1.

Нехай gn,k є ймовiрнiстю того, що N ∗n вiдвiдує стан k. У термiнах субордина-

тора gn,k = P{Tεn:k+1
< Tεn:k} (ми покладаємо εn:n+1 = 0) i є ймовiрнiстю того,

що iнтервал [εn:k+1, εn:k] перетинається з областю значень S. Для gn,k вiдома

явна формула, див. формулу (50) в [105], але вона незручна для застосувань.

Лема 94. Припустимо, що (rk)k∈N є послiдовнiстю невiд’ємних чисел такою,

що
(

Φ(k)rk
k

)
k∈N

не зростає. Тодi послiдовнiсть (an)n∈N0
, що визначена

a0 = 0, an :=
n∑
k=1

gn,krk, n ∈ N

задовольняє

an = O
( n∑
k=1

rkΦ(k)

k

)
, n→∞.

Доведення. Твердження випливає з леми 186. Дiйсно, фiксуючи перший стри-

бок N ∗n, бачимо, що послiдовнiсть (an) задовольняє рекурсiю

a0 = 0, an = rn +
n−1∑
k=0

pn,kak, n ∈ N.

Лема 186 застосовна з ψn = Φ(n). Умова (L2) згаданої леми виконується за

припущенням, а умова (L1) випливає з рiвностей

Φ(n)
n∑
k=0

(1− k/n)pn,k =
1

n

n−1∑
k=0

(n− k)ϕn,n−k

=
1

n

n∑
k=1

kϕn,k =

∫ 1

0

x−1Λ(dx) > 0.
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Оскiльки функцiя s 7→ Φ(s)/s не зростає, то послiдовнiсть
(

Φ(k)rk
k

)
не зро-

стає, якщо (rk) не зростає.

Лема 95. Якщо виконується одна з двох еквiвалентних умов∫ 1

0

| ln y|yΛ′(dy) <∞, (3.53)

або
∞∑
k=1

Φ(k)

k2
<∞, (3.54)

то

ERn = O(1), n→∞,

що означає щiльнiсть розподiлiв Rn.

Доведення. Для перевiрки еквiвалентностi (3.53) та (3.54) запишемо

∞∑
k=1

Φ(k)

k2
−
∫ 1

0

| ln y|yΛ′(dy)

=

∫ 1

0

(
1

y

∞∑
k=2

1− (1− y)k − ky(1− y)k−1

k2

)
yΛ′(dy).

Вираз у дужках обмежений по y ∈ [0, 1], оскiльки ряд у дужках мажорується

константою π2/6− 1, а вираз у дужках збiгається до одиницi при y ↓ 0. Таким

чином, ряд та iнтеграл в лiвiй частинi одночасно скiнченнi або нескiнченнi

внаслiдок умови (3.49).

Перейдемо до доведення щiльностi Rn. У генеалогiї кожного залишкового

блоку знайдеться остання подiя, злиття або перетворення первинного сингл-

тону на вторинний, в якiй були задiянi первиннi синглтони. Якщо вторинний

блок b утворився в деякий момент часу t ≤ τ ∗n , коли вiдбулась ця подiя, i якщо

в цей момент часу iснувало j ≥ 0 первинних синглтонiв, то b стане залишко-

вим блоком, якщо сам b та подальшi блоки, що його включають, не зливались

з цими j первинними синглтонами та подальшими блоками, що їх включають,

до моменту часу τ ∗n . Iншими словами, блок b та j первинних синглтонiв нале-

жать рiзним гiлкам дерева коалесцента, розрiзаного в момент часу τ ∗n . Нехай

qj є ймовiрнiстю того, що такий блок b стане залишковим блоком. Звужуючи

- 230 -



коалесцент на j + 1 блок, бачимо, що qj залежить лише вiд j. Узгодженiсть

коалесцента також гарантує, що qj спадає по j. Усереднюючи по всiм мо-

ментам часу, в якi вiдбувались злиття чи перетворення з участю первинних

синглтонiв, отримуємо

ERn =
n−1∑
j=0

gn,jqj. (3.55)

Далi, за умови St = s, ми маємо рiвно j експоненцiйних мiток первинних

синглтонiв, що бiльшi нiж s. Блоку b присвоюється нова експоненцiйна мiтка

u = s+ ε, яка лежить к кожному з j + 1 пiдiнтервалiв (s,∞), породжених то-

чками εn:j, . . . , εn:1, з ймовiрнiстю 1/(j+1). Якщо цей промiжок є (εn:k+1, εn:k),

то b може стати залишковим блоком лише тодi, коли (i) Tεn:k+1
< Tu < Tεn:k та

(ii) b не зливається з k первинними синглтонами або подальшими блоками,

що їх мiстять, до часу τ ∗n . Якщо виконується умова (i), то умова (ii) не доста-

тня для того, щоб b був залишковим, оскiльки можливi злиття з деякими з j

первинних синглтонiв не враховуються. Це дає нерiвнiсть

qj ≤
1

j + 1

j∑
k=0

gj+1,k+1pk+1,kqk, 1 ≤ j ≤ n− 1,

та q0 = 1. Iндекси j + 1 та k + 1 у цiй нерiвностi виникають, оскiльки в

iнтервалi (s,∞) в момент часу t мiститься j+1 мiтка. Добуток gj+1,k+1pk+1,k –

це (умовна) ймовiрнiсть подiї {Tεn:k+1
< Tu < Tεn:k}, а qk – це ймовiрнiсть того,

що b не брав участь у злиттях з k первинними блоками пiсля цiєї подiї.

Пiдставляючи ϕk,1 = k(Φ(k)− Φ(k − 1)), отримуємо

qj ≤
1

j + 1

j+1∑
k=1

gj+1,k
k(Φ(k)− Φ(k − 1))

Φ(k)
qk−1 ≤

c

j + 1

j+1∑
k=1

(Φ(k)−Φ(k− 1))qk−1,

де була використана лема 94 з

rk =
k(Φ(k)− Φ(k − 1))qk−1

Φ(k)
.

Потрiбна в цiй лемi монотоннiсть виконується оскiльки qk та Φ(k)−Φ(k − 1)

спадають по k (друге твердження має мiсце з огляду на вгнутiсть Φ).

Покладемо aj = (j + 1)qj та bj = c(Φ(j + 1)− Φ(j))/(j + 1), тодi

aj ≤
j∑

k=0

bkak, j ∈ N0.
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Покажемо, що послiдовнiсть (aj) обмежена. Покладемо Mj := maxi=0,...,j ai,

тодi також

Mj ≤
j∑

k=0

bkMk.

Оскiльки Φ(j)/j спадає, то Φ(j+ 1)−Φ(j) ≤ Φ(j+ 1)/(j+ 1), що у поєднаннi

з (3.54) означає збiжнiсть ряду
∑∞

k=0 bk. Оберемо

n0 := inf{k ≥ 0 :
∞∑
i=k

bi < 1/2}.

Якщо limn→∞Mn =∞, то

1 ≤ lim
n→∞

∑n
k=0 bkMk

Mn
= lim

n→∞

∑n
k=n0

bkMk

Mn
≤

∞∑
k=n0

bk ≤ 1/2,

що є суперечнiстю. Отже, (an) обмежена, а тому

qj ≤Mj/(j + 1) ≤ const/j.

Пiдставляючи це в (3.55) та застосовуючи лему 94, отримуємо обмеженiсть

ERn при n→∞.

Маючи на озброєннi лему 95, можемо сформулювати основний результат

про час поглинання у коалесцентах з пилом.

Теорема 96. Припустимо, що виконується умова (3.53). Якщо для деяких

констант an > 0 та bn ∈ R, одна з послiдовностей випадкових величин

(τn− bn)/an або (Tlnn− bn)/an слабко збiгається при n→∞ до невироджено-

го власного розподiлу, то iнша також збiгається до цього розподiлу. Кожне

з цих тверджень еквiвалентне тому, що S1 належить областi притягання

деякого стiйкого розподiлу.

Доведення. При виконаннi умови (3.53) послiдовнiсть (Rn) щiльна за лемою

95. Отже, щiльна й послiдовнiсть τRn. Перша частина теореми випливає з

твердження 93 та розкладу (3.52). Для доведення другої частини достатньо

помiтити, що (Tlnn − bn)/an слабко збiгається тодi i тiльки тодi, коли слабко

збiгається (T̂lnn − bn)/an, де

T̂ (t) := inf{k ∈ N : Ŝk > t}, t ≥ 0,

а (Ŝk) є стандартним випадковим блуканням з кроком S1.
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Умова (3.53) не є дуже сильною, оскiльки завжди Φ(k) = o(k), k →∞. Для

конкретностi припустимо, що хвiст Λ′ правильно змiнюється в нулi, тобто

Λ′((x, 1]) ∼ x−γ`1(1/x), x ↓ 0, (3.56)

для деякої функцiї `1 та γ ∈ [0, 1]. Тодi умова (3.53) виконується при γ ∈ [0, 1).

Якщо γ = 1, то асимптотика `1 стає важливою, наприклад (3.53) виконується

при `1(y) = (ln y)−δ якщо δ > 2 та не виконується при δ ∈ (1, 2].

Приклад 97. Припустимо, що (3.53) виконується та

s2 := DS1 =

∫ 1

0

| ln(1− x)|2Λ′(dx) <∞.

Тодi
Tlnn − m−1 lnn

(m−3s2 lnn)1/2

d→ S2(1),

а тому
τn − m−1 lnn

(m−3s2 lnn)1/2

d→ S2(1), (3.57)

де m := ES1 =
∫ 1

0 | ln(1− x)|Λ′(dx).

Цей приклад застосовний до бета-коалесцентiв з a > 1, b > 0. Безпосере-

днiм пiдрахунком iнтегралiв можна пересвiдчитись, що константи m та s2 у

цьому випадку є такими, як в таблицi 1.2.

У прикладi 4.2 роботи [96] розглянуто ситуацiї, в яких має мiсце збiжнiсть

до стiйких розподiлiв.

3.3.4 Число злиттiв Xn. У якостi апроксимацiї Xn ми розглядатимемо X∗n,

яке є числом стрибкiв N ∗n розмiру два i бiльше. На вiдмiну вiд теореми 96,

унiверсальний критерiй збiжностi Xn невести не вдається, оскiльки вiдсутнiй

такий критерiй для X∗n. Випадки, у яких поведiнка X∗n вiдома (теорема 71 з

t = 1 в цiй роботi та результати статей [25, 93, 106, 107]) покриваються при-

пущенням (3.56) про правильну змiну Λ′. Ми отримаємо результати в цьому

припущеннi, але виключимо випадок γ = 1, в якому Kn,1 є домiнуючим чле-

ном в сумi Kn =
∑n

r=1Kn,r. Згiдно зi стандартною тауберовою теоремою при

γ < 1 умова (3.56) еквiвалента асимптотицi експоненти Лапласа:

Φ(z) ∼ Γ(1− γ)zγ`1(z), z →∞.

- 233 -



Випадок скiнченної мiри Λ′ вiдповiдає випадку γ = 0 та обмеженiй функцiї

Φ.

Послiдовнiсть (Xn)n∈N не спадає та задовольняє рекурентному спiввiдно-

шенню

X1 = 0, Xn
d
= X̃n−Jn+1 + 1{Jn≥2}, n ≥ 2, (3.58)

де в правiй частинi X̃i є незалежною вiд Jn копiєю Xi для кожного фiксованого

i ∈ N, а Jn розподiлена, як перший декремент N ∗n, тобто P{Jn = k} = pn,n−k

при 1 ≤ k ≤ n. Аналогiчно, число X∗n злиттiв, що включають в себе принаймнi

два первинних синглтони, задовольняє

X∗1 = 0, X∗n
d
= X̃∗n−Jn + 1{Jn≥2}, n ≥ 2, (3.59)

де покладено X∗0 = 0. Використовуючи (3.50), можемо записати iнший розклад

Xn = X∗n +Dn = Kn −Kn,1 +Dn м.н., (3.60)

де Dn є числом злиттiв, в яких бере участь не бiльше одного первинного син-

глтона. Таким чином, злиття робить внесок в Dn, якщо в ньому бере участь

рiвно один первинний синглтон або принаймнi два вторинних блоки та жо-

дного первинного синглтона.

Лема 98. Маємо

EDn ≤ c
n∑
k=1

(Φ(k)/k)2 , n ∈ N. (3.61)

Зокрема, якщо виконується одна з двох еквiвалентних умов∫ 1

0

x−2

(∫ x

0

∫ 1

y

Λ′(dz)dy

)2

dx <∞, (3.62)

або
∞∑
k=1

(Φ(k)/k)2 <∞, (3.63)

то розподiли послiдовностi (Dn) щiльнi.

Доведення. Еквiвалентнiсть (3.62) та (3.63) випливає з твердження 1.4 в [33].

Зафiксуємо деякий первинний синглтон b, внаслiдок переставностi можна

вважати, що цей синглтон є {1}. Припустимо, що X̃n−1 реалiзується, як число
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злиттiв мiж n− 1 первинним синглтоном {1, 2, . . . , n} \ {b}. Тодi Xn = X̃n−1 +

Zn, де Zn є iндикатором подiї, що у першому злиттi, в якому бере участь b, бере

участь рiвно один iнший блок a. В момент злиття b та a марковський процес

N ∗n робить стрибок розмiру один або два в залежностi вiд того первинним чи

вторинним блоком є a. Нехай Yn є iндикатором того, що перше перетворення

блоку b є або перетворенням на вторинний синглтон, або злиття, яке включає

не бiльше одного iншого первинного блоку та довiльну кiлькiсть вторинних

блокiв. Очевидно, Yn ≥ Zn, тому з формули (3.58) випливає

Xn

d
≤ X̃n−Jn + Yn−Jn+1 + 1{Jn≥2}. (3.64)

Переходячи до математичних сподiвань в (3.64), (3.59) та (3.60), та поклавши

dn := EDn, yn := EYn, отримуємо

d1 = 0, dn ≤
n−1∑
k=1

pn,k(dk + yk+1), n ≥ 2.

Звiдки, iтеруючи

d1 = 0, dn ≤
n−1∑
j=1

gn,jyj+1, n ≥ 2.

Внаслiдок переставностi yn = (EKn,1 + 2EKn,2)/n. Оскiльки

EKn,1 =
n∑
k=1

gn,kpk,k−1 =
n∑
k=1

gn,k
k(Φ(k)− Φ(k − 1))

Φ(k)
,

то, використовуючи лему 94 з rk = k(Φ(k)− Φ(k − 1))/Φ(k), отримуємо

EKn,1 ≤ c1 Φ(n), n ∈ N. (3.65)

Аналогiчно, див. наприклад лему A.2 в [96],

EKn,2 ≤ c2 Φ(n).

Отже,

dn ≤ c3

n∑
k=1

gn,kΦ(k)/k.

З леми 94 з rk = c3 Φ(k)/k отримуємо оцiнку (3.61).
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ВИПАДОК УЗАГАЛЬНЕНОГО ПРОЦЕСУ ПУАССОНА. Припустимо, що Λ′ є скiн-

ченною мiрою на (0, 1). Оскiльки масштабування часу не впливає на розподiл

Xn, можна вважати, що мiра Λ′ є ймовiрнiсною мiрою на (0, 1). Нехай (Wk)k∈N

є незалежними копiями в.в. W такої, що Λ′ є розподiлом 1−W . Субординатор

S в цьому випадку є узагальненим процесом Пуассона зi стрибками | lnWk|.
Нехай K∗n = K∗n(1) є числом блокiв в регенеративнiй композицiї в ґратцi

Бернуллi (еквiвалентно, числом зайнятих комiрок).

Теорема 99. Припустимо, що
∫ 1

0 Λ′(dx) < ∞. Якщо для деяких констант

an > 0, limn→∞ an = ∞ та bn ∈ R, одна з трьох послiдовностей випадкових

величин
K∗n − bn
an

,
X∗n − bn
an

,
Xn − bn
an

слабко збiгається при n → ∞ до деякого невиродженого власного розподi-

лу, то двi iншi також слабко збiгаються до цього розподiлу. Зокрема, K∗n−bn
an

слабко збiгається, якщо розподiл | lnW | належить областi притягання де-

якого стiйкого розподiлу.

Доведення. Згадаємо представлення (3.60). Оскiльки Λ′ є скiнченною мiрою,

то Φ обмежена, а, отже, виконується умова (3.63) i розподiли Dn щiльнi за

лемою 98. Як вже зазначалось, вектор (K∗n,1, . . . , K
∗
n,j) слабко збiгається, а

тому розподiли K∗n,1 щiльнi. Таким чином, теорема випливає з умови an →∞.

З теорем 71 та 74 випливає, якщо | lnW | належить областi притягання деякого

стiйкого розподiлу, то K∗n (з пiдхожим нормуванням) слабко збiгається. Умова

(3.4), як зазначалось в зауваженнi пiсля теореми 71, для слабкої збiжностi K∗n
не потрiбна.

ВИПАДОК ПОВIЛЬНОЇ ЗМIНИ. Припустимо, що (3.56) виконується з γ = 0 та

функцiєю повiльної змiни `1(z) → ∞, z → ∞. Перетворення Лапласа задо-

вольняє Φ(z) ∼ `1(z). Припустимо, що субординатор має скiнченнi моменти

m = ES1 =

∫ 1

0

| ln(1− x)|Λ′(dx), s2 = DS1 =

∫ 1

0

| ln(1− x)|2Λ′(dx).

Покладемо

bn =
1

m

∫ n

0

Φ(z)

z
dz , an =

√
s2

m3

∫ n

0

Φ2(z)

z
dz.
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В роботах [25] та [93] було показано, що при n→∞

EKn ∼ bn,
√

DKn ∼ an,

та збiжнiсть (Kn − bn)/an
d→ S2(1) для рiзних класiв функцiй `1. Зокрема, цi

класи функцiй включають

`1(z) = ln(ln(. . . (ln(z)) . . . )), `1(z) = lnβ z , `1(z) = exp(lnγ z),

де β > 0 та γ ∈ (0, 1).

Ряд (3.63) збiгається для довiльної `1, тому згiдно з лемою 98, EDn = O(1).

З iншого боку, з формули (3.65) та леми 159(г) випливає

EKn,1 = O(Φ(n)) = o(an).

З цього випливає, що зi збiжностi (Kn − bn)/an
d→ S2(1) випливає збiжнiсть

(X∗n − bn)/an
d→ S2(1) та (Xn − bn)/an

d→ S2(1).

Якщо m = ∞ або s2 = ∞ та розподiл S1 належить областi притягання

стiйкого розподiлу, вiдповiднi результати по збiжностi Kn можна знайти в

[93].

ПРАВИЛЬНА ЗМIНА З IНДЕКСОМ 0 < γ < 1. У цьому разi ключовим розподi-

лом є розподiл експоненцiйного функцiоналу субординатора γS:

I =

∫ ∞
0

exp(−γSt)dt.

З теореми 4.1 та наслiдку 5.2 роботи [106] випливає, що X∗n/an
d→ I , де an =

Γ(2 − γ)nγ`1(n). Понад це, Kn/an та Kn,r/an (r ≥ 1) збiгаються м.н. та в

середньому.

Для встановлення збiжностi Xn з використанням (3.60) нам потрiбно оцi-

нити EDn. Якщо 0 < γ < 1/2 маємо EDn = O(1), оскiльки Φ(z) ∼ c `1(z)zγ, а

тому ряд в (3.63) збiгається. Якщо 1/2 < γ < 1, то

n∑
k=1

(Φ(k)/k)2 ∼ c n2γ−1`2
1(n),

а при γ = 1/2 сума в лiвiй частинi повiльно змiнюється при n → ∞. Отже, в

будь-якому разi Dn/an → 0 за ймовiрнiстю. Таким чином, ми довели
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Теорема 100. Припустимо, що

Λ′((x, 1]) ∼ x−γ`1(1/x), x ↓ 0

для деякого 0 < γ < 1. Тодi

Xn

Γ(2− γ)nγ`1(n)

d→
∫ ∞

0

exp(−γSt)dt, n→∞.

Приклад 101. З наведеної вище теореми 100 випливає результат для Xn для

бета-коалесцентiв з 1 < a < 2. У цьому разi

Xn

n2−a
d→ Γ(2− a)

2− a

∫ ∞
0

exp{−(2− a)St} dt, n→∞,

де експонента Лапласа (St) дається формулою

Φ(z) =

∫ 1

0

(1− (1− x)z)xa−3(1− x)b−1dx.

3.4 Висновки до роздiлу 3

У роздiлi дослiджено три класи випадкових регенеративних структур: випад-

ковi регенеративнi композицiї, випадковi регенеративнi перестановки та пере-

ставнi коалесценти з множинними злиттями. З використанням розробленого в

роздiлi 2 апарату, було отримано такi результати для випадкових регенератив-

них композицiй, породжених ґратками Бернуллi:

• отримано функцiональнi граничнi теореми (теореми 71 та 74) для числа

блокiв композицiї (еквiвалентно, кiлькостi зайнятих комiрок в ґратцi Бер-

нуллi);

• доведено ряд граничних теорем для числа нульових блокiв – теореми 78

та 80;

В пiдроздiлi 3.2 запропоновано новий клас випадкових перестановок, який

отримав назву регенеративних випадкових перестановок i узагальнив вiдомi

Юенсiвськi перестановки. Основний результат, отриманий для цих структур –

узагальнення закону Ердеша-Турана для порядку перестановки – представле-

ний в теоремi 88.
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Основний результат пiдроздiлу 3.3 – каплiнг випадкових регенеративних

композицiй та коалесцентiв з пиловою компонентою. За допомогою цiєї кон-

струкцiї вдалось отримати ряд результатiв для числа злиттiв та часу поглина-

ння:

• в теоремi 96 сформульовано критерiй слабкої збiжностi часу поглинання

в коалесцентах з пиловою компонентою;

• в теоремах 99 та 100 отримано достатнi умови слабкої збiжностi числа

злиттiв.
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Роздiл 4

Ймовiрнiснi метрики та їх застосування

до асимптотичного аналiзу випадкових

процесiв з регенерацiєю

4.1 Граничнi теореми для часу поглинання ланцюгiв Мар-

кова, що не зростають

Нехай (Mn)n≥0 є однорiдним ланцюгом Маркова з фазовим простором N0,

поглинаючим станом 0 та матрицею перехiдних ймовiрностей P = (pi,j)i,j≥0

такою, що pi,j = 0 при 1 ≤ i < j та pi,i < 1 для всiх i ∈ N. Цi умови означають,

що ланцюг не зростає м.н., тобто

P{Mn+1 ≤Mn|Mn ≥ 1} = 1, n ≥ 0.

Для таких ланцюгiв Маркова час поглинання:

T := inf{k ≥ 0 : Mk = 0}

є, очевидно, майже напевно скiнченним моментом зупинки вiдносно кожної

ймовiрнiсної мiри Pn := P{·|M0 = n}. Нижче ми будемо вивчати розподiл в.в.

T вiдносно мiри Pn при n→∞.

Подальший аналiз базуватиметься на дослiдженнi рекурсiї

Pn{T ∈ ·} =
n∑
k=0

Pn{M1 = n− k, T ∈ ·} =
n∑
k=1

pn,n−k Pk{T ∈ ·}, n ∈ N.

(4.1)
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Введемо випадковi величини T0, T̂0, T1, T̂1, ... та I1, I2, ... на спiльному ймовiр-

нiсному просторi (Ω,A,P) так, що

• P{Tn ∈ ·} = P{T̂n ∈ ·} = Pn{T ∈ ·} для кожного n ∈ N0,

• P{In ∈ ·} = Pn{n−M1 ∈ ·} = (pn,n−k)0≤k≤n для кожного n ∈ N,

• (Tn)n≥0, (T̂n)n≥0 та (In)n≥1 є незалежними.

У таких позначеннях можемо записати (4.1) у виглядi рекурсiї з випадковим

iндексом:

T0 = 0, Tn
d
= 1 + T̂n−In, n ∈ N. (4.2)

Зазначимо, що рекурсiї з випадковим iндексом вигляду

X1 = 0, Xn
d
= 1 + X̂n−In, n ≥ 2, (4.3)

в яких In ∈ {0, 1, 2, . . . , n−1} м.н., легко зводяться до вигляду (4.2): достатньо

покласти

T0 := 0, I1 = 1, та Tn := Xn + 1, n ∈ N.

Всi результати цього пiдроздiлу для Tn будуть вiрними й для Xn. Рекурсiї

(4.2) нам вже зустрiчались в попередньому роздiлi при аналiзi числа злиттiв в

коалесцентах з множинними злиттями.

4.1.1 Апроксимацiя процесами вiдновлення. Основна мета цього пiдроз-

дiлу – отримати граничнi теореми загального вигляду для послiдовностi (Tn) в

контекстi «апроксимацiї процесами вiдновлення», про яку згадувалось в огля-

дi лiтератури. Понад це, ми розширимо цей пiдхiд, отримавши також граничнi

теореми загального вигляду для (Tn) в ланцюгах Маркова з декрементами, якi

є асимптотично «мультиплiкативно стацiонарними». Формально, це означає,

що ми припускатимемо, що виконується одна з двох умов:

(Add) In
d→ ξ для деякої в.в. ξ, при n→∞;

(Mult) n−1In
d→ 1− η для деякої в.в. η зi значеннями в [0, 1], при n→∞.

Обранi позначення є мнемонiчними акронiмами для «адитивний» та «мульти-

плiкативний». В подальшому вважаємо, що ξ та η не залежать вiд всiх iнших

задiяних випадкових величин.
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Опишемо коротко iдеї, що лежать в основi запропонованого пiдходу. При-

пустимо спочатку, що виконується умова (Add). Нехай (ξn)n∈N є послiдовнiстю

незалежних копiй ξ та (Sn)n≥0 є вiдповiдним випадковим блуканням

S0 := 0 та Sn := Sn−1 + ξn, n ∈ N. (4.4)

Розглянемо вiдповiдний (дискретний) рахуючий процес

νn,≥ :=
∑
k≥0

1{Sk<n} = inf{k ≥ 0 : Sk ≥ n}, n ∈ N0 (4.5)

та зауважимо, що ν0,≥ := 0. Зi стандартних мiркувань випливає, що

νn,≥
d
= 1 + ν̂n−ξ∧n,≥, n ∈ N, (4.6)

де (ν̂n,≥)n≥0 позначає копiю (νn,≥)n≥0, яка не залежить вiд ξ. Порiвнюючи (4.2)

та (4.6) та враховуючи гiпотезу (Add), можна очiкувати, що розподiл Tn для

великих n є близьким до розподiлу νn,≥, принаймнi за додаткових припущень

про «близькiсть» розподiлiв In та ξ ∧ n у пiдхожому сенсi. У подальшому ми

називатимемо ситуацiю, в якiй припускається (Add), «адитивним випадком»,

пiдкреслюючи цим, що апроксимуючий процес (νn,≥)n≥0 будується зi стандар-

тного адитивного блукання.

Схожу конструкцiю можна навести й у випадку, коли виконується (Mult).

Нехай (ηn)n∈N є незалежними копiями η, а (Πn)n≥0 є вiдповiдним мультиплi-

кативним випадковим блуканням

Π0 := 1, Πn := Πn−1ηn, n ∈ N. (4.7)

Нехай (Λt)t≥0 є моментом першого потрапляння в (t,∞) адитивного випадко-

вого блукання (− ln Πn)n≥0, тобто

Λt :=
∑
k≥0

1{− ln Πk≤t} = inf{k ≥ 0 : − ln Πk > t}, t ∈ R. (4.8)

Поклавши Lt := Λln t при t > 0, маємо рiвнiсть розподiлiв

Lt
d
= 1 + L̂tη = 1 + L̂t−t(1−η), t ≥ 1, (4.9)

де L̂ має очевидний змiст та Lt := 0 при 0 < t < 1. Це спiввiдношення нагадує

(4.2) при t = n оскiльки In ≈ n(1−η) для великих n за умови (Mult). Оскiльки
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апроксимуючий процес (Lt)t>0 будується з мультиплiкативного випадкового

блукання, то ми називатимемо цю ситуацiю «мультиплiкативним випадком».

Як вже зазначалось, без додаткових припущень умова (Add) не гарантує, що

послiдовностi (Tn) та (νn,≥) мають однакову асимптотику. Аналогiчне твер-

дження має мiсце i у мультиплiкативному випадку. Нам знадобляться додатко-

вi умови на швидкiсть збiжностi In до ξ в адитивному, та n−1In до 1 − η в

мультиплiкативному, випадках. Для кiлькiсної оцiнки швидкостi цих збiжно-

стей ми будемо використовувати мiнiмальнi Lp-метрики у просторах розподi-

лiв. Такий вибiр продиктовано двома факторами:

• зi збiжностi у таких метриках випливає слабка збiжнiсть;

• цi метрики є в деякому сенсi iнварiантними вiдносно афiнних перетво-

рень розподiлiв, що спрощує роботу з центрованими/нормованими послi-

довностями випадкових величин.

Нагадаємо означення мiнiмальних Lp-метрик. Зафiксуємо p > 0. Нехай Dp

позначає множину ймовiрнiсних мiр на R зi скiнченним абсолютним момен-

том порядку p. Пара випадкових величин (X, Y ), якi заданi на спiльному

ймовiрнiсному просторi, називається (F,G)-каплiнгом при F,G ∈ Dp, якщо

L(X) = F та L(Y ) = G, де L(X) позначає розподiл X . Позначимо це

(X, Y ) ∼ (F,G). Мiнiмальна Lp-метрика мiж F та G визначається формулою

dp(F,G) := inf
(X,Y )∼(F,G)

(E|X − Y |p)1∧1/p = inf
(X,Y )∼(F,G)

‖X − Y ‖p. (4.10)

Ми використовуємо записи dp(X, Y ) та dp(X,G) у якостi скорочених позна-

чень для dp(L(X),L(Y )) та dp(L(X), G) вiдповiдно. Необхiднi нам властиво-

стi метрик dp зiбрано у твердженнi 206 в додатку B.

Теорема 102. Припустимо, що виконується умова (Add) з розподiлом ξ, який

належить областi притягання деякого α-стiйкого розподiлу з α ∈ (1, 2] та

P{ξ = 0} = 0. Нехай функцiя c визначена так, як в (2.76), та

dp(In, ξ ∧ n) = o(n−1c(n)), n→∞, (4.11)

де p = 2, якщо Dξ <∞ та p = 1 iнакше. Тодi

dp

(
Tn − µ−1n

µ−(α+1)/αc(n)
, Sα(1)

)
→ 0 та

Tn − µ−1n

µ−(α+1)/αc(n)

d→ Sα(1), n→∞,
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з тим же p, що й в (4.11).

У мультиплiкативному випадку маємо таку теорему.

Теорема 103. Припустимо, що виконується умова (Mult) та розподiл | ln η|
належить областi притягання деякого α-стiйкого розподiлу з α ∈ (1, 2]. Не-

хай функцiя c визначена так, як в (2.76) з ξ := | ln η|, та

d1(ln
+(n− In), ln+(nη)) = o

(
c(lnn)

lnn

)
, n→∞. (4.12)

Тодi

d1

(
Tn − µ−1

0 lnn

µ
−(α+1)/α
0 c(lnn)

, Sα(1)

)
→ 0 та

Tn − µ−1
0 lnn

µ
−(α+1)/α
0 c(lnn)

d→ Sα(1), n→∞.

4.1.2 Доведення теорем 102 та 103.

Доведення теореми 102. Ми розпочнемо зi спостереження

lim
n→∞

EIn = Eξ = µ. (4.13)

Дiйсно,

dp(In, ξ) ≤ dp(In, ξ ∧ n) + dp(ξ ∧ n, ξ).

Перший доданок в правiй частинi збiгається до нуля за умовою (4.11), а дру-

гий збiгається до нуля за теоремою про мажоровану збiжнiсть. Отже, (4.13)

випливає з властивостi (Conv) в твердженнi 206. Одразу помiтимо, що умова

(L1) леми 187 виконується з ψn = n, де pn,k := P{In = n− k}. Це спостереже-

ння нам знадобиться нижче.

Нашою метою є доведення того, що

dp

(
Tn − µ−1n

µ−(α+1)/αc(n)
,Sα(1)

)
→ 0, n→∞,

для p = 2 у випадку Dξ < ∞ та для p = 1 в протилежному випадку. Викори-

стовуючи нерiвнiсть трикутника, маємо оцiнку зверху для лiвої частини

dp

(
Tn − µ−1n

µ−(α+1)/αc(n)
,
νn,≥ − µ−1n

µ−(α+1)/αc(n)

)
+ dp

(
νn,≥ − µ−1n

µ−(α+1)/αc(n)
,Sα(1)

)
,

де, нагадаємо, νn,≥ = inf{k ≥ 0 : Sk ≥ n}, а Sk є випадковим блуканням з

кроками, розподiленим, як ξ. Згiдно з формулою (2.76)

νn,≥ − µ−1n

µ−(α+1)/αc(n)

d→ Sα(1), n→∞,
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а згiдно з теоремами 178 та 181 має мiсце також збiжнiсть абсолютних мо-

ментiв порядкiв < α (якщо Dξ = ∞) та порядкiв ≤ 2 (якщо Dξ < ∞). Згiдно

з властивiстю (Conv) твердження 206 маємо збiжнiсть до нуля другого до-

данку в правiй частинi передостанньої центрованої формули. Для доведення

збiжностi до нуля першого доданку достатньо перевiрити, що

en := dp(Tn, νn,≥) = o(c(n)), n→∞ (4.14)

Внаслiдок властивостi (Lin) твердження 206.

Використовуючи рекурсiї (4.2) та (4.6), а також властивiсть (Lin) твердже-

ння 206, отримуємо

dp(Tn, νn,≥) = dp(T̂n−In, ν̂n−ξ∧n,≥) ≤ dp(N̂n−In, ν̂n−ξ∧n,≥) + dp(T̂n−In, ν̂n−In,≥)

≤ dp(ν̂n−In,≥, ν̂n−ξ∧n,≥) + ‖ν̂ ′n−In,≥ − ν̂
′
n−In,≥‖p

=: e′n +
n∑
k=0

P{In = n− k}‖T̂ ′k − ν̂ ′k,≥‖p

для довiльних пар (T̂ ′k, ν̂
′
k,≥), якi не залежать вiд In та T̂ ′k

d
= Tk та ν̂ ′k,≥

d
= νk,≥.

Переходячи до iнфiмумiв по всiм таким парам, отримуємо

en ≤ e′n +
n∑
k=0

P{In = n− k}ek

для кожного n ∈ N.

Припустимо, що ми довели асимптотичне спiввiдношення

e′n = o(n−1c(n)), n→∞. (4.15)

Застосовуючи лему 187 з ψn = n, маємо при n→∞

en = O

(
n∑
k=1

sup
j≥k

e′j

)
= o

(
n∑
k=1

k−1c(k)

)
= o(c(n)), (4.16)

де ми використали теореми 1.5.3 та твердження 1.5.8 в [42] та правильну змiну

c з показником 1/α.

Залишається довести (4.15). Нехай (I ′n, ξ
′) є (L(In),L(ξ))-каплiнгом таким,

що

dp(In, ξ ∧ n) = dp(I
′
n, ξ
′ ∧ n) = ‖I ′n − ξ′ ∧ n‖p
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та (S ′n)n≥0 є копiєю (Sn)n≥0, яка не залежить вiд (I ′n, ξ
′). Нехай (ν ′n,≥)n≥0 є

вiдповiдним процесом, що рахує, очевидно копiєю (νn,≥)n≥0. Тодi

e′n = dp(ν̂n−In,≥, ν̂n−ξ∧n,≥) ≤ ‖ν ′n−I ′n,≥ − ν
′
n−ξ′∧n,≥‖p

= ‖
∑
k≥0

1{(n−I ′n)∧(n−ξ′∧n)≤S′k<(n−I ′n)∨(n−ξ′∧n)}‖p ≤ ‖I ′n − ξ′ ∧ n‖p,

де остання нерiвнiсть випливає з того, що число точок блукання S ′k в iнтервалi

[a, b), a, b ∈ N, не перевищує довжини цього iнтервалу, оскiльки ми припуска-

ємо P{ξ ≥ 1} = 1− P{ξ = 0} = 1. Отже,

e′n ≤ dp(I
′
n, ξ
′ ∧ n) = dp(In, ξ ∧ n),

а тому (4.15) виконується внаслiдок припущення (4.11). Доведення завершено.

Доведення теореми 103 використовує iдеї, схожi до тих, що ми викори-

стали вище, але є технiчно бiльш складним, оскiльки потребує використання

стацiонарного процесу вiдновлення, див. пiдроздiл 2.1.1.

Доведення. Нагадаємо, що (Πn)n≥0 є мультиплiкативним випадковим блукан-

ням, що було визначено формулою (4.7), а (Λt)t≥0 є вiдповiдним моментом

потрапляння в (t,∞), визначеним формулою (4.8).

Нехай η∗0 ∈ (0, 1) є випадковою величиною, що не залежить вiд (Πn)n≥0 та

має розподiл

r(t) := P{| ln η∗0| ≤ t} =
1

µ0

∫ t

0

P{| ln η| > s}ds, t ≥ 0. (4.17)

Визначимо мультиплiкативне випадкове блукання (Π∗k)k≥0 з затримкою Π∗0 рiв-

ностями

Π∗0 = η∗0 та Π∗k := η∗0η1 · · · ηk, k ∈ N,

стацiонарний процес вiдновлення для (− ln Π∗k)k≥0 рiвнiстю

Λ∗t :=
∑
k≥0

1{− ln Π∗k≤t}, t ∈ R,

та покладемо L∗t := Λ∗ln t при t > 0. Тодi

EΛ∗t =
t+

µ0
, t ∈ R. (4.18)
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та

EΛt =
t

µ0
+ o(c(t)), t→∞, (4.19)

див. формулу (2.118). Аналогом (4.9) для процесу (L∗t )t≥0 є

L∗t
d
= 1{η∗0>1/t} + L̂∗tη, t ≥ 0, (4.20)

де (L̂∗t )t>0 не залежить вiд η та отримано з (L∗t )t≥0 замiною η1, η2, . . . на їх не-

залежнi копiї у мультиплiкативному блуканнi (Π∗k)k≥0 i збереженням першого

кроку η∗0.

Використовуючи нерiвнiсть трикутника, маємо

d1

(
Tn − µ−1

0 lnn

µ
−(α+1)/α
0 c(lnn)

,Sα(1)

)
≤ d1

(
Tn − µ−1

0 lnn

µ
−(α+1)/α
0 c(lnn)

,
L∗n − µ−1

0 lnn

µ
−(α+1)/α
0 c(lnn)

)

+ d1

(
L∗n − µ−1

0 lnn

µ
−(α+1)/α
0 c(lnn)

,
Ln − µ−1

0 lnn

µ
−(α+1)/α
0 c(lnn)

)
+ d1

(
Ln − µ−1

0 lnn

µ
−(α+1)/α
0 c(lnn)

,Sα(1)

)
.

Третiй доданок збiгається до нуля внаслiдок формули (2.76), теорем 178 та 181

та властивостi (Conv) в твердженнi 206. Таким чином, достатньо перевiрити,

що

d1(Tn, L
∗
n) = o(c(lnn)) та d1(Ln, L

∗
n) = o(c(lnn)), n→∞. (4.21)

Для перевiрки другого спiввiдношення в (4.21) зауважимо, що

Λ∗t = Λt−| ln η∗0 |, t ∈ R, (4.22)

де η∗0 не залежить вiд (Λt)t≥0. З цiєї формули випливає

d1(Ln, L
∗
n) = d1(Λlnn,Λ

∗
lnn) ≤ E|Λlnn − Λ∗lnn| = EΛlnn − EΛ∗lnn = o(c(lnn)),

де в передостаннiй рiвностi ми використали, що Λ∗t ≤ Λt для всiх t ∈ R
внаслiдок (4.22), а в останнiй оцiнцi застосували формули (4.18) та (4.19).

Для доведення першого спiввiдношення в (4.21) використаємо рекурсiї

(4.20) та (4.2):

en := d1(Tn, L
∗
n) = d1(1 + T̂n−In,1{η∗0>1/n} + L̂∗nη) = d1(T̂n−In, L̂

∗
nη − 1{η∗0≤1/n})

≤ d1(L̂
∗
n−In, L̂

∗
nη − 1{η∗0≤1/n}) + d1(T̂n−In, L̂

∗
n−In) =: e′n +

n∑
k=0

P{In = n− k}ek,
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де e′n := d1(L̂
∗
n−In, L̂

∗
nη − 1{η∗0≤1/n}). Припустимо, що нам вiдомо

e′n = o

(
c(lnn)

lnn

)
, n→∞, (4.23)

та помiтимо, що умова (Mult) гарантує

E(n− In) ∼ nEη, n→∞. (4.24)

З цього випливає, що ψn ≡ 1 задовольняє умову (L1) леми 187 з pn,k := P{In =

n− k}. Застосовуючи цю лему та (4.23), отримуємо

en = O

(
n∑
k=1

sup
j≥k

e′j
j

)
= o

(
n∑
k=3

sup
j≥k

c(ln j)

j ln j

)
= o

(
n∑
k=3

c(ln k)

k ln k

)
,

де ми використали теорему 1.5.3 в [42] та правильну змiну c(ln t)/(t ln t) з

iндексом −1. Зауважимо, що ряд
∑∞

k=3
c(ln k)
k ln k розбiжний, оскiльки c(n) → ∞

при n→∞. Таким чином, при n→∞
n∑
k=3

c(ln k)

k ln k
∼
∫ n

e

c(ln y)

y ln y
dy =

∫ lnn

1

c(u)

u
du ∼ const · c(lnn)

згiдно з теоремою 1.6.1 в [42], що завершує доведення першого спiввiдноше-

ння в(4.21).

Залишається перевiрити (4.23). Нехай (I ′n, η
′) є (L(In),L(η))-каплiнгом та-

ким, що

d1(ln
+(n− In), ln+(nη)) = ‖ ln+(n− I ′n)− ln+(nη′)‖1

та нехай (Π̂∗n)n≥0 є копiєю (Π∗n)n≥0, що не залежить вiд (I ′n, η
′) та має перший

крок η̂∗0. Покладемо

Λ̂∗t :=
∑
k≥0

1{− ln Π̂∗k≤t}
, t ∈ R

та L̂∗t := Λ̂∗ln t при t > 0. Маємо

e′n = d1(L̂
∗
n−In, L̂

∗
nη − 1{η∗0≤1/n}) ≤ ‖L̂∗n−I ′n − L̂

∗
nη′ − 1{η̂∗0≤1/n}‖1

≤ ‖L̂∗n−I ′n − L̂
∗
nη′‖1 + P{η̂∗0 ≤ 1/n},

де η̂∗0 = Π̂∗0
d
= η∗0. Згадуючи (4.17), бачимо, що

P{η∗0 ≤ 1/n} = P{− ln η∗0 ≥ lnn} =
1

µ0

∫ ∞
lnn

P{| ln η| > s}ds = 1− r(lnn).

(4.25)
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Оскiльки t(1− r(t)) правильно змiнюється з показником 2− α, то

lim
t→∞

t(1− r(t))
c(t)

= 0,

а, отже,

P{η∗0 ≤ 1/n} = o(c(lnn)/ lnn), n→∞.

Щоб оцiнити ‖L̂∗n−I ′n − L̂
∗
nη′‖1, запишемо

‖L̂∗n−I ′n − L̂
∗
nη′‖1 = ‖Λ̂∗ln(n−I ′n) − Λ̂∗ln(nη′)‖1 = ‖Λ̂∗

ln+(n−I ′n)
− Λ̂∗

ln+(nη′)
‖1

= ‖
∞∑
k=0

1{ln+(n−I ′n)∧ln+(nη′)<− ln Π̂∗k≤ln+(n−I ′n)∨ln+(nη′)}‖1

≤
∞∑
k=0

P{ln+(n− I ′n) ∧ ln+(nη′) < − ln Π̂∗k ≤ ln+(n− I ′n) ∨ ln+(nη′)
)

= EΛ̂∗
ln+(n−I ′n)∨ln+(nη′)

− EΛ̂∗
ln+(n−I ′n)∧ln+(nη′)

= µ−1
0 d1(ln

+(n− In), ln+(nη)),

де останнiй перехiд випливає з формули EΛ̂∗t = µ−1
0 t при t ≥ 0. Права частина

є o(c(lnn)/(lnn)) за припущенням (4.12). Доведення завершено.

4.2 Граничнi теореми для коалесцентiв без пилової компо-

ненти

У цьому пiдроздiлi ми сфокусуємось на пiдкласi коалесцентiв без пилової

компоненти, а саме бета-коалесцентах з параметрами a ∈ (0, 1] та b > 0. Апа-

рат, розроблений в пiдроздiлi 3.3, для таких коалесцентiв не працює, оскiльки

не виконується умова (3.49). При a = 1 маємо коалесценти типу (III), а при

a ∈ (0, 1) – типу (IV), див. класифiкацiю на с. 64. Використовуючи резуль-

тати пiдроздiлу 4.1, ми доведемо граничнi результати для числа злиттiв Xn

в бета-коалесцентах з a ∈ (0, 1] та, як наслiдок отримаємо граничну теоре-

му для повної довжини Ln дерева в бета-коалесцентах з a = 1. Зазначимо,

що бета-коалесценти з a ∈ (0, 1) спускаються з нескiнченностi, тобто час по-

глинання τn слабко збiгається без центрування та нормування. Нагадаємо, що

Nn(t) позначає кiлькiсть блокiв в розбиттi Pn(t).
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Нехай In є кiлькiстю блокiв, що беруть участь у першому злиттi мiнус один,

тодi розподiл In має вигляд

P{In = k} = Ck+1
n

λn,k+1

λn
, 1 ≤ k ≤ n− 1,

та мають мiсце рекурсiї з випадковими iндексами

X1 = 0, Xn
d
= 1 + X̂ ′n−In, n ≥ 2, (4.26)

та

L1 = 0, Ln
d
= nEn + L̂n−In, n ≥ 2, (4.27)

де En позначає момент першого злиття, а, отже, має експоненцiйний розподiл

з параметром λn. Як завжди, для кожного k ∈ N величини X̂k та L̂k вважаю-

ться незалежними вiд (Tn, In) копiями Xk та Lk вiдповiдно.

Покладемо

p
(a)
n,k := P{In = n− k}, k = 1, . . . , n− 1. (4.28)

Безпосереднiм пiдрахунком можна пересвiдчитись, що для довiльних a ∈
(0, 1] та b > 0

lim
n→∞

p
(a)
n,n−k =

(2− a)Γ(k + a− 1)

Γ(a)(k + 1)!
=: p

(a)
k , k ∈ N,

а, отже, див. також лему 2.1 в [63]1,

In
d→ ξ, n→∞, (4.29)

де ξ є випадковою величиною з розподiлом (p
(a)
k )k∈N. Зокрема

P{ξ ≥ n} ∼ na−2/Γ(a), n→∞.

та Eξ = 1
1−a при a ∈ (0, 1) та Eξ =∞ при a = 1.

Таким чином, ми бачимо, що виконується умова (Add) попереднього пiд-

роздiлу i можна очiкувати, що асимптотика Xn збiгається з асимптотикою

νn,≥ = inf{k ≥ 0 : Sk ≥ n}, де (Sk)k≥0 є стандартним випадковим блуканням з

кроками, що мають розподiл (p
(a)
k )k∈N. Як буде показано нижче, це безпосере-

дньо випливає з теореми 102 при a ∈ (0, 1) (оскiльки в цьому i лише в цьому

випадку Eξ <∞) та зi схожих мiркувань у випадку a = 1.
1Насправдi ця збiжнiсть має мiсце також при a ∈ (1, 2), але в цьому випадку застосовнi результати пiдроздiлу

(3.3).

- 251 -



Теорема 104. При n → ∞ число Xn злиттiв у бета-коалесцентах задоволь-

няє:

(i) при 0 < a < 1 та b > 0

Xn − (1− a)n

(1− a)n1/(2−a)

d→
(

1− a
Γ(a)

)1/(2−a)

S2−a(1), n→∞,

(ii) при a = 1 та b > 0,

ln2 n

n
Xn − lnn− ln lnn

d→ S1(1), n→∞,

де S1(1) є спектрально негативним 1-стiйким розподiлом з характери-

стичною функцiєю (1.12).

Доведення. ДОВЕДЕННЯ (I). Оскiльки ξ належить областi притягання (2− a)-

стiйкого розподiлу та P{ξ ∈ N} = 1, то згiдно з теоремою 102 достатньо

перевiрити, що

d1(In, ξ ∧ n) = o(n(a−1)/(2−a)), n→∞, (4.30)

оскiльки функцiю c в (2.76) можна обрати c(t) = t1/(2−a)/Γ1/(2−a)(a). Для

оцiнки d1(In, ξ ∧ n) скористаємось представленням Канторовича-Рубiнштейна

(Rep) з твердження 206:

d1(In, ξ ∧ n) = sup
f∈F1

|Ef(In)− f(ξ ∧ n)| = sup
f∈F1,0

|Ef(In)− f(ξ ∧ n)|,

де F1,0 := F1 ∩ {f : f(0) = 0}. Маємо

d1(In, ξ ∧ n) = sup
f∈F1,0

|
n−1∑
k=1

P{In = k}f(k)−
n−1∑
k=1

P{ξ = k}f(k)− f(n)P{ξ > n}|

≤
n−1∑
k=1

|P{In = k} − P{ξ = k}|k + nP{ξ ≥ n},

де ми скористались тим, що з f ∈ F1,0 випливає |f(x)| ≤ |x| для всiх x ∈ R.

Другий доданок в правiй частинi є O(na−1) = o(n(a−1)/(2−a)). Перший доданок

є O(na−1) внаслiдок леми 209 з p = 1. Доведення (i) завершено.

ДОВЕДЕННЯ (II). Теорему 102 безпосередньо застосувати не можна, оскiльки

Eξ = ∞, а цей випадок не покривається вказаною теоремою. Проте, такi
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ж мiркування про апроксимацiю процесами вiдновлення в мiнiмальних Lp-

метриках, що були використанi в її доведеннi, працюють i в цьому випадку.

Перш за все зауважимо, що при a = 1 в.в. ξ має розподiл

P{ξ = k} =
1

k(k + 1)
, k ∈ N

та належить областi притягання 1-стiйкого розподiлу. Для вiдповiдного про-

цесу νn,≥ має мiсце гранична теорема

ln2

n
νn,≥ − lnn− ln lnn

d→ Sα(1), n→∞, (4.31)

див. наприклад твердження 2 в [142].

Для довiльних випадкових величин X, Y розглянемо локально рiвномiрну

метрику мiж характеристичними функцiями

χT (X, Y ) := χT (L(X),L(Y )) = sup
|t|≤T
|EeitX − EeitY |.

Слабка збiжнiсть еквiвалентна збiжностi в χT (X, Y ) для всiх T > 0 внаслiдок

теореми неперервностi для характеристичних функцiй. Також для довiльного

фiксованого q ∈ (0, 1], тривiально перевiряється нерiвнiсть

χT (X, Y ) ≤ CT,qdq(X, Y ), (4.32)

для довiльних випадкових величин X, Y зi скiнченними абсолютними момен-

тами порядку q та деякою константою CT,q.

Позначимо an := n−1 ln2 n та bn := lnn+ln lnn при n ≥ 2. Для наших цiлей

достатньо показати, що limn→∞ χT (anXn − bn,S1(1)) = 0 для кожного T > 0.

З нерiвностi трикутника випливає

χT (anXn − bn,S1(1)) ≤ χT (anXn − bn, anνn,≥ − bn) + χT (anνn,≥ − bn,S1(1)).

Другий доданок в правiй частинi збiгається до нуля з огляду на (4.31). Для

збiжностi до нуля першого доданку, внаслiдок (4.32) та властивостi (Lin) в

твердженнi 206, достатньо перевiрити, що

en := dq(Xn, νn,≥) = o(nq/(lnn)2q), n→∞, (4.33)
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для деякого q ∈ (0, 1]. Використовуючи в точностi такi ж мiркування, як в

доведеннi теореми 102, отримуємо нерiвнiсть

en ≤ dq(In, ξ ∧ n) +
n−1∑
k=1

P{In = n− k}ek.

Припустимо, що для деякого q ∈ (0, 1/2] ми довели, що

dq(In, ξ ∧ n) = o(nq−1), n→∞, (4.34)

тодi застосування леми 187 з ψn := n/ ln(n+ 1) дає

en = O

(
n∑
k=1

np−1

lnn

)
= O(np/ lnn), n→∞

звiдки випливає (4.33).

Залишається оцiнити dq(In, ξ ∧ n). Це можна зробити так само, як при до-

веденнi (i). З представлення Канторовича-Рубiнштейна маємо

dq(In, ξ ∧ n) ≤
n−1∑
k=1

kp|P{In = k} − P{ξ = k}|+ np−1.

Застосовуючи лему 209 з довiльним q ∈ (0, 1/2], отримуємо (4.34). Доведення

(ii) завершено.

З щойно доведеної теореми можна отримати результат про повну довжину

Ln.

Теорема 105. Для повної довжини Ln дерева в бета-коалесцентах з a = 1 та

b > 0 маємо
b ln2 n

n
Ln − lnn− ln lnn

d→ S1(1), n→∞.

Доведення. Доведення базується на iдеях теореми 5.2 та наслiдку 6.2 в [67]. З

огляду на рiвнiсть

b ln2 n

n
Ln − lnn− ln lnn =

ln2 n

n
Xn − lnn− ln lnn+

ln2 n

n
(bLn −Xn),

достатньо показати, що ((ln2 n)/n)(bLn −Xn)→ 0 в L2. Нехай

Нехай Ej є незалежними експоненцiйними величинами з параметрами

λj, j ≥ 2. Припускаючи, що Ej не залежать вiд послiдовностi станiв, якi вiд-

вiдує процес (Nn(t))t≥0, можемо вважати Ej часом, проведеним (Nn(t))t≥0 у
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станi j за умови, що цей стан було вiдвiдано. Нехай послiдовнiсть вiдвiданих

станiв є n = i0 > i1 > · · · > ik−1 > ik = 1, тодi Ln має розподiл
∑k−1

r=0 irEir при

n ≥ 2.

Для k ∈ {1, . . . , n} та i = (i0, . . . , ik) з n = i0 > i1 > · · · > ik−1 > ik = 1

визначимо подiї Ak, i := {Xn = k, (Πn(t0), . . . , Nn(tk)) = i}, де t0 = 0 та

t1 < t2 < · · · є моментами злиттiв. Маємо

E(bLn −Xn)
2 =

∑
k, i

P{Ak, i}E
( k−1∑
r=0

(birEir − 1)
)2

=
∑
k, i

P{Ak, i}
( k−1∑
r=0

E(birEir − 1)2 +
k−1∑

r,s=0,r 6=s

E(birEir − 1)(bisEis − 1)
)
.

Оскiльки λn = bn+O(lnn) при n→∞, див. формулу (C.20), то |E(bkEk−1)| =
O(k−1 ln k) та E(bkEk − 1)2 = 1 +O(k−1 ln k). Отже,

E(bLn −Xn)
2 ≤

∑
k, i

P{Ak, i}
( n∑
r=2

E(brEr − 1)2 +
( n∑
r=2

|E(brTr − 1)|
)2)

=
∑
k, i

P{Ak, i}(n+O(ln4 n)) = n+O(ln4 n),

звiдки випливає збiжнiсть в L2. Доведення завершено.

Зауважимо, що для бета-коалесцентiв з a = 1, крiм доведених нами грани-

чних результатiв, є досить точна iнформацiя про асимптотику моментiв (зви-

чайних та центральних) для Xn та Ln, див. теорему 3.2, наслiдок 3.3 та твер-

дження 3.1 в [99].

4.3 Граничнi теореми для числа нульових декрементiв у ви-

падковому блуканнi з бар’єром

Нехай (ξk)k∈N є незалежними копiями в.в. ξ з розподiлом pk = P{ξ = k}, k ∈
N. Нагадаємо, що випадкове блукання з бар’єром n ∈ N – це послiдовнiсть

(R
(n)
k )k∈N0

, що визначена рiвнiстю

R
(n)
0 := 0, R

(n)
k := R

(n)
k−1 + ξk1{R(n)

k−1+ξk<n}
, k ∈ N.
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Очевидно, (R
(n)
k )k∈N0

є неспадним ланцюгом Маркова на множинi

{0, 1, 2, . . . , n − 1}. За припущення p1 > 0 випадкове блукання з бар’єром

поглинається у станi n− 1 м.н.

Величини

M (0)
n := #{k ∈ N : R

(n)
k−1 6= R

(n)
k } =

∞∑
l=0

1{R(n)
l +ξl+1<n}

T (0)
n := inf{k ∈ N0 : R

(n)
k = n− 1} =

∞∑
l=0

1{R(n)
l <n−1}

та

V (0)
n := T (0)

n −M (0)
n = #{i ≤ Tn : R

(n)
i−1 = R

(n)
i } =

T
(0)
n −1∑
l=0

1{R(n)
l +ξl+1≥n}

визначають число стрибкiв, час поглинання та число нульових декрементiв до

моменту поглинання випадкового блукання з бар’єром n.

У цьомi пiдроздiлi ми застосуємо технiку ймовiрнiсних метрик для аналiзу

асимптотики числа V (0)
n нульових декрементiв. Оскiльки V (0)

n = T
(0)
n −M (0)

n , а

величини T (0)
n та M (0)

n мають однаковий порядок росту, див. огляд лiтератури,

то аналiз V (0)
n є складнiшою проблемою нiж вивчення M (0)

n та T (0)
n . Зокрема,

пiдходи, використанi в [143, 144], не дають бажаних результатiв.

Ми отримаємо центральну граничну теорему для V (0)
n у припущеннi

P{ξ ≥ n} = cn−α +O(n−(α+ε)), n→∞, (4.35)

для деяких c > 0, α ∈ (0, 1) та ε > 0.

Нехай ηα є в.в. з бета-розподiлом з параметрами (1−α, α), α ∈ (0, 1), тобто

її щiльнiсть задається формулою (2.127). Позначимо

µα := E| ln ηα| = Ψ(1)−Ψ(1− α) та σ2
α := D ln ηα = Ψ′(1− α)−Ψ′(1),

де Ψ(x) = Γ′(x)/Γ(x) є логарифмiчною похiдною гамма-функцiї.

Нехай (Sk)k∈N є звичайним випадковим блуканням з кроками (ξk)k∈N:

S0 = 0, Sn = ξ1 + · · ·+ ξn, n ∈ N,

та нехай un :=
∑∞

k=0 P{Sk = n} є послiдовнiстю вiдновлення.
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Теорема 106. Припустимо, що виконується умова (4.35). Якщо α ∈ (0, 1/2],

припустимо додатково, що

un ∼
sin(πα)

cπ
nα−1, n→∞. (4.36)

Тодi

d1

(
V

(0)
n − µ−1

α lnn√
σ2
αµ
−3
α lnn

,S2(1)

)
→ 0 та

V
(0)
n − µ−1

α lnn√
σ2
αµ
−3
α lnn

d→ S2(1), n→∞.

Зауваження 107. Вiдомо, див. теорему 1 в [82], що з правильної змiни

P{ξ ≥ n} ∼ n−α`(n), n→∞, (4.37)

з iндексом α ∈ (1/2, 1) випливає

un ∼
sin(πα)

`(n)π
nα−1, n→∞, (4.38)

зокрема з (4.35) випливає (4.36). З iншого боку, якщо α ∈ (0, 1/2], асимпто-

тичне спiввiдношення (4.38) не є, в загальному випадку, наслiдком (4.37) без

додаткових припущень на pn. Вiдомо, що (4.37) гарантує (4.38) у таких випад-

ках:

• pn+1pn−1 > p2
n при n = 2, 3, . . . (див. теорему 1 в [60]);

• pn не зростає для великих n (див. наслiдок 3-A в [269]);

• pn ∼ α`(n)n−α−1 при n→∞ (див. теорему 1.1 в [209]).

В кожному з цих випадкiв (4.36) автоматично випливає з (4.35).

Доведення теореми 106. Для звичайного випадкового блукання (Sk)k≥0, по-

кладемо

νn,≥ = inf{k ∈ N : Sk ≥ n}, n ∈ N,

та Yn := n−Sνn,≥−1. Легко бачити, що послiдовнiсть (V
(0)
n ) задовольняє рекур-

сiю з випадковим iндексом

V
(0)

1 = 0, V (0)
n

d
= 1{Yn>1} + V̂

(0)
Yn
, n ≥ 2. (4.39)
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Цю рекурсiю можна спростити, поклавши Xn := Xn + 1{n>1}. Тодi

X1 = 0, Xn
d
= 1 + X̂Yn, n ≥ 2. (4.40)

Очевидно, асимптотики Xn та V (0)
n однаковi при n→∞.

Згiдно з теоремою Динкiна-Лампертi, див. теорему 8.6.3 в [42],

Yn/n
d→ ηα, n→∞, (4.41)

де ηα має щiльнiсть (2.127). Таким чином, виконується умова (Mult) в пiдроз-

дiлi 4.1, а тому згiдно з теоремою 103 достатньо перевiрити, що виконується

умова (4.12), яка виглядає так:

d1

(
lnYn, ln

+(nηα)
)

= o

(
1√
lnn

)
, n→∞.

Помiтимо, що

d1

(
ln(nηα), ln+(nηα)

)
= E| ln(nηα)|1{| ln ηα|>lnn}

≤ 2E| ln ηα|1{| ln ηα|>lnn} = O(n−δ),

для деякого δ > 0, оскiльки | ln ηα| має скiнченний експоненцiйний момент

деякого додатного порядку. Покажемо, що

d1 (lnYn, ln(nηα)) = d1

(
ln

(
Yn
n

)
, ln ηα

)
= O

(
n−δ1

)
, n→∞, (4.42)

для деякого δ1 > 0. З рiвностi розподiлiв

Y1 = 1, Yn
d
= n1{ξ≥n} + Ŷn−ξ1{ξ<n}, n ≥ 2,

робимо висновок, що

Ef(lnYn) = P{ξ ≥ n}f(lnn) +
n−1∑
j=1

pjEf(lnYn−j), n ≥ 2.

Пiдставляючи цю рiвнiсть у представлення Канторовича-Рубiнштейна для вiд-
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станi d1(lnYn, ln(nηα)) та використовуючи нерiвнiсть трикутника, запишемо

d1

(
lnYn, ln(nηα)

)
≤ sup

f∈F1

∣∣∣P{ξ ≥ n}f(lnn) +
n−1∑
j=1

pjEf(ln(n− j)ηα)− Ef(ln(nηα))
∣∣∣

+
n−1∑
j=1

pj sup
f∈F1

∣∣∣Ef(lnYn−j)− Ef(ln(n− j)ηα)
∣∣∣

= sup
f∈F1

∣∣∣P{ξ ≥ n}f(lnn) +
n−1∑
j=1

pjEf(ln(n− j)ηα)− Ef(ln(nηα))
∣∣∣

+
n−1∑
j=1

pjd1

(
lnYn−j, ln(n− j)ηα

)
.

Нехай ξ̃ не залежить вiд η̃α та ξ̃
d
= ξ, η̃α

d
= ηα. Перший доданок можна записати

у виглядi

sup
f∈F1

∣∣∣P{ξ ≥ n}f(lnn) +
n−1∑
j=1

pjEf(ln(n− j)η)− Ef(ln(nηα))
∣∣∣

= d1

(
ln(n1{ξ̃≥n} + (n− ξ̃)η̃α1{ξ̃<n}), ln(nη̃α)

)
= d1

(
(ln(1− ξ̃n−1)η̃α)1{ξ̃<n}, ln η̃α

)
,

де ми використали властивiсть (Lin) метрики d1 у другiй рiвностi. Для довiль-

ного x ≥ 1,

P{ξ ≥ x} = P{ξ ≥ dxe} = c(dxe)−α +O((dxe)−(α+ε)) = cx−α +O(x−((α+ε)∧1)),

а тому згiдно з лемою 210 з β = 1/2 та x = n, iснують K > 0 та δ1 ∈ (0, 1−α)

такi, що

d1

(
lnYn, ln(nηα)

)
≤ Kn−(α+δ1) +

n−1∑
j=1

pjd1

(
lnYn−j, ln(n− j)ηα

)
.

Використавши 1-арифметичний варiант теореми 1 в [13] (цей результат вiрний

також при α ∈ (0, 1/2] внаслiдок припущення (4.36)), маємо

d1

(
lnYn, ln(nηα)

)
= O(n−δ1), n→∞.

Доведення завершено.
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4.4 Висновки до роздiлу 4

З використанням апарату теорiї ймовiрнiсних метрик, зокрема теорiї мiнiмаль-

них Lp метрик, в цьому роздiлi було отримано загальнi результати про слабку

збiжнiсть розв’язкiв випадкових рекурсiй вигляду:

T0 = 0, Tn
d
= 1 + T̂n−In, n ∈ N,

де випадковий iндекс In задовольняє одну з двох умов:

In
d→ ξ, n→∞ або In/n

d→ 1− η, n→∞.

В теоремах 102 та 103 наводяться загальнi умови слабкої збiжностi послiдов-

ностi (Tn)n≥0. З використанням цих результатiв, розв’язано низку вiдкритих

проблем:

• отримано граничнi теореми для числа злиттiв у коалесцентах без пилової

компоненти (теореми 104 та 105);

• доведено центральну граничну теорему для числа нульових декрементiв

у випадковому блуканнi з бар’єром.
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Роздiл 5

Процедури випадкового просiювання та

задача вибору лiдера

У цьому роздiлi ми розглянемо два типи випадкових просiювань (або проце-

дур вибору лiдера): процедури вибору лiдера в яких R є множиною значень

довiльного випадкового блукання на N, та випадок, коли R є множиною iн-

дексiв рекордiв у нескiнченнiй послiдовностi незалежних однаково розподiле-

них в.в. з неперервним розподiлом. Як ми побачимо далi, перший тип тiсно

пов’язаний з процесами Гальтона-Ватсона. Другий тип виявиться корисним

для аналiзу коалесцента Пуассона-Дiрiхле. Характерною рисою другого типу

є нестандартна асимптотика в граничних теоремах, що включає в себе тетрацiї

та iтерованi логарифми.

5.1 Випадковi просiювання, породженi випадковими блука-

ннями

Процедура вибору лiдера випадковим блуканням, або, що еквiвалентно, про-

цедура просiювання випадковим блуканням, формально визначається так. Не-

хай R(n), n ≥ 1, є незалежними копiями довiльного випадкового блукання

R на N. Позначимо кроки R(n) через ξ
(n)
1 , ξ

(n)
2 , . . .. Таким чином, ξ(n)

k при

k, n ∈ N є незалежними однаково розподiленими в.в. з деяким розподiлом
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P{ξ(n)
k = i} = pi, i ∈ N, та1

R(n)(0) = 0, R(n)(k) = ξ
(n)
1 + . . .+ ξ

(n)
k .

В раундi n, гравцi з поточними номерами R(n)(1), R(n)(2), . . . переходять в

наступний раунд, а всi iншi залишають гру. Гравцi, що залишились, пере-

нумеровуються 1, 2, . . . та процедура повторюється знову. Нас цiкавлять такi

величини, якi характеризують процес просiювання:

• N (n)
M , число гравцiв з (початковими) номерами 1, 2, . . . ,M , якi вижили в

перших n раундах, формально

N
(0)
M := M, N

(n)
M := #{j ∈ N : R(n)(j) ≤ N

(n−1)
M } (5.1)

при M ∈ N0 та n ∈ N.

• 1 ≤ S
(n)
1 < S

(n)
2 < S

(n)
3 < · · · , початковi номери гравцiв, що вижили в

перших n раундах, формально

S
(n)
j := inf{i ∈ N : N

(n)
i = j} (5.2)

при j ∈ N та n ∈ N0.

• T (M), число раундiв, поки гравцi з (початковими) номерами 1, 2, . . . ,M

всi вибувають з гри, тобто

T (M) := inf{n ∈ N : N
(n)
M = 0} (5.3)

при M ∈ N.

Продемонструємо зв’язок з процесами Гальтона-Ватсона, який є досить оче-

видним. Маємо рекурентне спiввiдношення(
S

(n)
1 , S

(n)
2 , . . .

)
=
(
S

(n−1)

R(n)(1)
, S

(n−1)

R(n)(2)
, . . .

)
, n ∈ N0,

з якого, враховуючи початковi значення S(0)
j = j, j ∈ N, випливає(

S
(n)
1 , S

(n)
2 , . . .

)
=
(
R(1)◦· · ·◦R(n)(1), R(1)◦· · ·◦R(n)(2), . . .

)
, n ∈ N0. (5.4)

1Протягом цього роздiлу ми писатимемо номер кроку блукання, як його аргумент, а не як нижнiй iндекс, i

будемо розглядати випадкове блукання, як випадкове вiдображення з N в N.
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Оскiльки в цьому роздiлi iтерацiї функцiй будуть вiдiгравати важливу роль,

введемо такi позначення: для послiдовностi вiдображень ϕ(n), n ∈ Z або n ∈
N, довiльної множини A у себе, покладемо

ϕ(k↑n)(·) := ϕ(k) ◦ . . . ◦ ϕ(n)(·) та ϕ(n↓k)(·) := ϕ(n) ◦ . . . ◦ ϕ(k)(·)

при k < n. Також вважатимемо, що при k < n, вiдображення ϕ(n↑k) та ϕ(k↓n) є

тотожними вiдображеннями на множинi A.

Спiввiдношення (5.4) демонструє, що випадковий вектор (S
(n)
1 , S

(n)
2 , . . .) є

n-кратною iтерацiєю вперед випадкового блукання R, яке розглядається, як

вiдображення з N в N. Перехiд до iтерацiй назад не змiнює розподiл, тому

маємо базове спiввiдношення для нашого випадкового просiювання:(
S

(n)
1 , S

(n)
2 , . . .

)
d
=
(
R(n↓1)(1), R(n↓1)(2), . . .

)
, n ∈ N0. (5.5)

Тепер зв’язок з процесами Гальтона-Ватсона стає очевидним, j-та координата

випадкового вектора у правiй частинi є нiчим iншим, як числом нащадкiв

iндивiдiв 1, . . . , j в поколiннi n в процесi Гальтона-Ватсона, який стартує зi

злiченного числа предкiв та має розподiл числа нащадкiв (pn)n≥1. Реалiзацiя

такого процесу Гальтона-Ватсона представлена на рисунку 5.1. Оскiльки ми

припускаємо p1 < 1, то процес Гальтона-Ватсона виживає з ймовiрнiстю один

та є надкритичним.

Надалi ми роздiлимо введенi процедури випадкового просiювання на два

класи: породженi розподiлом (pn)n≥1 зi скiнченним середнiм, тодi вiдповiдний

процес Гальтона-Ватсона теж має скiнченне середнє, та випадковi просiюван-

ня для яких
∑

n≥1 npn =∞.

Як видно зi спiввiдношення (5.5), граничнi результати для (S
(n)
1 , S

(n)
2 , . . .),

представленi в теоремах 108 та 113, будуть отриманi з вiдповiдних результатiв

для процесiв Гальтона-Ватсона. Пiсля чого асимптотика N (n)
M при n,M → ∞

та T (M) приM →∞ може бути знайдена з простих спiввiдношень двоїстостi:

{N (n)
M ≥ k} = {S(n)

k ≤M}, {T (M) ≤ k} = {S(k)
1 > M}, k,M ∈ N, n ∈ N0,

див. теореми 109, 110, 114 та 116. Граничнi процеси в теоремах 108 та 113 є

нерухомими точками деяких випадкових вiдображень i задовольняють, таким

- 263 -



Рис. 5.1: Процес Гальтона-Ватсона зi злiченним числом предкiв 1, 2, . . .. У рядку (n + 1)

(якщо рахувати зверху вниз) представленi iндивiди n-ого поколiння. Iндивiд з номером j в

поколiннi n розташований в позицiї µ−nj, де µ ∈ (1,∞) є середнiм числом нащадкiв одного

iндивiда. Кожний iндивiд в n-му поколiннi з’єднується вiдрiзком зi своїм останнiм нащадком

в поколiннi n+ 1. Наприклад, iндивiд 1 у верхньому рядку має 2-х безпосереднiх нащадкiв, а

кожен з iндивiдiв 2, . . . , 8 у верхньому рядку мають по одному безпосередньому нащадку.

чином, стохастичнi рiвняння нерухомих точок, див. формули (5.7) та (5.15).

Опис множин розв’язкiв таких рiвнянь, даний в теоремах 112 та 118, є зна-

чно бiльш делiкатним питанням, а вiдповiдний аналiз базується на глибоких

результатах про поведiнку процесiв Гальтона-Ватсона.

У подальшому ξ завжди позначає випадкову величину, що розподiлена, як

крок блукань R(n), тобто P{ξ = n} = pn для n ∈ N.

5.1.1 Випадок скiнченного середнього кроку блукання. Розпочнемо з

граничної теореми для (S
(n)
j )j≥1. Покладемо µ := Eξ та нехай (Zn)n≥0 позначає

процес Гальтона-Ватсона з розподiлом нащадкiв (pn)n∈N. Якщо µ ∈ (1,∞), то

нормований процес (µ−nZn)n≥0 є невiд’ємним мартингалом, а тому збiгається

м.н. до границi Z∞, яка м.н. додатна, якщо Eξ ln ξ < ∞, або дорiвнює нулю

iнакше.
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Теорема 108. Припустимо, що µ ∈ (1,∞). Тодi(
S

(n)
1

µn
,
S

(n)
2

µn
,
S

(n)
3

µn
. . .

)
f.d.⇒ (Z(1)

∞ , Z(1)
∞ + Z(2)

∞ , Z(1)
∞ + Z(2)

∞ + Z(3)
∞ , . . .), n→∞,

(5.6)

де Z(1)
∞ , Z

(2)
∞ , . . . є незалежними копiями Z∞. Розподiл граничного вектора в

(5.6) задовольняє стохастичне рiвняння нерухомої точки(
µX1, µX2, . . .

)
d
=
(
XR(1), XR(2), . . .

)
, (5.7)

де випадкове блукання (R(j))j≥0 у правiй частинi є незалежним вiд (Xj)j≥0.

Теорема 109. Нехай µ ∈ (1,∞) та Eξ ln ξ <∞. Тодi, при n→∞,

N
(n)
bµntc ⇒ N ′(t), n→∞

у просторi Скорохода D[0,∞) з J1-топологiєю, де N ′(t) := #{k ∈ N : Z
(1)
∞ +

· · ·+ Z
(k)
∞ ≤ t} при t ≥ 0.

Зазначимо, що N ′ є звичайним процесом вiдновлення для випадкового блу-

кання (
∑k

j=1 Z
(j)
∞ )k≥1, зокрема є процесом Пуассона, якщо Z∞ має експонен-

цiйний розподiл, див. приклад 111.

У наступному результатi сформульовано одновимiрну граничну теорему

для числа T (M) раундiв до того, якi всi гравцi з початковими номерами

1, . . . ,M вибувають з гри. Ми не будемо формулювати функцiональну гра-

ничну теорему (хоча зробити це неважко), оскiльки формальна побудова гра-

ничного процесу вимагає введення суттєвої кiлькiостi нових об’єктiв. Така

конструкцiя буде наведена далi при аналiзi процедури просiювання, породже-

ної рекордами, див. теорему 119 в наступному пiдроздiлi.

Теорема 110. Нехай µ ∈ (1,∞) та Eξ ln ξ < ∞. Для довiльного фiксованого

x > 0, маємо

T (bµnxc)− n d→ T ′(x), n→∞,

де T ′(x) має розподiл

P{T ′(x) ≤ k} = P{Z∞ > µ−kx}, k ∈ Z. (5.8)
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Приклад 111. У класичнiй процедурi вибору лiдера ξ має геометричний роз-

подiл на N з деяким параметром p ∈ (0, 1). Тодi процес у правiй частинi (5.6)

є випадковим блуканням зi стандартним експоненцiйним розподiлом кроку,

(N ′(t))t≥0 є стандартним процесом Пуассона, а T ′(x) має дискретний аналог

розподiлу Гумбеля.

При аналiзi теореми 108 виникає природне питання про множину розв’яз-

кiв стохастичного рiвняння нерухомої точки (5.7). Як вже зазначалось в оглядi

лiтератури, рiвняння (5.7) можна розглядати, як означення певної стiйкостi то-

чкових процесiв на [0,∞), а тому опис множини розв’язкiв (5.7) еквiвалентний

опису стiйких (в цьому розумiннi) точкових процесiв.

Якщо розподiл випадкової послiдовностi (X1, X2, . . .) задовольняє (5.7) та

G : R+ → R+ є довiльним неспадним випадковим процесом на [0,∞), який

не залежить вiд (X1, X2, . . .) та задовольняє властивiсть

(G(µt))t∈R+

f.d.
= (µG(t))t∈R+

, (5.9)

то (G(X1), G(X2), . . .) також є розв’язком (5.7). Наступна теорема демонструє,

що всi розв’язки (5.7) можна представити у такому виглядi, а граничний про-

цес в (5.6) є в деякому сенсi фундаментальним розв’язком.

Теорема 112. Нехай (X1, X2, . . .) є випадковим елементом RN таким, що 0 ≤
X1 ≤ X2 ≤ · · · та виконується (5.7) з (R(j))j≥0, що не залежить вiд (Xj)j∈N

та µ = ER(1) = Eξ. Припустимо також, що

ER(1) lnR(1) = Eξ ln ξ < ∞, (5.10)

тобто P{Z∞ > 0} = 1. Нехай (Z
(j)
∞ )j∈N є незалежними копiями Z∞. Тодi

знайдеться випадковий процес (G(t))t∈R+
, що не залежить вiд (Z

(j)
∞ )j≥1 та

задовольняє (5.9), такий, що

(Xj)j≥1
d
=
(
G(Z(1)

∞ + · · ·+ Z(j)
∞ )
)
j≥1
.

5.1.2 Випадок нескiнченного середнього кроку блукання. Поведiнка

процесiв Гальтона-Ватсона у випадку, коли середнє число нащадкiв нескiн-

ченне, вивчалося багатьма авторами, зокрема Дарлiнгом [56], Сенетою [250],
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Девiсом [57], Греєм [112], Шухом та Барбуром [245]. В останнiй роботi пока-

зано, що для довiльного процесу Гальтона-Ватсона з нескiнченним середнiм

знайдеться функцiя U та послiдовнiсть констант (Cn)n∈N такi, що U(Zn)/Cn

збiгається м.н. до невиродженої в.в. Проте, враховуючи неявну конструкцiю

U та Cn, отримати кiлькiснi результати для нашої моделi в цьому загальному

випадку досить складно. Натомiсть ми працюватимемо у меншiй загальностi,

припустивши, що виконуються умови Девiса [57], якi, наскiльки нам вiдомо,

є найбiльш загальними умовами, за яких можна знайти явний вигляд U та Cn.

Вони також гарантують, що границя м.н. є додатною на множинi виживання.

Умова Девiса виглядає так:

x−α−γ(x) ≤ P{ξ ≥ x} ≤ x−α+γ(x), x ≥ x0, (5.11)

для деякого 0 < α < 1, x0 ≥ 0 та незростаючої функцiї γ(x) такої, що xγ(x) не

спадає та
∫∞
x0
γ(exp(ex)) dx < ∞. Ця умова виконується, наприклад, якщо ви-

раз xαP{ξ > x} є вiддiленим вiд нуля та нескiнченностi для x ≥ x0 (достатньо

взяти γ(x) = C/ lnx). Для процесу Гальтона-Ватсона (Zn)n≥0 з розподiлом

числа нащадкiв ξ, який задовольняє наведену умову та Z0 = 1, Девiс довiв,

див. теореми 1 та 2 в [57], що

Z∗∞ := lim
n→∞

αn ln(1 + Zn) ∈ (0,∞) м.н. (5.12)

Оскiльки в наших умовах P{ξ = 0} = 0, то 1 ≤ Zn →∞ м.н., а, отже, формула

(5.12) еквiвалентна

Z∗∞ = lim
n→∞

αn lnZn ∈ (0,∞) м.н. (5.13)

Випадкова величина Z∗∞ має неперервний розподiл на (0,∞), див. с. 715 в

[260] або с. 3763 в [20].

Теорема 113. Припустимо, що у процедурi вибору лiдера випадковим блукан-

ням крок ξ задовольняє умову (5.11) для деякого α ∈ (0, 1). Тодi(
αn lnS

(n)
j

)
j≥1

f.d.⇒
(
Z(∗,1)
∞ , Z(∗,1)

∞ ∨ Z(∗,2)
∞ , Z(∗,1)

∞ ∨ Z(∗,2)
∞ ∨ Z(∗,3)

∞ , . . .
)
, n→∞,

(5.14)
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де Z(∗,1)
∞ , Z

(∗,2)
∞ , . . . є незалежними копiями Z∗∞. Розподiл граничного вектора в

(5.14) задовольняє

(X1, X2, . . .)
d
=
(
αXR(1), αXR(2), . . .

)
, (5.15)

де (R(j))j≥1 у правiй частинi не залежить вiд (Xj)j≥1.

В правiй частинi (5.14) стоять частковi максимуми послiдовностi незале-

жних копiй додатної випадкової величини, на вiдмiну вiд часткових сум у ви-

падку скiнченного середнього. Процес часткових максимумiв добре вивчений,

доведення марковської властивостi та формули для перехiдних ймовiрностней

можна знайти в лекцiях 14, 15, 17 книги [213]. Звернемо увагу, що цей процес

має кратнi точки. Це означає, що початковi номери гравцiв, що залишились

пiсля n раундiв утворюють кластери (на логарифмiчнiй шкалi). Насправдi, як

випливає з теореми Реньї про рекорди, див с. 58 в [213], серед перших k еле-

ментiв цього процесу є лише ∼ ln k рiзних при k →∞.

Теорема 114. В умовах теореми 113 маємо

N
(n)
bexp(tα−n)c ⇒ N ′′(t), n→∞

у просторi Скорохода D[0,∞) з M1-топологiєю, де N ′′(t) := #{k ∈ N :

Z
(∗,1)
∞ ∨ . . . ∨ Z(∗,k)

∞ ≤ t}, t ≥ 0.

Зауваження 115. Наведена теорема не виконується в J1-топологiї. Дiйсно,

траєкторiї процесу (N
(n)
bexp(xα−n)c)x≥0 лежать в множинi кусково-постiйних не-

спадних функцiй зi стрибками розмiру 1, яка є замкненою в D[0,∞) з J1-

топологiєю. З iншого боку, процес N ′′ має стрибки розмiру ≥ 2 з ймовiрнiстю

один (внаслiдок наявностi кластерiв у процесi часткових максимумiв), тому

теорема 114 не може виконуватись в J1-топологiї.

Наступна теорема – аналог теореми 110 у випадку нескiнченного середньо-

го.

Теорема 116. В умовах теореми 113 для довiльного фiксованого x > 0 маємо

T ([eα
−nx])− n d→ T ′′(x), n→∞,
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де T ′′(x) має розподiл

P{T ′′(x) ≤ k} = P{Z∗∞ > αkx}, k ∈ Z.

Цiкавий i простий приклад процесу Гальтона-Ватсона з нескiнченним сере-

днiм числа нащадкiв можна отримати, взявши в якостi розподiлу ξ, так званий

розподiл Сiбуя з твiрною функцiєю

fα(t) := Etξ = 1− (1− t)α, 0 ≤ t ≤ 1

з параметром α ∈ (0, 1).

Твердження 117. Якщо ξ має розподiл Сiбуя з параметром α ∈ (0, 1), то

∞∑
j=1

δ
αn lnS

(n)
j
⇒

∞∑
i=1

Gi δPi, n→∞,

у просторi точкових процесiв Mp(R+), де P1 < P2 < · · · є момента-

ми стрибкiв стандартного процесу Пуассона на (0,∞) та, при фiксованих

P1 < P2 < · · · , величини G1, G2, . . . є (умовно) незалежними i Gj має (умов-

ний) геометричний розподiл з параметром e−Pj .

Доведення твердження 117 можна знайти в [9].

Наш останнiй результат про процедури просiювання випадковими блукан-

нями – аналог теореми 112, вiн дає опис множини розв’язкiв (5.15) за умови

Девiса (5.11).

Теорема 118. Нехай (X1, X2, . . .) є випадковим елементом RN таким, що 0 ≤
X1 ≤ X2 ≤ · · · та виконується спiввiдношення (5.15) з (R(j))j≥0, що не

залежить вiд (Xj)j∈N. Припустимо, що виконується умова Девiса (5.11) та

нехай (Z
(∗,j)
∞ )j∈N є незалежними копiями в.в. Z∗∞, що визначена рiвнiстю (5.13).

Тодi знайдеться неспадний випадковий процес G : R+ → R+, який задовольняє

спiввiдношення

(G(αt)t∈R+

f.d.
= (αG(t))t∈R+

(5.16)

та не залежить вiд (Z
(∗,j)
∞ )j≥1 такий, що

(Xj)j∈N
d
=
(
G(Z(∗,1)

∞ ∨ . . . ∨ Z(∗,j)
∞ )

)
j≥1

.

- 269 -



5.1.3 Доведення теорем 108, 109, 110 та 112. Доведення базується на до-

помiжних результатах для випадкових блукань та процесiв Гальтона-Ватсона,

представлених в додатку A. Рекомендуємо читачу ознайомитись з пiдроздiлом

A.9.1. в додатку A.

Визначимо випадкове вiдображення ψ : RN → RN рiвнiстю

ψ((x1, x2, . . .)) :=
1

µ

(
xR(1), xR(2), . . .

)
(5.17)

та вiдображення ψn : RN → RN при n ∈ N рiвностями

ψn((x1, x2, . . .)) :=
1

µ

(
xR(n)(1), xR(n)(2), . . .

)
. (5.18)

Очевидно, (ψn) є незалежними копiями ψ.

Доведення теореми 108. З огляду на базове спiввiдношення (5.5), маємо(S(n)
1

µn
,
S

(n)
2

µn
, . . .

)
d
=
(
µ−nR(n↓1(1), µ−nR(n↓1(2), . . .

)
= ψ(1↑n)(1, 2, . . .).

Згiдно з частиною (F1) твердження 192, ця послiдовнiсть збiгається до

(Z
(1)
∞ , Z

(1)
∞ +Z

(2)
∞ , . . .), що доводить (5.6). Рiвняння нерухомої точки (5.7) випли-

ває з м.н. неперервностi вiдображення ψ у продакт-топологiї RN та теореми

про неперервне вiдображення. Це завершує доведення теореми 108.

Доведення теореми 109. Помiтимо, що (N
(n)
bxµnc)x≥0 є лiчильним процесом для

випадкової послiдовностi (µ−nS
(n)
k )k∈N. Згiдно з теоремою 108, скiнченнови-

мiрнi розподiли цiєї послiдовностi при n→∞ збiгаються до скiнченновимiр-

них розподiлiв строго зростаючого випадкового блукання (Z
(1)
∞ + . . .+Z

(k)
∞ )k∈N

з вiдповiдним лiчильним процесом (N ′(x))x≥0. Також, для кожного n ∈ N

lim
k→∞

S
(n)
k = lim

k→∞
(Z(1)
∞ + . . .+ Z(k)

∞ ) = +∞ м.н.

оскiльки ξ > 0 м.н. та Z
(1)
∞ > 0 м.н. Згiдно з лемою 177 з вищенаведено-

го випливає слабка збiжнiсть лiчильних процесiв в просторi Скорохода з J1-

топологiєю.
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Доведення теореми 110. Для доведення цього результату достатньо помiтити,

що

P {T (bµnxc)− n ≤ k} = P
{
S

(n+k)
1 > bµnxc

}
= P

{
S

(n+k)
1 > µnx

}
= P

{
µ−(n+k)S

(n+k)
1 > µ−kx

}
та скористатись теоремою 108.

Доведення теореми 112. Нехай (X
(0)
1 , X

(0)
2 , . . .) є розв’язком (5.7), тобто(

µX
(0)
1 , µX

(0)
2 , . . .

) d
=
(
X

(0)
R(1), X

(0)
R(2), . . .

)
.

Згiдно з теоремою Колмогорова про продовження мiри, iснує ймовiрнiсний

простiр (Ω,A,P), який мiстить такi об’єкти:

• випадкову послiдовнiсть (X
(0)
1 , X

(0)
2 , . . .);

• двосторонню послiдовнiсть (R(n)(·))n∈Z незалежних копiй випадкового

блукання R(·) та вiдповiднi вiдображення (5.18);

• двосторонню стацiонару послiдовнiсть (Vk)k∈Z =
(
(X

(k)
1 , X

(k)
2 , . . .)

)
k∈Z та-

ку, що Vk не залежить вiд (ψn)n≤k для кожного k ∈ Z i

V0 :=
(
X

(0)
1 , X

(0)
2 , . . .

)
, Vk = ψk+1(Vk+1), k ∈ Z,

що еквiвалентно(
X

(k)
1 , X

(k)
2 , . . .

)
=

1

µ

(
X

(k+1)

R(k+1)(1)
, X

(k+1)

R(k+1)(2)
, . . .

)
, k ∈ Z.

За побудовою Vk
d
= V0 при k ∈ Z. Визначимо послiдовнiсть випадкових мiр

(νn)n≥0 на [0,∞) рiвностями

νn[0, t] :=

 0, якщо t < µ−n,

µ−nX
(n)
btµnc, якщо t ≥ µ−n.

Це можливо, оскiльки (X
(0)
j )j≥1 не спадає та (X

(n)
j )j≥1

d
= (X

(0)
j )j≥1 для кожного

n ∈ N0. Припустимо, що νn збiгаються м.н. при n → ∞ до деякої мiри ν∞ в

грубiй топологiї на [0,∞), тобто

νn → ν∞, n→∞, м.н. (5.19)
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в просторi Mp([0,∞)). Покажемо, що (X
(0)
k )k≥1

d
= (G(Z

(1)
∞ ), G(Z

(1)
∞ +Z

(2)
∞ ), . . .),

де G(t) := ν∞[0, t]. Дiйсно, при n ∈ N,(
X

(0)
1 , X

(0)
2 , . . .

)
= µ−n

(
X

(n)

bµnẐn(1)c
, X

(n)

bµnẐn(2)c
, . . .

)
=
(
νn[0, Ẑn(1)], νn[0, Ẑn(2)], . . .

)
з Ẑn(j) := µ−n(R(n↓1))(j), що не залежать вiд νn. Як вже зазначалось,(

Ẑn(j)
)
j≥1
→
(
Z(1)
∞ + · · ·+ Z(j)

∞

)
j≥1
, n→∞, м.н., (5.20)

що в поєднаннi з (5.19) дає(
νn,
(
Ẑn(j)

)
j∈N

)
→
(
ν∞,

(
Z(1)
∞ + · · ·+ Z(j)

∞

)
j∈N

)
, n→∞, м.н.

в продакт-топологiї, де координати в правiй частинi незалежнi. Умова (5.10)

гарантує, що розподiл Z(1)
∞ є абсолютно неперервним, див. наслiдок 4 на с. 36

в [21], тому

P
{
ν∞({Z(1)

∞ + · · ·+ Z(j)
∞ }) = 0

}
= 1

для всiх j ∈ N. З леми 176 випливає(
X

(0)
1 , X

(0)
2 , . . .

)
=
(
νn[0, Ẑn(1)], νn[0, Ẑn(2)], . . .

)
→
(
ν∞[0, Z(1)

∞ ], ν∞[0, Z(1)
∞ + Z(2)

∞ ], . . .
)
, n→∞, м.н.,

що доводить потрiбне представлення для
(
X

(0)
1 , X

(0)
2 , . . .

)
, як розв’язку (5.7).

Залишається довести (5.19). Розглянемо випадковi вiдображення gn(t) :=

µ−nR(n)(btµn−1c), n ∈ N, t ≥ 0, введенi в твердженнi 192. Маємо спiввiдноше-

ння

νn[0, t] = νn+1[0, gn+1(t)] (5.21)

при n ∈ N0 та t ≥ 0. Для довiльного k ∈ N0, iтеруючи (5.21), маємо

νk[0, t] = νn+k[0, g
(n+k↓k+1)(t)], (5.22)

зокрема

ν0[0, t] = νn[0, Ẑn(btc)] (5.23)

при n ∈ N та t ≥ 0. Оскiльки

lim
t→∞

lim
n→∞

Ẑn(btc) = lim
t→∞

Z∞(t) = ∞,
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то з формули (5.23) випливає, що для довiльного T > 0,

sup
n≥0

νn[0, T ] < ∞ м.н. (5.24)

Отже, родина (νn)n≥0 є м.н. вiдносно компактною в грубiй топологiї, див.

15.7.5 в [156]. Нехай (νmn
)n≥1, де послiдовнiсть (mn)n∈N випадкова, є м.н.

збiжною пiдпослiдовнiстю з границею ν ′∞. З (5.22) маємо для кожного фiксо-

ваного k ∈ N0 та mn > k,

νk[0, t] = νmn
[0, g(mn↓k+1)(t)], t ≥ 0. (5.25)

Згiдно з частиною (F2) твердження 192

g(mn↓k+1)(t)→ µ−kZk,∞(tµk), n→∞, м.н.

у просторi Скорохода D[0,∞) з J1-топологiєю. Спрямовуючи n→∞ в (5.25)

та застосовуючи лему 176, маємо м.н.

νk[0, t] = ν ′∞[0, µ−kZk,∞(tµk)], t ≥ 0 (5.26)

для кожного фiксованого k ∈ N0. Згiдно з частиною (F5) твердження 192,

випадкова множина

Z :=
{
µ−kZk,∞(tµk) : t ≥ 0, k ∈ N0

}
є м.н. щiльною в [0,∞). Якщо ν ′′∞ є iншою частковою границею (νn)n∈N0

, то

ν ′′∞[0, t] = ν ′∞[0, t], t ∈ Z,

а тому ν ′′∞ = ν ′∞ м.н., що доводить (5.19).

Залишається показати, що процес G задовольняє умову (5.9). Це одразу

випливає з

νn[0, µt] = µ−nX
(n)
btµn+1c

d
= µ−nX

(n+1)
btµn+1c = µνn+1[0, t], t ≥ µ−(n+1),

де рiвнiсть розподiлiв випливає з стацiонарностi (Vk)k∈Z.
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5.1.4 Доведення теорем 113, 114, 116 та 118. Доведення базується на до-

помiжних результатах для випадкових блукань та процесiв Гальтона-Ватсона,

з нескiнченним середнiм, представлених в додатку A. Рекомендуємо читачу

ознайомитись з пiдроздiлом A.9.2. в додатку A.

Визначимо випадкове вiдображення φ : RN → RN рiвнiстю

φ((x1, x2, . . .)) := α(xR(1), xR(2), . . .) (5.27)

та вiдображення φn : RN → RN при n ∈ N рiвностями

φn((x1, x2, . . .)) := α(xR(n)(1), xR(n)(2), . . .), n ∈ N. (5.28)

Доведення теореми 113. Збiжнiсть (5.14) є наслiдком (5.5) та частини (G1)

твердження 195. Рiвняння нерухомої точки (5.15) випливає з неперервностi

м.н. вiдображення φ у продакт-топологiї RN.

Доведення теореми 114. Помiтимо, що (N
(n)
bexp(xα−n)c)x≥0 є лiчильним процесом

для послiдовностi (αn lnS
(n)
k )k≥1. Згiдно з теоремою 113 скiнченновимiрнi роз-

подiли цiєї послiдовностi слабко збiгаються при n → ∞ до скiнченновимiр-

них розподiлiв послiдовностi (Z
(∗,1)
∞ ∨ . . .∨Z(∗,k)

∞ )k≥1 з вiдповiдним лiчильним

процесом (N ′′(x))x≥0. Також для довiльного фiксованого n ∈ N,

lim
k→∞

αn lnS
(n)
k = lim

k→∞
(Z(∗,1)
∞ ∨ . . . ∨ Z(∗,k)

∞ ) = ∞ м.н.,

оскiльки ξ > 0 м.н. та Z∗∞ має необмежений носiй. Згiдно з лемою 177 з

вищенаведеного випливає збiжнiсть лiчильних процесiв в просторi Скорохода

D[0,∞) з M1-топологiєю.

Доведення теореми 116. Твердження теореми випливає з ланцюжка

P
{
T (beα−nxc)− n ≤ k

}
= P

{
S

(n+k)
1 > beα−nxc

}
= P

{
αn+k lnS

(n+k)
1 > αkx

}
→ P{Z∗∞ > αkx}

при n→∞.

Доведення теореми 118. Пiдхiд до доведення схожий на пiдхiд в теоремi 112

у випадку скiнченного середнього. Нехай (X
(0)
1 , X

(0)
2 , . . .) є розв’язком (5.15),

тобто

(X
(0)
1 , X

(0)
2 , . . .)

d
= α(X

(0)
R(1), X

(0)
R(2), . . .).
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Згiдно з теоремою Колмогорова про продовження мiри, iснує ймовiрнiсний

простiр (Ω,A,P), який мiстить такi об’єкти:

• послiдовнiсть (X
(0)
1 , X

(0)
2 , . . .);

• двосторонню послiдовнiсть (R(n)(·))n∈Z незалежних копiй випадкового

блукання R(·) та вiдповiднi вiдображення (5.28);

• двосторонню стацiонарну послiдовнiсть (Vk)k∈Z =
(
(X

(k)
1 , X

(k)
2 , . . .)

)
k∈Z

таку, що Vk не залежить вiд(φn)n≤k для кожного k ∈ Z та

V0 :=
(
X

(0)
1 , X

(0)
2 , . . .

)
, Vk = φk+1(Vk+1), k ∈ Z,

що еквiвалентно(
X

(k)
1 , X

(k)
2 , . . .

)
= α

(
X

(k+1)

R(k+1)(1)
, X

(k+1)

R(k+1)(2)
, . . .

)
, k ∈ Z.

Визначимо послiдовнiсть випадкових мiр (υn)n≥0 на [0,∞) рiвностями

υn[0, t] := αn lnX
(n)
bexp(tα−n)c, t ≥ 0

при n ∈ N0. Як в доведеннi теореми 112, достатньо показати, що послiдовнiсть

(υn)n∈N збiгається м.н. в просторi Mp([0,∞)), тобто

υn → υ∞, n→∞, м.н. (5.29)

Розглянемо випадковi вiдображення hn(t) = αn lnR(n)(betα−(n−1)c), n ∈ N та

t ≥ 0, введенi в твердженнi 195. Маємо

υn[0, t] = υn+1[0, hn+1(t)], (5.30)

що пiсля iтерацiй дає

υk[0, t] = υn+k[0, h
(n+k↓k+1)(t)] (5.31)

при n ∈ N0 та t ≥ 0. Зокрема, для k = 0 маємо

υ0([0, t]) = υn

0, αn ln

 betc∑
j=1

Zn,j

 , n ∈ N, t ≥ 0. (5.32)
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Оскiльки

lim
t→∞

lim
n→∞

αn ln

betc∑
j=1

Zn,j = lim
t→∞

Z∗∞(t) =∞ м.н.,

див. (G1) в твердженнi 195, то з формули (5.32) випливає, що для довiльного

T > 0

sup
n∈N0

υn[0, T ] < ∞ м.н.,

а, отже, м.н. вiдносна компактнiсть (υn)n≥0 в грубiй топологiї.

Нехай (υmn
)n≥1 є м.н. збiжною пiдпослiдовнiстю з границею υ′∞. З формули

(5.31) маємо м.н. для кожного k ∈ N0 та mn > k

υk[0, t] = υmn
[0, h(mn↓k+1)(t)], t ≥ 0. (5.33)

Згiдно з частиною (G2) твердження 195,

h(mn↓k+1)(t)→ αkZ∗k,∞(tα−k), n→∞, м.н.

у просторi Скорохода D[0,∞) з J1-топологiєю. Спрямовуючи n→∞ в (5.33)

та застосовуючи лему 176, отримуємо

υk[0, t] = υ′∞[0, αkZ∗k,∞(tα−k)], t > 0

для кожного фiксованого k ∈ N0. Згiдно з частиною (G5) твердження 195

випадкова множина точок αkZ∗k,∞(tα−k) при t ≥ 0, k ∈ N0 є м.н. щiльною в

[0,∞). Тому, якщо υ′′∞ є iншою частковою границею (υn)n≥1, то м.н.

υ′′∞[0, t] = υ′∞[0, t]

на щiльнiй пiдмножинi [0,∞), а, отже, υ′′∞ ≡ υ′∞, що доводить збiжнiсть (5.29).

Властивiсть (5.16) перевiряється так, як в теоремi 112.

5.2 Випадковi просiювання, породженi процесом рекордiв,

та їх зв’язок з коалесцентами з множинними злиттями

Нехай R є множиною iндексiв рекордiв (тобто елементiв, що бiльшi за всi

попереднi елементи) у нескiнченнiй послiдовностi незалежних однаково роз-

подiлених в.в. з деяким неперервним розподiлом, який, не зменшуючи загаль-

ностi, можна вважати рiвномiрним на [0, 1]. За вiдомою теоремою Реньї, див.
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наприклад с. 58 в [213], послiдовнiсть R = {R(k) : k ≥ 1} утворює однорi-

дний ланцюг Маркова з механiзмом переходу

R(1) = 1, P{R(k) = j|R(k − 1) = i} =
i

j(j − 1)
, j > i, k ∈ N.

В термiнах процедури вибору лiдера, описаний алгоритм просiювання можна

представити так: злiченна кiлькiсть занумерованих гравцiв генерують неза-

лежно один вiд одного рiвномiрнi на [0, 1] в.в., тi з гравцiв, що згенерували

значення, яке є бiльшим, нiж всi попереднi згенерованi в цьому раундi значен-

ня, переходять в наступний раунд, iншi вибувають з гри. Гравцi, якi перейшли

в наступний раунд, перенумеровуються зi збереженням порядку i процедура

повторюється заново. Зауважимо, що в такiй моделi перший гравець назавжди

залишається в грi.

Введемо випадковi iндикатори

ξ
(n)
i := 1{в раундi n гравець з поточним номером i генерує рекорд}, (5.34)

при i, n ∈ N. За вже згаданою теоремою Реньї нескiнченнi вектори

(ξ
(n)
1 , ξ

(n)
2 , . . .), n ∈ N, є незалежними копiями вектора (ξ1, ξ2, . . .), де (ξi)i∈N

є послiдовнiстю незалежних випадкових величин з розподiлами Бернуллi:

P{ξi = 1} = 1− P{ξi = 0} =
1

i
, i ∈ N. (5.35)

Введемо випадковi величини

• N (n)
M , число точок серед 1, 2, . . . ,M , що не були просiянi у перших n

раундах, формально

N
(0)
M := M, N

(n)
M := ξ

(n)
1 + · · ·+ ξ

(n)

N
(n−1)
M

, M, n ∈ N. (5.36)

• 1 = S
(n)
1 < S

(n)
2 < S

(n)
3 < · · · , початковi номери точок, що пiсля перших n

раундiв та перенумерування мають номери 1, 2, . . ., формально

S
(n)
j := inf{i ∈ N : N

(n)
i = j}, j, n ∈ N. (5.37)

• T (M), число раундiв поки всi точки 2, . . . ,M не будуть просiянi (нагада-

ємо, точка 1 залишається в грi назавжди), тобто

T (M) := inf{n ∈ N : N
(n)
M = 1}, M ∈ N. (5.38)
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• T0(M), число раундiв серед 1, . . . , T (M) в яких принаймнi одна точка

просiюється:

T0(M) :=

T (M)−1∑
j=0

1{N (j)
M 6=N

(j+1)
M }. (5.39)

Введемо також процес

K(M) := ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξM , M ∈ N, (5.40)

який рахує рекорди у вибiрцi, тобто K(M) є числом рекордiв серед перших

{1, 2, . . . ,M} точок нескiнченної вибiрки.

5.2.1 Граничнi теореми. Для формулювання наших результатiв нам знадо-

биться поняття модифiкованої тетрацiї. При ρ ≥ 1 покладемо

E0(ρ) := ρ, En(ρ) := eEn−1(ρ)−1, n ∈ N. (5.41)

Вiднiмання одиницi 1 у цьому означеннi забезпечує те, що кожна з функцiй

En є строго зростаючим неперервним вiдображенням пiвосi [1,+∞) на себе з

En(1) = 1.

Теорема 119. Має мiсце збiжнiсть

(T ([En(ρ)])− n)ρ>1
f.d.⇒ (T ∗(ρ))ρ>1, n→∞, (5.42)

де (T ∗(ρ))ρ>1 є неперервним за ймовiрнiстю випадковим процесом з неспадни-

ми траєкторiями. Розподiли процесу (T ∗(ρ))ρ>1 задовольняють стохастичне

рiвняння нерухомої точки

(T ∗(eρ−1))ρ>1
f.d.
= (T ∗(ρ) + 1)ρ>1. (5.43)

Зокрема, для кожного ρ > 1,

T ([En(ρ)])− n d→ T ∗(ρ), n→∞. (5.44)

Випадковi величини T ∗(ρ), ρ > 1, є цiлозначними та P{T ∗(ρ) = k} > 0 для всiх

k ∈ Z.

Зауваження 120. Граничний процес (T ∗(ρ))ρ>1 не належить жодному з вiдо-

мих нам класiв стохастичних процесiв i нам не вдалось отримати замкнену
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Рис. 5.2: Функцiї ρ 7→ P{T ∗(ρ) = k} при k ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}. Кожна з цих функцiї може бути

використана для генерацiї iнших внаслiдок спiввiдношення (5.43).

форму навiть для одновимiрних розподiлiв P{T ∗(ρ) = k}, k ∈ Z. Проте, цi

ймовiрностi можна знайти чисельно за допомогою симуляцiї Монте-Карло,

див. рисунок 5.2.

ПОЗИЦIЇ ТОЧОК ПIСЛЯ n ПРОСIЮВАНЬ. Перейдемо до граничних теорем для

(S
(n)
j )j∈N при n → ∞. Нам знадобляться модифiкованi повторнi логарифми,

що рекурсивно визначенi при ρ ≥ 1 формулами

L0(ρ) := ρ, Ln(ρ) := 1 + lnLn−1(ρ), n ∈ N. (5.45)

Очевидно, що кожна Ln є строго зростаючою неперервною функцiєю, яка

вiдображає [1,+∞) на себе та Ln(1) = 1. Функцiї Ln та En є оберненими одна

до одної та

Ln(En(s)) = En(Ln(s)) = s, s ≥ 1.

Понад це, для довiльних цiлих n ≥ m ≥ 0

Ln(Em(s)) = Ln−m(s). Lm(En(s)) = En−m(s), s ≥ 1. (5.46)

Таким чином, можна покласти L−n := En та E−n := Ln при n ∈ N0. Множина

функцiй {En}n∈Z (еквiвалентно, {Ln}n∈Z) утворює нескiнченну циклiчну пiд-

групу групи (C↑([1,∞)), ◦), що складається з неперервних, строго зростаючих

функцiй, якi вiдображають [1,∞) на себе з композицiєю в якостi групової

операцiї.

Теорема 121. Знайдуться в.в. 1 = S∗1 ≤ S∗2 ≤ · · · такi, що

(Ln(S
(n)
1 ), Ln(S

(n)
2 ), Ln(S

(n)
3 ), . . .)

f.d.⇒ (S∗1 , S
∗
2 , S

∗
3 , . . .), n→∞. (5.47)
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Граничний вектор задовольняє стохастичне рiвняння нерухомої точки

(S∗1 , S
∗
2 , S

∗
3 , . . .)

d
= (L1(S

∗
R(1)), L1(S

∗
R(2)), L1(S

∗
R(3)), . . .), (5.48)

де iндекси рекордiв (R(j))j∈N у правiй частинi не залежить вiд (S∗j )j∈N.

Зауваження 122. Нормування в теоремi 121 є Ln, а не

L̃n(·) := ln ◦ . . . ◦ ln︸ ︷︷ ︸
n раз

(·),

яке може здаватись бiльш природнiм вибором. Проте, вибiр L̃n в якостi нор-

мування приводить до неминучих проблем, оскiльки L̃n(S
(n)
j ) не визначений

на множинi додатної ймовiрностi{
S

(n)
j ≤ exp ◦ . . . ◦ exp︸ ︷︷ ︸

n−2 раз

(1)
}
.

1 2 3 4 5 6 7

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Рис. 5.3: Функцiї розподiлу S∗2 , S∗3 , S∗4 (злiва направо).

Оскiльки вектор (1, 1, . . .) також задовольняє рiвняння (5.48), виникає пи-

тання чи не є граничний вектор в теоремi 121 виродженим. Як демонструє

наступний результат, це не так, див. також рисунок 5.3.

Теорема 123. Послiдовнiсть (S∗k)k∈N задовольняє

lim
k→∞

S∗k
k

= 1 м.н., lim
k→∞

ES∗k
k

= 1,
S∗k − k√

k

d→ S2(1).

У доведеннях ми часто використовуватимемо факт, сформульований у на-

ступному твердженнi, що розподiл S∗k при k ≥ 2 є неперервним та при m ≥ 2

спiльний розподiл (S∗2 , . . . , S
∗
m) присвоює додатну масу кожному (m − 1)-

вимiрному iнтервалу.
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Твердження 124. Розподiл S∗k є неперервним для кожного k ≥ 2 та

P{S∗2 ∈ [α2, β2], . . . , S
∗
m ∈ [αm, βm]} > 0 (5.49)

для всiх 1 < α2 < β2 < · · · < αm < βm та m ∈ N.

Сформулюємо тепер «просторово-часову» версiю теореми 121. Як ми вже

зауважили, розподiл вектора V := (S∗j )j∈N є iнварiантним вiдносно випадко-

вого вiдображення ψ : RN → RN, яке визначене

(x1, x2, x3, . . .) 7→ (L1(xR(1)), L1(xR(2)), L1(xR(3)), . . .). (5.50)

Iтеруючи це вiдображення, можемо побудувати односторонню стацiонарну по-

слiдовнiсть (Vk)k∈N0
таку, що Vk = (S∗k,j)j∈N, k ∈ N0, є RN-значним випадковим

елементом з тим же розподiлом, що й V , та Vk+1 є образом Vk пiд дiєю не-

залежної копiї вiдображення ψ. Понад це, за теоремою Колмогорова про про-

довження, можна побудувати двосторонню стацiонарну послiдовнiсть (Vk)k∈Z

таку, що Vk+1 = ψ(k)(Vk) для всiх k ∈ Z, де (ψ(k))k∈Z є послiдовнiстю незале-

жних копiй ψ.

Теорема 125. Поклавши Ln+k(S
(n+k)
j ) := 0 при n+ k < 0, маємо

(Ln+k(S
(n+k)
j ))(j,k)∈N×Z

f.d.⇒ (S∗k,j)(j,k)∈N×Z, n→∞.

ЧИСЛО ТОЧОК ПIСЛЯ n ПРОСIЮВАНЬ. Нагадаємо, що N
(n)
M позначає число

точок серед {1, . . . ,M}, що не були просiянi в перших n раундах. Нехай N ∗(ρ)

позначає лiчильний процес для послiдовностi (S∗k)k∈N:

N ∗(ρ) := #{k ∈ N : S∗k ≤ ρ}, ρ ≥ 1. (5.51)

Наш наступний результат – двоїста теорема до теореми 121.

Теорема 126. Процес (N ∗(ρ))ρ≥1 є неперервним за ймовiрнiстю та

(N
(n)
[En(ρ)])ρ≥1

f.d.⇒ (N ∗(ρ))ρ≥1, n→∞. (5.52)

Якщо (K(M))M∈N це процес, що рахує рекорди, див. формулу (5.40), який не

залежить вiд (N ∗(ρ))ρ≥1, то має мiсце рiвнiсть розподiлiв

(K(N ∗(ρ)))ρ≥1
f.d.
= (N ∗(1 + ln ρ))ρ≥1. (5.53)
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Зауваження 127. На вiдмiну вiд теореми 119 параметр ρ в теоремi 126 змi-

нюється в [1,∞), а не в (1,∞). Якщо ρ = 1, то обидвi частини (5.52) рiвнi

1.

Нагадаємо з вищенаведеної теореми 125, що (S∗k,j)(j,k)∈N×Z є «просторово-

часовою» границею випадкового поля (Ln+k(S
(n+k)
j ))(j,k)∈N×Z при n→∞. При

ρ ≥ 1 визначимо лiчильнi процеси

N ∗k (ρ) := #{j ∈ N : S∗k,j ≤ Lk(ρ)}, k ∈ Z.

Наступний результат – «просторово-часова» версiя теореми 126.

Теорема 128. Маємо(
N

(n+k)
[En(ρ)]

)
ρ≥1,k∈Z

f.d.⇒ (N ∗k (ρ))ρ≥1,k∈Z, n→∞.

ЧИСЛО РЕЗУЛЬТАТИВНИХ РАУНДIВ. Нагадаємо з означення (5.39), що

T0(M) :=

T (M)−1∑
j=0

1{N (j)
M 6=N

(j+1)
M }.

Цей функцiонал нам знадобиться при аналiзi коалесцента Пуассона-Дiрiхле.

Сформулюємо спочатку результат, який описує поведiнку нашої моделi не-

задовго до моменту часу T ([En(ρ)]), коли всi точки серед {1, 2, . . . , [En(ρ)]}
(крiм першої) будуть просiянi. Зафiксуємо p ∈ N та покладемо

Zp,n(ρ) :=
(
N

(T ([En(ρ)])−1)
[En(ρ)] , N

(T ([En(ρ)])−2)
[En(ρ)] , . . . , N

(T ([En(ρ)])−p)
[En(ρ)]

)
.

Зауважимо, що перша координата є числом непросiяних в останньому раундi

точок серед 1, 2, . . . , [En(ρ)], друга координата є числом непросiяних в перед-

останньому раундi точок серед 1, 2, . . . , [En(ρ)] i т.д.

Твердження 129. Для кожного p ∈ N,(
T ([En(ρ)])− n,Zp,n(ρ)

)
ρ>1

f.d.⇒
(
T ∗(ρ),Z∗p(ρ)

)
ρ>1

, n→∞,

де T ∗(ρ) визначено в теоремi 119 та

Z∗p(ρ) :=
(
N ∗T ∗(ρ)−1(ρ), . . . , N ∗T ∗(ρ)−p(ρ)

)
.
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Теорема 130. Має мiсце збiжнiсть

(T0([En(ρ)])− n)ρ>1
f.d.⇒ (T ∗0 (ρ))ρ>1, n→∞,

де T ∗0 (ρ) := T ∗(ρ)−
∑T ∗(ρ)−1

j=−∞ 1{N∗j (ρ)=N∗j+1(ρ)}. Зокрема, для кожного ρ > 1,

T0([En(ρ)])− n d→ T ∗0 (ρ), n→∞.

Випадковi величини T ∗0 (ρ), ρ > 1, є цiлозначними та невиродженими.

5.2.2 Коалесцент Пуассона-Дiрiхле. В означеннi коалесцентiв з множин-

ними злиттями постулюється, що в кожен момент часу можливе злиття лише

однiєї групи блокiв. В роботах [207, 246]було запропоновано концепцiю ко-

алесцентiв з одночасними множинними злиттями. Їх еволюцiя описується

правилом: якщо в деякий момент часу t ≥ 0 число блокiв дорiвнює m,

то вони зливаються в j блокiв, що мiстять k1, k2, . . . , kj початкових блокiв

(k1 + k2 + · · ·+ kj = m та k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kj, k1 ≥ 2) з iнтенсивнiстю

ψj(k1, k2, . . . , kj) =

∫
∆∗

∑
i1,...,ij∈N

всi рiзнi

xk1i1 · · · x
kj
ij

Ξ(dx)

(x, x)
, (5.54)

де2 ∆∗ := {x = (x1, x2, . . .) : x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ 0,
∑∞

i=1 xi = 1} та (x, x) :=∑∞
i=1 x

2
i , а Ξ(·) є деякої скiнченною мiрою на ∆∗.Найвiдомiшим нетривiальним

прикладом ймовiрнiсних мiр на ∆∗ є мiри Пуассона-Дiрiхле PDθ при θ > 0, а

коалесцент (Pθ
n(t))t≥0 з мiрою

Ξ(dx)/(x, x) = PDθ(dx)

називається коалесцентом Пуассона-Дiрiхле.

За допомогою запропонованої процедури вибору лiдера вдалось розв’язати

вiдкриту проблему про асимптотику числа Xn злиттiв в коалесцентi Пуассона-

Дiрiхле при θ = 1.

2Формула (5.54) не є найзагальнiшою, що забезпечує узгодженiсть. В загальному випадку, мiра Ξ може бути

зосереждена на бiльшому симплексi ∆ := {x = (x1, x2, . . .) : x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ 0,
∑∞
i=1 xi ≤ 1}, а формула для

iнтенсивностей ψj стає бiльш складною, див. формулу (11) в [246]. Якщо Ξ зосереджена на ∆∗, то формула (11)

в [246] зводиться до (5.54), див. формулу (2) в [206].
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Теорема 131. Для довiльного фiксованого ρ > 1,

X[En(ρ)] − n
d→ T ∗0 (ρ), n→∞,

де T ∗0 (ρ), ρ > 1 є цiлозначною невиродженою в.в., що визначена в теоремi 130.

Доведення. Покажемо, що для кожного n ∈ N має мiсце рiвнiсть розподiлiв

Xn
d
= T0(n). Вiдомо, див. с. 2170 в [206], що число блокiв J(n) пiсля першого

злиття в коалесцентi Пуассона-Дiрiхле має розподiл

P{Jθ(n) = k} =
sn,k
n!− 1

, 1 ≤ k < n, n ≥ 2, (5.55)

де sn,k є числом Стiрлiнга першого роду. Отже, маємо рекурсiю з випадковим

iндексом

X1 = 0, Xn
d
= 1 + X̂J(n), n ≥ 2.

Покажемо, що послiдовнiсть (T0(n))n∈N задовольняє таку саму рекурсiю. Оче-

видно, T0(1) = 0. Фiксуючи число точок серед {1, 2, . . . , n}, якi залишились

пiсля першого просiювання, яке має розподiл K(n), бачимо, що має мiсце

рiвнiсть

T0(n)
d
= 1{K(n)<n} + T̂0(K(n)), n ≥ 2. (5.56)

Залишається помiтити, що

P{J(n) = k} =
sn,k
n!− 1

= P{K(n) = k|K(n) < n}, 1 ≤ k < n, n ≥ 2,

а тому T0(n)
d
= 1+T̂0(J(n)) при n ≥ 2, що доводить Xn

d
= T0(n) при n ∈ N.

5.2.3 Доведення. Ми розпочнемо з доведення теореми 121, яка є основним

результатом про збiжнiсть в цiй моделi.

Доведення теореми 121. Для m,n ∈ N, позначимо K(m)(n) число рекордiв

серед перших n точок в раундi m та R(m)(n) iндекс n-го рекорду в раундi m,

формально

K(m)(n) :=
n∑
j=1

ξ
(m)
j , R(m)(n) := inf{j ∈ N : K(m)(j) = n}.
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Помiтимо, що

(S
(n)
1 , S

(n)
2 , S

(n)
3 , . . .) = (S

(n−1)

R(n)(1)
, S

(n−1)

R(n)(2)
, S

(n−1)

R(n)(3)
, . . .), n ∈ N.

Iтеруючи це спiввiдношення та використавши початковi значення S
(0)
j = j,

маємо

S(n) :=
(
S

(n)
1 , S

(n)
2 , . . .

)
=
(
R(1↑n)(1), R(1↑n)(2), . . .

)
.

Перейшовши до iтерацiй назад, отримуємо

S(n) d
=
(
R(n↓1)(1), R(n↓1)(2), . . .

)
, n ∈ N. (5.57)

Покладемо

η
(0)
j := j, η

(n)
j := R(n↓1)(j) for j, n ∈ N. (5.58)

Наша мета – показати, що для довiльного фiксованого j ∈ N, послiдовнiсть

Xn, j := Ln(η
(n)
j ), n ∈ N0, (5.59)

збiгається м.н. при n → ∞. Для цього достатньо показати, що послiдовнiсть

Xn, j має м.н. обмежену варiацiю для кожного фiксованого j ∈ N, тобто
∞∑
n=1

|Xn, j −Xn−1, j| <∞ м.н. (5.60)

Це очевидно при j = 1, оскiльки Xn, 1 = 1 для всiх n ∈ N0. Припустимо, що

j ∈ {2, 3, . . .} та помiтимо, що згiдно з лемою 196

sup
m∈N

E
(

m

L1(R(m))

)r
< Cr, sup

m∈N
E
∣∣∣∣L1(R(m))−m√

m

∣∣∣∣r < Cr

для кожного r > 0 та деякої константи Cr, яка залежить тiльки вiд r. Оскiльки

η
(n−1)
j не залежить вiд R(n) та η(n)

j = R(n)(η
(n−1)
j ), див. (5.58), маємо

sup
n∈N

E

(
η

(n−1)
j

L1(η
(n)
j )

)r

< Cr, sup
n∈N

E

∣∣∣∣∣∣∣
L1(η

(n)
j )− η(n−1)

j√
η

(n−1)
j

∣∣∣∣∣∣∣
r

< Cr. (5.61)

З цих спiввiдношень та теореми про середнє значення для диференцiйовних

функцiй, отримуємо

E|Xn, j −Xn−1, j| = E
∣∣∣Ln(η(n)

j )− Ln−1(η
(n−1)
j )

∣∣∣
= E

∣∣∣Ln−1

(
L1(η

(n)
j )
)
− Ln−1(η

(n−1)
j )

∣∣∣ = E
(
L′n−1(θn(j))

∣∣∣L1(η
(n)
j )− η(n−1)

j

∣∣∣)
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для деякого

θn(j) ∈
[
L1(η

(n)
j ) ∧ η(n−1)

j , L1(η
(n)
j ) ∨ η(n−1)

j

]
.

При n ≥ 2 та x ∈ [1,∞), маємо

0 < L′n−1(x) ≤ 1

x
, (5.62)

а тому за нерiвнiстю Кошi-Буняковського-Шварца

E|Xn, j −Xn−1, j| ≤

(
E

(
η

(n−1)
j

θ2
n(j)

))1/2

E

∣∣∣∣∣∣∣
L1(η

(n)
j )− η(n−1)

j√
η

(n−1)
j

∣∣∣∣∣∣∣
2


1/2

.

Друге математичне сподiвання в правiй частинi обмежене з огляду на (5.61), а

E
(
η

(n−1)
j θ−2

n (j)
)

можна далi оцiнити зверху так

E

((
η

(n−1)
j

)−1

1{L1(η
(n)
j )>η

(n−1)
j } +

η
(n−1)
j

L2
1(η

(n)
j )

1{L1(η
(n)
j )≤η(n−1)j }

)

≤ E
(
η

(n−1)
j

)−1

+ E

 1

η
(n−1)
j

(
η

(n−1)
j

L1(η
(n)
j )

)2


≤ E
(
η

(n−1)
j

)−1

+

(
E
((

η
(n−1)
j

)−2
))1/2

E

(
η

(n−1)
j

L1(η
(n)
j )

)4
1/2

.

Другий множник другого доданку обмежений зверху, див. (5.61). Поєднуючи

отриманi оцiнки та використовуючи те, що η(n−1)
j ≥ 1, отримуємо

E|Xn, j −Xn−1, j| ≤ const

(
E

(
1

η
(n−1)
j

))1/4

, n ≥ 2. (5.63)

При n = 1 ця формула не виконується, оскiльки формула (5.62) невiрна. В

цьому разi L′0(x) = 1 та

E|X1, j −X0, j| = E
∣∣∣L1(η

(1)
j )− j

∣∣∣ ≤ √
j

E

∣∣∣∣∣L1(η
(1)
j )− j
√
j

∣∣∣∣∣
2
1/2

≤ const
√
j,

(5.64)

використавши нерiвнiсть Кошi-Буняковського-Шварца та (5.61).
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Оскiльки j ≥ 2, то η
(n−1)
j ≥ 2 для всiх n ∈ N. Згадуючи, що η

(n)
j =

R(n)(η
(n−1)
j ), див. (5.58), та застосовуючи лему 197 отримуємо

E
(
η

(n)
j

)−1

=
∞∑
k=2

P{η(n−1)
j = k}E

(
R(n)(k)

)−1

≤ 3

4

∞∑
k=2

1

k
P{η(n−1)

j = k} =
3

4
E
(
η

(n−1)
j

)−1

для всiх n ∈ N. Iтеруючи цю нерiвнiсть та використовуючи η(0)
j = j, отримує-

мо

E
(
η

(n)
j

)−1

≤
(

3

4

)n
1

j

при n ∈ N0 та j ≥ 2. Отже, згадуючи (5.63),

∞∑
n=2

E|Xn, j −Xn−1, j| ≤ const
∞∑
n=2

(
E
(
η

(n−1)
j

)−1
)1/4

≤ const

j1/4

∞∑
n=1

(
3

4

)n/4
≤ const

j1/4
. (5.65)

Це завершує доведення (5.60).

Випадкове вiдображення ψ, визначене в (5.50) є м.н. неперервним на RN,

тому граничний вектор задовольняє (5.48). Доведення теореми 121 завершено.

Доведення теореми 123. Спочатку покажемо, що k−1S∗k → 1 м.н. В доведен-

нi теореми 121 ми показали, що для кожного фiксованого k ≥ 2, послiдов-

нiсть (Xn,k)n∈N0
збiгається м.н. до деякої в.в., яку ми позначимо X ∗k . Оскiльки

(X ∗k )k∈N має той самий розподiл, що й (S∗k)k∈N, достатньо показати

k−1X ∗k → 1, k →∞, м.н. (5.66)

З формули (5.59) нагадаємо, що X1,k = L1(R
(1)(k)). Згiдно з посиленим зако-

ном великих чисел для iндексiв рекордiв, див. [213], маємо

k−1L1(R
(1)(k)) → 1, k →∞, м.н. (5.67)
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Помiтимо, що

E
∣∣∣X ∗k − L1(R

(1)(k))
∣∣∣ = E

∣∣∣∣∣
∞∑
n=2

(Xn,k −Xn−1,k)

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=2

E |Xn,k −Xn−1,k| ≤
const

k1/4
, (5.68)

де ми використали (5.65) на останньому кроцi. З нерiвностi Маркова випливає,

що для кожного ε > 0,

P
{∣∣∣∣X ∗kk − L1(R

(1)(k))

k

∣∣∣∣ > ε

}
≤ 1

ε
E
∣∣∣∣X ∗k − L1(R

(1)(k))

k

∣∣∣∣ ≤ const

εk5/4
,

а оскiльки права частина сумується по k, то лема Бореля-Кантеллi у поєднаннi

з формулою (5.67) дає (5.66).

Для доведення асимптотичного спiввiдношення ES∗k ∼ k запишемо

E |X ∗k − k| = E

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(Xn,k −Xn−1,k)

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=1

E |Xn,k −Xn−1,k| ≤ const
√
k +

const

k1/4
≤ const

√
k, (5.69)

де було використано (5.64) та (5.65).

Для доведення центральної граничної теореми достатньо показати, що

k−1/2
(
X ∗k − k

) d→ S2(1), k →∞. (5.70)

Центральна гранична теорема для iндексiв рекордiв, див. с. 63 в [213], ствер-

джує, що

k−1/2
(
L1(R

(1)(k))− k
) d→ S2(1), k →∞, (5.71)

а з (5.68) ми знаємо, що

E
∣∣∣∣X ∗k − k√

k
− L1(R

(1)(k))− k√
k

∣∣∣∣ =
1√
k
E
∣∣∣X ∗k − L1(R

(1)(k))
∣∣∣ ≤ const

k3/4
. (5.72)

Поєднання (5.71) та (5.72) доводить (5.70).

Доведення твердження 124. Ми повиннi показати, що S∗k не має атомiв при

k ≥ 2. Припустимо протилежне, нехай a є атомом S∗k найбiльшої маси, тобто
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p := P{S∗k = a} > 0 та P{S∗k = b} ≤ p для всiх b ∈ R. Стохастичне рiвняння

нерухомої точки (5.48) дає

p = P{S∗k = a} = P{S∗R(k) = E1(a)}

= P{R(k) = k}P{S∗k = E1(a)} +
∞∑

l=k+1

P{R(k) = l}P{S∗l = E1(a)}.

Оскiльки P{S∗k = E1(a)} ≤ p та P{R(k) = k} = 1/k! < 1, то S∗l , принаймнi

для одного l ≥ k + 1, задовольняє P{S∗l = E1(a)} ≥ p, а, отже, має атом маси

не менше p. Повторюючи цi мiркування, отримуємо послiдовнiсть k < k1 <

k2 < . . . таку, що S∗ki має атом маси не менше p. Таку саму властивiсть матиме

й послiдовнiсть

Wi := k
−1/2
i

(
S∗ki − ki

)
, i ∈ N.

З iншого боку, за теоремою 123 ми знаємо, що Wi слабко збiгається до стан-

дартного нормального розподiлу, який є абсолютно неперервним. Ця супере-

чнiсть доводить неперервнiсть S∗k .

Доведення того, що

P{X ∗2 ∈ [α2, β2], . . . ,X ∗m ∈ [αm, βm]} > 0

для всiх 1 < α2 < β2 < · · · < αm < βm ми не наводимо. Його можна знайти в

[10].

Доведення теореми 125. Нагадаємо позначення S(n) = (S
(n)
j )j∈N. Нам потрi-

бно показати, що

(Ln+k(S
(n+k)))k∈{−p,...,p}

d→ (Vk)k∈{−p,...,p} (5.73)

для кожного p ∈ N, де Ln+k застосовується покоординатно та, нагадаємо,

Vk = (S∗k,j)j∈N. Розглядатимемо обидвi частини (5.73) як випадковi вектори

з координатами в RN. Нагадаємо, що (ψ(j))j∈Z є родиною незалежних копiй

вiдображення ψ та припустимо, що S(n−p) не залежить вiд цiєї сiм’ї. За визна-

ченням ψ, див. (5.50),(
Lp+k(S

(n+k))
)
k∈{−p,...,p}

d
=
(
ψ(k−1↓−p)(S(n−p))

)
k∈{−p,...,p}

,
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де ми використали, що ψ(j) комутує з L1 при покоординатному застосуваннi.

Застосовуючи вiдображення Ln−p до обох частин, отримуємо(
Ln+k(S

(n+k))
)
k∈{−p,...,p}

d
=
(
ψ(k−1↓−p)(Ln−p(S

(n−p)))
)
k∈{−p,...,p}

.

З теореми 121 ми знаємо, що Ln−p(S(n−p))
d→ V−p при n → ∞. За теоремою

про неперервне вiдображення(
Ln+k(S

(n+k))
)
k∈{−p,...,p}

d→ (ψ(k−1↓−p)(V−p))k∈{−p,...,p} = (Vk)k∈{−p,...,p},

що завершує доведення (5.73) та теореми 125.

Доведення теорем 126 та 128 є простою вправою з огляду на спiввiдноше-

ння двоїстостi

{N (n)
M ≥ k} = {S(n)

k ≤M}, n, k,M ∈ N. (5.74)

Деталi можна знайти в [10].

Доведення теореми 119. Доведення розбито на п’ять крокiв.

КРОК 1. Спочатку доведемо (5.42), тобто

(T ([En(ρ)])− n)ρ>1
f.d.⇒ (T ∗(ρ))ρ>1.

Зафiксуємо m ∈ N, 1 < ρ1 < · · · < ρm, k1, . . . , km ∈ Z. При великих n маємо

P{T ([En(ρi)])− n ≤ ki, i = 1, . . . ,m} = P{S(n+ki)
2 > En(ρi), i = 1, . . . ,m}

= P{Ln+ki(S
(n+ki)
2 ) > Lki(ρi), i = 1, . . . ,m},

де було використано (5.46) та рiвностi L−k = Ek при k ≤ 0. Згiдно з теоре-

мою 125

(Ln+k1(S
(n+k1)
2 ), . . . , Ln+km(S

(n+km)
2 ))

d→ (S∗k1,2, . . . , S
∗
km,2

),

а випадковi величини S∗k1,2, . . . , S
∗
km,2

є неперервними згiдно з твердженням

124, оскiльки мають той самий розподiл, що й S∗2 . Отже,

lim
n→∞

P{T ([En(ρi)])− n ≤ ki, i = 1, . . . ,m} = P{S∗ki,2 > Lki(ρi), i = 1, . . . ,m},
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що доводить (5.42), якщо покласти

T ∗(ρ) := inf{k ∈ Z : S∗k,2 > Lk(ρ)} = inf{k ∈ Z : Ek(S
∗
k,2) > ρ}, ρ > 1.

(5.75)

Цей iнфiмум є коректно визначеним, оскiльки S∗k,2 →∞ при k →∞ за теоре-

мою 123 та Ek(S
∗
k,2) не спадає по k:

Ek+1(S
∗
k+1,2) = Ek+1(L1(S

∗
k,R(2)) = Ek(S

∗
k,R(2)) ≥ Ek(S

∗
k,2),

з огляду на R(2) ≥ 2.

КРОК 2. Те що, (T ∗(ρ))ρ>1 та (T ∗(eρ−1) − 1)ρ>1 мають однаковi скiнченнови-

мiрнi розподiли випливає з (5.42) внаслiдок

(T ∗(ρ))ρ>1
f.d.⇐ (T ([En+1(ρ)])− (n+ 1))ρ>1

= (T ([En(e
ρ−1)])− n− 1)ρ>1

f.d.⇒ (T ∗(eρ−1)− 1)ρ>1.

КРОК 3. З формули (5.75) випливає, що траєкторiї (T ∗(ρ))ρ>1 не спадають та

лежать в D(0,∞). Для доведення стохастичної неперервностi запишемо

P{T ∗(ρ+ ε)− T ∗(ρ− ε) ≥ 1}

= lim
n→∞

P{T ([En(ρ+ ε)])− T ([En(ρ− ε)]) ≥ 1}

= lim
n→∞

P{En(ρ− ε) < S
(n)
k ≤ En(ρ+ ε) для деякого k ∈ N}

≤ lim
n→∞

∞∑
k=1

P{En(ρ− ε) < S
(n)
k ≤ En(ρ+ ε)}.

Нагадаємо, що Ln(S
(n)
k )

d
= Xn,k, тодi

P{T ∗(ρ+ ε)− T ∗(ρ− ε) ≥ 1} ≤ lim
n→∞

∞∑
k=1

P{ρ− ε < Xn,k ≤ ρ+ ε}. (5.76)

Для кожного фiксованого k ∈ N, маємо

lim
ε↓0

lim
n→∞

P{ρ− ε ≤ Xn,k ≤ ρ+ ε} = lim
ε↓0

P{ρ− ε ≤ X ∗k ≤ ρ+ ε} = 0,

оскiльки X ∗k
d
= S∗k не має атомiв, див. твердження 124. Стохастична неперерв-

нiсть тепер випливатиме з (5.76) та теореми про мажоровану збiжнiсть, якщо

показати оцiнку

P{Xn,k ≤ a} ≤ const

k5/4
(5.77)
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для всiх a та достатньо великих n, k. Для цього помiтимо, що при великих k,

P{Xn,k ≤ a} ≤ P
{
|Xn,k − L1(R

(1)(k))| > k

3

}
+ P

{
|L1(R

(1)(k))− k| > k

3

}
.

Згадуючи (5.68), отримуємо з нерiвностi Маркова

P
{
|Xn,k − L1(R

(1)(k))| > k

3

}
≤ 3

k
E|Xn,k − L1(R

(1)(k))|

≤ 3

k

n∑
l=2

E|Xl,k −Xl−1,k| ≤
const

k5/4
,

та для другого члена

P
{
|L1(R

(1)(k))− k| > k

3

}
≤ 34

k2
E
(
L1(R

(1)(k))− k√
k

)4

≤ const

k2
,

де ми використали лему 196 в останнiй оцiнцi.

КРОК 4. Доведемо, що P{T ∗(ρ) = k} > 0 для всiх k ∈ Z. Помiтимо, що

P{T ∗(ρ) = k} = lim
n→∞

P{T ([En(ρ)]) = n+ k}.

Якщо рiвно одна з точок 2, . . . , [En(ρ)] є непросiяною в раундi n + k − 1 та

вона просiюється в раундi n + k, то вiдбувається подiя {T ([En(ρ)]) = n + k}.
Отже,

P{T ([En(ρ)]) = n+ k} ≥ 1

2
P
{
S

(n+k−1)
2 ≤ En(ρ) < S

(n+k−1)
3

}
=

1

2
P
{
Ln+k−1(S

(n+k−1)
2 ) ≤ Lk−1(ρ) < Ln+k−1(S

(n+k−1)
3 )

}
.

Спрямовуючи n → ∞ та використовуючи теорему 121 та твердження 124,

отримуємо

P{T ∗(ρ) = k} = lim
n→∞

P{T ([En(ρ)]) = n+ k} ≥ 1

2
P {S∗2 ≤ Lk−1(ρ) ≤ S∗3} ,

де ймовiрнiсть у правiй частинi є строго додатною внаслiдок твердження 124.

Доведення твердження 129. Ми доведемо збiжнiсть одновимiрних розподi-

лiв, збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв доводиться аналогiчно, але по-

значення стають громiздкими. Зафiксуємо p ∈ N, ρ ∈ R, k ∈ Z та цiлi числа
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2 ≤ l1 ≤ · · · ≤ lp. Маємо

P
{
T ([En(ρ)])− n = k,N

(T ([En(ρ)])−i)
[En(ρ)] = li, i = 1, . . . , p

}
= P{N (n+k)

[En(ρ)] = 1, N
(n+k−i)
[En(ρ)] = li, i = 1, . . . , p}.

Згiдно з теоремою 128, ймовiрнiсть в правiй частинi збiгається до

P{N ∗k (ρ) = 1, N∗k−i(ρ) = li, i = 1, . . . , p}

при n→∞, а ця ймовiрнiсть дорiвнює

P{T ∗(ρ) = k,N ∗T ∗(ρ)−i(ρ) = li, i = 1, . . . , p},

оскiльки

T ∗(ρ) = inf{i ∈ Z : N ∗i (ρ) = 1}, ρ > 1,

що є переформулюванням (5.75) згiдно з визначенням N ∗k (ρ).

Доведення теореми 130. Зафiксуємо m ∈ N. Запишемо розклад

T0([En(ρ)])− n =

T ([En(ρ)])−1∑
j=0

1{N (j)
[En(ρ)]

6=N (j+1)
[En(ρ)]}

− n

= T ([En(ρ)])− n −
T ([En(ρ)])−1∑

j=0

1{N (j)
[En(ρ)]

=N
(j+1)
[En(ρ)]}

=

T ([En(ρ)])− n−
T ([En(ρ)])−1∑

j=(T ([En(ρ)])−m)∨0

1{N (j)
[En(ρ)]

=N
(j+1)
[En(ρ)]}


−

T ([En(ρ)])−m−1∑
j=0

1{N (j)
[En(ρ)]

=N
(j+1)
[En(ρ)]}

=: T0,m([En(ρ)])− V0,m([En(ρ)])

для кожного n ∈ N. Згiдно з твердженням 129 при n→∞

(T0,m([En(ρ)])ρ>1
f.d.⇒

(
T ∗(ρ)−

m∑
j=1

1{N∗T∗(ρ)−j(ρ)=N∗T∗(ρ)−j+1(ρ)}

)
ρ>1

При m→∞, права частина збiгається до

T ∗0 (ρ) = T ∗(ρ)−
T ∗(ρ)−1∑
j=−∞

1{N∗j (ρ)=N∗j+1(ρ)}. (5.78)
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Для перевiрки того, що T ∗0 (ρ) є м.н. скiнченним, нам потрiбно показати збi-

жнiсть ряду
∑∞

j=1 1{N∗−j(ρ)=N∗−j+1(ρ)} м.н. Для цього помiтимо, що для всiх j ∈ N
та ρ > 1

N ∗−j+1(ρ) = #{k ∈ N : S∗k,−j+1 ≤ L−j+1(ρ)}

= #{k ∈ N : L1(S
∗
ν(k),−j) ≤ L−j+1(ρ)} = K(N ∗−j(ρ))

де (K(n))n∈N та (R(n))n∈N не залежать вiд (N ∗−j(ρ))ρ>1. В наслiдок цього,

E
∞∑
j=1

1{N∗−j(ρ)=N∗−j+1(ρ)} = E
∞∑
j=1

1{K(N∗−j(ρ))=N∗−j(ρ)}

=
∞∑
k=1

1

k!

∞∑
j=1

P{N ∗−j(ρ) = k}.

Використовуючи рiвнiсть розподiлiв N ∗−j(ρ)
d
= N ∗(L−j(ρ)) = N ∗(Ej(ρ)), яка

має мiсце для всiх j ∈ N, отримуємо

∞∑
k=1

1

k!

∞∑
j=1

P{N ∗−j(ρ) ≤ k} =
∞∑
k=1

1

k!

∞∑
j=1

P{N ∗(Ej(ρ)) ≤ k}

=
∞∑
k=1

1

k!

∞∑
j=1

P{S∗k+1 > Ej(ρ)} ≤
∞∑
k=1

ES∗k+1

k!

∞∑
j=1

1

Ej(ρ)
<∞,

згiдно з теоремою 123. Це доводить, що T ∗0 (ρ) є м.н. скiнченним. Згiдно з

теоремою 4.2 в [39], залишається довести, що

lim
m→∞

lim sup
n→∞

P{V0,m([En(ρ)]) ≥ 1} = 0. (5.79)

Використавши нерiвнiсть Маркова, запишемо

P{V0,m([En(ρ)]) ≥ 1} ≤ EV0,m([En(ρ)])

=
∞∑
j=0

P{N (j)
[En(ρ)] = N

(j+1)
[En(ρ)], T ([En(ρ)])−m > j}

=
∞∑
j=0

P{N (j)
[En(ρ)] = N

(j+1)
[En(ρ)], N

(m+j)
[En(ρ)] > 1}.

Нехай (K(i)(M))M∈N, i ∈ N, є копiями (K(M))M∈N, якi не залежать вiд N (j)
[En(ρ)],

маємо

N
(j+l)
[En(ρ)]

d
= K(j+l↓j+1)(N

(j)
[En(ρ)]),
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при l = 1, . . . ,m. Отже,
∞∑
j=0

P
{
N

(j)
[En(ρ)] = K(j+1)(N

(j)
[En(ρ)]), K

(j+m↓j+1)(N
(j)
[En(ρ)]) > 1

}
=

∞∑
j=0

∞∑
k=2

P
{
N

(j)
[En(ρ)] = k

}
P
{
K(j+1)(k) = k

}
P
{
K(j+m↓j+2)(k) > 1

}
=

∞∑
k=2

P
{
K(1)(k) = k

}
P
{
K(1↑m−1)(k) > 1

} ∞∑
j=0

P
{
N

(j)
[En(ρ)] = k

}
.

Послiдовнiсть (N
(j)
[En(ρ)])j∈N0

є незростаючим ланцюгом Маркова, а величина

p(n, k) :=
∞∑
j=0

P{N (j)
[En(ρ)] = k}

є середнiм числом його вiзитiв в стан k. Якщо цей ланцюг потрапляє в стан

k ≥ 2, то вiн в ньому перебуватиме геометрично розподiлену кiлькiсть крокiв

з параметром 1− 1/k!, тому

p(n, k) ≤ EGeom

(
1− 1

k!

)
≤ 2.

Поєднавши наведенi оцiнки, маємо

lim sup
n→∞

P{V0,m([En(ρ)] ≥ 1} ≤ 2
∞∑
k=2

1

k!
P{K(1↑m−1)(k) > 1}.

Останнiй ряд збiгається рiвномiрно по m, оскiльки домiнується
∑∞

k=2
1
k! . Отже,

можна перейти до границi m→∞ пiд знаком суми, що дасть

lim
m→∞

∞∑
k=2

1

k!
P{K(1↑m−1)(k) > 1} =

∞∑
k=2

1

k!
lim
m→∞

P{K(1↑m−1)(k) > 1} = 0.

Для доведення невиродженостi T ∗0 (ρ), припустимо, що T ∗0 (ρ) = k м.н. Але

тодi T ∗(ρ) ≥ T ∗0 (ρ) = k, що суперечить P{T ∗(ρ) = k − 1} > 0, див. крок 4 в

доведеннi теореми 119. Це завершує доведення (5.79) i всiєї теореми.

5.3 Висновки до роздiлу 5

В роздiлi вперше вводиться поняття випадкового просiювання злiченної мно-

жини та дослiджуються два типи таких просiювань: просiювання випадкови-

ми блуканнями та просiювання процесом рекордiв.
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Для випадкових просiювань, породжених випадковими блуканнями:

• отримано граничнi теореми для числа непросiяних точок (теореми 109 та

114), позицiй непросiяних точок (теореми 108 та 113) та числа раундiв до

просiювання перших M точок (теореми 110 та 116);

• отримано характеризацiю стiйких вiдносно просiювання випадковими

блуканнями точкових процесiв (теореми 112 та 118).

Для випадкових просiювань, породжених процесом рекордiв:

• отримано граничнi теореми для трьох, згаданих вище функцiоналiв (тео-

реми 121, 126 та 119), а також для числа результативних раундiв просiю-

вання (теорема 130);

• побудовано каплiнг з коалесцентом Пуассона-Дiрiхле, що дозволило

отримати граничну теорему для числа злиттiв у ньому (теорема 131).
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Роздiл 6

Стохастичнi iнтеграли у регенеративних

випадкових структурах: властивостi

розподiлiв та траєкторiй

Роздiл розбито на чотири пiдроздiли. Перший пiдроздiл присвячено дробово

iнтегровним процесам Левi Iα,ρ. Оскiльки цей клас процесiв тiсно пов’язаний

з добре вiдомими в лiтературi дробовим броунiвським рухом (при α = 2) та

дробовим стiйким рухом (при α ∈ (1, 2)), то ми розглянемо лише найважливi-

шi властивостi процесiв Iα,ρ, переважна бiльшiсть яких є аналогами вiдомих

тверджень про вищезгаданi дробовi рухи. Другий та третiй пiдроздiли присвя-

ченi дробово iнтегровним оберненим стiйким субординаторам Jα,ρ та умовно

гауссiвським процесам Zα,β вiдповiдно. Цi процеси, схоже, вперше з’явились

в контекстi випадкових процесiв з iммiграцiєю та не вивчались ранiше, тому

дослiдженню їх властивостей присвячено бiльшу часину роздiлу. В четверто-

му пiдроздiлi ми повернемось до стохастичних iнтегралiв по процесам Левi i

застосуємо, серед iншого, їх теорiю до вивчення питання про нулi випадкових

тригонометричних полiномiв.
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6.1 Узагальненi згортки степеневих функцiй та процесiв Ле-

вi

Нехай 1 < α ≤ 2. Нагадаємо, що випадковий процес (Iα,ρ)u≥0 визначається

рiвнiстю

Iα,ρ(0) = 0, Iα,ρ(u) :=

∫
[0,u]

(u− y)ρdSα(y), u > 0,

де (Sα(u))u≥0 є стандартним броунiвським рухом, якщо α = 2, та спектрально

негативним α-стiйким процесом Левi таким, що Sα(1) має характеристичну

функцiю (2.67), якщо α ∈ (1, 2). У цьому означеннi iнтеграл визначається

потраєкторно за допомогою формули iнтегрування частинами

Iα,ρ(u) =

∫
[0,u]

(u−y)ρ dSα(y) = uρSα(u) + |ρ|
∫ u

0

(Sα(u)− Sα(y))(u−y)ρ−1dy,

(6.1)

для u > 0 та ρ > −1/α. При ρ > 0 ця формула еквiвалента

Iα,ρ(u) = ρ

∫ u

0

Sα(y)(u− y)ρ−1dy, u > 0.

Оскiльки limy↑u(u− y)ρ−1 =∞ при ρ < 1, то iснування м.н. (потраєкторного)

iнтеграла Рiмана
∫ u

0 (Sα(u) − Sα(y))(u − y)ρ−1dy необхiдно перевiрити. При

ρ > −1/α маємо∫ u

0

E|Sα(u)− Sα(y)|(u− y)ρ−1dy =

∫ u

0

E|Sα(u− y)|(u− y)ρ−1dy

= E|Sα(1)|
∫ u

0

(u− y)1/α+ρ−1dy = (1/α + ρ)−1E|Sα(1)|u1/α+ρ,

тому iнтеграл iснує м.н.

Нехай Mα позначає α-стiйку випадкову мiру1 на (R+,B), де B є борелiв-

ською σ-алгеброю на R+, з контролюючою мiрою Лебега (з сталим коефi-

цiєнтом) та постiйною iнтенсивнiстю скосу (skewness intensity), рiвною −1.

Коефiцiєнт при мiрi Лебега покладемо 1/2 при α = 2 та Γ(1−α) cos(πα/2)

при 1 < α < 2. Згiдно з прикладом 3.3.3 в [240],

(Mα([0, t]))t≥0
f.d.
= (Sα(t))t≥0.

1Означення та властивостi α-стiйких мiр можна знайти в роздiлi 3.3 книги [240].
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Нехай ρ ∈ (−1/α, 0) та, не зменшуючи загальностi Sα(t) = Mα([0, t]), t ≥ 0.

Тодi

uρSα(u) + |ρ|
∫ u

0

(Sα(u)− Sα(y))(u− y)ρ−1dy

= uρSα(u) +

∫ u

0

(Sα(u)− Sα(y))d
(
(u− y)ρ

)
= u−βSα(u) + lim

n∑
k=1

(Sα(u)− Sα(yn,k))
(
(u− yn,k)ρ − (u− yn,k−1)

ρ
)

= lim

[
Sα(yn,1)u

ρ +Mα((yn,n, u])(u− yn,n)ρ +
n−1∑
k=1

Mα((yn,k, yn,k+1])(u− yn,k)ρ
]
,

де на останньому кроцi було використано сумування частинами. Граничний

перехiд у цих формулах розумiється у такому сенсi. Зафiксуємо послiдовнiсть

вкладених розбиттiв ∆n = {yn,0, . . . , yn,n} iнтервалу [0, u] таку, що 0 = yn,0 <

. . . < yn,n < u та ‖∆n‖ = max{u − yn,n, yn,k − yn,k−1 : k = 1, . . . , n} → 0 при

n→∞. Першi два доданки збiгаються до нуля за ймовiрнiстю при n→∞, а

суму можна iнтерпретувати, як iнтеграл по простiй функцiї вiдносно α-стiйкої

випадкової мiри Mα. Цей iнтеграл збiгається до∫
fρ(u, y)Mα(dy) =:

∫
[0,u]

(u− y)ρMα(dy)

при n → ∞ за ймовiрнiстю згiдно з конструкцiєю стiйких iнтегралiв, див.

роздiл 3.4 в [240], де

fρ(u, y) =

(u− y)ρ, якщо 0 ≤ y < u

0, якщо 0 ≤ u ≤ y.

Зокрема, Iα,ρ(u) =
∫

[0,u](u − y)ρMα(dy) м.н. для всiх u > 0. Аналогiчну кон-

струкцiю процесу Iα,ρ можна навести також при ρ > 0. Згiдно з твердженням

3.4.1 в роздiлi 3.5 в [240], маємо

Iα,ρ(u)
d
=

u1/α+ρ

(1 + αρ)1/α
Sα(1), (6.2)

для кожного фiксованого u ≥ 0. Зокрема, Iα,ρ(u) має нормальний розподiл при

α = 2 та α-стiйкий розподiл при α ∈ (1, 2).
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З теореми 32 та того, що c та h правильно змiнюються з iндексами 1/α та

ρ вiдповiдно, випливає, що Iα,ρ є самоподiбним з iндексом Хюрста 1/α + ρ,

тобто для довiльного a > 0

(Iα,ρ(au))u≥0
f.d.
= (a1/α+ρIα,ρ(u))u≥0.

Можна перевiрити, що прирости Iα,ρ не є анi стацiонарними, анi незалежними,

якщо ρ 6= 0, див. роздiл 3 в статтi [129].

У наступному результатi наведено властивостi траєкторiй процесу

(Iα,ρ(u))u≥0.

Теорема 132. Для випадкового процесу (Iα,ρ(u))u≥0, визначеного при α ∈ (1, 2]

та ρ > −1/α, мають мiсце такi твердження:

(а) Якщо α = 2 або ρ > 0, то Iα,ρ має неперервнi траєкторiї м.н.

(б) Якщо 1 < α < 2 та ρ ∈ (−1/α, 0), то кожна версiя I процесу Iα,ρ

є необмеженою на кожному iнтервалi додатної довжини м.н., тобто

iснує подiя Ω0 ймовiрностi 1 така, що supa<t<b |I(t)| =∞ на Ω0 для всiх

0 ≤ a < b.

(в) Для довiльного фiксованого u > 0 процес Iα,ρ є неперервним за ймовiрнi-

стю в точцi u.

Доведення. Розглянемо спочатку випадок ρ > 0 та α ∈ (1, 2]. Для довiльних

0 < v < u (детермiнованих чи випадкових) маємо

ρ−1|Iα,ρ(u)− Iα,ρ(v)| ≤
∫ v

0

|Sα(y)||(u− y)ρ−1 − (v − y)ρ−1|dy

+ ρ−1 sup
v≤y≤u

|Sα(y)|(u− v)ρ.

При v ↑ u права частина збiгається до нуля за теоремою про мажоровану

збiжнiсть, що дає неперервнiсть траєкторiй. Це доводить (а) та (в) у випадку

ρ > 0. Нехай ρ ∈ (−1/α, 0), 0 < v < u та u фiксоване (невипадкове). Запишемо

представлення

Iα,ρ(u) = uρSα(u) + |ρ|
∫ u

0

(Sα(u)− Sα(y))(u− y)ρ−1dy

= uρSα(u) + |ρ|
∫ u

0

(Sα(u)− Sα(y−))(u− y)ρ−1dy, u > 0,
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де ми використали факт, що множина точок розриву Sα не бiльш нiж злiченна.

Очевидно, що функцiя u 7→ uρSα(u) є неперервною в кожнiй точцi u > 0 за

ймовiрнiстю. Далi,∫ u

0

(Sα(u)− Sα(y−))(u− y)ρ−1dy −
∫ v

0

(Sα(v)− Sα(y−))(v − y)ρ−1dy

=

∫ u

v

(Sα(u)− Sα(y−))(u− y)ρ−1dy + (Sα(u)− Sα(v))

∫ v

0

(u− y)ρ−1dy

+

∫ v

0

(Sα(v)− Sα(y−))((v − y)ρ−1 − (u− y)ρ−1)dy

=

∫ u−v

0

S∗α(y)yρ−1dy + |ρ|−1(Sα(u)− Sα(v))((u− v)ρ − uρ)

+

∫ v

0

(Sα(v)− Sα(y−))((v − y)ρ−1 − (u− y)ρ−1)dy,

де

(S∗α(y))y∈[0,u] := (Sα(u)− Sα((u− y)−))y∈[0,u]
d
= (Sα(y))y∈[0,u]. (6.3)

Згiдно з формулою 3.4 в [221] з ймовiрнiстю один

lim
y↓0

yγ|Sα(y)| = lim
y↓0

yγ|S∗α(y)| = 0,

для довiльного γ > −1/α. З цього випливає, що функцiя y 7→ yρ−1S∗α(y) м.н.

iнтегровна в правому околi нуля, а, отже, перший доданок прямує до нуля при

v ↑ u. З формули

0 = lim
y↓0

yγS ′α(y) = lim
y↑u
|Sα(u)− Sα(y)|(u− y)γ, γ > −1/α,

випливає, що другий доданок прямує до нуля при v ↑ u м.н. Покажемо, що

третiй доданок збiгається до нуля за ймовiрнiстю. Для довiльного ε > 0 маємо

P
{∫ v

0

|Sα(v)− Sα(y−)| ((v − y)ρ−1 − (u− y)ρ−1)dy > ε

}
≤ ε−1E

∫ v

0

|Sα(v)− Sα(y−)| ((v − y)ρ−1 − (u− y)ρ−1)dy

= ε−1E|Sα(1)|
∫ v

0

(v − y)1/α((v − y)ρ−1 − (u− y)ρ−1)dy

= ε−1E|Sα(1)|
(

(1/α + ρ)−1v1/α+ρ −
∫ v

0

(v − y)1/α(u− y)ρ−1dy

)
.

- 301 -



Iнтеграл в останнiй формулi монотонний по v, а тому збiгається до
∫ u

0 (u −
y)1/α+ρ−1 = (1/α + ρ)−1u1/α+ρ при v ↑ u. Це доводить неперервнiсть за ймо-

вiрнiстю Iα,ρ в точцi u злiва. Неперервнiсть справа випливає з аналогiчних

мiркувань, що використовують замiсть (6.3) формулу

(Sα(u+ y)− Sα(u))y≥0
f.d.
= (Sα(y))y≥0, u ≥ 0.

Отже, ми довели (в) у випадку ρ ∈ (−1/α, 0).

Доведемо (а) у випадку α = 2 та ρ > −1/2. Очевидно, u 7→ uρS2(u) є

м.н. неперервною функцiєю на (0,∞). Згiдно з теоремою 1.14 в [208] (модуль

неперервностi Левi для броунiвського руху), маємо, що для довiльного T > 0,

iснує вимiрна множина Ω′ = Ω′(T ) ⊆ Ω така, що P{Ω′} = 1 та для всiх

γ ∈ (0, 1/2),

lim
h↓0

supu∈[0,T ] |S2(u+ h, ω)− S2(u, ω)|
hγ

= 0, ω ∈ Ω′. (6.4)

Зафiксуємо T > 0, γ ∈ (−ρ, 1/2) та ω ∈ Ω′(T ) i покладемо

φ(y) := yγ+ρ−1 та K(u, y) := y−γ(S2(u, ω)− S2(u− y, ω))1{0<y≤u}.

Тодi ∫ u

0

(S2(u, ω)− S2(y, ω))(u− y)ρ−1dy =

∫ u

0

K(u, y)φ(y)dy.

Для 0 < v < u < T запишемо∣∣∣ ∫ u

0

K(u, y)φ(y)dy −
∫ v

0

K(v, y)φ(y)dy
∣∣∣

≤
∫ t

0

|K(u, y)−K(v, y)|φ(y)dy + sup
y∈[0,T ]

|K(u, y)|
∫ u

v

φ(y)dy. (6.5)

Оскiльки ω є таким, що виконується (6.4), отримуємо

sup
0≤y≤u≤T

K(u, y) <∞.

Це означає, що кожен з двох доданкiв в (6.5) прямує до нуля при v ↑ u, де

для першого доданка використано теорему про мажоровану збiжнiсть. Це дає

неперервнiсть справа, неперервнiсть злiва перевiряється аналогiчно. Оскiльки

T > 0 обрано довiльним, то I2,ρ є неперервним на (0,∞) м.н.

- 302 -



Для доведення (б) розглянемо iнтегральне представлення.

Iα,ρ(u) =

∫
fρ(u, y)Mα(dy)

де fρ було введено вище. Покладемо f ∗ρ (y) := supt∈Q fρ(t, y), y ≥ 0. Очевидно,

f ∗ρ (y) ≥ limt↓y,t∈Q(t − y)ρ = ∞ для кожного y ≥ 0. Отже, виконується умова

(10.2.18) в [240] (нагадаємо, що контролююча мiра є кратною мiри Лебега), i

наслiдок 10.2.4 в [240] дає (б).

6.2 Згортки степеневих функцiй та обернених субординато-

рiв

Для α ∈ (0, 1), нехай (Wα(t))t≥0 є α-стiйким субординатором, тобто зроста-

ючим процесом Левi з експонентою Лапласа − lnEe−tWα(1) = Γ(1 − α)tα при

t ≥ 0. Узагальнена обернена функцiя W←
α := (W←

α (u))u∈R, що визначена

W←
α (u) := inf{t ≥ 0 : Wα(t) > u}, u ≥ 0

та W←
α (u) := 0 при u < 0, називається оберненим стiйким субординатором.

Для ρ ∈ R, покладемо

Jα,ρ(0) := 0, Jα, ρ(u) :=

∫
[0, u]

(u− y)ρdW←
α (y), u > 0.

Оскiльки W←
α має м.н. неспаднi траєкторiї, то цей iнтеграл iснує потраєкторно

в сенсi Лебега-Стiлтьєса.

Твердження 133. Для кожного ρ ∈ R та довiльного фiксованого u ≥ 0 маємо

Jα,ρ(u) <∞ м.н.

Доведення. Якщо ρ ≥ 0, то твердження очевидне з нерiвностi Jα,ρ(u) ≤
uρW←

α (u), u ≥ 0. Нехай ρ < 0 та нехай R є областю значень субординато-

ра Wα, що визначається так

R := {t > 0 : iснує y > 0 таке, що Wα(y) = t}.

Якщо u /∈ R, то

Jα,ρ(u) =

∫
[0,u]

(u− y)ρdW←
α (y) =

∫
[0,Wα(W←α (u)−)]

(u− y)ρdW←
α (y),
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оскiльки W←
α є константою на iнтервалi (Wα(W←

α (u)−), u] та Wα(W←
α (u)−) <

u. З цього випливає, що Jα,ρ(u) < ∞ для всiх u /∈ R. Для фiксованого u > 0

маємо P{u ∈ R} = 0, див. твердження 1.9 в [33], а тому Jα,ρ(u) <∞ м.н.

Пiдкреслимо, що з цього доведення одразу випливає стохастична неперерв-

нiсть Jα,ρ в кожнiй точцi u > 0.

Iнтегруванням частинами можна отримати такi представлення

Jα,ρ(u) = ρ

∫ u

0

(u− y)ρ−1W←
α (y)dy, u > 0 (6.6)

при ρ > 0 та

Jα,ρ(u) = uρW←
α (u) + |ρ|

∫ u

0

(W←
α (u)−W←

α (u− y))yρ−1dy

= |ρ|
∫ ∞

0

(W←
α (u)−W←

α (u− y))yρ−1dy, u > 0 (6.7)

при −α < ρ < 0. Цi представлення демонструють, що Jα,ρ є з точнiстю до

мультиплiкативної константи дробовою похiдною Рiмана-Лiувiлля функцiї Wα

у першому випадку та дробовою похiдною Марше (Marchaud fractional deri-

vative) функцiї Wα у другому, див. c. 33 та с. 111 в [238].

Нагадаємо деякi властивостi обернених стiйких субординаторiв, з яких ви-

пливатимуть властивостi процесу Jα,ρ та якi нам знадобляться в подальшому.

Очевидно, W←
α має м.н. неперервнi та неспаднi траєкторiї. Також очевидно,

що W←
α є самоподiбним з iндексом Хюрста α, тобто

(W←
α (cu))u≥0

f.d.
= (cαW←

α (u))u≥0

для довiльного фiксованого c > 0. Бiльш специфiчнi властивостi W←
α включа-

ють локальну гельдерову неперервнiсть з довiльним показником γ < α, що є

наслiдком

M := sup
0≤v<u≤1/2

W←
α (u)−W←

α (v)

(u− v)α| ln(u− v)|1−α
<∞ м.н., (6.8)

див. лему 3.4 в [214]; результат про модуль неперервностi:

lim
δ↓0

sup
0≤t≤1
0<h<δ

W←
α (t+ h)−W←

α (t)

hα| lnh|1−α
=

1

Γ(1− α)α2α−1(1− α)1−α м.н.,
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див. формулу (6) в [119]; та закон повторного логарифма

lim
W←

α (u)

uα(ln | lnu|)1−α =
1

Γ(1− α)αα(1− α)1−α м.н. (6.9)

при u ↓ 0 або u → ∞, який виводиться з теореми 4.1 в [33]. Зауважимо, що

в.в. M у формулi (6.8) задовольняє

EesM <∞ (6.10)

для всiх s > 0, див. лему 3.4 в [214].

6.2.1 Властивостi траєкторiй Jα,ρ. Наступний результат демонструє, що

при ρ ≤ −α траєкторiї Jα,ρ сильно нерегулярнi.

Твердження 134. Нехай ρ ≤ −α, тодi для довiльного iнтервалу I ⊂ (0,∞)

маємо supu∈I Jα,ρ(u) = ∞ з додатною ймовiрнiстю. Бiльш того, з ймовiрнi-

стю один iснує нескiнченна кiлькiсть (випадкових точок) u > 0 таких, що

Jα,ρ(u) =∞.

Доведення. Нехай I = [c, d] для деяких 0 < c < d < ∞. Для довiльних a < b

маємо

P{[Wα(a),Wα(b)] ⊂ [c, d]} = P{c ≤ Wα(a) < Wα(b) ≤ d} > 0.

Покажемо, що

sup
u∈[Wα(a),Wα(b)]

Jα,ρ(u) =∞ м.н., (6.11)

що демонструватиме supu∈I Jα,ρ(u) =∞ з додатною ймовiрнiстю.

Згiдно з теоремою 2 в [80], iснує подiя Ω′ така, що P{Ω′} = 1 та для всiх

ω ∈ Ω′

lim
y↑s

Wα(s, ω)−Wα(y, ω)

(s− y)1/α
≤ r (6.12)

для деякої невипадкової константи r ∈ (0,∞) та деякого s := s(ω) ∈ [a, b].

Зафiксуємо ω ∈ Ω′. Iснує s1 := s1(ω) таке, що s1 < s та

(
Wα(s, ω)−Wα(y, ω)

)ρ ≥ (s− y)ρ/αrρ/2
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для всiх y ∈ (s1, s). Покладемо u := u(ω) = Wα(s, ω) та запишемо

Jα,ρ(u) =

∫
[0,Wα(s, ω)]

(Wα(s, ω)− y)ρ dW←
α (y, ω)

=

∫ s

0

(
Wα(s, ω)−Wα(y, ω)

)ρ
dy

≥
∫ s

s1

(
Wα(s, ω)−Wα(y, ω)

)ρ
dy ≥ 2−1rρ

∫ s

s1

(s− y)ρ/α dy = +∞.

Оскiльки u(ω) ∈ [Wα(a),Wα(b)] для всiх ω ∈ Ω′, отримуємо (6.11).

Очевидно, iснує нескiнченно багато додатних s таких, що виконується

(6.12), а тому Jα,ρ(u) = ∞ для нескiнченної кiлькостi u > 0 м.н. Доведен-

ня твердження 134 завершено.

Якщо ρ > −α, то траєкторiї Jα,ρ неперервнi. Має мiсце такий результат, що

узагальнює (6.8).

Теорема 135. Припустимо, що α + ρ ∈ (0, 1). Тодi

sup
0≤v<u≤1/2

|Jα,ρ(u)− Jα,ρ(v)|
(u− v)α+ρ| ln(u− v)|1−α

<∞ м.н. (6.13)

Припустимо, що α + ρ = 1. Тодi

sup
0≤v<u≤1/2

Jα,ρ(u)− Jα,ρ(v)

(u− v)| ln(u− v)|2−α
<∞ м.н. (6.14)

Зокрема, в обох випадках Jα,ρ є м.н. (локально) гельдеровим з довiльним пока-

зником γ < α + ρ. Припустимо, що α + ρ > 1. Тодi

sup
0≤v<u≤1/2

Jα,ρ(u)− Jα,ρ(v)

u− v
<∞ м.н., (6.15)

що означає локальну лiпшицевiсть Jα,ρ.

Зауваження 136. У випадку α + ρ > 1 процес Jα,ρ є, насправдi, [α + β] раз

неперервно-диференцiйовним на [0,∞) м.н. Це випливає з представлення

Jα,ρ(u) = ρ

∫ u

0

Jα,ρ−1(v)dv, u ≥ 0,

яке демонструє, що з неперервностi Jα,ρ−1 випливає неперервна диференцi-

йовнiсть Jα,ρ.
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Наступний результат – закон повторного логарифму для великих та малих

часiв.

Теорема 137. Якщо ρ > −α, то

lim
Jα,ρ(u)

uα+ρ(ln | lnu|)1−α =
1

Γ(1− α)(α + ρ)α(1− α)1−α =: cα,ρ м.н. (6.16)

та

lim
Jα,ρ(u)

uα+ρ(ln | lnu|)1−α = 0 м.н. (6.17)

при u ↓ 0 або u→∞.

Три реалiзацiї оберненого 3/4-стiйкого субординатора разом з вiдповiдни-

ми дробово iнтегровними оберненими субординаторами J3/4,ρ для рiзних ρ

представленi на рисунку 6.1 i дають наочну демонстрацiю твердження 134 та

теореми 135.

Доведення теорем 135 та 137 мiстяться у пiдроздiлi 6.2.3.

6.2.2 Властивостi розподiлiв Jα,ρ та зображення Лампертi. Розглянемо

родину процесiв X(u)
α (t) := ((u1/α−Wα(t))α)0≤t<W←α (u1/α), iндексовану початко-

вим значенням u > 0. Ця родина утворює напiв-стiйкий марковський процес

з iндексом 1, тобто

P{cX(u)
α (t/c) ∈ ·} = P{X(cu)

α (t) ∈ ·}

для всiх c > 0. Згiдно з теоремою 4.1 в [175], для фiксованого u маємо

(u1/α −Wα(t))α = u exp(−Zα(τ(t/u))) при 0 ≤ t ≤ uI м.н.

для деякого субординатора Zα := (Zα(t))t≥0 = (Z
(u)
α (t))t≥0 з поглинанням, де

I :=

∫ ∞
0

exp(−Zα(t))dt = u−1 inf{v : Wα(v) > u1/α} = u−1W←
α (u1/α) (6.18)

та2 τ(t) := inf{s :
∫ s

0 exp(−Zα(v))dv ≥ t} при 0 ≤ t ≤ I . Враховуючи таке

представлення, маємо

Jα,ρ(u
1/α)

=

∫ ∞
0

((u1/α −Wα(t))α)ρ/α1{Wα(t)≤u1/α}dt = uρ/α
∫ uI

0

exp(−(ρ/α)Zα(τ(t/u)))dt

= u1+ρ/α

∫ I

0

exp(−(ρ/α)Zα(τ(t)))dt = u1+ρ/α

∫ ∞
0

exp(−(1 + ρ/α)Zα(t))dt.

2За винятком одного мiсця нижче, ми не вказуватимемо явно, що Zα, I та τ(t) залежать вiд u.
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Рис. 6.1: Оберненi стiйкi субординатори W←
α (злiва) та вiдповiднi процеси Jα,ρ (справа).

Замiнюючи u на uα, отримуємо

Jα, ρ(u) = uα+ρ

∫ ∞
0

exp(−cZ(uα)
α (t))dt м.н. (6.19)

де c := α−1(α + ρ). Останнiй iнтеграл вiдомий пiд назвою експоненцiйний

функцiонал вiд субординатора Z
(uα)
α . Покажемо, що Zα є субординатором з

нульовим зсувом, одиничним поглинанням та мiрою Левi

να(dx) =
e−x/α

(1− e−x/α)α+1
1(0,∞)(x)dx.

Еквiвалентно, покажемо, що експонента Лапласа Zα дорiвнює

Φα(s) := − lnEe−sZα(1) = 1+

∫
[0,∞)

(1−e−st)να(dt) =
Γ(1− α)Γ(1 + αs)

Γ(1 + α(s− 1))
, s ≥ 0.
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Вiдомо, що W←
α (1) має розподiл Мiттаг-Леффлера з параметром α. Цей роз-

подiл однозначно визначається моментами

E(W←
α (1))n =

n!

(Γ(1− α))nΓ(1 + nα)
, n ∈ N.

Використавши (6.18) та самоподiбнiсть W←
α , робимо висновок, що I також

має розподiл Мiттаг-Леффлера. Моменти I можна записати у виглядi

EIn =
n!

(Γ(1− α))nΓ(1 + nα)
=

n!

Φα(1) · . . . · Φα(n)
, n ∈ N,

що, враховуючи теорему 2 в [36], демонструє, що експонента Лапласаi Zα

спiвпадає з Φα у всiх цiлих точках, а, отже, всюди. Згадана теорема 2 в [36]

також дає формулу для моментiв Jα,ρ(1) при α + ρ ≥ 0:

E(Jα,ρ(1))k =
k!

Φα(c) · · ·Φα(ck)
=

k!

Γk(1− α)

k∏
j=1

Γ(ρ+ 1 + (j − 1)(α + ρ))

Γ(j(α + ρ) + 1)
.

(6.20)

З нерiвностi

uα+ρJα,ρ(u)
d
=

∫ ∞
0

e−cZα(t)dt ≤ sup{t ≥ 0 : Zα(t) <∞},

вiрної при α + ρ ≥ 0, та того що в.в. в правiй частинi має стандартний пока-

зниковий розподiл, робимо висновок, що Jα,ρ(u) має скiнченнi експоненцiйнi

моменти додатних порядкiв < 1, а, отже, однозначно визначається моментами.

Зокрема, з формули E(Jα,−α(1))k = k! випливає, що Jα,−α(u) має стандартний

показниковий розподiл для всiх u > 0.

Корисним є також оцiнки на хвiст Jα,ρ(1). Згiдно з твержденням 2 в [230]

та наслiдком 2.2 в [217] в.в. Jα,ρ(1) має обмежену та незростаючу щiльнiсть

fα,β. Оскiльки

− lnEe−scZα(1) =
Γ(1− α)Γ((α + ρ)s+ 1)

Γ((α + ρ)s+ 1− α)
∼ Γ(1− α)(α + ρ)αsα, s→∞,

то ще раз застосовуючи твердження 2 в [230], робимо висновок

− lnP{Jα,ρ(1) > x} ∼ − ln fα,ρ(x)

∼ (1− α)((α + ρ)αΓ(1− α))(1−α)−1x(1−α)−1 = (x/cα,ρ)
(1−α)−1, x→∞, (6.21)
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де cα,ρ визначено в (6.16). Зокрема, для кожного δ1 ∈ (0, 1), iснує c1 = c1(δ1)

таке, що

fα,ρ(x) ≤ c1 exp
(
− (1− δ1)(x/cα,ρ)

(1−α)−1
)

(6.22)

для всiх x ≥ 0.

Iншi вiдомi властивостi розподiлiв Jα,ρ такi:

• Jα,ρ є самоподiбним з iндексом Хюрста α + ρ. Це випливає з теореми 34

та того, що t 7→ P{ξ > t}/h(t) правильно змiнюється на нескiнченностi з

iндексом −α− ρ;

• Якщо α + ρ ≥ 0, то для довiльних 0 < v ≤ u,

EJα,ρ(v)Jα,ρ(u) =
Γ(1 + ρ)

Γ(α)Γ(1− α)2Γ(1 + α + ρ)

×
∫ v

0

(v − y)ρ(u− y)ρyα−1((v − y)α + (u− y)α)dy (6.23)

• Якщо α + ρ ≥ 0, то прирости Jα,ρ не є анi стацiонарними, анi незале-

жними. Вiдсутнiсть незалежностi приростiв – це твердження 2.19 в [135].

Вiдсутнiсть стацiонарностi у випадку α+ρ 6= 1 випливає з формули (6.20)

для k = 1, та з формули (6.23) при ρ+ α 6= 1.

6.2.3 Доведення теорем 135 та 137.

Доведення теореми 135. Доведення теореми 135 потраєкторне та не ймовiр-

нiсне в тому сенсi, що з огляду на (6.8), iснує Ω1 таке, що P{Ω1} = 1 та

M = M(ω) < ∞ для всiх ω ∈ Ω1. Ми працюватимемо при фiксованому

ω ∈ Ω1.

Зазначимо, що локальна гельдерова неперервнiсть випливає з теореми 3.1

на с. 53 та леми 13.1 на с. 239 в [238] у випадках ρ > 0 та −α < ρ < 0

вiдповiдно. Проте, доведення бiльш точних результатiв (6.13) та (6.14) вимагає

додаткових зусиль. Помiтимо, що

W←
α (x)−W←

α (y) ≤M(x− y)α| ln(x− y)|1−α (6.24)

для всiх −∞ < y < x ≤ 1/2. Це тривiально, якщо x ≤ 0 та є наслiдком

(6.8) у випадку y ≥ 0. Припустимо, що y ≤ 0 < x. Тодi W←
α (x) −W←

α (y) =
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W←
α (x − y + y) ≤ W←

α (x − y) ≤ M(x − y)α| ln(x − y)|1−α, де передостання

нерiвнiсть випливає з монотонностi, а остання є наслiдком (6.8).

Якщо ρ = 0, то нерiвнiсть (6.13) зводиться до (6.8). Розглянемо випадок

−α < ρ < 0, доведення у випадку ρ > 0 можна знайти в роздiлi 5 статтi [133].

Нехай 1/2 ≥ u > v > 0. Використавши (6.7), запишемо

|ρ|−1|Jα,ρ(u)− Jα,ρ(v)|

=

∣∣∣∣ ∫ ∞
0

(W←
α (u)−W←

α (u− y)−W←
α (v) +W←

α (v − y))yρ−1dy

∣∣∣∣
≤
∫ u−v

0

(W←
α (u)−W←

α (u− y) +W←
α (v)−W←

α (v − y))yρ−1dy

+

∫ ∞
u−v

(W←
α (u)−W←

α (v))yρ−1dy +

∫ ∞
u−v

(W←
α (u− y)−W←

α (v − y))yρ−1dy

≤ 2M

(∫ u−v

0

yα+ρ−1| ln y|1−αdy + (u− v)α| ln(u− v)|1−α
∫ ∞
u−v

yρ−1dy

)
= 2M

(∫ u−v

0

yα+ρ−1| ln y|1−αdy + |ρ|−1(u− v)α+ρ| ln(u− v)|1−α
)
,

де остання нерiвнiсть випливає з (6.24). Далi,∫ u−v

0

yα+ρ−1| ln y|1−αdy = (u− v)α+ρ

∫ 1

0

tα+ρ−1| ln(u− v) + ln t|1−αdt

≤ (u− v)α+ρ| ln(u− v)|1−α
∫ 1

0

tα+ρ−1dt+ (u− v)α+ρ

∫ 1

0

tα+ρ−1| ln t|1−αdt

≤
(

1

α + ρ
+

∫ 1

0 t
α+ρ−1| ln t|1−αdt

(ln 2)1−α

)
(u− v)α+ρ| ln(u− v)|1−α

=: κα,ρ(u− v)α+ρ| ln(u− v)|1−α. (6.25)

Отже, ми довели

|Jα,ρ(u)− Jα,ρ(v)| ≤ 2M(|ρ|κα,ρ + 1)(u− v)α+ρ| ln(u− v)|1−α (6.26)

у випадку 1/2 ≥ u > v > 0.

Доведення у випадку 1/2 ≥ u > v = 0 аналогiчне та використовує рiвнiсть

Jα,ρ(u)− Jα,ρ(0) = Jα,ρ(u) = uρW←
α (u) + |ρ|

∫ u

0

(W←
α (u)−W←

α (u− y))yρ−1dy.

Маємо оцiнку

Jα,ρ(u) ≤M(|ρ|κα,ρ + 1)uα+ρ| lnu|1−α (6.27)
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при 1/2 ≥ u > 0. Поєднуючи (6.26) та (6.27), отримуємо (6.13). Доведення

теореми 135 у випадку −α < ρ ≤ 0 завершено.

Доведення теореми 137. Оскiльки Jα,ρ самоподiбний з iндексом α + ρ, то

Jα,ρ(u)

uα+ρ(ln | lnu|)1−α
P→ 0

при u ↓ 0 або u→ +∞. Переходячи до пiдхожої пiдпослiдовностi, отримуємо

(6.17).

Перейдемо до доведення для lim. Покажемо спочатку, що

lim
u→+∞

Jα,ρ(u)

uα+ρ(ln lnu)1−α ≤ cα, β м.н. (6.28)

Покладемо f(u) := uα+ρ(ln lnu)1−α при u ≥ e та f(u) := +∞ при u < e.

ВИПАДОК ρ ≥ 0. Зафiксуємо довiльне c > cα,ρ та оберемо r > 1 таке, що

c > rα+ρcα,ρ. Наступна формула є основною для подальшого доведення:

− lnP{Jα,ρ(rn) > cf(rn−1)} = − lnP{Jα,ρ(1) > cr−(α+ρ)nf(rn−1)}

∼
(

c

rα+ρcα,ρ

)(1−α)−1

lnn, n→∞, (6.29)

де рiвнiсть є наслiдком самоподiбностi Jα,ρ, а асимптотичне спiввiдношення

випливає з формули (6.21). Оскiльки коефiцiєнт при lnn бiльший за одиницю,

маємо ∑
n≥1

P{Jα,ρ(rn) > cf(rn−1)} <∞.

Застосування леми Бореля-Кантеллi дає Jα,ρ(rn) ≤ cf(rn−1) для всiх досить

великих n м.н. Оскiльки Jα,ρ не спадає м.н., якщо ρ > 0, та f невiд’ємна та

зростаюча на [e,∞), для всiх досить великих n маємо

Jα,ρ(u) ≤ Jα,ρ(r
n) ≤ cf(rn−1) ≤ cf(u) м.н.

якщо u ∈ [rn−1, rn]. Отже, limu→+∞Jα,ρ(u)/f(u) ≤ c м.н., що доводить (6.28).

ВИПАДОК ρ ∈ (−α, 0). У цьому разi процес Jα,ρ немонотонний, що робить

доведення складнiшим. Зафiксуємо ε > 0 та оберемо r > 1 таким, що cα,ρ+ε >

rα+ρcα,ρ. Припустимо, що ми довели

I :=
∑
n≥1

P

{
sup

u∈[rn−1, rn]

Jα,ρ(u) > (cα,ρ + 2ε)f(rn−1)

}
<∞. (6.30)
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Тодi, застосовуючи лему Бореля-Кантеллi, робимо висновок, що

sup
v∈[rn−1, rn]

Jα,ρ(v) ≤ (cα,ρ + 2ε)f(rn−1)

для всiх досить великих n м.н. Оскiльки f невiд’ємна та зростає на [e,∞), для

досить великих n маємо

Jα,ρ(u) ≤ sup
v∈[rn−1,rn]

Jα,ρ(v) ≤ (cα,ρ + 2ε)f(rn−1) ≤ (cα,ρ + 2ε)f(u) м.н.

при u ∈ [rn−1, rn]. Отже, lim
u→∞

Jα,ρ(u)/f(u) ≤ cα,ρ + 2ε м.н., звiдки отримуємо

(6.28).

Нехай λ > 0 та nr := [ln−1 r] + 1. Переходячи до доведення (6.30), маємо3

I =
∑
n≥nr

P
{

sup
u∈[1/(2r), 1/2]

Jα,ρ(u) > (cα,ρ + 2ε)(2r)−(α+ρ)(ln((n− 1) ln r))1−α}
≤
∑
n≥nr

nλ−1∑
k=1

P
{

sup
kn−λ≤2u≤(k+1)n−λ

Jα,ρ(u)

> (cα,ρ + 2ε)(2r)−(α+ρ)(ln((n− 1) ln r))1−α}
≤
∑
n≥nr

nλ−1∑
k=1

P
{

sup
kn−λ≤2u≤(k+1)n−λ

∣∣Jα,ρ(u)− Jα,ρ(kn−λ/2)
∣∣ >

ε(2r)−(α+ρ)(ln((n− 1) ln r))1−α}
+
∑
n≥nr

nλ−1∑
k=1

P
{
Jα,ρ(kn

−λ/2) > (cα,ρ + ε)(2r)−(α+ρ)(ln((n− 1) ln r))1−α
}

=: I1 + I2.

Використавши (6.26), бачимо, що для 1 ≤ k ≤ nλ − 1,

sup
kn−λ/2≤u≤(k+1)n−λ/2

|Jα,ρ(u)− Jα,ρ(kn−λ/2)| ≤ C1M(n−λ/2)(α+ρ)/2,

де C1 := 2|ρ|κα,ρ supx∈(0,1/2]

(
x(α+ρ)/2| lnx|1−α

)
. Отже, для всiх λ > 0,

I1 ≤
∑
n≥nr

nλP
{
M > (ε/C1)(2r)

−(α+ρ)(2nλ)(α+ρ)/2(ln((n− 1) ln r))1−α
}
.

3Для зручностi запису ми писатимемо nλ та n−λ замiсть [nλ] та [nλ]−1 вiдповiдно.
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Вираз у правiй частинi скiнченний внаслiдок (6.10) та нерiвностi Маркова.

Далi,

I2 =
∑
n≥nr

nλ−1∑
k=1

P
{

(kn−λ/2)α+ρJα,ρ(1) ≥ (cα,ρ + ε)(2r)−(α+ρ)(ln((n− 1) ln r))1−α}
≤
∑
n≥nr

nλP
{
Jα,ρ(1) ≥ (cα,ρ + ε)r−(α+ρ)(ln((n− 1) ln r))1−α

}
<∞

для всiх λ <

(
cα,ρ+ε
rα+ρcα,ρ

)(1−α)−1

−1, де вираз в правiй частинi є додатним згiдно з

вибором r. В останнiй формулi для I2 рiвнiсть випливає з самоподiбностi Jα,ρ,

а скiнченнiсть є наслiдком (6.29) (з cα,ρ+ε замiсть c). Отже, (6.30) виконується

i доведення (6.28) завершено.

Перейдемо до доведення

lim
u→+∞

Jα,ρ(u)

uα+ρ(ln lnu)1−α ≥ cα,ρ м.н. (6.31)

Визначимо W̃α := (W̃α(y))y≥0 рiвнiстю W̃α(y) := Wα(W←
α (1)+y)−Wα(W←

α (1))

для y ≥ 0. Згiдно з сильною марковською властивiстю Wα, W̃α є копiєю Wα,

яка не залежить вiд (Wα(y))0≤y≤W←α (1). Зокрема, з цього випливає, що процес

J̃α,ρ := (J̃α,ρ(u))u≥0, визначений

J̃α,ρ(u) :=

∫ ∞
0

(u− W̃α(y))ρ1{W̃α(y)≤u}dy, u ≥ 0,

є копiєю Jα,ρ, яка не залежить вiд
(
Wα(W←

α (1)),
∫∞

0 (v −Wα(y))ρ1{Wα(y)≤1}dy
)

для всiх v ≥ 1. Ми використаємо розклад

Jα,ρ(u) =

∫ ∞
0

(u−Wα(y))ρ1{Wα(y)≤u}dy =

∫ ∞
0

(u−Wα(y))ρ1{Wα(y)≤1}dy

+ J̃α,ρ(u−Wα(W←
α (1))1{Wα(W←α (1))≤u}, (6.32)

який має мiсце для u > 1 та може бути отриманий так:∫ ∞
0

(u−Wα(y))ρ1{1<Wα(y)≤u}dy

=

∫ ∞
0

(u−Wα(y +W←
α (1)))ρ1{Wα(y+W←α (1))≤u}dy

=

∫ ∞
0

(u−Wα(W←
α (1))− W̃α(y))ρ1{W̃α(y)≤u−Wα(W←α (1))}dy1{Wα(W←α (1))≤u}

= J̃α,ρ(u−Wα(W←
α (1))1{Wα(W←α (1))≤u}.
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Доведення формули (6.31) базуватиметься на узагальненнi леми Бореля-

Кантеллi, яке вiдоме пiд назвою лема Ердеша-Реньї, див. лему C в [75].

Лема 138 (Ердеш-Реньї, 1959). Нехай (Ak)k∈N є послiдовнiстю подiй таких,

що
∑

k≥1 P{Ak} =∞. Рiвнiсть P{ lim
k→∞

Ak} = 1 має мiсце, якщо

limn→∞

∑n
i=1

∑n
j=1 P{Ai ∩ Aj}

(
∑n

k=1 P{Ak})2 ≤ 1.

Зафiксуємо c ∈ (0, cα,ρ) та деяке r > 1, вибiр якого буде уточнено пiзнiше.

Поклавши Ak := {Jα,ρ(rk) ≥ cf(rk)} при k ∈ N та використавши (6.21), маємо

− lnP{An} ∼ (c/cα,ρ)
(1−α)−1 lnn =: c0 lnn, n→∞,

звiдки випливає
∑

k≥1 P{Ak} =∞ оскiльки c0 < 1. Для довiльного δ > 0 iснує

n0 ∈ N таке, що

n−c0−δ ≤ P{An} ≤ n−c0+δ (6.33)

для всiх n ≥ n0. Нам потрiбно оцiнити праву частину наступного виразу

P{Ai ∩ Ai+n}

= P
{
Jα,ρ(1) ≥ c(ln(i ln r))1−α, Jα,ρ(r

n) ≥ crn(α+ρ)(ln((n+ i) ln r))1−α
}

= P
{
Jα,ρ(1) ≥ c(ln(i ln r))1−α,

∫ ∞
0

(rn −Wα(y))ρ1{Wα(y)≤1}dy

+J̃α,ρ(r
n −Wα(W←

α (1))1{Wα(W←α (1))≤rn} ≥ crn(α+ρ)(ln((n+ i) ln r))1−α
}

= P
{
Jα,ρ(1) ≥ c(ln(i ln r))1−α,

∫ ∞
0

(rn −Wα(y))ρ1{Wα(y)≤1}dy

+(rn −Wα(W←
α (1)))α+ρ

+ J̃α,ρ(1) ≥ crn(α+ρ)(ln((n+ i) ln r))1−α
}

≤ P
{
Jα,ρ(1) ≥ c(ln(i ln r))1−α, r−αn

∫ ∞
0

(1− r−nWα(y))ρ1{Wα(y)≤1}dy

+J̃α,ρ(1) ≥ c(ln((n+ i) ln r))1−α
}

≤ P
{
Jα,ρ(1) ≥ c(ln(i ln r))1−α,∆n + J̃α,ρ(1) ≥ c(ln((n+ i) ln r))1−α

}
для i ≥ [ln−1 r] та n ∈ N, де ∆n := γrr

−αnW←
α (1) та γr := (1− r−1)ρ∨ 1. В пер-

шiй рiвностi ми використали самоподiбнiсть Jα,ρ; друга рiвнiсть еквiвалента
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(6.32); третя рiвнiсть є наслiдком самоподiбностi J̃α,ρ та незалежностi J̃α,ρ вiд

всiх iнших величин в цiй рiвностi; остання нерiвнiсть випливає з∫ ∞
0

(1− r−nWα(y))ρ1{Wα(y)≤1}dy ≤ γrW
←
α (1).

Далi,

P{Ai ∩ Ai+n} − P{Ai}P{Ai+n}

≤ P
{
c(ln((n+ i) ln r))1−α −∆n ≤ J̃α,ρ(1) < c(ln((n+ i) ln r))1−α,

∆n ≤ c(ln((n+ i) ln r))1−α
}

+ P{∆n > c(ln((n+ i) ln r))1−α} := J1(n, i) + J2(n, i) =: J(n, i)

для i ≥ [ln−1 r] та n ∈ N.

Припустимо, що ми довели

φi :=
∑
n≥1

J(n, i) = O(i−c0+δ), i→∞ (6.34)

з δ, як (6.33), та за умови c0 + 3δ < 1. Тодi

limn→∞

∑n
i=1

∑n
j=1 P{Ai ∩ Aj}

(
∑n

k=1 P{Ak})2 = limn→∞
2
∑n

i=1

∑n−i
j=1 P{Ai ∩ Ai+j}

(
∑n

k=1 P{Ak})2

≤ limn→∞
2
∑n

i=1

∑n−i
j=1 P{Ai}P{Ai+j}+ 2

∑n
i=1 φi

(
∑n

k=1 P{Ak})2

≤ 1 + 2limn→∞

∑n
i=1 φi

(
∑n

k=1 P{Ak})2 = 1,

що доводить P{ lim
k→∞

Ak} = 1 згiдно з лемою 138. Тому,

lim
u→+∞

Jα,ρ(u)

uα+ρ(ln lnu)1−α ≥ lim
k→∞

Jα,ρ(r
k)

rk(α+ρ)(ln ln rk)1−α ≥ c,

що демонструє iмплiкацiю (6.34)⇒(6.31).

ДОВЕДЕННЯ (6.34). Оберемо δ1 в (6.22) та ε > 0 такими, що

c0(1− δ1)(1− ε)(1−α)−1 = (1− δ1)((c/cα,ρ)(1− ε))(1−α)−1 ≥ c0 − δ. (6.35)
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Використаємо (6.22) та той факт, що щiльнiсть fα,ρ в.в. J̃α,ρ не зростає, щоб

отримати

J1(n, i)

≤ E
(
∆nfα,ρ

(
c(ln((n+ i) ln r))1−α −∆n

))
1{∆n≤c(ln((n+i) ln r))1−α}

≤ c1E
(

∆n exp
(
−(1− δ1)c

− 1
1−α

α,ρ

((
c(ln((n+ i) ln r))1−α −∆n

) 1
1−α
)))

× (1{∆n≤εc(ln((n+i) ln r))1−α} + 1{∆n>εc(ln((n+i) ln r))1−α})

= J11(n, i) + J12(n, i).

Застосовуючи (6.35), отримаємо

J11(n, i) ≤ c1E
(
∆n exp

(
− (c0 − δ) ln((n+ i) ln r)

)
≤ c1

(ln r)c0−δ
E∆n

(n+ i)c0−δ
.

З огляду на (6.21) з ρ = 0 для довiльного δ2 ∈ (0, 1) iснує c2 > 0 таке, що

P{W←
α (1) > x} ≤ c2 exp

(
− (1− δ2)(x/cα,ρ)

(1−α)−1
)

(6.36)

для всiх x ≥ 0. Нехай r > 1 таке, що εrα > 1 з тим же ε, що й в формулi

(6.35). При такому виборi r, можемо взяти δ2 > 0 настiльки малим та q > 1

настiльки близьким до 1, що

c0(1/q)(1− δ2)(εγrr
α)(1−α)−1 = (1/q)(1− δ2)(εγr(c/cα,ρ)r

α)(1−α)−1 ≥ c0 − δ.

Використовуючи нерiвнiсть Гельдера з обраним q та p > 1 таким, що 1/p +

1/q = 1, маємо

J12(n, i)

≤ c1E∆n1{∆n>εc(ln((n+i) ln r))1−α}

≤ c1(E∆p
n)

1/p
(
P{W←

α (1) > εγrcr
αn(ln((n+ i) ln r))1−α}

)1/q

≤ c1c
1/q
2 (E∆p

n)
1/p exp

(
− (1/q)(1− δ2)(εγr(c/cα,ρ)r

αn)
1

1−α ln((n+ i) ln r)
)

≤ c1c
1/q
2

(ln r)c0−δ
(E∆p

n)
1/p

(n+ i)c0−δ
.

Покладемо c3 := c1(c
1/q
2 + 1)(ln r)−c0+δ. Оскiльки c4 :=

∑
n≥1 (E∆p

n)
1/p < ∞

маємо ∑
n≥1

J1(n, i) ≤ c3

∑
n≥1

(E∆p
n)

1/p

(n+ i)c0−δ
≤ c3c4

ic0−δ
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для всiх i ∈ N. Залишається розглянути член J2(n, i). Збiльшуючи (за потреби)

r, можемо припустити, що

(1− δ2)(γr(c/cα,ρ)r
α)(1−α)−1 ≥ 2.

З огляду на (6.36),

J2(n, i) ≤ c2 exp
(
− (1− δ2)(γr(c/cα,ρ)r

αn)(1−α)−1 ln((n+ i) ln r)
)

≤ c2

(ln r)2

1

(n+ i)2
,

а тому ∑
n≥1

J2(n, i) ≤
c2

(ln r)2

∑
n≥i+1

1

n2
= O(i−1) = O(i−c0+δ).

Отже, спiввiдношення (6.34) доведено i закон повторного логарифму для ве-

ликих часiв встановлено.

Доведення для малих часiв проходить аналогiчно: при означеннi послiдов-

ностi (rn) потрiбно вибирати r ∈ (0, 1), а не r > 1. Самоподiбнiсть Jα,ρ робить

решту. Доведення теореми 137 завершено.

6.3 Умовно гауссiвськi процеси

Нехай C є граничною функцiєю для функцiї f(u,w) = Cov[X(u)X(w)], яка

рiвномiрно правильно змiнюється в смугах в R2
+ або фiктивно правильно змi-

нюється в R2
+ з iндексом β ∈ R. При фiксованому оберненому стiйкому субор-

динаторi W←
α процес Zα,β визначається, як центрований (умовно) гауссiвський

процес з (умовною) коварiацiєю

E[Zα,β(u), Zα,β(w)|W←
α ] =

∫
[0,u]

C(u− y, w − y)dW←
α (y), 0 ≤ u ≤ w.

Очевидно, що у випадку фiктивної правильної змiни функцiї f(u,w), процес

Zα,β коректно визначений, як (умовний) бiлий шум. Наступне твердження де-

монструє, що i у випадку рiвномiрної правильної змiни означення коректне.

Твердження 139. Нехай β ∈ R, α ∈ (0, 1) та нехай C є граничною функцiєю

для функцiї f(u,w) = Cov[X(u)X(w)], яка рiвномiрно правильно змiнюється
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в смугах в R2
+ з iндексом β ∈ R. Тодi iнтеграли∫

[0,s]

C(s− y, t− y) dW←
α (y), та

∫
[0,s]

(s− y)β dW←
α (y), s > 0 (6.37)

при 0 < s < t < ∞ iснують та скiнченнi в сенсi потраєкторних iнтегралiв

Лебега-Стiлтьєса, а процес Zα,β iснує та |Zα,β(u)| <∞ м.н. для всiх u ≥ 0.

Доведення. Другий iнтеграл в (6.37) iснує та скiнченний м.н. для довiльно-

го фiксованого u > 0 з огляду на твердження 133. Перший iнтеграл iснує i

скiнченний м.н. внаслiдок нерiвностi (2.66).

Для того, щоб довести, що процес Zα,β коректно визначений залишається

перевiрити, що функцiя

Π(s, t) :=

∫
[0,s]

C(s− y, t− y) dW←
α (y), 0 < s ≤ t

невiд’ємно-визначена, тобто для довiльного m ∈ N, довiльних γ1, . . . , γm ∈ R
та 0 < u1 < · · · < um <∞

m∑
j=1

γ2
jΠ(uj, uj) + 2

∑
1≤r<l≤m

γrγlΠ(ur, ul)

=
m−1∑
i=1

∫
(ui−1,ui]

( m∑
k=i

γ2
kC(uk − y, uk − y)

+ 2
∑

i≤r<l≤m

γrγlC(ur − y, ul − y)

)
dW←

α (y)

+ γ2
m

∫
(um−1,um]

C(um − y, um − y) dW←
α (y) ≥ 0 м.н.,

де u0 := 0. Оскiльки другий доданок невiд’ємний м.н. то достатньо перевi-

рити, що перший також невiд’ємний. Функцiя (u,w) 7→ C(u,w), 0 < u ≤ w

невiд’ємно-визначена, як границя невiд’ємно-визначених. Отже, для довiльно-

го 1 ≤ i ≤ m− 1 та y ∈ (ui−1, ui),

m∑
k=i

γ2
kC(uk − y, uk − y) + 2

∑
i≤r<l≤m

γrγlC(ur − y, ul − y) ≥ 0.

Таким чином, процес Zα,β iснує як умовно гауссiвський з коварiацiйною фун-

кцiєю Π(s, t), 0 < s ≤ t.
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Наведене далi твердження демонструє, що при β ≤ −α або у разi фiктивної

правильної змiни f(u,w), процес Zα,β має нерегулярнi траєкторiї.

Твердження 140. Припустимо, що α ∈ (0, 1) та нехай Z – довiльна версiя

Zα,β. Такi твердження вiрнi:

• якщо β ≤ −α, то для довiльного iнтервалу I ⊂ (0,∞) маємо

P{| sup
t∈I

Z(t)| =∞} > 0,

зокрема Z лежить в D(0,∞) з ймовiрнiстю строго менше одиницi;

• якщо C(u,w) = 0 для всiх u 6= w, u,w > 0, то Z лежить в D(0,∞) з

ймовiрнiстю нуль.

Доведення. З твердження 134 ми знаємо, що

sup
t∈I

E[Z2(t)|W←
α ] = sup

t∈I
Jα,β(t) =∞ (6.38)

з додатною ймовiрнiстю, а тому

E
[(

sup
t∈I
|Z(t)|

)2 ∣∣∣∣W←
α

]
= E

[
sup
t∈I

Z2(t)

∣∣∣∣W←
α

]
=∞

з додатною ймовiрнiстю. Застосовуючи теорему 3.2 на с. 63 в [4], бачимо, що

P{sup
t∈I
|Z(t)| =∞|W←

α } > 0,

з додатною ймовiрнiстю, а, отже,

P{sup
t∈I
|Z(t)| =∞} > 0,

що й треба було довести.

Для доведення другої частини твердження припустимо, що C(u,w) = 0

для всiх u 6= w, u,w > 0. Тодi при заданому W←
α , гауссiвський процес Z має

некорельованi, а тому незалежнi значення. Для довiльного фiксованого t > 0

та довiльної спадної послiдовностi (hn)n∈N з limn→∞ hn = 0 маємо

P
{
Z(t+) = Z(t)

∣∣W←
α

}
≤ P

{
lim
n→∞

Z(t+ hn) = Z(t)
∣∣W←

α

}
= 0 м.н. (6.39)
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Це доводить, що траєкторiї Z лежать в D(0,∞) з ймовiрнiстю 0. Для пе-

ревiрки (6.39) помiтимо, що при заданому W←
α , розподiл Z(t) нормальний,

значить абсолютно неперервний, в той час як границя lim
n→∞

Z(t + hn) повинна

бути константою (можливо, рiвною ±∞) м.н. згiдно з законом нуля та одиницi

Колмогорова, оскiльки Z(t+h1), Z(t+h2), . . . (умовно) незалежнi. Доведення

твердження 140 завершено.

Твердження 141. При β > −α процес Zα,β є неперервним за ймовiрнiстю в

кожнiй точцi u ≥ 0.

Доведення. З твердження 135 ми знаємо, що Jα,β є м.н неперервним в кожнiй

точцi u ≥ 0. З нерiвностi Чебишева випливає

P
{
|Zα,β(w)− Zα,β(u)| > ε

∣∣W←
α

}
≤ 1

ε2

(∫
[0,u]

(u− y)β dW←
α (y)

+

∫
[0,w]

(w − y)β dW←
α (y)− 2

∫
[0,u]

C(u− y, w − y) dW←
α (y)

)
при 0 < u < w та ε > 0. При w ↓ u, другий доданок збiгається м.н. до Jα,β(u)

за вже згаданою неперервнiстю. З леми Фату отримуємо

lim inf
w↓u

∫
[0,u]

C(u− y, w − y) dW←
α (y) ≥

∫
[0,u]

C(u− y, u− y) dW←
α (y) = Jα,β(u)

внаслiдок неперервностi C на R2
+. Отже, limw↓u P

{
|Zα,β(u) − Zα,β(w)| ≥

ε
∣∣W←

α

}
= 0 м.н. Доведення у випадку w ↑ u аналогiчне. Застосовуючи те-

орему Лебега про мажоровану збiжнiсть, отримуємо, що Zα,β є неперервним

за ймовiрнiстю.

Насамкiнець, зауважимо, що процес Zα,β є самоподiбним з iндексом Хюр-

ста (β−α)/2, як одразу випливає з теореми 30 та правильної змiни нормування

в цiй теоремi.

6.4 Нулi випадкових тригонометричних полiномiв

У цьому пiдроздiлi на цiкавитимуть випадковi тригонометричнi полiноми Tn :

R→ R вигляду

Tn(t) =
n∑
k=1

(ξk sin(kt) + ηk cos(kt)) , (6.40)
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де коефiцiєнти ξ1, η1, ξ2, η2, . . . є дiйсними в.в. В нещодавнiй роботi [22] було

сформульовано гiпотезу, що за умови ξ1, η1, ξ2, η2, . . . є незалежними однаково

розподiленими випадковими величинами з нульовим середнiм та скiнченним

другим моментом, число дiйсних коренiв Tn в iнтервалi [a/n, b/n] збiгається

за розподiлом до числа нулiв в iнтервалi [a, b] стацiонарного центрованого

гауссiвського процесу Z := (Z(t))t∈R з коварiацiєю

Cov(Z(t), Z(s)) = sinc(t− s), t, s ∈ R,

де

sinc t =

(sin t)/t, якщо t 6= 0,

1, якщо t = 0,

див. рисунок 6.2 нижче. Явища такого типу називаються в лiтературi локаль-

ною унiверсальнiстю. Автори [22] довели цю гiпотезу в припущеннi, що ξ1 має

нескiнченно диференцiйовну щiльнiсть, яка задовольняє певним умовам iнте-

гровностi. Проте, навiть найпростiший випадок P{ξ1 = ±1} = 1/2 залишався

вiдкритим. У цьому пiдроздiлi ми доведемо гiпотезу в повнiй загальностi i,

понад це, отримаємо вiдповiднi результати у випадку довiльної коварiацiйної

структури пари (ξ1, η1) та у випадку, коли вектор (ξ1, η1) належить областi

притягання стiйкого розподiлу. В цих задачах природнiм чином виникають

стохастичнi iнтеграли по процесам Левi, що безпосередньо пов’язує резуль-

тати даного пiдроздiлу з наведеними вище. Iншою спiльною рисою є пiдхiд

до доведення результатiв – використання теореми про неперервне вiдображе-

ння – засобу, який, як ми бачили, є потужним засобом аналiзу асимптотики

випадкових процесiв з регенерацiєю.

6.4.1 Основнi результати. Для дiйсної аналiтичної функцiї f , яка не дорiв-

нює нулю тотожно, позначимо через Nf [a, b] число нулiв f в iнтервалi [a, b]. З

доведення основних результатiв буде зрозумiло, що кратнiсть коренiв можна,

як враховувати, так i нi.
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Випадок скiнченних других моментiв коефiцiєнтiв

Теорема 142. Нехай (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . є незалежними однаково розподiлени-

ми випадковими векторами з нульовим середнiм та одиничною коварiацiйною

матрицею, тобто

Eξ1 = Eη1 = 0, Eξ2
1 = Eη2

1 = 1, Eξ1η1 = 0.

Для довiльного s ∈ R та [a, b] ⊂ R маємо

NTn

[
s+

a

n
, s+

b

n

]
d→ NZ [a, b], n→∞,

де (Z(t))t∈R є стацiонарним гауссiвським процесом, що був введений вище.

Зауваження 143. Безпосереднiм пiдрахунком коварiацiї, можна перекона-

тись, що має мiсце iнтегральне представлення Z(t) =
∫ 1

0 sin(tu)dS(1)
2 (u) +∫ 1

0 cos(tu)dS(2)
2 (u), t ≥ 0, де S(1)

2 , S(2)
2 є незалежними стандартними броунiв-

ськими рухами.

Для дiйсної аналiтичної функцiї f , яка не дорiвнює нулю тотожно, позна-

чимо через ZerosR(f) локально скiнченну точкову мiру на R, яка рахує дiйснi

нулi f з кратностями. Наступний результат є сильнiшим за теорему 142 з огля-

ду на теорему про неперервне вiдображення та лему 156, наведену далi.

Теорема 144. В умовах теореми 142 маємо

ZerosR

(
Tn
(
s+
·
n

))
⇒ ZerosR(Z(·)), n→∞

у просторi Mp(R) локально скiнченних точкових мiр на R з грубою топологi-

єю.

У наступнiй теоремi розглядається випадок, коли вектор (ξ1, η1) має довiль-

ну коварiацiйну структуру. Зокрема, нею покриваються випадки тригономе-

тричних полiномiв вигляду
∑n

k=1 ξk sin(kt) та
∑n

k=1 ηk cos(kt).

Теорема 145. Нехай (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . є незалежними однаково розподiлени-

ми випадковими векторами з

Eξk = Eηk = 0, Eξ2
k = σ2

1 <∞, Eη2
k = σ2

2 <∞, Eξkηk = ρ,
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де 0 < σ2
1 + σ2

2 <∞. Тодi для довiльного фiксованого s ∈ R,

ZerosR

(
Tn
(
s+
·
n

))
⇒ ZerosR(G(·)) n→∞

у просторi Mp(R) з грубою топологiєю, де (G(t))t∈R є центрованим гауссiв-

ським процесом з коварiацiєю

E[G(t1)G(t2)] =
σ2
1+σ2

2

2 sinc(t1 − t2), s /∈ πZ,
σ2
1+σ2

2

2 sinc(t1 − t2)− σ2
1−σ2

2

2 sinc(t1 + t2) + ρ1−cos(t1+t2)
t1+t2

, s ∈ πZ,
(6.41)

де (1− cosx)/x покладається рiвним 0 при x = 0.

Випадок притягання до стiйких розподiлiв

Нехай (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . є незалежними однаково розподiленими векторами

зi строгої областi притягання деякого двовимiрного α-стiйкого розподiлу, 0 <

α < 2. Це означає, що iснує послiдовнiсть bn > 0 така, що

1

bn

(
n∑
k=1

ξk,

n∑
k=1

ηk

)
d→ Sα,ν, n→∞, (6.42)

де Sα,ν є невиродженим α-стiйким випадковим вектором з мiрою Левi ν, без

зсуву та без гауссiвської компоненти. Прикметник «строгий» вживається у

розумiннi, що збiжнiсть (6.42) має мiсце без центрування. Зокрема, припу-

скається, що Eξ1 = Eη1 = 0 у випадку α > 1. Докладну iнформацiю про

багатовимiрнi стiйкi розподiли можна знайти в книзi [240]. Зауважимо, що

мiра ν за визначенням локально скiнченна на R2 \ {0} та задовольняє умовi

однорiдностi

ν(λB) = λ−αν(B)

для всiх λ > 0 та всiх борелiвських B ⊂ R2\{0}. У подальшому ми ототожню-

ватимемо R2 та C через канонiчний iзоморфiзм та розглядатимемо R2-значнi

процеси, як C-значнi та навпаки.

Теорема 146. Припустимо, що виконується умова (6.42) та s ∈ R фiксоване.

Тодi

ZerosR

(
Tn
(
s+
·
n

))
⇒ ZerosR(Zν(·)), n→∞
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у просторi Mp(R) з грубою топологiєю, де (Zν(t))t∈R визначається рiвнiстю

Zν(t) = Im

∫ 1

0

eitudL(u) =

∫ 1

0

sin(tu)d ReL(u) +

∫ 1

0

cos(tu)d ImL(u) (6.43)

при t ∈ R, а (L(u))u∈[0,1] є C-значним α-стiйким процесом Левi з нульовим

зсувом, без гауссiвської компоненти та з мiрою Левi ν̃, що визначається рiв-

нiстю

ν̃(B) :=


∫ 1

0 ν(e2πiyB)dy, s /∈ πQ,
1
q

∑q
k=1 ν(e2πik/qB), s = 2πp/q, з p ∈ Z, q ∈ N взаємно простi,

(6.44)

для всiх борелiвських B ⊂ C \ {0}, а ν є мiрою Левi Sα,ν в (6.42).

Зауваження 147. Iнтеграл в формулi (6.43), який може не iснувати в сенсi

Лебега-Стiлтьєса внаслiдок необмеженої варiацiї L у випадку α ∈ [1, 2], ви-

значається, як i ранiше, iнтегруванням частинами:∫ 1

0

eitudL(u) := L(1)eit − it
∫ 1

0

L(u)eitudu. (6.45)

Зауваження 148. Цiкавою особливiстю теореми 146 є чутливiсть поведiнки

нулiв поблизу s до арифметичних властивостей s̃ := s/(2π). Щоб поясни-

ти цей феномен, припустимо, що ξk та ηk є незалежними та симетричними

α-стiйкими в.в. Тодi Tn(s) також має симетричний α-стiйкий розподiл з пара-

метром масштабування σn, де

σαn =
n∑
k=1

|cos (2π{ks̃})|α +
n∑
k=1

|sin (2π {ks̃})|α

та {·} позначає дробову частину. Якщо s̃ iррацiональне, то послiдовнiсть

({ks̃})k∈N рiвномiрно розподiлена на iнтервалi [0, 1] за теоремою Вейля, див.

наприклад теорему 2.1 та приклад 2.1 в [173], в той час, як для рацiональних

s̃ = p/q вона є рiвномiрно розподiленою на скiнченнiй множинi {0, 1
q , . . . ,

q−1
q }.

Отже,

lim
n→∞

1

n
σαn =


∫ 1

0 (| cos(2πu)|α + | sin(2πu)|α)du, s /∈ πQ,
1
q

∑q
k=1(| cos(2πk/q)|α + | sin(2πk/q)|α), s = 2πp/q.

Зазначимо, що при α = 2 таке роздiлення вiдсутнє, оскiльки sin2 t+ cos2 t = 1.
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6.4.2 Збiжнiсть випадкових тригонометричних полiномiв. Нехай H є

простором функцiй, аналiтичних в усiй комплекснiй площинi. Надiлимо про-

стiр H топологiєю локально рiвномiрної збiжностi, яка метризується повною

сепарабельною метрикою

d(f, g) =
∑
k≥1

1

2k
‖f − g‖D̄k

1 + ‖f − g‖D̄k
,

де D̄r = {|z| ≤ r} позначає замкнений круг радiуса r > 0 з центром в початку

координат та ‖f‖K = supz∈K |f(z)| є звичайною супремум-нормою f на ком-

пактi K ⊂ C, див. сс. 151–152 в книзi [53]. Випадкова аналiтична функцiя – це

випадковий елемент простору H з борелевською σ-алгеброю. Теорiя випадко-

вих аналiтичних функцiй докладно висвiтлена в книзi [121], див. також [252].

Нехай HR є замкненим пiдпростором H, що складається з функцiй f ∈ H,

якi набувають дiйсних значень на R. Для кожної f ∈ HR маємо f(z̄) = f(z)

для всiх z ∈ C. Дiйсно, функцiї f(z) та f(z̄) аналiтичнi та рiвнi на R, а, отже,

рiвнi всюди на C за теоремою єдиностi для аналiтичних функцiй. Простiр HR

надiлимо iндукованою топологiєю та метрикою.

Наш пiдхiд до доведення теорем 142, 145 та 146 базується на доведеннi

функцiональних граничних теорем для тригонометричних полiномiв Tn(t) у

просторi HR. Пiсля того, як такi теореми встановлено, ми застосуємо теорему

про неперервне вiдображення, щоб отримати збiжнiсть точкових процесiв ну-

лiв. Фундаментальний результат, що лежить в основi другого кроку – теорема

Гурвiца, яка, фактично, стверджує, що вiдображення, яке ставить у вiдповiд-

нiсть аналiтичнiй функцiї точковий процес її нулiв є неперервним. Леми 155

та 156, що наведенi нижче, роблять це твердження строгим.

Спершу ми побудуємо аналiтичнi продовження процесiв Z, G та Zν , що

з’являються в теоремах 142, 145 та 146.

ПРОЦЕС Z . Стацiонарний гауссiвський процес (Z(t))t∈R в теоремi 142 можна

аналiтично продовжити на всю комплексну площину, використавши представ-

лення

Z(t) =
∑
k∈Z

sinc(t− πk)Nk, t ∈ C, (6.46)

де є (Nk)k∈Z незалежними стандартними нормальними величинами. Ряд в
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(6.46) збiгається локально рiвномiрно м.н. на C, оскiльки локально рiвномiр-

но збiгається ряд
∑

k∈Z | sinc(t − πk)|2, див. лему 2.2.3 в [121]. Це означає,

що (Z(t))t∈C є аналiтичною на C з ймовiрнiстю 1. Далi, R2-значний процес

((ReZ(t), ImZ(t)))t∈C є гауссiвським в сенсi, що для всiх t1, . . . , td ∈ C, ви-

падковий вектор

(ReZ(t1), ImZ(t1), . . . ,ReZ(td), ImZ(td))

є гауссiвським. Очевидно, EZ(t) = 0 для всiх t ∈ C. Коварiацiйна структура

(Z(t))t∈C задається рiвностями

E[Z(t)Z(s)] = sinc(t− s), E[Z(t)Z(s)] = sinc(t− s̄), t, s ∈ C, (6.47)

Наприклад, якщо t, s /∈ πZ, то

E[Z(t)Z(s)] =
∑
k∈Z

sin(t− πk)

t− πk

(
sin(s− πk)

s− πk

)
= (sin t)(sin s̄)

∑
k∈Z

1

(t− πk)(s̄− πk)

=
(sin t)(sin s̄)

s̄− t
∑
k∈Z

(
1

t− πk
− 1

s̄− πk

)
=

(sin t)(sin s̄)

s̄− t
(cot t− cot s̄) =

sin(t− s̄)
t− s̄

,

де ми використали розклад котангенса на простi дроби. Якщо t = πj для

деякого j ∈ Z, то

E[Z(t)Z(s)] =
∑
k∈Z

sinc(t− πk)sinc(s− πk) = sinc(s− πj) = sinc(t− s̄),

оскiльки sinc(t − πk) = 1 при k = j та 0 при k 6= j. Доведення першого

спiввiдношення в (6.47) аналогiчне.

Представлення (6.46) виникало й у iнших роботах, див. [14]. Зауважимо,

що аналiтично продовжений процес (Z(t))t∈C є стацiонарним вiдносно зсу-

вiв вздовж дiйсної осi, але не є стацiонарним вiдносно зсувiв вздовж уявної

осi. Вибiркова траєкторiя дiйснозначного процесу (Z(t))t∈R представлена на

рисунку 6.2.
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Рис. 6.2: Вибiркова траєкторiя стацiонарного процесу (Z(t))t∈R на промiжку [−100, 100].

ПРОЦЕС G. Якщо s /∈ πZ можемо покласти

G(t) :=

√
σ2

1 + σ2
2

2
Z(t), t ∈ C,

з вже побудованим процесом (Z(t))t∈C. У випадку s ∈ πZ вiзьмемо центрова-

ний C-значний броунiвський рух (SC2 (u))u∈[0,1] з коварiацiйною структурою

E[(ReSC2 (1))2] = σ2
1, E[(ImSC2 (1))2] = σ2

2, E[(ImSC2 (1))(ReSC2 (1))] = ρ,

та покладемо

U(t) =

∫ 1

0

eitudSC2 (u), t ∈ C,

де iнтеграл визначається формулою iнтегрування частинами, як в (6.45). Оче-

видно, що так визначена U є випадковою аналiтичною функцiєю на C. Визна-

чимо4

G(t) =
U(t)− U(t)

2i
=

∫ 1

0

sin(tu)d ReSC2 (u) +

∫ 1

0

cos(tu)d ImSC2 (u), t ∈ C.

Iнтегруючи частинами та використовуючи формули∫ 1

0

sin(t1u) sin(t2u)du =
1

2
sinc(t1 − t2)−

1

2
sinc(t1 + t2),∫ 1

0

cos(t1u) cos(t2u)du =
1

2
sinc(t1 − t2) +

1

2
sinc(t1 + t2),∫ 1

0

sin(t1u) cos(t2u)du =
1− cos(t1 + t2)

2(t1 + t2)
+

1− cos(t1 − t2)
2(t1 − t2)

,

4Тут використано таке спостереження: якщо f аналiтична, то g(z) := (f(z) − f(z))/(2i) також аналiтична.

Бiльш того, якщо g ∈ HR та t ∈ R, то g(t) = Im f(t). Зокрема, G(t) = ImU(t) при t ∈ R, але, в загальному

випадку, це спiввiдношення не виконується при t ∈ C \ R.
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можна перевiрити, що коварiацiя (G(t))t∈R задається другим рядком формули

(6.41).

ПРОЦЕС Zν . Нехай (L(u))u∈[0,1] є C-значним α-стiйким процесом Левi, що

визначений в теоремi 146. Так само, як при побудовi G, покладемо

Uν(t) =

∫ 1

0

eitudL(u), t ∈ C, (6.48)

де iнтегрування розумiється в сенсi (6.45). Очевидно, що Uν є випадковою

аналiтичною функцiєю на C i можемо взяти

Zν(t) =
Uν(t)− Uν(t)

2i
=

∫ 1

0

sin(tu)d ReL(u) +

∫ 1

0

cos(tu)d ImL(u), t ∈ C.

Тепер ми сформулюємо та доведемо функцiональнi граничнi теореми для

випадкових тригонометричних полiномiв.

Теорема 149. Нехай (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . є незалежними однаково розподiлени-

ми центрованими випадковими векторами з одиничною коварiацiйною матри-

цею. Для довiльного фiксованого s ∈ R покладемо

Yn(t) :=
1√
n
Tn
(
s+

t

n

)
=

1√
n

n∑
k=1

(
ξk sin

(
k

(
s+

t

n

))
+ ηk cos

(
k

(
s+

t

n

)))
. (6.49)

Тодi Yn ⇒ Z при n→∞ у просторi HR з локально рiвномiрною топологiєю.

Доведення. Доведення складається з двох крокiв: доведення збiжностi скiн-

ченновимiрних розподiлiв та доведення щiльностi.

Збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв. Зафiксуємо довiльнi t1, . . . , td ∈ C.

Маємо представлення Yn(t) = Vn,1(t) + · · ·+ Vn,n(t), де

Vn,k(t) :=
1√
n

(
ξk sin

(
k

(
s+

t

n

))
+ ηk cos

(
k

(
s+

t

n

)))
.

Комплексний випадковий вектор Yn := (Yn(t1), . . . , Yn(td)) може бу-

ти представлений у виглядi суми незалежних центрованих векторiв

(Vn,k(t1), . . . , Vn,k(td)) по k = 1, . . . , n. Для доведення збiжностi за розподi-

лом Yn до Y := (Z(t1), . . . , Z(td)), скористаємось центральною граничною
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теоремою Лiндеберга. Спочатку перевiримо, що при i, j = 1, . . . , d,

lim
n→∞

E[Yn(ti)Yn(tj)] = E[Z(ti)Z(tj)] = sinc(ti − tj),

lim
n→∞

E[Yn(ti)Yn(tj)] = E[Z(ti)Z(tj)] = sinc(ti − t̄j).

З формули (6.49) випливає

E[Yn(ti)Yn(tj)] =
1

n

n∑
k=1

cos
k(ti − tj)

n
→
∫ 1

0

cos(u(ti − tj))du = sinc(ti − tj)

та, аналогiчно,

E[Yn(ti)Yn(tj)] =
1

n

n∑
k=1

cos
k(ti − t̄j)

n
→
∫ 1

0

cos(u(ti − t̄j))du = sinc(ti − t̄j),

при n→∞. Перевiримо умову Лiндеберга. Зафiксуємо t ∈ C. Для довiльного

ε > 0 потрiбно перевiрити, що

lim
n→∞

n∑
k=1

E
[
|Vn,k(t)|21{|Vn,k(t)|≥ε}

]
= 0.

Використовуючи нерiвностi |z1 + z2|2 ≤ 2|z1|2 + 2|z2|2 та | sin z| ≤ cosh(Im z),

| cos z| ≤ cosh(Im z), отримуємо для k = 1, . . . , n,

|Vn,k(t)|2 ≤
2

n
(cosh2(Im t)) · (ξ2

k + η2
k).

Поклавши C = 2 cosh2(Im t), маємо

n∑
k=1

E
[
|Vn,k(t)|21{|Vn,k(t)|≥ε}

]
≤ C

n

n∑
k=1

E
[
(ξ2
k + η2

k)1{C(ξ2k+η2k)≥nε2}

]
= CE

[
(ξ2

1 + η2
1)1{ξ21+η21≥nε2/C}

]
.

Права частина збiгається до нуля при n → ∞ внаслiдок припущення E[ξ2
1 +

η2
1] <∞.

Щiльнiсть. Для перевiрки щiльностi (Yn)n∈N у просторiH достатньо показати,

що для довiльного R > 0,

sup
n∈N

sup
|t|≤R

E|Yn(t)|2 <∞, (6.50)
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див лему 4.2 в [154] або зауваження пiсля леми 2.6 в [252]. Для всiх |t| ≤ R

та n ∈ N маємо

E|Yn(t)|2 =
1

n

n∑
k=1

cos
k(t− t̄)

n
=

1

n

n∑
k=1

cosh
2k(Im t)

n
≤ cosh(2R) <∞,

оскiльки −R ≤ k
n Im t ≤ R для всiх k = 1, . . . , n.

Таким чином, Yn слабко збiгається до Z у просторiH при n→∞. Оскiльки

HR є замкненим в H та всi нашi процеси мають траєкторiї в HR м.н., то має

мiсце слабка збiжнiсть у просторi HR.

Наша наступна теорема дає збiжнiсть випадкових тригонометричних полi-

номiв у умовах теореми 145. Її доведення використовує такi ж мiркування, як

i попередня теорема i тому не наводиться, його можна знайти в статтi [131].

Теорема 150. Зафiксуємо s ∈ R та визначимо випадковий процес (Yn(t))t∈C

рiвнiстю

Yn(t) :=
1√
n
Tn
(
s+

t

n

)
.

В умовах теореми 145 маємо Yn ⇒ G у просторi HR.

У випадку, коли вектор (ξ1, η1) належить областi притягання деякого стiйко-

го закону, функцiональна гранична теорема для тригонометричних полiномiв

має такий вигляд.

Теорема 151. Зафiксуємо s ∈ R. В умовах теореми 146,

1

bn
Tn
(
s+

t

n

)
⇒ Zν(t), n→∞

у просторi HR.

Доведення теореми 151 представлено у виглядi послiдовностi лем.

Розпочнемо з вiдомого факту, див. [225], що з умови (6.42) випливає, що

хвiст розподiлу (ξ1, η1) правильно змiнюється в R2 з граничною мiрою ν, що,

в свою чергу, еквiвалентно

nP{b−1
n (ξ + iη) ∈ ·} → ν(·), n→∞ (6.51)
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у просторi Mp(C\{0}) з грубою топологiєю. Тут C := C∪{∞} позначає сферу

Рiмана, а C\{0} є сферою Рiмана з виколотим пiвденним полюсом. Цi просто-

ри можна ототожнити з R2 := R2 ∪ {∞} (одноточкова компактифiкацiя R2) та

R2 \ {0} вiдповiдно. Вважатимемо ν мiрою на C \ {0}, поклавши ν({∞}) = 0.

Лема 152. Зафiксуємо s ∈ R та визначимо послiдовнiсть точкових процесiв

на [0,∞)× (C \ {0}) так:

Nn :=
∑
k≥1

δ( kn ,
ξk+iηk
bn

eiks), n ∈ N.

Тодi

Nn ⇒ N∞, n→∞, (6.52)

у просторi Mp([0,∞) × (C \ {0})) з грубою топологiєю, де N∞ є процесом

Пуассона на [0,∞) × (C \ {0}) з мiрою iнтенсивностi LEB × ν̃ та мiрою ν̃

визначеною в (6.44).

Доведення. Визначимо послiдовнiсть (λn)n∈N мiр на [0,∞)× (C \ {0}) так:

λn(dx, dz) :=
∑
k≥1

δk/n(dx)P{b−1
n (ξk + iηk)e

iks ∈ dz}, n ∈ N,

i покажемо, що

λn → LEB× ν̃, n→∞

у просторi Mp([0,∞)× (C \ {0})). Для цього зафiксуємо неперервну функцiю

f : [0,∞) × (C \ {0}) → R+ з компактним носiєм та нехай a, r > 0 такi, що

f(x, z) = 0 при x > a або |z| < r.

ВИПАДОК s /∈ πQ. Ми маємо перевiрити, що∑
k≥1

∫
|z|≥r

f(k/n, z)P{b−1
n (ξk + iηk)e

iks ∈ dz} →
∫
|z|≥r

∫ a

0

f(x, z)dxν̃(dz),

при n→∞. Лiва частина останньої формули дорiвнює∫
|z|≥r

(
1

n

∑
k≥1

f(k/n, eiksz)

)(
nP{b−1

n (ξ1 + iη1) ∈ dz}
)
,
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та з огляду на спiввiдношення (A.39) в твердженнi 185 i формулу (6.51), збi-

гається до∫
|z|≥r

∫ a

0

∫ 1

0

f(x, e2πiyz)dydxν(dz) =

∫ 1

0

∫
|z|≥r

∫ a

0

f(x, z)dxν(e−2πiydz)dy

=

∫
|z|≥r

∫ a

0

f(x, z)dxν̃(dz).

ВИПАДОК s = 2πp/q випливає зi спiввiдношення (A.40) в лемi 185.

Решта доведення повторює доведення твердження 3.1 в [225]. Єдине мiсце,

яке потребує перевiрки, це спiввiдношення (3.3) цитованої роботи. У наших

позначеннях воно зводиться до

lim
n→∞

sup
k≥1

P{b−1
n (ξ1 + iη1)e

iks ∈ A} = 0,

де A є компактом в C \ {0}. Це спiввiдношення очевидне з огляду на (6.51):

sup
k≥1

P{b−1
n (ξ1 + iη1)e

iks ∈ A} ≤ P{b−1
n |ξ1 + iη1| ∈ {|z| : z ∈ A}} → 0, n→∞.

Доведення леми 152 завершено.

У подальшому ми позначатимемо D([0, 1],C) простiр комплекснозначних

функцiй, визначених на iнтервалi [0, 1], неперервних справа на [0, 1) та зi

скiнченними границями злiва на (0, 1]. Простiр D([0, 1],C) надiляється стан-

дартною J1-топологiєю, див пiдроздiл B.1..

Лема 153. Зафiксуємо s ∈ R та визначимо послiдовнiсть C-значних процесiв

Ln(t) :=
1

bn

[nt]∑
k=1

(ξk + iηk)e
iks, t ∈ [0, 1]. (6.53)

Нехай процес Левi L визначений як в теоремi 146. Тодi у просторi D([0, 1],C)

Ln(t)⇒ L(t), n→∞. (6.54)

Доведення. Якщо s ∈ 2πZ, то (6.54) це просто функцiональна гранична теоре-

ма для суми незалежних однаково розподiлених комплексно-значних випадко-

вих величин, що узагальнює (6.42). Припустимо, що s /∈ 2πZ. Ми використає-

мо критерiй функцiональної збiжностi, сформульований в теоремi 3.1 роботи
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[258]. З огляду на лему 152 нам потрiбно перевiрити, що для кожного δ > 0,

lim
ε→0

lim
n→∞

P
{

sup
0≤t≤1

∣∣∣∣b−1
n

[nt]∑
k=1

(ξk + iηk)e
iks
1{|ξk+iηk|≤bnε}+ t

∫
ε<|z|≤1

zν̃(dz)

∣∣∣∣ ≥ δ

}
= 0.

(6.55)

З визначення мiри ν̃ випливає, що вона iнварiантна вiдносно групи перетво-

рень z 7→ ze2πiθ, де θ ∈ R (якщо s /∈ πQ) та θ ∈ q−1Z (якщо s = 2πp/q).

Оскiльки ми припускаємо, що s /∈ 2πZ, то ця група перетворень мiстить при-

наймнi одне нетривiальне обертання, а тому
∫
{ε<|z|≤1} zν̃(dz) = 0. Покажемо

тепер, що

lim
ε→0

lim
n→∞

P

{
sup

1≤m≤n

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

∆n,k

∣∣∣∣∣ ≥ bnδ

}
= 0, (6.56)

де ∆n,k = ∆n,k(s) :=
(
(ξk + iηk)1{|ξk+iηk|≤bnε} − E[(ξk + iηk)1{|ξk+iηk|≤bnε}]

)
eiks.

Зазначимо, що E∆n,k = 0, а тому (|
∑m

k=1 ∆n,k|)m∈N є невiд’ємним субмартин-

галом. З максимальної нерiвностi Дуба, див. (A.71), отримуємо

P

{
sup

1≤m≤n

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

∆n,k

∣∣∣∣∣ ≥ bnδ

}
≤ (δbn)

−2E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∆n,k

∣∣∣∣∣
2

.

Далi,

(δbn)
−2E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∆n,k

∣∣∣∣∣
2

= (δbn)
−2

n∑
k=1

D[∆n,k]

≤ (δbn)
−2nE

[
(ξ2 + η2)1{

√
ξ21+η21≤bnε}

]
.

Припущення (6.51) гарантує, що функцiя x 7→ P{
√
ξ2

1 + η2
1 > x} правильно

змiнюється. Отже, за теоремою Карамати в формi, наведенiй в формулi (5.22)

на с. 579 в [77], маємо

(δ2b−2
n )nE

[
(ξ2

1 + η2
1)1{
√
ξ21+η21≤bnε}

]
∼ cδ−2ε2nP{

√
ξ2

1 + η2
1 > εbn}, n→∞,

для деякої c > 0. Отже,

lim
n→∞

P

{
sup

1≤m≤n

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

∆n,k

∣∣∣∣∣ ≥ bnδ

}

≤ c
ε2

δ2
lim
n→∞

nP{
√
ξ2

1 + η2
1 > εbn} = c

ε2

δ2

∫
|z|>ε

ν̃(dz).
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Останнiй вираз прямує до нуля при ε → 0, оскiльки ν̃ є мiрою Левi, звiдки

отримуємо (6.56).

Поєднуючи (6.56) та тривiальну оцiнку

sup
0≤t≤1

∣∣∣∣∣∣E [(ξ + iη)1{|ξ+iη|≤bnε}
] [nt]∑
k=1

eiks

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2εbn
|1− eis|

,

бачимо, що (6.55) виконується.

Лема 154. Зафiксуємо s ∈ R та визначимо послiдовнiсть

Yn(t) :=
1

bn

n∑
k=1

(ξk + iηk) exp

(
ik

(
s+

t

n

))
, t ∈ C. (6.57)

В умовах теореми 146 маємо

Yn(t)⇒ Uν(t) (6.58)

у просторi H з локально рiвномiрною топологiєю, де процес Uν визначений

формулою (6.48).

Доведення. Визначимо вiдображення F : D([0, 1],C)→ H рiвнiстю

(F(f))(z) :=

∫
[0, 1]

eizxdf(x)
def
= f(1)eiz − f(0)− iz

∫ 1

0

f(x)eizxdx, z ∈ C.

(6.59)

Оскiльки f ∈ D([0, 1],C) гарантує, що supt∈[0, 1] |f(t)| < ∞, функцiя F(f)

аналiтична у всiй комплекснiй площинi. Отже, F коректно визначене вiдобра-

ження D([0, 1],C) в H. Згiдно з лемою 175 вiдображення F всюди неперервне

на D([0, 1],C).

З огляду на представлення Yn = F(Ln), де Ln визначено формулою (6.53),

збiжнiсть (6.58) випливає з теореми про неперервне вiдображення.

Поєднуючи наведенi вище три леми, ми можемо довести теорему 151.

Доведення теореми 151. Згадуючи визначення Tn, запишемо

1

bn
Tn
(
s+

t

n

)
=

1

bn

n∑
k=1

(
ξk sin

(
k

(
s+

t

n

))
+ ηk cos

(
k

(
s+

t

n

)))

=
Yn(t)− Yn(t)

2i
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де Yn такий же, як в (6.57). З леми 154 випливає

1

bn
Tn
(
s+

t

n

)
⇒ Uν(t)− Uν(t)

2i
=

∫ 1

0

sin(tu)d ReL(u) +

∫ 1

0

cos(tu)d ImL(u)

у просторiH, а, отже, й у просторiHR. Доведення теореми 151 завершено.

6.4.3 Збiжнiсть нулiв. Для довiльного фiксованого iнтервалу [a, b] ⊂ R
розглянемо вiдображення N : HR \ {0} → {0, 1, . . .}, яке ставить у вiдпо-

вiднiсть функцiї f ∈ HR кiлькiсть її дiйсних нулiв в [a, b]. Хоча це й не прин-

ципово, вважатимемо, що нулi пiдраховуються з врахуванням кратностей.

Лема 155. Нехай A = A[a, b] ⊂ HR є множиною таких f ∈ HR, якi не мають

кратних дiйсних нулiв на [a, b] та f(a) 6= 0, f(b) 6= 0. Тодi, множина A вiдкри-

та в HR, а вiдображення N є локально постiйним на A, тобто для кожної

f ∈ A iснує вiдкритий окiл f в HR у якому N константа.

Доведення. Розглянемо довiльну послiдовнiсть (fn)n∈N ⊂ HR, яка збiгається

до f ∈ A локально рiвномiрно. Нам порiбно показати, що для великих n ма-

ємо fn ∈ A та N(fn) = N(f). Нехай R > 0 вибрано настiльки великим, що

[a, b] мiститься у вiдкритому крузi DR = {|z| < R}. Нехай z1, . . . , zd є нулями

f в DR з вiдповiдними кратностями m1, . . . ,md. Припустимо, не зменшуючи

загальностi, що f не має нулiв на границi DR. Нехай ε > 0 настiльки мале,

що вiдкритi круги z1 +Dε, . . . , zd +Dε не перетинаються, не перетинають гра-

ницю DR та дiйсну вiсь (крiм випадку, коли сам корiнь дiйсний). За теоремою

Гурвiца, див. с 152 в [53], для всiх досить великих n, функцiя fn має рiвно mk

нулiв (з кратностями) в крузi zk + Dε для всiх k = 1, . . . , d, а iнших нулiв fn в

крузi DR немає. Якщо zk ∈ (a, b), то mk = 1 за припущенням, а вiдповiдний

нуль fn в крузi zk + Dε також дiйсний, оскiльки в протилежному випадку fn

мала б два комплексних спряжених коренi (внаслiдок рiвностi fn(z̄) = fn(z)),

що є суперечнiстю. Таким чином всi дiйснi коренi fn в (a, b) простi, а їх число

дорiвнює N(f). Очевидно, fn(a) 6= 0 та fn(b) 6= 0 для всiх досить великих n.

Отже, fn ∈ A та N(fn) = N(f) для великих n.

Нагадаємо, що ZerosR(f) є локально скiнченною мiрою на R, яка рахує

дiйснi нулi f ∈ HR \ {0} з кратностями.
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Лема 156. Нехай A(R) є множиною таких f ∈ HR, якi не мають кратних

дiйсних нулiв. Вiдображення f 7→ ZerosR(f) з HR \ {0} в простiр Mp(R) є

неперервним на A(R).

Доведення. Нехай (fn)n∈N ⊂ HR є послiдовнiстю, збiжною до f ∈ A(R) ло-

кально рiвномiрно. Зафiксуємо R > 0. Нехай z1, . . . , zl є дiйсними нулями f

в [−R,R] та припустимо, що −R та R не є нулями f . Зафiксуємо ε > 0.

Мiркуючи, як в доведеннi леми 155, можна показати, що для досить вели-

ких n функцiя fn має рiвно по одному дiйсному нулю в кожному з кругiв

z1 + Dε, . . . , zl + Dε та не має iнших дiйсних нулiв в [−R,R]. Це означає, що

ZerosR(fn) збiгається до ZerosR(f) у грубiй топологiї.

ДОВЕДЕННЯ ТЕОРЕМ 142, 144, 145 ТА 146. З огляду на наведенi вище двi

леми, теореми 149, 150 та 151, а також теорему про неперервне вiдображення,

збiжнiсть нулiв в теоремах 144, 145 та 146 випливатиме, якщо ми зможемо

перевiрити, що граничнi процеси Z, G та Zν не мають кратних дiйсних нулiв,

тобто

P{Z ∈ A(R)} = P{G ∈ A(R)} = P{Zν ∈ A(R)} = 1. (6.60)

Аналогiчно, теорема 142 буде наслiдком

P{Z ∈ A([a, b])} = 1, (6.61)

для всiх a < b. Для перевiрки цих тверджень нам знадобиться вiдомий резуль-

тат Булiнської [50], який дає загальнi умови того, що стохастичний процес (не

обов’язково гауссiвський) не має кратних нулiв з ймовiрнiстю один.

Лема 157 (Булiнська, 1962). Нехай (Q(t))t∈[a,b] є стохастичним процесом з

неперервно диференцiйовними траєкторiями. Припустимо, що розподiл ви-

падкової величини Q(t) є абсолютно неперервним з щiльнiстю, яка рiвномiрно

обмежена по t ∈ [a, b]. Тодi з ймовiрнiстю один не iснує такого t ∈ [a, b], що

Q(t) = Q′(t) = 0.

Частини тверджень (6.60) та (6.61) вiдносно гауссiвських процесiв Z та G

(у випадку s /∈ πZ) вiдразу випливають з леми 157, див. також роботи [272]

- 337 -



та [273] в яких бiльш докладно дослiджувались кратнi нулi гауссiвських про-

цесiв. Дiйсно, дисперсiї Z та G є ненульовими константами. Це означає, що

щiльностi Z(t) та G(t) є рiвномiрно обмеженими. Просте доведення того, що

G не має кратних нулiв у випадку s ∈ πZ можна знайти в лемi 4.4 роботи

[131].

Залишається перевiрити, що P{Zν ∈ A(R)} = 1, використавши лему 157.

Лема 158. З ймовiрнiстю один не iснує t ∈ R такого, що Zν(t) = Z ′ν(t) = 0.

Доведення. Нагадаємо, що Zν є випадковою аналiтичною функцiєю. Ми пока-

жемо, що Zν(t) має щiльнiсть, яка рiвномiрно обмежена по t ∈ R, ε < |t| < ε−1

для довiльного фiксованого ε > 0. З леми 157 випливатиме, що процес Zν м.н.

не має кратних коренiв в довiльному iнтервалi, що не мiстить початок коор-

динат. Зафiксуємо ε > 0. Достатньо перевiрити, що∫
R

∣∣∣EeiaZν(t)
∣∣∣ da ≤ C, (6.62)

де константа C не залежить вiд ε < |t| < ε−1. Це означатиме, що х.ф. Zν(t)

має обмежену норму в L1, а тому за формулою обернення для перетворень

Фур’є щiльнiсть pt в.в. Zν(t) задовольняє

pt(x) =
1

2π

∣∣∣∣∫
R
e−iaxEeiaZν(t)da

∣∣∣∣ ≤ C

2π
, x ∈ R, ε < |t| < ε−1.

Для доведення (6.62) нагадаємо, що

aZν(t) =

∫ 1

0

a sin(tu)d ReL(u) +

∫ 1

0

a cos(tu)d ImL(u).

За формулою для розподiлiв таких iнтегралiв, див. наприклад формулу (6) в

[129], маємо

lnEeiaZν(t) =

∫ 1

0

ψ(a sin(tu), a cos(tu))du, (6.63)

де ψ(x, y) = lnEei(xReL(1)+y ImL(1)), x, y ∈ R. Випадковий вектор

(ReL(1), ImL(1)) є α-стiйким i нехай Π є його (скiнченною) спектральною

мiрою на одиничному крузi T = {z ∈ C : |z| = 1}, яку можна легко виразити
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в термiнах ν̃). Згiдно з теоремою 2.3.1 книги [240],

Reψ(a sin(tu), a cos(tu)) = −|a|α
∫

[0,2π)

| Im ei(tu+φ)|αΠ(dφ)

= −|a|α
∫

[0,2π)

| sin(tu+ φ)|αΠ(dφ).

Пiдставляючи це в формулу (6.63), отримуємо

Re lnEeiaZν(t) = −|a|α
∫

[0,2π)

∫ 1

0

| sin(tu+ φ)|αduΠ(dφ)

= −|a|α
∫

[0,2π)

t−1

∫ t+φ

φ

| sin v|αdvΠ(dφ).

Функцiя (φ, t) 7→ t−1
∫ t+φ
φ | sin v|αdv є неперервною i додатною на компактi

[0, 2π]× [ε, ε−1], отже набуває мiнiмальне значення, скажiмо δ > 0. Тодi,

Re lnEeiaZν(t) ≤ −δΠ([0, 2π))|a|α, a ∈ R,

що дає (6.62) та доводить вiдсутнiсть кратних нулiв в R \ {0}.

Залишається показати, що t = 0 не є кратним коренем. Якщо мiра Π зо-

середжена в точках {0, π}, то ImL(u) = 0, а тому Zν(0) = 0 м.н. В протиле-

жному випадку Zν(0) = ImL(1) має невироджений стiйкий розподiл, а тому

P{Zν(0) = 0} = 0. Отже, припустимо, що Π зосереджена в точках {0, π}.
Маємо

Z ′ν(0) =

∫ 1

0

ud ReL(u),

а тому Z ′ν(0) має невироджений стiйкий розподiл, звiдки P{Z ′ν(0) = 0} =

0.
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6.5 Висновки до роздiлу 6

У роздiлi дослiджено властивостi траєкторiй та властивостi розподiлiв трьох

типiв процесiв:

Iα,ρ(u) =

∫
[0,u]

(u− y)ρdSα(y), u > 0, ρ > −1/α, α ∈ (1, 2];

Jα,ρ(u) =

∫
[0,u]

(u− y)ρdW←
α (y), u > 0, ρ ∈ R, α ∈ (0, 1);

Zα,β(u) – центрованого умовно гауссiвського процесу з умовною коварiацiєю

E
[
Zα,β(u)Zα,β(w)

∣∣W←
α

]
=

∫
[0,u]

C(u− y, w − y) dW←
α (y), 0 < u ≤ w.

Для перших двох класiв випадкових процесiв встановлено дихотомiю: або

цi процеси мають неперервнi траєкторiї, або є необмеженими з додатною ймо-

вiрнiстю на кожному iнтервалi (a, b) ⊂ (0,∞) (за умови ρ 6= 0 для Iα,ρ). Крiм

того:

• встановлено стохастичну неперервнiсть всiх трьох класiв;

• показано локальну гельдеровiсть Jα,ρ (теорема 135);

• доведено закон повторного логарифма для Jα,ρ (теорема 137).

• вивчено властивостi розподiлiв згаданих процесiв: знайдено їх однови-

мiрнi розподiли, моменти (для Jα,ρ), перевiрено вiдсутнiсть стацiонарно-

стi або незалежностi приростiв, доведено самоподiбнiсть.

У пiдроздiлi 6.4 в повнiй загальностi доведено локальну унiверсальнiсть

дiйсних нулiв тригонометричних полiномiв (теореми 144, 145 та 146).
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi побудовано елементи асимптотичної теорiї випад-

кових процесiв з регенерацiєю як класу стохастичних процесiв, що визначенi

на випадкових самоподiбних структурах регенеративної природи. Розроблена

у даному комплексному дослiдженнi теорiя слабкої збiжностi випадкових про-

цесiв з iммiграцiєю та процесiв дробового ефекту, виявилась потужним апа-

ратом вивчення випадкових процесiв з регенерацiєю та, зокрема, процесiв зi

значеннями на розбиттях, що виникають при аналiзi випадкових композицiй та

в теорiї коалесцентiв з множинними злиттями. Створена теорiя iстотно ґрун-

тується на вперше встановлених в цiй роботi взаємозв’язках мiж процесами з

iммiграцiєю, збуреними випадковими блуканнями, регенеративними компози-

цiями, коалесцентами з множинними злиттями та процедурами випадкового

просiювання.

Основнi результати, отриманi в дисертацiї такi:

1. Введено поняття випадкового процесу з iммiграцiєю в моменти стрибкiв

процесу вiдновлення та побудовано класифiкацiю режимiв слабкої збi-

жностi деяких випадкових процесiв з iммiграцiєю. Зокрема,

• отримано умови збiжностi до стацiонарних процесiв з iммiграцiєю;

• встановлено умови збiжностi з центруванням процесiв дробового

ефекту;

• доведено граничнi теореми для процесiв дробового ефекту з фун-

кцiями вiдповiдi, що не зростають, у випадках правильної змiни та

повiльної змiни нормування;

• отримано граничнi теореми для випадкових процесiв з iммiграцiєю у

випадку правильної змiни нормування.
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2. Доведено граничнi теореми для низки функцiоналiв, що дiють на збуре-

них випадкових блуканнях. Зокрема,

• встановлено функцiональну граничну теорему для числа вiзитiв збу-

реного випадково блукання в iнтервал [0, x], при x→∞;

• встановлено ряд граничних теорем для рiзницi мiж числом вiзитiв в

iнтервал [0, x] збуреним та звичайним випадковими блуканнями.

3. Отримано низку результатiв для випадкових регенеративних композицiй,

породжених узагальненими процесами Пуассона. Зокрема,

• отримано функцiональну граничну теорему для числа ненульових

блокiв регенеративних композицiй;

• описано режими слабкої збiжностi числа нульових блокiв регенера-

тивних композицiй,

• отримано граничнi теореми для логарифмiчної сепарабельної стати-

стики.

4. Введено поняття регенеративної випадкової перестановки та отримано

граничнi теореми для порядку таких перестановок, що узагальнило вiдо-

мий результат П. Ердеша та П. Турана 1967 року.

5. Запропоновано конструкцiю каплiнгу випадкових регенеративних компо-

зицiй та переставних коалесцентiв з множинними злиттями. За його до-

помогою розв’язано низку вiдкритих проблем теорiї коалесцентiв та вста-

новлено ряд граничних теорем для коалесцентiв з пиловою компонентою.

Зокрема,

• доведено критерiй слабкої збiжностi часу поглинання в коалесцентах

з пиловою компонентою;

• отримано умови слабкої збiжностi числа злиттiв в коалесцентах з

пиловою компонентою;

• встановлено ряд граничних теорем, якi характеризують еволюцiю пи-

лової компоненти.
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6. З використанням технiки ймовiрнiсних метрик, отримано достатнi умови

слабкої збiжностi часу поглинання у спадних ланцюгах Маркова до стiй-

ких розподiлiв. За допомогою отриманих результатiв розв’язано низку

вiдкритих проблем:

• встановлено граничну теорему для числа злиттiв у бета-коалесцентах

без пилової компоненти;

• доведено збiжнiсть повної довжини дерева бета(1, b)-коалесцентiв до

1-стiйкого розподiлу;

• отримано центральну граничну теорему для числа нульових декре-

ментiв у випадковому блуканнi з бар’єром.

7. Запропоновано та дослiджено процедури випадкового просiювання. Вста-

новлено їх зв’язок з процесами Гальтона-Ватсона та переставними коа-

лесцентами. Зокрема,

• вперше введено поняття точкового процесу, стiйкого вiдносно просi-

ювання, та отримано характеризацiю точкових процесiв, стiйких вiд-

носно просiювання випадковими блуканнями;

• дослiджено узагальненi процедури вибору лiдера та встановлено гра-

ничнi теореми для числа раундiв, початкових позицiй гравцiв та чи-

сла гравцiв пiсля n раундiв;

• вивчено процедуру випадкового просiювання процесом рекордiв та

побудовано каплiнг з коалесцентом Пуассона-Дiрiхле, що дозволило

розв’язати вiдкриту проблему про асимптотику числа злиттiв у зга-

даному коалесцентi.

8. Дослiджено властивостi розподiлiв та властивостi траєкторiй процесiв,

що є граничними для випадкових процесiв з регенерацiєю. Зокрема, до-

слiджено гельдеровiсть та встановлено локальнi закони повторного лога-

рифма для дробово iнтегровних обернених стiйких субординаторiв.

9. Доведено локальну унiверсальнiсть для дiйсних коренiв тригонометри-

чних полiномiв.
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10. Доведено збiжнiсть моментiв у граничних теоремах для процесiв вiднов-

лення (теореми 178, 181 та 182 додатку А).
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[65] P. Donnelly, T. Kurtz, and S. Tavaré. On the functional central limit theorem

for the Ewens sampling formula. Ann. Appl. Probab., 1(4):539–545, 1991.

[66] M. Drmota. Random trees: An interplay between combinatorics and probabi-

lity. Springer, Wien- NewYork-Vienna, 2009.

[67] M. Drmota, A. Iksanov, M. Moehle, and U. Roesler. Asymptotic results

concerning the total branch length of the Bolthausen-Sznitman coalescent.

Stochastic Process. Appl., 117(10):1404–1421, 2007.

[68] M. Drmota, A. Iksanov, M. Moehle, and U. Roesler. A limiting distribution

for the number of cuts needed to isolate the root of a random recursive tree.

Random Structures Algorithms, 34(3):319–336, 2009.

[69] D. Dufresne. Algebraic properties of beta and gamma distributions, and

applications. Adv. in Appl. Math., 20(3):285–299, 1998.

[70] R. Durrett. Probability: theory and examples. Cambridge Series in Statisti-

cal and Probabilistic Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge,

fourth edition, 2010.

[71] R. Durrett and T. Liggett. Fixed points of the smoothing transformation. Z.

Wahrsch. Verw. Gebiete, 64(3):275–301, 1983.

[72] M. Dutko. Central limit theorems for infinite urn models. Ann. Probab.,

17(3):1255–1263, 1989.

[73] A. Dvoretzky and P. Erdös. Some problems on random walk in space. In

Proceedings of the Second Berkeley Symposium on Mathematical Statisti-

cs and Probability, 1950, pages 353–367. University of California Press,

Berkeley and Los Angeles, 1951.

[74] M. Dwass. Extremal processes. Ann. Math. Statist, 35:1718–1725, 1964.
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[235] U. Rösler and L. Rüschendorf. The contraction method for recursive algori-

thms. Algorithmica, 29:3–33, 2001.

[236] S. Sagitov. The general coalescent with asynchronous mergers of ancestral

lines. J. Appl. Probab., 36(4):1116–1125, 1999.

[237] S. Sagitov. Convergence to the coalescent with simultaneous multiple

mergers. J. Appl. Probab., 40(4):839–854, 2003.

[238] S. Samko, A. Kilbas, and O. Marichev. Fractional integrals and derivatives:

Theory and applications. Gordon and Breach Science Publishers, Yverdon,

1993.

[239] G. Samorodnitsky. A class of shot noise models for financial applications.

In Athens Conference on Applied Probability and Time Series Analysis, Vol.

I (1995), volume 114 of Lecture Notes in Statist., pages 332–353. Springer,

New York, 1996.

[240] G. Samorodnitsky and M. Taqqu. Stable non-Gaussian random processes:

Stochastic models with infinite variance. Stochastic Modeling. Chapman &

Hall, New York, 1994.

[241] S. Samuels. Why do these quite different best-choice problems have the

same solutions? Adv. Appl. Probab., 36(2):398–416, 2004.
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Додаток A

A.1. Функцiї, що правильно змiнюються

Лема 159. Нехай g є функцiєю, що правильно змiнюється на нескiнченностi з

iндексом ρ та є локально обмеженою. Тодi:

(а) для довiльних 0 < a < b <∞, маємо

lim
t→∞

sup
a≤s≤b

∣∣∣g(st)

g(t)
− sρ

∣∣∣ = 0;

(б) якщо ρ 6= 0, то iснує монотонна функцiя u така, що g(t) ∼ u(t) при

t→∞;

(в) якщо ρ > −1 та a > 0, то
∫ t
a g(y)dy ∼ (ρ+ 1)−1tg(t) при t→∞;

(г) якщо ρ = −1 та a > 0, то t 7→
∫ t
a g(y)dy повiльно змiнюється на нескiн-

ченностi та limt→∞
tg(t)∫ t

a
g(y)dy

= 0;

Всi чотири твердження наведеної леми є добре вiдомими властивостями

функцiй, що правильно змiнюються, i можуть бути знайденi в Роздiлi 1 книги

[42].

Лема 160. Функцiя нормування c, що фiгурує у функцiональнiй граничнiй те-

оремi (2.76), правильно змiнюється з iндексом 1/α, де α = 2 у випадках (R1)

та (R2). Як наслiдок, для довiльних A > 1 та δ ∈ (0, 1/α) iснує t0 > 0 таке,

що
c(tv)

c(t)
≤ Av1/α−δ, (A.1)

для всiх 0 < v ≤ 1 та t > 0 таких, що tv ≥ t0.
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Доведення. Твердження леми очевидне у випадку (R1). Покажемо, що воно

виконується у випадку (R2), випадок (R3) доводиться аналогiчно.

Як вiдомо, функцiя c є асимптотично оберненою до

t2
(
E[ξ2

1{ξ≤t}]
)−1 ∼ t2/`∗(t).

Згiдно з твердженням 1.5.15 в [42], c(t) ∼ t1/2(L#(t))1/2, де функцiя L#(t) є

спряженою за де Брейном, до функцiї L(t) = 1/`∗(t1/2). Функцiя, спряжена

за де Брейном, є функцiєю повiльної змiни, тому c правильно змiнюється з

iндексом 1/2. Формула (A.1) є класичною нерiвнiстю Поттера для функцiй,

що правильно змiнюється, див. теорему 1.5.6 в [42].

Лема 161. Нехай L : [0,∞) → [0,∞) є строго зростаючою неперерв-

ною функцiєю, що повiльно змiнюється на нескiнченностi та L(0) = 0,

limt→∞ L(t) = ∞. Припустимо, що h : [0,∞) → [0,∞) є такою, що h ◦ L←

правильно змiнюється на нескiнченностi з iндексом ρ ∈ R. Тодi

• h повiльно змiнюється на нескiнченностi;

• для кожного u > 0 та ε ∈ (0, u) має мiсце

lim
t→∞

sup
y∈[0, u−ε]

∣∣∣∣h(L←(tu)− L←(ty))

h(L←(t))
− uρ

∣∣∣∣ = 0. (A.2)

Доведення. Повiльна змiна h випливає безпосередньо з правильної змiни h ◦
L←, повiльної змiни L та рiвностi

h(ut)

h(t)
=
h(L←(L(tu)))

h(L←(L(t)))
, u > 0.

Для доведення (A.2) мiркуємо так: оскiльки L повiльно змiнюється та зростає,

то при 0 < a < b

lim
t→∞

L←(ta)

L←(tb)
= 0. (A.3)

З формули (A.3) отримуємо

lim
t→∞

sup
y∈[0, u−ε]

∣∣∣∣L←(tu)− L←(ty)

L←(tu)
− 1

∣∣∣∣ = 0, u > 0, ε ∈ (0, u) (A.4)
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З нерiвностi трикутника∣∣∣∣h(L←(tu)− L←(ty))

h(L←(t))
− uρ

∣∣∣∣ ≤ h(L←(tu)− L←(ty))

h(L←(tu))

∣∣∣∣h(L←(tu))

h(L←(t))
− uρ

∣∣∣∣
+ uρ

∣∣∣∣h(L←(tu)− L←(ty))

h(L←(tu))
− 1

∣∣∣∣ .
Залишається перевiрити, що

lim
t→∞

sup
y∈[0,u−ε]

∣∣∣∣h(L←(tu)− L←(ty))

h(L←(tu))
− 1

∣∣∣∣ = 0 (A.5)

З леми 159(а) випливає, що для довiльного δ > 0 iснує s0 > 0 таке, що

1− δ ≤ h(λs)

h(s)
≤ 1 + δ, (A.6)

для всiх s ≥ s0 та всiх λ ∈ [1/2, 2]. З (A.4) випливає iснування такого t1 > 0,

що
1

2
≤ L←(tu)− L←(ty)

L←(tu)
≤ 2 та L←(tu) ≥ s0,

для всiх t ≥ t1 та y ∈ [0, u − ε]. Поєднуючи наведенi оцiнки, бачимо, що

(A.5) випливає з (A.6) при s := L←(tu) та λ := L←(tu)−L←(ty)
L←(tu) . Доведення леми

завершено.

A.2. Безпосередня iнтегровнiсть за Рiманом

Лема 162. Нехай θ – випадкова величина, що набуває значень в (0, 1]. Тодi

функцiї g0(y) := E exp(−eyθ) − E exp(−2eyθ) та g4(y) := eyEθ exp(−eyθ) є

безпосередньо iнтегровними за Рiманом на R, функцiя g1(y) := E
(
1− exp

(
−

eyθ
))

– на пiвосi (−∞, 0]; а функцiї g2(y) := E exp
(
− eyθ

)
1{θ>e−y} та g3(y) :=

E
(
1− exp(−eyθ)

)
1{θ≤e−y} – на пiвосi [0,∞).

Доведення. Оскiльки функцiї gi, i = 0, 4 та g3 невiд’ємнi, достатньо перевiри-

ти, що вони iнтегровнi за Лебегом на R та [0,∞) вiдповiдно, а також те, що

функцiї e−ygi(y), i = 0, 3, 4 не зростають, див. наприклад доведення наслiдку

2.17 в [71]. Перша властивiсть випливає з рiвностей∫
R
g0(y)dy =

∫ ∞
0

y−1
(
Ee−yθ − Ee−2yθ

)
dy = E

∫ ∞
0

y−1
(
e−yθ − e−2yθ

)
dy = ln 2,∫

R
g4(y)dy = E

∫ ∞
0

θe−yθdy = 1
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та оцiнок∫ ∞
0

g3(y)dy = E
∫ ∞

1

y−1
(
1− exp(−yθ)

)
1{θ≤y−1}dy

= E
∫ 1

θ

y−1
(
1− e−y

)
dy ≤

∫ 1

0

y−1
(
1− e−y

)
dy <∞.

Для перевiрки останнього ланцюжка потрiбно зробити замiну змiнної та ви-

користати умову θ ∈ [0, 1] м.н. Далi, для фiксованого z ∈ (0, 1] функцiя

y−1(1 − e−yz)e−yz не зростає на [0,∞), а значить e−yg0(y) також не зростає. З

тих же мiркувань, при фiксованому z ∈ (0, 1], функцiї y−1(1− e−yz) та 1{z≤y−1}

не зростають на (0,∞), а, отже, не зростає їх добуток. Таким чином, функцiя

e−yg3(y) не зростає. Для функцiї g4 необхiдна умова монотонностi, очевидно,

виконується.

Оскiльки g1 невiд’ємна та не спадає, достатньо перевiрити її iнтегровнiсть

за Лебегом на (−∞, 0]:∫ 0

−∞
g1(y)dy =

∫ 1

0

y−1E
(
1− e−yθ

)
dy ≤

∫ 1

0

Eθdy ∈ (0, 1].

Додатна функцiя h(y) := exp(−ey) є безпосередньо iнтегровною за Рiма-

ном на [0,∞). Оскiльки функцiя g2 є згорткою h та функцiї розподiлу в.в.

| ln θ|, то функцiя g2 є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на [0,∞) згiдно

з твердженням 2.16(d) на с. 297 в [52].

A.3. Ключова теорема вiдновлення та правильна змiна

У наступних результатах U є функцiєю вiдновлення деякого випадкового блу-

кання (Sk)k≥0 з додатними кроками:

U(x) :=
∑
k≥0

P{Sk ≤ x}, x ≥ 0.

Лема 163. Припустимо, що функцiя f : R→ [0,∞) є безпосередньо iнтегров-

ною за Рiманом на [0,∞). Тодi

lim
t→∞

∫
[0, t]

f(t− y)dU(y) <∞.
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Якщо f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на (−∞, 0], то

lim
t→∞

∫
[t,∞)

f(t− y)dU(y) <∞.

Доведення. Якщо розподiл ξ неарифметичний, то (сильнiше) твердження ви-

пливає з ключової теореми вiдновлення. Припустимо, що розподiл ξ є d-ариф-

метичним, d > 0. Ми доведемо лему у випадку безпосередньої iнтегровностi

на [0,∞). Оскiльки

f(t) ≤
∑
n≥1

sup
(n−1)d≤s<nd

f(s)1[(n−1)d, nd)(t), t ≥ 0,

маємо∫
[0, t]

f(t− y)dU(y) ≤
∑
n≥1

sup
(n−1)d≤s<nd

f(s)
(
U(t− nd)− U(t− (n− 1)d)

)
≤ U(d)

∑
n≥1

sup
(n−1)d≤s<nd

f(s),

використавши субадитивнiсть U в останнiй нерiвностi. Залишається помiтити,

що ряд у правiй частинi збiгається внаслiдок безпосередньої iнтегровностi

f .

Лема 164. Нехай G : [0,∞)→ [0,∞) є локально обмеженою та l ∈ N. Тодi

E

(∑
k≥0

G(t− Sk)1{Sk≤t}

)l

= O

( [t]∑
j=0

sup
y∈[j, j+1)

G(y)

)l
 , t→∞. (A.7)

Якщо G не зростає, то

E

(∑
k≥0

G(t− Sk)1{Sk≤t}

)l

= O

((∫ t

0

G(y)dy

)l)
, t→∞. (A.8)

Доведення. Результат тривiальний, якщо G ≡ 0. Припустимо, що G не дорiв-

нює нулю тотожно. Маємо

G(t) ≤
[t]∑
n=0

(
sup

y∈[n, n+1)

G(y)

)
1[n, n+1)(t), t ≥ 0.
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Для достатньо великих t таких, що права частина додатна, маємо(∑
k≥0

(G(t− Sk))1{Sk≤t}

)l

≤

 [t]∑
n=0

(
sup

y∈[n,n+1)

G(y)

)
(ν(t− n)− ν(t− n− 1))

l

≤

(
[t]∑
k=0

sup
y∈[k, k+1)

G(y)

)l [t]∑
n=0

supy∈[n, n+1)G(y)∑[t]
k=0 supy∈[k, k+1)G(y)

(ν(t− n)− ν(t− n− 1))l,

(A.9)

використавши
∑

j≥0 1{a<Sj≤b} = ν(b)−ν(a) м.н. для a < b та опуклiсть x 7→ xl.

Очевидно, що

ν(t− [t])− ν(t− [t]− 1) = ν(t− [t]) ≤ ν(1) м.н.

та внаслiдок субадитивностi ν за розподiлом, що

E(ν(t− n)− ν(t− (n+ 1)))l ≤ Eν l(1) <∞ при n = 0, . . . , [t]. (A.10)

Переходячи до математичних сподiвань в (A.9) та використовуючи (A.10),

бачимо

E

(∑
j≥0

G(t− Sj)1{Sj≤t}

)l

≤

(
[t]∑
n=0

sup
y∈[n, n+1)

G(y)

)l

Eν l(1),

що доводить (A.7). Якщо G не зростає, то

[t]∑
n=0

sup
y∈[n, n+1)

G(y) =

[t]∑
n=0

G(n) =

∫ t

0

G(y)dy +O(1), t→∞,

звiдки випливає (A.8).

Лема 165. Нехай 0 ≤ r1 < r2 ≤ 1. Припустимо, що φ : [0,∞) → [0,∞) є або

неспадною та limt→∞(φ(t)/
∫ t

0 φ(y)dy) = 0, або незростаючою та у випадку

r2 = 1, локально iнтегровною. Якщо Eξ < ∞ та limt→∞
∫ (1−r1)t

(1−r2)t φ(y)dy = ∞,

то ∫
[r1t,r2t]

φ(t− y) dU(y) ∼ 1

Eξ

∫ (1−r1)t

(1−r2)t

φ(y) dy, t→∞.

Доведення. Якщо розподiл ξ неарифметичний або 1-арифметичний, доведен-

ня теореми 4 в [251] для випадку r1 = 0, r2 = 1 переноситься з мiнiмаль-
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ними змiнами. Якщо ж розподiл ξ є d-арифметичним, то розподiл d−1ξ є 1-

арифметичним, тому, поклавши φd(t) := φ(dt), отримаємо∫
[r1t,r2t]

φ(t− y)dU(y) =

∫
[r1d−1t,r2d−1t]

φd(d
−1t− y)d

∑
k≥0

P{d−1Sn ≤ y}

∼ (Eξ)−1d

∫ (1−r1)d−1t

(1−r2)d−1t

φd(y)dy = (Eξ)−1

∫ (1−r1)t

(1−r2)t

φ(y)dy.

Зауваження 166. Наведемо приклад, який демонструє, що лема 165 може

не виконуватись для нерегулярних φ. Нехай, наприклад, φ(t) = 1Qc+(t), де

Qc
+ є множиною додатних iррацiональних чисел. Тодi

∫ t
0 φ(y)dy = t. Припу-

стимо, що розподiл ξ зосереджений у рацiональних точках (0, 1) (вибором

цих точок можна зробити розподiл ξ арифметичним або неарифметичним).

Точками росту функцiї вiдновлення U(y) є лише рацiональнi точки, тому∫
[0,t] φ(t− y)dU(y) = 0 для t ∈ Q.

Лема 167. Нехай Eξ < ∞, а φ : [0,∞) → [0,∞) є локально обмеженою та

вимiрною функцiєю.

(а) Нехай 0 ≤ r1 < r2 ≤ 1. Якщо iснує монотонна функцiя ψ : [0,∞) →
[0,∞) така, що φ(t) ∼ ψ(t) при t→∞, то∫

[r1t,r2t]

φ(t− y) dU(y) ∼
∫

[r1t,r2t]

ψ(t− y) dU(y), t→∞,

за додаткового припущення, що у випадку r2 = 1, маємо

limt→∞
∫ t

0 φ(y)dy =∞ та limt→∞(φ(t)/
∫ t

0 φ(y)dy) = 0.

(б) Якщо iснує локально обмежена та вимiрна функцiя ψ : [0,∞) → [0,∞)

така, що φ(t) = o(ψ(t)) при t → ∞ та limt→∞
∫ t

0 ψ(t − y)dU(y) = +∞,

то ∫
[0,t]

φ(t− y) dU(y) = o

(∫
[0,t]

ψ(t− y)dU(y)

)
, t→∞.

Доведення. Доведемо (а). Для довiльного δ ∈ (0, 1) iснує t0 > 0 таке, що

1− δ ≤ φ(t)/ψ(t) ≤ 1 + δ (A.11)

- 377 -



для всiх t ≥ t0.

ВИПАДОК r2 < 1. При t ≥ (1− r2)
−1t0 маємо

(1−δ)
∫

[r1t,r2t]

ψ(t−y) dU(y) ≤
∫

[r1t,r2t]

φ(t−y) dU(y) ≤ (1+δ)

∫
[r1t,r2t]

ψ(t−y) dU(y).

Подiливши обидвi частини на
∫

[r1t,r2t]
ψ(t− y) dU(y) та спрямувавши спочатку

t→∞, а потiм δ ↓ 0, отримуємо потрiбне твердження.

ВИПАДОК r2 = 1. Оскiльки ψ монотонна, вона є локально iнтегровною. Бiльш

того, limt→∞
∫ t

0 ψ(y)dy = ∞ та limt→∞(ψ(t)/
∫ t

0 ψ(y)dy) = 0. Застосовуючи

лему 165, отримуємо

lim
t→∞

∫
[r1t,t]

ψ(t− y) dU(y) =∞.

Враховуючи (A.11), маємо∫
[r1t,t]

φ(t− y) dU(y) ≤ (1 + δ)

∫
[r1t,t−t0]

ψ(t− y) dU(y) +

∫
(t−t0,t]

φ(t− y) dU(y)

≤ (1 + δ)

∫
[r1t,t]

ψ(t− y) dU(y) + U(t0) sup
0≤y≤t0

φ(y)

при t ≥ (1− r1)
−1t0, де ми використали субадитивнiсть U в останньому рядку.

Подiливши обидвi частини на
∫

[r1t,t]
ψ(t − y) dU(y) та спрямувавши t → ∞,

отримаємо

lim
t→∞

∫
[r1t,t]

φ(t− y) dU(y)∫
[r1t,t]

ψ(t− y) dU(y)
≤ 1 + δ.

Протилежна нерiвнiсть для нижньої границi доводиться аналогiчно.

Доведемо (б). Для кожного δ ∈ (0, 1) iснує t0 > 0 таке, що φ(t)/ψ(t) ≤ δ

для всiх t ≥ t0. Решта доведення така ж як i випадку r2 = 1 частини (а).

У доведеннях в роздiлi 2 ми також використовували такий наслiдок леми

165.

Лема 168. Нехай Eξ < ∞ та φ : [0,∞) → [0,∞) є локально обмеженою,

вимiрною функцiєю, що правильно змiнюється на нескiнченностi з iндексом

β ∈ (−1,∞). Якщо β = 0 припустимо також, що iснує монотонна функцiя u

така, що φ(t) ∼ u(t) при t→∞. Тодi для довiльних 0 ≤ r1 < r2 ≤ 1 маємо∫
[r1t,r2t]

φ(t− y) dU(y) ∼ tφ(t)

(1 + β)Eξ
((1− r1)

1+β − (1− r2)
1+β), t→∞.

- 378 -



Цей результат вiдомий у випадку, коли φ не спадає, r1 = 0, r2 = 1, β 6= 0, а

розподiл ξ неарифметичний, див. теорему 2.1 в [204].

Доведення. Якщо β 6= 0, то згiдно з лемою 159(б) iснує монотонна функцiя u

така, що φ(t) ∼ u(t) при t→∞. Якщо β = 0 така функцiя iснує за припущен-

ням. Модифiкуючи, за потреби, u в правому околi нуля, можемо припустити,

що u монотонна та локально iнтегровна. Отже,∫
[r1t,r2t]

φ(t− y) dU(y) ∼
∫

[r1t,r2t]

u(t− y) dU(y) ∼ 1

Eξ

∫ (1−r1)t

(1−r2)t

u(y) dy

де перша еквiвалентнiсть випливає з леми 167(а), а друга є наслiдком леми 165

(помiтимо, що з g = φ або g = u, спiввiдношення limt→∞(g(t)/
∫ t

0 g(y)dy) = 0

та limt→∞
∫ (1−r1)t

(1−r2)t g(y)dy = ∞ виконуються внаслiдок леми 159(в), оскiльки g

правильно змiнюється з iндексом β > −1). Застосувавши лему 159(в), отри-

маємо

1

Eξ

∫ (1−r1)t

(1−r2)t

u(y)dy ∼ tu(t)

(1 + β)Eξ
((1− r1)

1+β − (1− r2)
1+β)

∼ tφ(t)

(1 + β)Eξ
((1− r1)

1+β − (1− r2)
1+β).

Доведення завершено.

Лема 169. Нехай локально обмеженi незростаючi функцiї f1, f2 : R+ → R+

задовольняють f1(t) ≥ f2(t) для всiх t ∈ R+ та
∫ t0

0 (f1(y) − f2(y))dy > 0 для

деякого t0 > 0. Тодi

lim
t→∞

∫
[0, t](f1(t− y)− f2(t− y)) dU(y)∫ t

0 (f1(y)− f2(y))dy
< ∞.

Доведення. Запишемо∫
[0, t]

(f1(t− y)− f2(t− y))dU(y) =

∫
[0, [t]]

+

∫
([t], t]

:= I1(t) + I2(t).

Внаслiдок субадитивностi U , маємо оцiнку для I2

I2(t) ≤
∫

([t], t]

f1(t− y)dU(y) ≤ f1(0)(U(t)− U([t])) ≤ f1(0)U(1).
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Для оцiнки I1 запишемо

I1(t) = f1(t)− f2(t) +

[t]−1∑
j=0

∫
(j,j+1]

(f1(t− y)− f2(t− y))dU(y)

≤ f1(t)− f2(t) +

[t]−1∑
j=0

(f1(t− j − 1)− f2(t− j)) (U(j + 1)− U(j))

≤ f1(t) + U(1)

[t]−1∑
j=0

(f1([t]− j − 1)− f2([t] + 1− j))


= U(1)

∫ t

0

(f1(y)− f2(y))dy +O(1).

Доведення завершено.

Лема 170. Припустимо, що P{ξ > t} = t−α`∗(t) для деякого α ∈ (0, 1). Нехай

φ(t) ∼ tγ`(t) є локально обмеженою функцiєю та γ ≥ −α. Якщо γ = −α та

limt→∞
φ(t)

P{ξ>t} = ∞ припустимо, що iснує додатна неспадна функцiя q така,

що limt→∞
φ(t)

P{ξ>t}q(t) = 1. Тодi

(а)

lim
ρ↑1

lim
t→∞

P{ξ > t}
φ(t)

∫
[ρt,t]

φ(t− y) dU(y) = 0;

зокрема,

lim
t→∞

P{ξ > t}
φ(t)

∫
[0,t]

φ(t− y) dU(y) =
Γ(1 + γ)

Γ(1− α)Γ(1 + α + γ)
;

(б)
∫

[0,t] φ1(t−x) dU(x) = o(φ(t)/P{ξ > t}) при t→∞ для довiльної додатної

локально обмеженої функцiї φ1 такої, що φ1(t) = o(φ(t)) при t→∞.

Доведення. Нагадаємо позначення ν(t) := inf{k ≥ 0 : Sk > t}. Покладемо

f(t) := φ(t)/P{ξ > t} для t ≥ 0. Вираз пiд знаком першої подвiйної границi

дорiвнює Ef(t− Sν(t)−1)1{t−Sν(t)−1≤(1−ρ)t}/r(t). Розглянемо два випадки.

ВИПАДОК γ > −α АБО γ = −α ТА f(t) → ∞ ПРИ t → ∞. Згiдно з лемою

159(б) у випадку γ > −α та за припущенням у випадку γ = −α, iснує неспа-

дна функцiя q така, що q(t) ∼ f(t) при t → ∞. Зафiксуємо ε > 0 та нехай t0

обрано так, що (1− ε)q(t) ≤ f(t) ≤ (1 + ε)q(t) для всiх t ≥ t0. Тодi

Ef(t− Sν(t)−1)1{t−Sν(t)−1≤t0}

f(t)
≤

sup0≤y≤t0 f(y)

f(t)
→ 0, t→∞,
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внаслiдок локальної обмеженостi f . Якщо (1− ρ)t ≥ t0, то

Ef(t− Sν(t)−1)1{t0≤t−Sν(t)−1≤(1−ρ)t}

f(t)
≤ 1 + ε

1− ε
Eq(t− Sν(t)−1)1{t−Sν(t)−1≤(1−ρ)t}

q(t)

≤ 1 + ε

1− ε
P{t− Sν(t)−1 ≤ (1− ρ)t}.

Згiдно з вiдомим результатом Динкiна-Лампертi, див. теорему 8.6.3 в [42]

lim
t→∞

P{t− Sν(t)−1 ≤ (1− ρ)t} =
1

Γ(α)Γ(1− α)

∫ 1−ρ

0

y−α(1− y)α−1dy.

Спрямовуючи ρ ↑ 1, отримуємо (а).

ВИПАДОК γ = −α ТА f ОБМЕЖЕНА. У вказанiй ситуацiї маємо Ef(t −
Sν(t)−1)1{t−Sν(t)−1≤t0} ≤ constP{t − Sν(t)−1 ≤ (1 − ρ)t} при t ≥ 0. Решта до-

ведення аналогiчна попередньому випадку.

Для доведення другого твердження частини (а), запишемо

P{ξ > t}
φ(t)

∫
[0, ρt]

φ(t− y)U(dy) = P{ξ > t}U(t)

∫
[0, ρ]

f(t(1− y))

f(t)
Ut(dy),

де Ut[0, x] := U(tx)/U(t), 0 ≤ x ≤ 1. З формули (8.6.4) в [42] маємо

lim
t→∞

P{ξ > t}U(t) =
1

Γ(1 + α)Γ(1− α)
,

а тому мiри Ut(dy) слабко збiгаються до мiри αxα−1dy при t → ∞. У поєд-

наннi з лемою 159(а) це дає

lim
t→∞

P{ξ > t}
φ(t)

∫
[0, ρt]

φ(t− y)U(dy) =
α

Γ(1 + α)Γ(1− α)

∫ ρ

0

(1− y)γyα−1dy.

Спрямовуючи ρ ↑ 1 та використавши першу частину твердження (а), отриму-

ємо потрiбне.

(б) Для довiльного δ > 0 iснує t0 > 0 таке, що φ1(t)/φ(t) ≤ δ при t ≥ t0. Отже,∫
[0,t]

φ1(t− y) dU(y) ≤ δ

∫
[0,t]

φ(t− y) dU(y) + (U(t)− U(t− t0)) sup
0≤y≤t0

φ1(y).

при t ≥ t0. Згiдно з частиною (а), перший доданок в правiй частинi асимпто-

тично еквiвалентний constφ(t)/P{ξ > t} при t→∞. За теоремою Блекуелла,

limt→∞(U(t)− U(t− t0)) = 0. Подiливши обидвi частини на φ(t)/P{ξ > t} та

спрямувавши спочатку t → ∞, а потiм δ ↓ 0, отримаємо твердження частини

(б).
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A.4. Неперервнiсть деяких функцiоналiв та вiдображень

Лема 171 випливає з леми A.5 в [129] та теореми про неперервне вiдобра-

ження. Зауважимо, що книга [174] та роздiл VI, §6c в [146] є класичними

посиланнями щодо збiжностi стохастичних iнтегралiв.

Лема 171. Нехай 0 ≤ a < b <∞.

(а) Припустимо, що для кожного t > 0, ft ∈ D[a, b], а випадковий процес

(Vt(y))a≤y≤b має майже напевно неспаднi траєкторiї. Припустимо, далi,

що limt→∞ ft(y) = f(y) рiвномiрно по y ∈ [a, b] та Vt ⇒ V , t → ∞
в J1-топологiї на D[a, b], де траєкторiї (V(y))a≤y≤b є майже напевно

неперервними. Тодi∫
[a,b]

ft(y) dVt(y)
d→
∫

[a,b]

f(y) dV(y), t→∞.

(б) Припустимо, що Vt ⇒ V , t → ∞, в J1- або M1-топологiї на D[a, b] та,

що при t→∞ скiнченнi мiри ρt на [a, b] збiгаються слабко до скiнченної

мiри ρ, неперервної вiдносно мiри Лебега. Тодi∫
[a, b]

Vt(y)ρt(dy)
d→
∫

[a, b]

V(y)ρ(dy), t→∞.

Якщо ρ = δc та V є майже напевно неперервним в c, то∫
[a,b]

Vt(y) ρt(dy)
d→ V(c), t→∞.

Наступна лема використовується при доведеннi теореми 3.

Лема 172. Вiдображення T : R×D(R)→ D(R), що визначено рiвнiстю

T (t0, f(·)) = f(t0 + ·)

є вимiрним вiдносно сигма-алгебр B(R × D(R)) та B(R) та неперервним в

просторi R×D(R) з продакт-топологiєю.

Доведення. Згiдно з лемою 2.7 в [267] для доведення вимiрностi достатньо

показати, що (t0, f(·)) 7→ f(t0 + t) є вимiрним для кожного t ∈ R, але це

очевидно, оскiльки це є композицiя двох вимiрних вiдображень (t0, t) 7→ t0 + t
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та f 7→ f(t). Для доведення неперервностi достатньо розглянути випадок t =

0. Згiдно з твердженням 203 достатньо побудувати λn ∈ ΛR, n ∈ N, такi, що

для довiльних −∞ < a < b <∞,

lim
n→∞

max
{

sup
u∈[a, b]

|λn(u)− u|, sup
u∈[a, b]

|fn(tn + λn(u))− f(u)|
}

= 0. (A.12)

За припущенням, fn → f в D(R). Отже, iснують µn ∈ ΛR, n ∈ N, такi, що для

довiльних −∞ < a < b <∞,

lim
n→∞

max
{

sup
u∈[a, b]

|µn(u)− u|, sup
u∈[a, b]

|fn(µn(u))− f(u)|
}

= 0. (A.13)

Покладемо λn(u) := µn(u) − tn та помiтимо, що λn ∈ ΛR. Тодi (A.13) можна

переписати так:

lim
n→∞

max
{

sup
u∈[a, b]

|λn(u)− u+ tn|, sup
u∈[a, b]

|fn(tn + λn(u))− f(u)|
}

= 0,

що еквiвалентно (A.12) внаслiдок спiввiдношення limn→∞ tn = 0. Лема 172

доведена.

Зауваження 173. Твердження леми 172 в просторi D[0,∞) може не виконува-

тись. Наприклад, якщо покласти fn(t) := f(t) := 1[1,∞)(t) та tn := 1− n−1, то

fn(tn) = 0 не збiгається до f(1) = 1 при n→∞, звiдки випливає, що fn(tn+ ·)
не збiгається до f(1 + ·) в D[0,∞).

Наступна лема використовується в доведення теореми 34.

Лема 174. Припустимо, що fn є неперервною справа, неспадною функцiєю

для кожного n ∈ N0 та limn→∞ fn = f0 локально рiвномiрно в [0,∞). Тодi для

кожного ε ∈ (0, 1) та довiльного ρ ∈ R маємо

lim
n→∞

∫
[0, εu]

(u− y)ρdfn(y) =

∫
[0, εu]

(u− y)ρdf0(y)

локально рiвномiрно в (0,∞).

Доведення. Зафiксуємо додатнi a < b. Iнтегруючи частинами, маємо∫
[0, εu]

(u− y)ρdfn(y) = (1− ε)ρuρfn(εu)− uρfn(0) + ρ

∫ εu

0

(u− y)ρ−1fn(y)dy
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для n ∈ N0. Твердження випливає зi спiввiдношень

sup
u∈[a, b]

|uρfn(εu)− uρf0(εu)| ≤ (aρ ∨ bρ) sup
u∈[0, b]

|fn(u)− f0(u)| → 0;

sup
u∈[a, b]

|uρfn(0)− uρf0(0)| ≤ (aρ ∨ bρ) |fn(0)− f0(0)| → 0

та

sup
u∈[a, b]

∣∣∣∣ ∫ εu

0

(u− y)ρ−1fn(y)dy −
∫ εu

0

(u− y)ρ−1f0(y)dy

∣∣∣∣
≤ sup

u∈[a, b]

∫ εu

0

(u− y)ρ−1 |fn(y)− f0(y)| dy

≤ sup
u∈[0, b]

|fn(u)− f0(u)| sup
u∈[a, b]

∫ εu

0

(u− y)ρ−1dy

= sup
u∈[0, b]

|fn(u)− f0(u)| (aρ ∨ bρ)|ρ|−1|1− (1− ε)ρ| → 0,

при n→∞.

Наступна лема використовувалась в доведеннях пiдроздiлу 6.4. Нагадаємо,

що H позначає простiр аналiтичних на C функцiй з топологiєю локально рiв-

номiрної збiжностi.

Лема 175. Вiдображення F : D([0, 1],C) → H, визначене (6.59), є всюди

неперервним на D([0, 1],C) з J1-топологiєю.

Доведення. Нехай fn → f при n → ∞ у просторi D([0, 1],C). Зафiксуємо

компакт K ⊂ C та покажемо, що

lim
n→∞

sup
z∈K
|(F(fn))(z)− (F(f))(z)| = 0. (A.14)

За визначенням J1-топологiї, fn(1)→ f(1) та fn(0)→ f(0) при n→∞. Отже,

формула (A.14) еквiвалентна

lim
n→∞

sup
z∈K

∣∣∣∣∫ 1

0

fn(x)eizxdx−
∫ 1

0

f(x)eizxdx

∣∣∣∣ = 0. (A.15)

Вiдомо, що зi збiжностi в D([0, 1],C) випливає збiжнiсть в L1([0, 1]), див.

наприклад лему 2.2 в [152]. Отже,

lim
n→∞

∫ 1

0

|fn(x)− f(x)|dx = 0

- 384 -



та (A.15) випливає з нерiвностей

sup
z∈K

∣∣∣∣∫ 1

0

fn(x)eizxdx−
∫ 1

0

f(x)eizxdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

(
sup
z∈K
|eizx|

)
|fn(x)− f(x)|dx

≤
(

1 + sup
z∈K

e− Im z

)∫ 1

0

|fn(x)− f(x)|dx.

Доведення леми 175 завершено.

Наступнi двi леми використовувались в доведеннях в роздiлi 5.

Лема 176. Нехай Mp := Mp([0,∞)) є множиною локально скiнченних мiр на

[0,∞) з грубою топологiєю та нехай φ : Mp × [0,∞) → R+ визначається

рiвнiстю

φ(µ, x) = µ([0, x]).

Вiдображення φ є неперервним вiдносно продакт-топологiї на Mp × [0,∞) у

всiх точках (µ, x) таких, що µ({x}) = 0.

Доведення. Нехай µn → µ0 в Mp та limn→∞ xn = x0. Покладемо f0(s) :=

1{s≤x0}, B0 := (0,∞) \ {x0}, fn(s) := 1{s≤xn}, Bn := [0,∞) при n ∈ N. Твер-

дження випливає з леми 15.7.3 в [156].

Лема 177. Для кожного n ∈ N ∪ {∞} нехай 0 ≤ X
(n)
1 ≤ X

(n)
2 ≤ . . . є випадко-

вою послiдовнiстю такою, що limk→∞X
(n)
k =∞ м.н. та

(X
(n)
1 , X

(n)
2 , . . .)

f.d.⇒ (X
(∞)
1 , X

(∞)
2 , . . .), n→∞. (A.16)

Визначимо лiчильнi процеси N (n)(x) := #{k ∈ N : X
(n)
k ≤ x}, x ≥ 0, n ∈

N ∪ {∞}. Тодi

N (n)(x)⇒ N (∞)(x), n→∞

у просторi Скорохода D[0,∞) з M1-топологiєю. Якщо послiдовнiсть

(X
(∞)
k )k≥1 строго зростає м.н., то збiжнiсть в M1-топологiї можна поси-

лити до збiжностi в J1-топологiї.

Доведення. Розглянемо множину L≤ послiдовностей y = (yk)k∈N таких, що

0 ≤ y1 ≤ y2 ≤ · · · та limk→∞ yk = ∞. Множину L≤ надiлимо топологiєю
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покоординатної збiжностi. Розглянемо вiдображення Ψ : L≤ → D[0,∞), яке

кожнiй послiдовностi y = (yk)k∈N ставить у вiдповiднiсть лiчильний процес

Ψ(y)(x) = #{k ∈ N : yk ≤ x}, x ≥ 0.

Вiдображення Ψ є неперервним на L≤ в M1-топологiї та неперервним в J1-

топологiї в кожнiй точцi множини L<, яка складається зi строго зростаючих

послiдовностей. Розглядаючи (X
(n)
k )k≥1, n ∈ N ∪ {∞}, як випадковi елементи

в L≤ (в L<, при використаннi J1-топологiї), бачимо, що твердження випливає

з теореми про неперервне вiдображення.

A.5. Збiжнiсть моментiв у теорiї вiдновлення

У цьому пiдроздiлi ми доведемо збiжнiсть степеневих та показникових момен-

тiв у граничних теоремах (2.75) та (2.76). Цi результати використовувались у

доведеннях в роздiлах 2 та 4, проте є важливими самi по собi. Вони є основ-

ними результатами статтi [137]. Нагадаємо, що

ν(t) = inf{k ∈ N : Sk > t}, t ≥ 0,

та позначення µ = Eξ, σ2 = Dξ та g(t) := µ−1−1/αc(t), де c(t) – нормуюча

функцiя в (2.76), що визначається окремо у випадках (R1)-(R3), перелiчених

на с. 119.

Теорема 178. Припустимо, що виконується умова (R1) або (R2), тобто µ =

Eξ < ∞ та має мiсце одна з двох умов: σ2 < ∞ або σ2 = ∞ та E[ξ2
1{ξ≤t}]

повiльно змiнюється на нескiнченностi. Тодi

lim
t→∞

E
[

exp

(
θ
ν(t)− t/µ

g(t)

)]
= E[eθS2(1)] = e

θ2

2 (A.17)

для кожного θ > 0. Зокрема,

lim
t→∞

E
[(

ν(t)− t/µ
g(t)

)p
+

]
= E[(S2(1))p+] =

2p/2−1Γ(p+1
2 )

√
π

(A.18)

для кожного p > 0. Понад це, у випадку (R1)

lim
t→∞

E
[(

ν(t)− t/µ
g(t)

)p
−

]
= E[(S2(1))p−] =

2p/2−1Γ(p+1
2 )

√
π

, (A.19)
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для кожного p ∈ [0, 2]. У випадку (R2) збiжнiсть (A.19) виконується при

p ∈ [0, 2) та

E[(ν(t)− t/µ)2] ∼ 2t

µ3

∫ t

0

(∫ ∞
x

P{ξ > z}dz
)

dx, t→∞. (A.20)

Зауваження 179. Без додаткових припущень про ξ, результат теореми 178 не

можна покращити в сенсi, що iснує розподiл ξ такий, що Eξ2 <∞ та

lim
t→∞

E
[(

ν(t)− t/µ√
t

)p
−

]
=∞, (A.21)

для кожного p > 2. Наприклад, можна взяти

P{ξ > t} =
1

(t+ 1)2 ln2(t+ e)
, t ≥ 0,

тодi Eξ2 <∞, але

P{Sn > γn} ≥ P{max{ξ1, ξ2, . . . , ξn} > γn}

= 1− (1− P{ξ > γn})n ∼ nP{ξ > γn}, n→∞

для кожного фiксованого γ > 0. Отже,

E[(ν(2µn)− 2n)p−] ≥ npP{(ν(2µn) ≤ n} = npP{Sn > 2µn} ≥ cnp+1P{ξ > n}

для деякого c > 0 та достатньо великих n i виконується (A.21).

Зауваження 180. Збiжнiсть (A.19) добре вiдома у випадку (R1), див. наприклад

теорему 3.8.4 в [115]. Асимптотика (A.20) випливає з теорем 2.3 та 2.4 роботи

[204].

Теорема 181. Припустимо, що виконується (R3), тобто P{ξ > t} = t−α`∗(t)

для деякого α ∈ (1, 2). Тодi для довiльного θ ≥ 0 маємо

lim
t→∞

E
[

exp

(
θ
ν(t)− t/µ

g(t)

)]
= E[eθSα(1)] = e−Γ(1−α)θα. (A.22)

Далi,

lim
t→∞

E[(ν(t)− t/µ)p±]

gp(t)
= E[(Sα(1))p±] (A.23)
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для всiх p > 0, де E[(Sα(1))p+] < ∞ при p > 0 та E[(Sα(1))p−] < ∞ тодi i

тiльки тодi, коли p < α. Зокрема,

lim
t→∞

E[|ν(t)− t/µ|p]
gp(t)

= E[|Sα(1)|p]

=


2Γ(p+1)
πp sin

(
πp
2

)
Γ
(
1− p

α

)
|Γ(1−α)| pα cos

(
πp
2 −

πp
α

)
, якщо 0 < p < α,

∞, якщо p ≥ α.

Наступна теорема демонструє, що у випадку µ = ∞, має мiсце збiжнiсть

всiх показникових моментiв в граничнiй теоремi (2.75).

Теорема 182. Припустимо, що P{ξ > t} = t−α`∗(t) для деякого α ∈ (0, 1).

Тодi

lim
t→∞

E
[
eθP{ξ>t}ν(t)

]
= E

[
eθW

←
α (1)

]
= Eα

( θ

Γ(1− α)

)
<∞, (A.24)

для кожного θ ∈ R, де Eα є функцiєю Мiттаг-Леффлера з параметром α, що

задається формулою Eα(z) :=
∑

k≥0
zk

Γ(kα+1) , z ∈ R. Зокрема,

lim
t→∞

E
[
(P{ξ > t}ν(t))p

]
= E

[
(W←

α (1))p
]

=
Γ(p+ 1)

Γ(1 + α)pΓ(pα + 1)
<∞ (A.25)

для кожного p ≥ 0.

Зауваження 183. Нехай (Xt)t≥0 є неспадним процесом Левi (субординатором),

що стартує в нулi, має нульовий зсув та мiру Левi, яка зосереджена на R+.

Покладемо

Tr := inf{t ≥ 0 : Xt > r}, r ≥ 0.

Випадковий процес (Tr)r≥0 називається моментом першого проходження для

субординатора (Xt)t≥0. Для процесу (Tr)r≥0 можна легко записати аналог фун-

кцiональних граничних теорем (2.75) та (2.76) i довести збiжнiсть степеневих

та показникових моментiв, як в теоремах 178, 181 та 182, див. наслiдок 1.6 в

[137].

A.5.1. Доведення теорем 178 та 181. Нижче ми позначатимемо через ϕ

перетворення Лапласа ξ, тобто ϕ(λ) = E[e−λξ], λ ≥ 0.
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Збiжнiсть показникових моментiв додатного порядку та степеневих моментiв додатних

частин. В кожному з випадкiв (R1), (R2) та (R3) маємо

eθ
ν(t)−t/µ
g(t)

d→ eθSα(1), t→∞

для кожного θ ≥ 0. Таким чином, достатньо перевiрити рiвномiрну iнтегров-

нiсть сiм’ї (exp(θg(t)−1(N(t)− t/µ)))t≥t0 для кожного θ > 0 та деякого t0 > 0.

Для цього скористаємось критерiєм Валле-Пуссена рiвномiрної iнтегровностi

i покажемо, що

sup
t≥t0

E
[
eθ

ν(t)−t/µ
g(t)

]
<∞ (A.26)

для кожного θ > 0. Замiсть g(t) в знаменнику будемо писати c(t). За нерiвнi-

стю Маркова

E
[
eθ

ν(t)−t/µ
c(t)

]
=

∫ ∞
0

P
{
eθ

ν(t)−t/µ
c(t) > x

}
dx =

∫ ∞
−∞

ex P
{
θ
ν(t)− t/µ

c(t)
> x

}
dx

≤ 1 +

∫ ∞
0

ex P
{
ν(t) > xc(t)/θ + t/µ

}
dx

= 1 +

∫ ∞
0

ex P
{
Sbxc(t)/θ+t/µc ≤ t

}
dx

≤ 1 +

∫ ∞
0

ex eλt(ϕ(λ))xc(t)/θ+t/µ−1 dx

≤ 1 + (eλµϕ(λ))t/µ
∫ ∞

0

ex (ϕ(λ))xc(t)/θ−1 dx (A.27)

для кожного λ > 0. Ми покажемо, що (A.26) є наслiдком

sup
t≥t0

∫ ∞
0

ex ϕ(λ/c(t))xc(t)/θ−1 dx <∞ (A.28)

для деякого λ > 0.

ВИПАДОК (R1) У ЯКОМУ c(t) = σ
√
t. Застосовуючи формулу

ϕ(λ) = 1− µλ+
µ2 + σ2

2
λ2 + o(λ2), λ ↓ 0, (A.29)

яка випливає з розкладу Тейлора, робимо висновок, що

ϕ(λ/(σ
√
t)) = 1− µλ

σ
√
t

+
µ2 + σ2

2σ2

λ2

t
+ o
(1

t

)
, t→∞,

звiдки

eλµ/(σ
√
t)ϕ(λ/(σ

√
t)) = 1 +

λ2

2t
+ o
(1

t

)
, t→∞.

- 389 -



Замiнюючи λ на λ/(σ
√
t) в (A.27), бачимо, що (A.28) є достатнiм для (A.26).

ВИПАДОК (R2). В цьому випадку, як випливає з iмплiкацiї (8.1.11c)⇒ (8.1.9)

в теоремi 8.1.6 в [42], маємо

ϕ(λ)− (1− µλ) ∼ 1

2
λ2`∗(1/λ), λ ↓ 0, (A.30)

звiдки, використовуючи спiввiдношення limt→∞ t`
∗(t)/c2(t) = 1, отримуємо

ϕ(λ/c(t)) = 1− µλ

c(t)
+

1

2

λ2

t
+ o
(1

t

)
, t→∞

та, оскiльки c2(t) = o(t−1) при t→∞,

eλµ/c(t)ϕ(λ/c(t)) = 1 +
1

2

λ2

t
+ o
(1

t

)
, t→∞.

Замiнюючи λ на λ/c(t) в (A.27), бачимо, що (A.28) є достатнiм для (A.26).

ВИПАДОК (R3). Згiдно з теоремою 8.1.6 в [42], маємо

ϕ(λ)− (1− µλ) ∼ cαP{ξ > 1/λ}, λ ↓ 0, (A.31)

де cα := Γ(2−α)
α−1 . Звiдки, внаслiдок c(t)→∞ при t→∞, випливає

ϕ(λ/c(t)) = 1− µλ

c(t)
+
λαcα
t

+ o(1/t), (A.32)

а тому

eλµ/c(t)ϕ(λ/c(t)) = 1 +
λαcα
t

+ o(1/t)

при t→∞. Звiдси випливає потрiбне твердження.

Залишається довести (A.28). З формул (A.29), (A.30) та (A.31) робимо ви-

сновок, що для довiльних фiксованих ε ∈ (0, µ), λ > 0 та достатньо великих

t

ϕ
( λ

c(t)

)
≤ 1− (µ− ε)λ

c(t)
≤ e−(µ−ε)λ/c(t).

Отже, ∫ ∞
0

ex ϕ(λ/c(t))xc(t)/θ−1 dx ≤ e(µ−ε)λ/c(t)
∫ ∞

0

ex(1−(µ−ε)λ/θ) dx,

i цей iнтеграл є скiнченним, якщо λ обрано досить великим.

Таким чином, першi рiвностi у спiввiдношеннях (A.17) та (A.22) перевi-

рено. Друга рiвнiсть в (A.17) є добре вiдомою формулою для показникових
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моментiв стандартного нормального розподiлу. Друга рiвнiсть в (A.22), а саме

E[eθSα(1)] = e−Γ(1−α)θα для всiх θ ≥ 0, є вiдомою, див. наприклад вправу 29.15

в [242]. Отже, першi частини теорем 178 та 181 про показниковi моменти

повнiстю доведено. Спiввiдношення (A.18) та (A.23) (останнє лише для дода-

тних частин) випливають з нерiвностi xp+ ≤ epx, яка демонструє рiвномiрну

iнтегровнiсть вiдповiдних родин.

Збiжнiсть степеневих моментiв вiд’ємних частин. Ми розглянемо випадки (R2) та

(R3) одночасно. Спочатку зафiксуємо 0 < p < α (де α = 2 у випадку (R2)) та

r ∈ (p ∨ 1, α). Як i ранiше, достатньо показати, що для деякого t0 > 0

sup
t≥t0

E[(ν(t)− t/µ)r−]

cr(t)
<∞.

Внаслiдок правильної змiни c, це буде наслiдком

E[(ν(µn)− n)r−] = O(c(n)r), n→∞. (A.33)

Маємо

E[(ν(µn)− n)r−]

=
∑
k≥1

P{(ν(µn)− n)r− ≥ k} =
∑
k≥1

P{ν(µn) ≤ n− k1/r}

=

[nr]∑
k=1

P{Sbn−k1/rc > µn} =
n−1∑
j=0

∑
k∈(jr,(j+1)r]

P{S[n−k1/r] > µn}

≤
n−1∑
j=0

((j + 1)r − jr)P{Sn−j−1 > µn} ≤ r
n−1∑
j=0

(j + 1)r−1P{Sn−j−1 > µn}

= r
n∑
j=1

jr−1P{Sn−j − (n− j)µ > µj} ≤ r
n∑
j=1

jr−1P
{

max
0≤i<n

(Si − iµ) > µj
}

≤ r + const · E
[

max
0≤i≤n

|Si − iµ|r
]
≤ r + const · E

[
|Sn − nµ|r

]
= O(c(n)r)

при n → ∞, де у передостанньому переходi використано Lr-нерiвнiсть Ду-

ба, див. (A.72), а останнiй крок випливає з леми 5.2.2 в [125], яка гарантує

збiжнiсть моментiв у класичнiй граничнiй теоремi для випадкових блукань.

Формула для E[|Sα(1)|p], 0 < p < α у випадку (R3) доведена в лемi A.1 роботи

[137].

- 391 -



Залишається показати, що у випадку (R3)

lim
t→∞

E
[

(ν(t)− t/µ)p−
g(t)p

]
=∞ = E[(Sα(1))p−]

для p ≥ α. Друга рiвнiсть випливає з вiдомого спiввiдношення P{Sα(1)− >

x} ∼ cx−α при x → +∞ для деякого c > 0. Враховуючи це, перша рiвнiсть є

наслiдком (2.76) та леми Фату. Доведення теорем 178 та 181 завершено.

A.5.2. Доведення теореми 182. Мiркуючи так само, як при доведеннi тео-

рем 178 та 181, бачимо, що достатньо перевiрити

sup
t≥t0

E[eθP{ξ>t}ν(t)] <∞

для кожного θ > 0 та деякого t0 ≥ 0. Запишемо

E[eθP{ξ>t}ν(t)]− 1

eθP{ξ>t} − 1
=
∑
k≥0

eθP{ξ>t}kP{Sk ≤ t}

≤ eλt
∑
k≥0

eθP{ξ>t}kϕ(λ)k =
eλt

1− eθP{ξ>t}ϕ(λ)
(A.34)

для кожного λ > 0 такого, що eθP{ξ>t}ϕ(λ) < 1. Оберемо довiльне c > (θ/Γ(1−
α))1/α та помiтимо, що

1− e−θP{ξ>t}

1− ϕ(c/t)
∼ θP{ξ > t}

Γ(1− α)P{ξ > t/c}
→ θc−α

Γ(1− α)
< 1, (A.35)

при t→∞, де ми використали розклад

1− ϕ(λ) ∼ Γ(1− α)P{ξ > 1/λ}, λ ↓ 0, (A.36)

який випливає з наслiдку 8.1.7 в [42].

Спiввiдношення (A.35) дає

eθP{ξ>t}ϕ(c/t) < 1

для всiх досить великих t > 0. Поклавши λ = c/t в (A.34) та використавши

знову (A.35), отримуємо

E[eθP{ξ>t}ν(t)]− 1 ≤ ec
eθP{ξ>t} − 1

1− eθP{ξ>t}ϕ(c/t)
→ ecθ

Γ(1− α)cα − θ
, t→∞.

Це завершує доведення перших рiвностей в (A.24) та (A.25). Друга рiвнiсть в

(A.24) очевидна. Друга рiвнiсть в (A.25) (степеневi моменти W←(1)) випливає

з леми A.2 в [137]. Доведення теореми 182 завершено.
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A.6. Збiжнiсть точкових процесiв в грубiй топологiї

Нагадаємо, що Mp([0,∞) × (0,∞]) позначає множину локально скiнченних

точкових мiр на [0,∞)× (0,∞] з грубою топологiєю. Збiжнiсть в грубiй топо-

логiї характеризується так: mn → m в грубiй топологiї тодi i тiльки тодi, коли∫
f(x)mn(dx)→

∫
f(x)m(dx) для кожної f ∈ CK([0,∞)× (0,∞]) – множини

невiд’ємних додатних функцiй на [0,∞)× (0,∞] з компактним носiєм.

Лема 184. Нехай X та Xn для кожного n ∈ N є випадковими елементами в

просторi D := D[0,∞) з J1-топологiєю, i нехай m та mn для кожного n ∈ N є

випадковими точковими процесами зi значеннями вMp([0,∞)×(0,∞]). Слабка

збiжнiсть (
Xn,mn

)
⇒
(
X,m

)
, n→∞, (A.37)

у просторi D ×Mp([0,∞) × (0,∞]) з продакт-топологiєю виконується тодi

i тiльки тодi, коли для кожної f ∈ CK([0,∞)× (0,∞]),(
Xn,mn(f)

)
⇒
(
X,m(f)

)
, n→∞, (A.38)

в продакт-топологiї D × [0,∞).

Доведення. Припустимо, що (A.37) виконується. Тодi для кожної фiксованої

функцiї f ∈ CK([0,∞)× (0,∞]), вiдображення Tf : D×Mp([0,∞)× (0,∞])→
D × [0,∞), визначене рiвнiстю Tf(X,m) =

(
X,m(f)

)
, є неперервним в

продакт-топологiї, звiдки випливає (A.38) внаслiдок теореми про неперервне

вiдображення.

В iнший бiк, припустимо, що виконується (A.38). Тодi Xn ⇒ X в просторi

D, та mn(f)
d→ m(f) при n→∞. Таким чином, сiм’ї

(
Xn

)
n∈N та

(
mn(f)

)
n∈N

є щiльними в D та в [0,∞) вiдповiдно. За теоремою Прохорова вони також

вiдносно компактнi. Згiдно з лемою 3.20 [227], родина
(
mn

)
є щiльною i вiд-

носно компактною в Mp([0,∞) × (0,∞]). Декартiв добуток
(
Xn,mk

)
n,k∈N є

вiдносно компактним в D ×Mp([0,∞) × (0,∞]), а тому родина
(
Xn,mn

)
n∈N

щiльна в D ×Mp([0,∞)× (0,∞]). Залишається помiтити, що границi по всiм

пiдпослiдовностям набору
(
Xn,mn

)
n∈N мають однаковий розподiл внаслiдок

того, що (A.38) виконується для довiльної f ∈ CK([0,∞)× (0,∞]).
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A.7. Теорема Вейля про рiвномiрну розподiленiсть послiдов-

ностi ({kα})

Наведене нижче твердження є наслiдком теореми Вейля про рiвномiрну роз-

подiленiсть послiдовностi ({kα})k∈N i є ключовим iнгредiєнтом у доведеннi

результатiв пiдроздiлу 6.4.

Нагадаємо, що згадана теорема Вейля, див. наприклад [173], стверджує, що

для кожного iррацiонального α,

lim
n→∞

1

n
#{1 ≤ k ≤ n : (kα) mod 1 ≤ y} = y, y ∈ [0, 1].

Нагадаємо також, що C\{0} позначає сферу Рiмана з виколотим пiвденним

полюсом.

Твердження 185. Нехай f : [0,∞)× (C \ {0})→ R+ є неперервною функцiєю

з компактним носiєм.

(i) Якщо α ∈ R \ πQ, то

lim
n→∞

sup
z∈C\{0}

∣∣∣∣∣1n∑
k≥1

f(k/n, eikαz)−
∫ ∞

0

∫ 1

0

f(x, e2πiyz)dydx

∣∣∣∣∣ = 0. (A.39)

(ii) Якщо α = 2πp/q для взаємно простих p ∈ Z та q ∈ N, то

lim
n→∞

sup
z∈C\{0}

∣∣∣∣∣1n∑
k≥1

f(k/n, eikαz)− 1

q

q∑
k=1

∫ ∞
0

f(x, e2πik/qz)dx

∣∣∣∣∣ = 0. (A.40)

Доведення. Зафiксуємо a, r > 0 такi, що f(x, z) = 0 при x > a або |z| < r. Роз-

глянемо родину (fz) ⊂ C([0, a] × [0, 2π]), де fz(x, y) := f(x, zeiy), y ∈ [0, 2π],

x ∈ [0, a], iндексовану комплексною змiнною z такою, що|z| ≥ r. Ця ро-

дина, очевидно, рiвномiрно обмежена. Покажемо, що (fz) рiвностепенево

неперервна, а тому за теоремою Арцела-Асколi, є вiдносно компактною в

C([0, a]× [0, 2π]).

Зафiксуємо ε > 0. Оскiльки f рiвномiрно неперервна на [0,∞)× (C \ {0}),
можна знайти δ > 0 таке, що для довiльних z1, z2 ∈ C \ {0}, |z1 − z2| < δ та
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довiльних x1, x2 ∈ [0,∞), |x1 − x2| < δ, маємо |f(x1, z1) − f(x2, z2)| < ε/3. З

рiвномiрної неперервностi f також випливає, що iснує границя

f(x,∞) = lim
|z|→+∞

f(x, z)

i вона рiвномiрна по x ∈ [0, a]. Вiзьмемо R = R(ε) > 0 таке, що |f(x, z1) −
f(x, z2)| < ε/3 при |z1| > R, |z2| > R та всiх x ∈ [0, ∞). Маємо для всiх

y1, y2 ∈ [0, 2π] та x1, x2 ∈ [0, a],

sup
|z|≥r
|fz(x1, y1)− fz(x2, y2)|

= sup
|z|≥r
|f(x1, ze

iy1)− f(x2, ze
iy2)| ≤ sup

r≤|z|≤R
|f(x1, ze

iy1)− f(x1, ze
iy2)|

+ sup
|z|>R
|f(x1, ze

iy1)− f(x1, ze
iy2)|+ sup

|z|≥r
|f(x1, ze

iy2)− f(x2, ze
iy2)|.

Перший та третiй доданки < ε/3 при |y1−y2| < δ/R та |x1−x2| < δ вiдповiдно.

Другий доданок < ε/3 згiдно з вибором R. Отже,

sup
|z|≥r
|fz(x1, y1)− fz(x2, y2)| < ε

при |y1− y2| < δ/R та |x1−x2| < δ, звiдки випливає рiвностепенева неперерв-

нiсть.

Для перевiрки (A.39), розглянемо мiру на [0, a]× [0, 2π], що визначена рiв-

нiстю

µ′n :=
1

[na]

∑
k≥1

δ(k/n,(kα)mod(2π))

та помiтимо, що для кожного x ∈ (0, a] та y ∈ [0, 2π] при n→∞

µ′n([0, x]× [0, y]) =
#{k ∈ N : k/n ≤ x, (kα)mod(2π) ≤ y}

[na]
(A.41)

∼ x

a

#{k ≤ nx : (kα)mod(2π) ≤ y}
nx

→ xy

2πa
,

де останнiй перехiд випливає з теореми Вейля. Отже, має мiсце слабка збi-

жнiсть мiр

µ′n → µ′ := (2πa)−1LEB[0, a]×[0, 2π], n→∞, (A.42)

оскiльки функцiї розподiлу µ′n збiгаються до функцiї розподiлу µ′.
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Згiдно з теоремою Скорохода про представлення iснує ймовiрнiсний про-

стiр (Ω,A,P) та випадковi вектори Xn та X на цьому просторi такi, що Xn

має розподiл µ′n, X має розподiл µ′, та Xn → X при n → ∞ м.н. У цих

позначеннях можемо переписати (A.39) у такий спосiб:

lim
n→∞

a sup
|z|≥r
|EPfz(Xn)− EPfz(X)| = 0. (A.43)

Використовуючи вiдносну компактнiсть сiм’ї (fz), отримуємо

sup
|z|≥r
|fz(Xn)− fz(X)| → 0 м.н.

Оскiльки (fz) рiвномiрно обмежена, отримуємо (A.43) з теореми про мажоро-

вану збiжнiсть.

Спiввiдношення (A.40) випливає зi слабкої збiжностi

µ′′n :=
1

na

∑
k≥1

δ(k/n,(2πpk/q)mod(2π)}) → µ′′ := a−1LEB× Uq, n→∞,

де Uq має рiвномiрний розподiл на {0, 2π/q, 4π/q, . . . , 2π(q−1)/q}. Доведення

твердження 185 завершено.

A.8. Лiнiйнi рекурентнi спiввiдношення

Для кожного n ∈ N нехай (pn,k)0≤k≤n є довiльним розподiлом ймовiрностей

таким, що pn,n < 1. Визначимо послiдовнiсть (an)n∈N, як (єдиний) розв’язок

рекурентного спiввiдношення

an = rn +
n∑
k=0

pn,kak, n ∈ N, (A.44)

для заданої послiдовностi rn ≥ 0 та заданого початкового значення a0 = a ≥ 0.

Лема 186. Припустимо, що iснує послiдовнiсть (ψn)n∈N така, що

(L1) limn→∞ψn
∑n

k=0(1− k/n)pn,k > 0,

(L2) послiдовнiсть (rkψk/k)k∈N не зростає.

- 396 -



Тодi (an), визначена (A.44), задовольняє

an = O
( n∑
k=1

rkψk
k

)
, n→∞. (A.45)

Доведення. Покладемо πn,k :=
∑k

j=0 pn,j. Використовуючи (L2), маємо

n∑
k=1

rkψk
k

πn,k−1 ≥
rnψn
n

n∑
k=1

πn,k−1 = rnψn

n−1∑
j=0

(
1− j

n

)
pn,j.

Згiдно з (L1) знайдеться n0 ∈ N та c > 0 такi, що

c
n∑
k=1

rkψk
k

πn,k−1 ≥ rn n ≥ n0. (A.46)

Покажемо, що xn := c
∑n

k=1 rkψk/k задовольняє

xn ≥ rn +
n∑
k=1

pn,kxk, n ≥ n0. (A.47)

Для цього запишемо

rn +
n∑
k=1

pn,kxk = rn + c

n∑
j=1

n∑
k=j

rjψj
j
pn,k = rn + c

n∑
j=1

rjψj
j

(1− πn,j−1)

= rn + c

n∑
j=1

rjψj
j
− c

n∑
j=1

rjψj
j
πn,j−1

= xn + rn − c
n∑
j=1

rjψj
j
πn,j−1

(A.46)
≤ xn.

Покладемо x0 := 0. Вiднiмаючи (A.44) вiд (A.47), бачимо, що yn := xn+c0−an
задовольняє yn ≥

∑n
k=0 pn,kyk при n ≥ n0 для довiльного c0. Обравши c0 ≥

maxn≤n0 an, отримуємо yn ≥ 0 для всiх n ∈ N за iндукцiєю. Звiдси випливає

потрiбна оцiнка на an.

Лема 187. Припустимо, що iснує послiдовнiсть (ψn)n∈N така, що

(L1) limn→∞ψn
∑n

k=0(1− k/n)pn,k > 0,

(L2) послiдовнiсть (rkψk/k)k∈N є обмеженою.
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Тодi (an)n≥0 задовольняє

an = O

(
n∑
k=1

r∗kψk
k

)
, n→∞, (A.48)

де r∗k =
k

ψk
sup
j≥k

rjψj
j

при k ≥ 1.

Доведення. Визначимо послiдовнiсть (a∗n)n≥0 так: a∗0 := a0 та a∗n = r∗n +∑n
k=0 pn,ka

∗
k при n ∈ N. Оскiльки r∗n ≥ rn для кожного n та

a∗n − an ≥ r∗n − rn +
n−1∑
k=0

pn,k(a
∗
k − ak), n ∈ N,

проста iндукцiя дає an ≤ a∗n для всiх n ≥ 0. Застосовуючи лему 186, бачимо,

що

a∗n = O

(
n∑
k=1

r∗kψk
k

)
, n→∞.

У поєднаннi з вищесказаним, це доводить (A.48).

З наведених вище лем (з ψn ≡ 1) випливає

Лема 188. Припустимо, що послiдовнiсть (an)n≥0 задовольняє рекурентному

спiввiдношенню

a0 = 0, an = bn +
n∑
k=0

q(n, k)an−k, n ∈ N,

де (bn) є послiдовнiстю дiйсних чисел, а (q(n, k))1≤k≤n є для кожного n ∈ N
розподiлом ймовiрностей

q(n, k) := Ck
n

EW n−k(1−W )k

1− EW n
, 1 ≤ k ≤ n,

для деякої в.в. W , що набуває значень в iнтервалi (0, 1). Тодi:

(i) якщо bn = O(1), то an = O(lnn) при n→∞,

(ii) якщо bn = O(lnn), то an = O(ln2 n) при n→∞.
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Лема 189. Нехай (bn(k))n∈N,1≤k≤n, (cn)n∈N та (dn)n∈N є масивами невiд’ємних

чисел. Визначимо послiдовностi (an(k))n∈N0, k∈N та (a′n)n∈N0
рекурсивно фор-

мулами

a0(k) = a1(k) = . . . = ak−1(k) = 0, k ∈ N;

an(k) = bn(k) +
n−1∑
i=k

pn,iai(k), k ≤ n, k ∈ N;

та

a′0 = 0, a′n = dn +
n−1∑
i=0

pn,ia
′
i, n ∈ N

вiдповiдно, де (pn,k)0≤k≤n−1 є розподiлом ймовiрностей для кожного фiксова-

ного n ∈ N. Якщо

ckbn(k) ≤ dn, n ∈ N, k ≤ n, k ∈ N, (A.49)

то

ckan(k) ≤ a′n, n ∈ N, k ≤ n, k ∈ N. (A.50)

Доведення. Ми доведемо лему iндукцiєю по n. База iндукцiї очевидна. При-

пустимо, що (A.50) виконується для довiльних цiлих n ≤ N та k ≤ n. Нам

потрiбно довести, що нерiвнiсть (A.50) вiрна при n = N + 1 та k ≤ N + 1,

k ∈ N. Розглянемо спочатку випадок k ≤ N . Маємо

ckaN+1(k) = ckbN+1(k) +
N∑
i=k

pN+1, ickai(k)

(A.49)
≤ dN+1 +

N∑
i=k

pN+1, ickai(k)

iндукцiя
≤ dN+1 +

N∑
i=k

pN+1, ia
′
i ≤ dN+1 +

N∑
i=0

pN+1, ia
′
i = a′N+1.

При k = N + 1 маємо

qcN+1aN+1(N + 1) = cN+1bN+1(N + 1) ≤ dN+1 ≤ a′N+1.

Доведення завершено.
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A.9. Допомiжнi результати для випадкових блукань та про-

цесiв Гальтона-Ватсона

A.9.1. Випадковi блукання зi скiнченним середнiм. Результати цього пiд-

роздiлу використовуються у доведеннях результатiв пiдроздiлу 5.1.

Лема 190. Нехай θ є додатною в.в. з µ := Eθ ∈ (1,∞) та Eθ ln+ θ <∞. Тодi

для кожного p ∈ [1, 2) маємо

∞∑
k=1

(
E|θ − µ|1{µk−1<|θ−µ|≤µk}

)1/p

<∞.

Доведення. Твердження очевидне при p = 1, оскiльки ряд в лiвiй частинi є

просто E|θ − µ|1{|θ−µ|>1}. Зафiксуємо p ∈ (1, 2) та оберемо q > 2 > p таке, що

1/p+ 1/q = 1. Використавши нерiвнiсть Гельдера, отримаємо

∞∑
k=1

(
E|θ − µ|1{µk−1<|θ−µ|≤µk}

)1/p

≤

( ∞∑
k=1

k E|θ − µ|1{µk−1<|θ−µ|≤µk}

)1/p( ∞∑
k=1

k−q/p

)1/q

.

Другий ряд збiгається, оскiльки q > p, а перший ряд мажорується виразом

E

( ∞∑
k=1

( ln |θ − µ|
lnµ

+ 1
)
|θ − µ|1{µk−1<|θ−µ|≤µk}

)
,

яка скiнченна внаслiдок припущення Eθ ln+ θ <∞.

Лема 191. Нехай (θ
(n)
k )n∈N, k∈N є масивом незалежних копiй додатної випад-

кової величини θ з µ = Eθ ∈ (1,∞) та Eθ ln+ θ < ∞. Для кожного n ∈ N
визначимо випадковi блукання

R(n)(0) := 0, R(n)(k) := θ
(n)
1 + · · ·+ θ

(n)
k , k ∈ N.

Тодi для кожного T > 0

∞∑
n=1

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣µ−nR(n)(btµn−1c)− t
∣∣∣ <∞ м.н.
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Доведення. Введемо урiзанi в.в. θ(n)
6,k := (θ

(n)
k −µ)1{|θ(n)k −µ|≤µn}

та θ(n)
>,k := (θ

(n)
k −

µ)1{|θ(n)k −µ|>µn}
, маємо

sup
t∈[0, T ]

∣∣∣µ−nR(n)(btµn−1c)− t
∣∣∣ ≤ µ−n sup

t∈[0, T ]

|R(n)(btµn−1c)− µbtµn−1c|

+ µ−n sup
t∈[0,T ]

|µbtµn−1c − tµn|

≤ µ−n

 sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣
btµn−1c∑
k=1

θ
(n)
6,k

∣∣∣∣∣∣+ sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣
btµn−1c∑
k=1

θ
(n)
>,k

∣∣∣∣∣∣
+ µ−n.

Отже, достатньо перевiрити, що

∞∑
n=1

µ−n sup
0≤m≤bTµn−1c

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

θ
(n)
6,k

∣∣∣∣∣ та
∞∑
n=1

µ−n sup
0≤m≤bTµn−1c

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

θ
(n)
>,k

∣∣∣∣∣ (A.51)

є скiнченними м.н. Для другого ряду це випливатиме з леми Бореля-Кантеллi,

якщо показати
∞∑
n=1

P
{

iснує k = 1, . . . , bTµn−1c : θ
(n)
>,k 6= 0

}
< ∞. (A.52)

Щоб показати це, використаємо нерiвнiсть Буля та запишемо
∞∑
n=1

P
{

iснує k = 1, . . . , bTµn−1c : θ
(n)
>,k 6= 0

}
≤

∞∑
n=1

(Tµn−1)P
{
θ

(n)
>,1 6= 0

}
=

∞∑
n=1

(Tµn−1)P{|θ − µ| > µn} = E

( ∞∑
n=1

(Tµn−1)1{|θ−µ|>µn}

)

≤ T

µ
E

( ∞∑
n=1

|θ − µ|1{|θ−µ|>µn}

)
≤ T

µ
E

(
(θ + µ)

∞∑
n=1

1{θ≥µn}

)

≤ T

µ
E

(
(θ + µ)

∞∑
n=1

1{ln+ θ≥n lnµ}

)
≤ T

µ
E
(

(θ + µ)
ln+ θ

lnµ

)
< ∞,

де скiнченнiсть останнього виразу випливає з умови Eθ ln+ θ <∞. Покажемо,

що перший ряд в (A.51) збiгається. Маємо

∞∑
n=1

µ−n sup
0≤m≤bTµn−1c

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

θ
(n)
6,k

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=1

µ−n sup
0≤m≤bTµn−1c

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

θ
(n)
6,k −mEθ(n)

6,1

∣∣∣∣∣ +
T

µ

∞∑
n=1

|Eθ(n)
6,1|.
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Останнiй член в правiй частинi скiнченний тому, що
∞∑
n=1

|Eθ(n)
6,1| =

∞∑
n=1

|Eθ(n)
>,1| ≤

∞∑
n=1

E|θ − µ|1{|θ−µ|>µn} < ∞,

де скiнченнiсть останньої суми була показана вище. Для оцiнки першого члена

помiтимо, що
(∑m

k=1

(
θ

(n)
6,k − Eθ(n)

6,1

))
m∈N є Lp-мартингалом для кожного p ∈

(1, 2], тому

E

(
sup

0≤m≤bTµn−1c

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

(
θ

(n)
6,k − Eθ(n)

6,1

)∣∣∣∣∣
)
≤

∥∥∥∥∥ sup
0≤m≤bTµn−1c

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

(
θ

(n)
6,k − Eθ(n)

6,1

)∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
p

≤ p

p− 1

∥∥∥∥∥∥
bTµn−1c∑
k=1

(
θ

(n)
6,k − Eθ(n)

6,1

)∥∥∥∥∥∥
p

≤ 2p

p− 1
T 1/pµ(n−1)/p

∥∥∥θ(n)
6,1 − Eθ(n)

6,1

∥∥∥
p

≤ 4p

p− 1
T 1/pµn/p

∥∥∥θ(n)
6,1

∥∥∥
p
,

використавши нерiвностi Дуба, див. (A.72), та фон Бара-Ессена, див. формулу

(4) в [263]. Покладемо q := p
p−1 так, що 1/p + 1/q = 1, та використаємо

нерiвнiсть |
∑

i xi|1/p ≤
∑

i |xi|1/p:

∞∑
n=1

µ−n/q
∥∥∥θ(n)
6,1

∥∥∥
p
≤

∞∑
n=1

µ−n/q

(
1 +

n∑
k=1

E|θ − µ|p1{µk−1<|θ−µ|≤µk}

)1/p

≤
∞∑
n=1

µ−n/q

(
1 +

n∑
k=1

µk/q
(
E|θ − µ|1{µk−1<|θ−µ|≤µk}

)1/p

)
.

Далi,
∞∑
n=1

µ−n/q
n∑
k=1

µk/q
(
E|θ − µ|1{µk−1<|θ−µ|≤µk}

)1/p

=
∞∑
k=1

µk/q
(
E|θ − µ|1{µk−1<|θ−µ|≤µk}

)1/p
∞∑
n=k

µ−n/q

≤ const
∞∑
k=1

(
E|θ − µ|1{µk−1<|θ−µ|≤µk}

)1/p
.

Сума в правiй частинi є скiнченною внаслiдок леми 190 при p ∈ (1, 2). Отже,

E
∞∑
n=1

µ−n sup
0≤m≤bTµn−1c

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

θ
(n)
6,k −mEθ(n)

6,1

∣∣∣∣∣ < ∞,
що завершує доведення леми.
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З щойно доведеної леми 191 можна отримати наступний результат, який є

основним в доведеннi теореми 112.

Твердження 192. Нехай (R(n)(k))k∈N0,n∈N є такими, як в лемi 191, але з θ, що

набуває значень в N. Покладемо

gn(t) := µ−nR(n)(bµn−1tc) (A.53)

для n ∈ N та t ≥ 0.

(F1) Iснує випадковий процес (Z∞(t))t≥0 зi значеннями в D[0,∞) такий, що

g(n↓1)(t)→ Z∞(t), n→∞

м.н. у просторi Скорохода D[0,∞) з J1-топологiєю. Процес (Z∞(t))t≥0

є границею нормованого числа нащадкiв iндивiдiв 1, . . . , btc у процесi

Гальтона-Ватсона з розподiлом числа нащадкiв одного iндивiда θ та

злiченним числом предкiв 1, 2, . . ., тобто

Z∞(t) = Z(1)
∞ + · · ·+ Z(btc)

∞ , t ≥ 0,

де Z(j)
∞ , j ∈ N є незалежними копiями Z∞ – границi нормованого процесу

Гальтона-Ватсона з одним предком.

(F2) Для кожного k ∈ N0, iснує копiя (Zk,∞(t))t≥0 процесу (Z∞(t))t≥0 така, що

g(n↓k+1)(t)→ µ−kZk,∞(tµk) n→∞,

м.н. у просторi D[0,∞) з J1-топологiєю.

(F3) При t→∞,

inf
k≥1

g(k↓1)(t) → ∞ м.н.

(F4) Для довiльного фiксованого T > 0,

sup
k≥1

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣g(n+k↓n+1)(t)− t
∣∣∣→ 0, n→∞ м.н.

(F5) Множина
{
µ−kZk,∞(tµk) : t ≥ 0, k ∈ N

}
є майже напевно щiльною в

[0,∞).
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Доведення. ДОВЕДЕННЯ (F1). Оскiльки g(n↓1)(t) = µ−nR(n↓1)(btc), то твердже-

ння еквiвалентне(
µ−nR(n↓1)(j)

)
j∈N0

→ (Z∞(j))j∈N0
, n→∞ м.н. (A.54)

Для кожного n, послiдовнiсть у правiй частинi є випадковим блуканням (має

незалежнi прирости), оскiльки композицiя незалежних зростаючих N-значних

випадкових блукань є випадковим блуканням (це є аналогом твердження з

теорiї процесiв Левi, яке називається субординацiєю Бохнера). Отже, для до-

ведення (A.54) достатньо показати, що

µ−nR(n↓1)(1)→ Z(1)
∞ м.н. (A.55)

Вираз в лiвiй частинi є нормованим числом iндивiдiв в поколiннi n у про-

цесi Гальтона-Ватсона з розподiлом числа нащадкiв θ та одним предком, а

тому (A.55) випливає з класичної збiжностi мартингалiв у процесах Гальтона-

Ватсона.

ДОВЕДЕННЯ (F2). Це випливає з (F1) та представлення

g(n↓k+1)(t) = µ−kµ−(n−k)R(n↓k+1)(btµkc), t ≥ 0,

яке виконується при n > k.

ДОВЕДЕННЯ (F3). Маємо

g(k↓1)(t) =

btc∑
j=1

µ−kZ
(j)
k , t ≥ 0,

де (Z
(j)
k )k≥0, j ∈ N є незалежними копiями процесiв Гальтона-Ватсона (Zk)k≥0

з Z0 = 1. Переходячи до iнфiмумiв, маємо

inf
k∈N

g(k↓1)(t) ≥
btc∑
j=1

inf
k≥1

(µ−kZ
(j)
k ), t ≥ 0

i результат випливає є того, що P
{

infk≥1(µ
−kZ

(1)
k ) = 0

}
= 0.

ДОВЕДЕННЯ (F4). Зафiксуємо T > 0. З частини (F3) ми знаємо, що iснує

T1 > 0 таке, що

inf
k≥1

g(k↓1)(T1) ≥ T м.н.
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Отже,

A1 := sup
k≥0

sup
n>k

sup
t∈[0, T ]

g(n↓k+1)(t) = sup
k≥0

sup
n>k

g(n↓k+1)(T )

≤ sup
k≥0

sup
n>k

g(n↓1)(T1) = sup
n≥1

g(n↓1)(T1) < ∞ м.н.,

де скiнченнiсть є наслiдком (F1). Також∣∣g(n+k↓n+1)(t)− t
∣∣

≤
∣∣gn+1(t)− t

∣∣ +
k∑
j=2

∣∣g(n+j↓n+1)(t)− g(n+j−1↓n+1)(t)
∣∣

внаслiдок нерiвностi трикутника. Таким чином,

sup
k∈N

sup
t∈[0, T ]

∣∣g(n+k↓n+1)(t)− t
∣∣

≤ sup
t∈[0, T ]

∣∣gn+1(t)− t
∣∣

+
∞∑
j=2

sup
t∈[0, T ]

∣∣g(n+j↓n+1)(t)− g(n+j−1↓n+1)(t)
∣∣

≤ sup
t∈[0, T ]

∣∣gn+1(t)− t
∣∣ +

∞∑
j=2

sup
s∈[0, A1]

∣∣gn+j(s)− s
∣∣ → 0, n→∞, м.н.

за лемою 191.

ДОВЕДЕННЯ (F5). Згiдно з частиною (F4), для довiльного s ∈ [0,∞) та ε > 0

iснує випадкове m ∈ N таке, що

s− ε/2 ≤ g(m+k↓m+1)(s) ≤ s+ ε/2 (A.56)

для всiх k ∈ N. Обираючи k достатньо великим та застосовуючи (F2), маємо

µ−mZm,∞(sµm)− ε/2 ≤ g(m+k↓m+1)(s) ≤ µ−mZm,∞(sµm) + ε/2. (A.57)

З формул (A.56) та (A.57) випливає

s− ε ≤ µ−mZm,∞(sµm) ≤ s+ ε,

що завершує доведення.
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A.9.2. Випадковi блукання з нескiнченним середнiм.

Лема 193. Нехай θ є N-значною в.в., яка задовольняє умову Девiса:

x−α−γ(x) ≤ P{θ > x} ≤ x−α+γ(x), x ≥ x0

для деяких x0 > 0, α ∈ (0, 1) та незсростаючої функцiї γ(x) такої, що xγ(x) не

спадає та
∫∞
x0
γ(exp(ex)) dx <∞. Нехай (θn)n∈N є послiдовнiстю незалежних

копiй θ. Покладемо

R(0) := 0, R(n) := θ1 + · · ·+ θn, M(n) := max
k=1,...,n

θk, n ∈ N.

Тодi, для кожного ε > 0 та кожного β ∈ (0, α), iснують c, C > 0 такi, що

для всiх n ∈ N,

cn−(1/α+ε)βα−1γ(n1/α+ε) ≤ E
(
R(n)

n1/α

)β
≤ Cn(1/α+ε)βα−1γ(n1/α+ε), (A.58)

та

cn−(1/α+ε)βα−1γ(n1/α+ε) ≤ E
(
M(n)

n1/α

)−β
≤ Cn(1/α+ε)βα−1γ(n1/α+ε). (A.59)

Доведення. Якщо θ належить областi притягання α-стiйкого розподiлу, α ∈
(0, 1), то моменти порядку β величин R(n)/c(n), де (c(n))n∈N така, що

limn→∞ nP{θ > c(n)} = 1, збiгаються до моменту порядку β граничного α-

стiйкого розподiлу для всiх β ∈ (0, α). На жаль, умова Девiса не гарантує того,

що θ належить областi притягання α-стiйкого розподiлу. Тим не менш, θ обме-

жується зверху та знизу випадковими величинами з хвостами, що правильно

змiнюються. Це спостереження є основною iдеєю подальшого доведення.

Згiдно з лемою 3 в [57] функцiя x 7→ xγ(x) повiльно змiнюється на нескiн-

ченностi. Вiзьмемо x1 > x0 настiльки великим, що x−α+γ(x) ≤ 1 при x ≥ x1 та

нехай θ ≥ 1 i θ ≥ 1 є випадковими величинами з розподiлами

P{θ > x} :=

1, якщо 1 ≤ x < x1,

supy>x y
−α+γ(y), якщо x ≥ x1;

та

P{θ > x} :=

P{θ > x}, якщо 1 ≤ x < x1,

infx1≤y≤x y
−α−γ(y), якщо x ≥ x1.
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З побудови зрозумiло, що

θ
d
≤ θ

d
≤ θ.

Згiдно з теоремою 1.5.3 в [42], функцiї x 7→ P{θ > x} та x 7→ P{θ > x}
правильно змiнюються з iндексом −α, а, отже, розподiли θ та θ належать

областi притягання α-стiйкого розподiлу.

Нехай (θk)k≥1 та (θk)k≥1 є послiдовностями незалежних копiй θ та θ вiдпо-

вiдно, та нехай (R(k))k≥0 та (R(k))k≥0 є вiдповiдними випадковими блукання-

ми, нехай (c(n))n∈N та (c(n))n∈N такi, що

lim
n→∞

nP{θ > c(n)} = lim
n→∞

nP{θ > c(n)} = 1.

З леми 5.2.2 в [125] маємо

0 < lim
n→∞

ERβ(n)

cβ(n)
< ∞ та 0 < lim

n→∞

ERβ
(n)

cβ(n)
< ∞.

Оскiльки

ERβ(n) ≤ ERβ(n) ≤ ERβ
(n),

то спiввiдношення (A.58) випливатиме, якщо нам вдасться показати, що для

деяких c1, C1 > 0 та всiх n ∈ N,

c1n
−(1/α+ε)γ(n1/α+ε)/α ≤ c(n)

n1/α
та

c(n)

n1/α
≤ C1n

(1/α+ε)γ(n1/α+ε)/α. (A.60)

Доведемо першу нерiвнiсть в (A.60), друга доводиться аналогiчно. Оскiльки

(c(n)) правильно змiнюється з показником 1/α, то для великих n маємо c(n) ≤
n1/α+ε. З iншого боку, з монотонностi x 7→ xγ(x) випливає

nP{θ > c(n)} ∼ n c(n)−α−γ(c(n)) ≥ (n−1/αc(n))−α(n1/α+ε)−γ(n1/α+ε),

а тому

lim
n→∞

(n−1/αc(n))−α(n1/α+ε)−γ(n1/α+ε) ≤ 1,

звiдки

c1n
−(1/α+ε)γ(n1/α+ε)/α ≤ c(n)

n1/α

для деякого c1 > 0.

Для доведення (A.59) мiркуємо аналогiчно. Покладемо

M(n) := max
1≤k≤n

(−θ−1

k ), M(n) := max
1≤k≤n

(−θ−1
k ), n ∈ N.
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Згiдно з класичною теоремою Фiшера-Тiппета-Гнєденка кожна з послiдовно-

стей (−c(n)M(n)) та (−c(n)M(n)) слабко збiгаються до розподiлу Вейбула.

Понад це, згiдно з теоремою 2.1 в [218], має мiсце також збiжнiсть моментiв

порядку β, тому

0 < lim
n→∞

E
(
− c(n)M(n)

)β
< ∞ та 0 < lim

n→∞
E
(
− c(n)M(n)

)β
< ∞.

З iншого боку,

E
(
− c(n)M(n)

)β
= E

(
c(n) min

1≤k≤n
θ−1
k

)β
= E

(
c(n)

max1≤k≤n θk

)β
≥ E

(
c(n)

max1≤k≤n θk

)β
.

та

E
(
− c(n)M(n)

)β
= E

(
c(n) min

1≤k≤n
θ
−1

k

)β
= E

(
c(n)

max1≤k≤n θk

)β
≤ E

(
c(n)

max1≤k≤n θk

)β
.

Поєднавши це з (A.60), отримуємо (A.59).

Наступна лема є аналогом леми 191 у випадку нескiнченного середнього.

Лема 194. Нехай (θ
(n)
k )n∈N, k∈N є масивом незалежних копiй додатної в.в. θ, яка

задовольняє умови леми 193. Для кожного n ∈ N визначимо випадковi блукання

R(n)(0) := 0, R(n)(k) := θ
(n)
1 + · · ·+ θ

(n)
k , k ∈ N.

Тодi для довiльного T > 0 маємо

∞∑
n=1

sup
t∈[0, T ]

∣∣∣αn lnR(n)(betα−(n−1)c)− t
∣∣∣ <∞ м.н.

Доведення. Покладемо mn(t) := betα−(n−1)c та Nn := mn(T ). Тодi

αn−1 lnmn(t) ≤ t < αn−1 ln(mn(t) + 1),
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а тому

sup
t∈[0, T ]

∣∣∣αn lnR(n)(betα−(n−1)c)− t
∣∣∣

≤ sup
t∈[0, T ]

∣∣∣αn lnR(n)(mn(t))− αn ln(mn(t))
1/α
∣∣∣ + sup

t∈[0, T ]

∣∣∣αn−1 lnmn(t)− t
∣∣∣

≤ αn sup
1≤k≤Nn

∣∣∣∣ln R(n)(k)

k1/α

∣∣∣∣ + αn−1 ln(1 + (mn(t))
−1)

≤ αn sup
1≤k≤Nn

∣∣∣∣ln R(n)(k)

k1/α

∣∣∣∣ + αn−1 ln 2.

Отже, нам потрiбно показати, що
∞∑
n=1

αn sup
1≤k≤Nn

∣∣∣ ln R(n)(k)

k1/α

∣∣∣ < ∞ м.н.

Це зводиться до перевiрки двох спiввiдношень:
∞∑
n=1

αn sup
1≤k≤Nn

(
ln+ R

(n)(k)

k1/α

)
< ∞ м.н. (A.61)

та
∞∑
n=1

αn sup
1≤k≤Nn

(
ln−

R(n)(k)

k1/α

)
< ∞ м.н. (A.62)

Фiксуючи β ∈ (0, α), отримуємо

β E
(

sup
1≤k≤Nn

ln+ R
(n)(k)

k1/α

)
= E

(
ln sup

1≤k≤Nn

(R(n)(k))β

kβ/α

)

≤ E

ln

blnNnc∑
j=0

sup
k∈(e−(j+1)Nn, e−jNn]

(R(n)(k))β

kβ/α


≤ ln

bTα−(n−1)c∑
j=0

E

(
sup

k∈(e−(j+1)Nn, e−jNn]

(R(n)(k))β

kβ/α

)
,

де останнiй рядок випливає з нерiвностi Йєнсена. Для довiльного ε > 0, вико-

ристовуючи лему 193 та (A.58)

E

(
sup

k∈(e−(j+1)Nn, e−jNn]

R(n)(k)β

kβ/α

)
≤ constE

(
R(n)(de−jNne)
de−jNne1/α

)β
≤ const

(
de−jNne(1/α+ε)γ(de−jNne1/α+ε)

)β/α
.
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Поєднавши отриманi оцiнки та використавши монотоннiсть x 7→ xγ(x), маємо

β E
(

sup
1≤k≤Nn

ln
R(n)(k)

k1/α

)
≤ const + ln

dTα−(n−1)e∑
j=0

(
de−jNne(1/α+ε)γ(de−jNne1/α+ε)

)β/α
≤ const + ln

((
dTα−(n−1)e+ 1

)(
N (1/α+ε)γ(N

1/α+ε
n )

n

)β/α)
.

Отже, (A.61) випливає з нерiвностi
∞∑
n=1

αn ln
(
N (1/α+ε)γ(N

1/α+ε
n )

n

)
≤ const

∞∑
n=1

γ(N 1/α+ε
n )

та того факту, що умова
∫∞
x0
γ(exp(ex)) dx < ∞ гарантує, див. обчислення на

с. 473 в [57], що
∞∑
n=1

γ(euα
−n

) < ∞.

для кожного u > 0.

Формула (A.62) перевiряється аналогiчно. Використавши нерiвнiсть

ln− x = ln(x−1 ∧ 1) ≤ ln(1 + x−1), маємо для довiльного β ∈ (0, α)

β E
(

sup
1≤k≤Nn

ln−
R(n)(k)

k1/α

)
≤ β E

(
ln

(
1 + sup

1≤k≤Nn

(
k1/α

R(n)(k)

)))

≤ E ln

(
1 +

blnNnc∑
j=0

sup
k∈(e−(j+1)Nn, e−jNn]

(
kβ/α

R(n)(k)β

))

≤ ln

(
1 +

blnNnc∑
j=0

E

(
sup

k∈(e−(j+1)Nn, e−jNn]

(
kβ/α

R(n)(k)β

)))

≤ ln

(
1 +

blnNnc∑
j=0

E

(
de−jNneβ/α

(R(n)(de−(j+1)Nne))β

))

≤ ln

(
1 +

blnNnc∑
j=0

E

(
de−jNne1/α

maxk=1,...,de−(j+1)Nne θ
(n)
k

)β)
.

Згiдно з оцiнкою (A.59) в лемi 193,

E

(
de−jNne1/α

maxk=1,...,de−(j+1)Nne θ
(n)
k

)β

≤ const
(
de−(j+1)Nne(1/α+ε)γ(de−(j+1)Nne1/α+ε)

)β/α
,

звiдки випливає
∞∑
n=1

αnE sup
1≤k≤Nn

(
ln−

R(n)(k)

k1/α

)
<∞
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з тих же мiркувань, що були використанi вище. Доведення леми 194 заверше-

но.

Сформулюємо i доведемо тепер аналог твердження 192.

Твердження 195. Нехай (R(n)(k))k∈N0,n∈N є такими, як в лемi 194. Покладемо

hn(t) := αn lnR(n)(betα−(n−1)c)

при n ∈ N та t ≥ 0.

(G1) Iснує випадковий процес (Z∗∞(t))t≥0 зi значеннями в D[0,∞) такий, що(
h(n↓1)(t)

)
t≥0
→
(
Z∗∞(t)

)
t≥0
, n→∞, м.н.

у просторi Скорохода D[0,∞) з J1-топологiєю. Процес (Z∗∞(t))t≥0 є гра-

ницею м.н. (αn lnZn(t))t≥0 при n → ∞, де Zn(t) є числом iндивiдiв в

поколiннi n предкiв 1, . . . , betc у процесi Гальтона-Ватсона зi злiченним

числом предкiв 1, 2, . . . в поколiннi 0 та розподiлом θ числа нащадкiв одно-

го iндивiда. Процес (Z∗∞(t))t≥0 має таке представлення:

Z∗∞(t) := Z(∗,1)
∞ ∨ Z(∗,2)

∞ ∨ . . . ∨ Z(∗,betc)
∞ , t ≥ 0,

де (Z
(∗,j)
∞ )j∈N є незалежними копiями Z∗∞ – границi м.н. в (5.13).

(G2) Для кожного k ∈ N0 iснує копiя (Z∗k,∞(t))t≥0 процесу (Z∗∞(t))t≥0 така, що(
h(n↓k+1)(t)

)
t≥0
→
(
αkZ∗k,∞(tα−k)

)
t≥0
, n→∞, м.н.

у просторi Скорохода D[0,∞) з J1-топологiєю.

(G3) При t→∞ маємо

inf
k∈N

h(k↓1)(t)→∞ м.н.

(G4) Для кожного T > 0 маємо

sup
k∈N

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣h(n+k↓n+1)(t)− t
∣∣∣→ 0, n→∞, м.н.

(G5) Множина
{
αkZ∗k,∞(tα−k) : t ≥ 0, k ∈ N

}
є м.н. щiльною в [0,∞).
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Доведення. ДОВЕДЕННЯ (G1). Це твердження еквiвалентне(
αn lnR(n↓1)(j)

)
j∈N
→ (Z∗∞(j))j∈N м.н.

Поклавши

Zn,1 := R(n↓1)(1), Zn,j := R(n↓1)(j)−R(n↓1)(j − 1), j = 2, 3, . . . ,

отримуємо незалежнi процеси Гальтона-Ватсона (Zn,1)n∈N, (Zn,2)n∈N, . . .. Згi-

дно з (5.13), границi

Z(∗,j)
∞ := lim

n→∞
αn lnZn,j, j ∈ N

iснують м.н. в (0,∞) та є незалежними копiями Z∗∞. Зi спiввiдношення

αn lnR(n↓1)(j) = αn ln(Zn,1 + . . .+Zn,j)→ Z(∗,1)
∞ ∨ . . .∨Z(∗,j)

∞ , n→∞, м.н.

для кожного j ∈ N випливає (G1).

ДОВЕДЕННЯ (G2). Це випливає безпосередньо з (G1) та рiвностi

h(n↓k+1)(t) = αkα(n−k)R(n↓k+1)(detα−ke), t ≥ 0,

яка виконується при n > k.

ДОВЕДЕННЯ (G3). Використовуючи позначення з (G1), маємо

h(k↓1)(t) = αk ln

( betc∑
j=1

Zk,j

)
, t ≥ 0,

а тому для всiх t ≥ 0 та довiльного n0 ∈ N

inf
k∈N

h(k↓1)(t) ≥ inf
k∈N

max
1≤j≤betc

(αk lnZk,j)

=
(

inf
k>n0

max
1≤j≤betc

(αk lnZk,j)
)
∧
(

inf
k≤n0

max
1≤j≤betc

(αk lnZk,j)
)

≥
(

max
1≤j≤betc

inf
k>n0

(αk lnZk,j)
)
∧
(

max
1≤j≤betc

inf
k≤n0

(αk lnZk,j)
)

за мiнiмакс-нерiвнiстю. Оскiльки infk≤n0(α
k lnZk,j), j ∈ N, є незалежними та

однаково розподiленими з необмеженим носiєм1, тобто

P
{

inf
k≤n0

(αk lnZk,1) > z

}
> 0

1Останнiй факт випливає з того, що θ має необмежений носiй з огляду на Eθ =∞.
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для кожного z > 0, маємо

max
1≤j≤betc

inf
k≤n0

(αk lnZk,j)→∞, t→∞, м.н.

Аналогiчно, збiжнiсть

max
1≤j≤betc

inf
k>n0

(αk lnZk,j)→∞, t→∞, м.н.

випливатиме, якщо ми зможемо показати iснування n0 ∈ N такого, що

P{ inf
k≥n0

(αk lnZk,1) > z} > 0 (A.63)

для всiх z > 0. Для цього зафiксуємо z > 0 та помiтимо, що згiдно з теоремою

2 в [57], маємо a := P{Z∗∞ > z + 1} < 1. З iншого боку, з (G1) випливає

lim
n→∞

P
{

sup
k≥n
|αk lnZk,1 − Z∗∞| ≥ 1

}
= 0.

Зокрема, для кожного 0 < δ < a знайдеться n0 ∈ N таке, що

P
{

sup
k≥n0
|αk lnZk,1 − Z∗∞| ≥ 1

}
< δ,

а, отже,

P
{

inf
k≥n0

(αk lnZk,1) ≤ z

}
= P

{
inf
k≥n0

(αk lnZk,1) ≤ z, Z∗∞ ≤ z + 1

}
+ P

{
inf
k≥n0

(αk lnZk,1) ≤ z, Z∗∞ > z + 1

}
≤ 1− a+ P

{
sup
k≥n0
|αkZk,1 − Z∗∞| ≥ 1

}
≤ 1− a+ δ < 1,

що доводить (A.63).

Доведення частин (G4) та (G5) не наводиться, воно дослiвно повторює до-

ведення частин (F4) та (F5) в твердженнi 192 (з лемою 194 для частини (G4)

замiсть леми 191 для частини (F4) в твердженнi 192).

A.10. Процеси рекордiв

A.10.1. Процес рекордiв у послiдовностi незалежних однаково розподi-

лених випадкових величин. Нехай R(n) позначає iндекс n-го рекорду в
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послiдовностi незалежних однаково розподiлених випадкових величин з непе-

рервним розподiлом. Класичний результат Реньї стверджує, що lnR(n) задо-

вольняє закон великих чисел та центральну граничну теорему

lnR(n)

n
→ 1 м.н. та

lnR(n)− n√
n

d→ S2(1).

Нижче зiбранi деякi допомiжнi твердження про процес (R(n))n∈N, як ми вико-

ристовуємо в аналiзi випадкових просiювань процесом рекордiв.

Лема 196. Для кожного r > 0 маємо

sup
n∈N

E
(

lnR(n)

n

)r
<∞, sup

n∈N
E
∣∣∣∣ lnR(n)− n√

n

∣∣∣∣r <∞,
sup
n∈N

E
(

n

1 + lnR(n)

)r
<∞.

Доведення. Першi два твердження доведено в теоремi 2 роботи [114]. Для

доведення третьої властивостi скористаємось представленням Вiльямса для

iндексiв рекордiв, див. с. 60 в [213]. Нехай U1, U2, . . . є незалежними в.в. з рiв-

номiрним розподiлом на iнтервалi [0, 1]. Покладемо R(1) = 1 та R(n + 1) =

dR(n)/Une при n ∈ N. Представлення Вiльямса стверджує, що послiдовно-

стi (R(n))n∈N та (R(n))n∈N мають однаковий розподiл. Маємо R(n + 1) ≥
R(n)/Un, а тому

R(n) ≥ 1

U1 · . . . · Un−1
, n ∈ N. (A.64)

Випадковi величини Ek := − lnUk мають стандартний експоненцiйний розпо-

дiл. Зафiксуємо r > 0 та нехай n > r. Згiдно з (A.64), маємо

E
(

n

1 + lnR(n)

)r
= E

(
n

1 + lnR(n)

)r
≤ E

(
n

1 +
∑n−1

k=1 Ek

)r

≤ E

(
n−1∏
k=1

E−1/n
k

)r

=
(
E(E−r/n1 )

)n−1

,

де було використано нерiвнiсть Кошi для середнiх арифметичних. Залишає-

ться помiтити, що(
E(E−r/n1 )

)n−1
=

(∫ ∞
0

y−r/ne−ydy

)n−1

= Γn−1
(

1− r

n

)
→ erγ, n→∞,

де γ є константою Ейлера-Маскеронi.
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Лема 197. Для всiх n ≥ 2 маємо

E
(

1

R(n)

)
≤ 3

4n
.

Доведення. Якщо n = 2, то P{R(2) = k} = 1
(k−1)k при k ≥ 2. Тому

E
(

1

R(2)

)
=

∞∑
k=2

1

k2(k − 1)
=

∞∑
k=2

1

k(k − 1)
−

∞∑
k=2

1

k2
= 2− π2

6
<

3

4
· 1

2
.

При n ≥ 3 використаємо представлення Вiльямса. Застосовуючи (A.64), маємо

E
(

1

R(n)

)
= E

(
1

R(n)

)
≤ E(U1 · . . . · Un−1) = 2−(n−1)

для всiх n ∈ N. Оскiльки 2−(n−1) ≤ 3
4n при n ≥ 3, то лема доведена.

A.10.2. Процес рекордiв у процесi Пуассона на площинi. У цьому коро-

ткому пiдроздiлi ми отримаємо цiкавi та несподiванi тотожностi для рiвномiр-

них та експоненцiйних випадкових величин, якi є наслiдками нетривiальних

властивостей iнварiантностi процесу рекордiв в однорiдному процесi Пуассо-

на в додатному квадрантi. Цi результати викладенi в короткiй замiтцi [103].

Нехай E1, E2, . . . та U1, U2, . . . є незалежними вибiрками незалежних стан-

дартних експоненцiйних та незалежних стандартних рiвномiрних випадкових

величин. Прототипом тотожностей, про якi буде йти мова нижче є рiвнiсть(
E1

U1
+

E2

U1U2
+ . . .+

En

U1 · · ·Un

)
(1− U1 · · ·Un+1)

d
=

(
E1 +

E2

U1
+ . . .+

En+1

U1 · · ·Un

)
(1− U1 · · ·Un) , (A.65)

яка була використана в роботi [88] для пояснення збiгу величин виплат при

оптимальних стратегiях в двох зовсiм рiзних задачах оптимальної зупинки. У

своєму найпростiшому виглядi тотожнiсть (A.65) має вигляд

E1

U1
(1− U1U2)

d
=

(
E1 +

E2

U1

)
(1− U1) (A.66)

та була отримана в [241]. Зауважимо, що безпосередня перевiрка навiть про-

стої тотожностi (A.66) вже є нетривiальною задачею. Зокрема, нам не вдалось

довести (A.65) пiдрахуком щiльностей або iнтегральних перетворень, чи ви-

користанням iнших вiдомих тотожностей з «бета-гамма алгебри» [69].
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Ми покажемо, що спiввiдношення (A.65) поряд з бiльш загальними рiв-

ностями матричних функцiй вiд експоненцiйних та рiвномiрних величин, ви-

пливають з властивостей симетрiї множини рекордiв (також вiдомих [26] пiд

назвою Парето-оптимальних точок ) процесу Пуассона в додатному квадрантi.

Це ще раз пiдтверджує тезис [89] про те, що процес Пуассона на площинi є

природною структурою для двох перлин комбiнаторної ймовiрностi: теореми

Iгнатова [110] та леми про масштабно-iнварiантi процеси Пуассона на R+ [16].

Пiдкреслимо, що другий з вказаних результатiв є потужним засобом вивчення

перестановок Юенса.

Ми обчислимо площi прямокутникiв, породжених сiткою на множинi ре-

кордiв. Отриманi спiввiдношення, хоча й породженi масивами з однаковими

маргiнальними розподiлами, є за своєю природою багатовимiрними. Напри-

клад, (A.66) отримується сумуванням елементiв другого стовпчика матричної

рiвностi
(1− U1)E1 (1− U1)

E2

U1

U1(1− U2)E1 (1− U2)E2

 d
=


(1− U2)E2 (1− U1)

E2

U1

U1(1− U2)E1 (1− U1)E1

 , (A.67)

яка є тривiальною, якщо на неї дивитись покоординатно.

Випадкове покриття R2
+, породжене рекордами

Ми використовуватимемо очевиднi позначення↗, ↘, ↙, ↖ для чотирьох по-

координатних часткових порядкiв в додатному квадрантi. Наприклад, a ↗ b

та b↙ a при a, b ∈ R2
+ означають, що b знаходиться на пiвнiчному сходi вiд a.

Нехай P є однорiдним процесом Пуассона з одиничною iнтенсивнiстю в R2
+.

Атом P в точцi (t, x) iнтерпретується, як значення x, що спостерiгається в мо-

мент часу t. Очевидно що, з ймовiрнiстю один жоднi два атоми P не лежать

на однiй вертикальнiй або горизонтальнiй прямiй. Атом r ∈ P називається

нижнiм рекордом, якщо не iснує a ∈ P такого, що a ↗ r. Множина рекордiв,

яку ми позначатимемо R є точковим процесом з iнтенсивнiстю e−tx. Множи-

на рекордiв утворює нескiнченний в двi сторони ланцюжок впорядкованих за
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Рис. A.1: Покриття прямокутниками та областi з рiвними за розподiлом площами.

часовою компонентою атомiв R:

. . .↘ r−2 ↘ r−1 ↘ r0 ↘ r1 ↘ r2 ↘ . . . ,

де нумерацiя вибрана так, що рекорди r0 та r1 роздiленi бiсектрисою t = x.

В кожнiй точцi множини R проведемо горизонтальну та вертикальну лiнiї,

що дає розбиття (покриття) додатного квадранта прямокутниками. Позначи-

мо Cij площу прямокутника з пiвнiчно-захiдною вершиною, яка є перети-

ном горизонтальної лiнiї через ri та вертикальної лiнiї через rj, див. рисунок

A.1. Зокрема, Cii при i ∈ Z є площею прямокутника, натягнутого на рекорди

ri, ri+1.

Для заданого рекорду в точцi (t, x), наступний рекорд є наступною точкою

P на пiвденний схiд вiд (t, x), а тому її координати будуть (t + E/x, xU), як

легко бачити з властивостей однорiдностi та незалежностi P . Таким чином,

послiдовнiсть r1, r2, . . . є марковським ланцюгом з щойно описаним перехi-

дними ймовiрностями, тому

(Cij ; i, j = 1, 2, . . .)
d
=

(
U1 · · ·Ui−1(1− Ui)

Ej

U1 · · ·Uj−1
, i, j = 1, 2, . . .

)
.

(A.68)

Зазначимо, що (A.68) не залежить вiд r1. Оскiльки розподiл R є iнварiантним
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по вiдношенню до симетрiї вiдносно бiсектриси, маємо також рiвнiсть

(Ci,j ; i, j = 1, 2, . . .)
d
= (C−j−1,−i−1 ; i, j = 1, 2, . . .). (A.69)

Для iлюстрацiї, площi двох прямокутникiв на рисунку A.1, натягнутих на r1, r4

та r−3, r0 вiдповiдно, мають однаковi розподiл.

Для n ∈ N та k ∈ Z нехай Mk,n = (Ck+i−1,k+j−1, i, j = 1, . . . , n) є n× n ма-

трицею, асоцiйованою з рекордами rk, rk+1, . . . , rk+n. З вищесказаного очеви-

дно, що Mk,n не залежить вiд rk та задовольняє Mk,n
d
= M1,n при k = 1, 2, . . . .

Для k ≤ 0, Mk,n не є незалежним вiд rk, оскiльки перехiдна ймовiрнiсть вiд

rk = (t, x) до rk+1 має враховувати ймовiрнiсть того, що над бiсектрисою ле-

жать −k рекордiв на пiвденний схiд вiд (t, x). Також рiвнiсть Mk,n
d
= M1,n не

виконується при −n < k ≤ 0: наприклад, C0,0 та C1,1 мають рiзнi розподiли.

Тим не менш, ми покажемо, що Mk,n
d
= M1,n виконується при k ≤ −n, що з

огляду на (A.69), еквiвалентно властивостi M1,n, сформульованiй у наступно-

му твердженнi.

Нехай M ∗
1,n є матрицею, отриманою вiдображенням M1,n вiдносно побiчної

дiагоналi, тобто перестановкою елементiв (i, j) та (n− j + 1, n− i+ 1).

Твердження 198. Для довiльного фiксованого n ∈ N маємо

M ?
1,n

d
= M1,n. (A.70)

Рiвнiсть (A.67) є окремим випадком (n = 2) рiвностi (A.70). Тотожнiсть

(A.65) виникає пiсля сумування всiх елементiв M1,n+1 за винятком елементiв

(n + 1)-го рядка. Подальшi тотожнiсть можна отримувати, застосовуючи рi-

зноманiтнi функцiї до рiвностi (A.70). Наприклад, взявши добуток елементiв

у першому рядку M1,n, матимемо:

E1 · · ·En(1− U1)
n

Un−1
1 Un−2

2 · · ·Un−1

d
=
En
n(1− U1) · · · (1− Un)

U1U 2
2 · · ·Un−1

n−1

.

Рекорди в прямокутнику

Для доведення (A.70) розглянемо процес рекордiв у скiнченному прямокутни-

ку. Нехай A ⊂ R2
+ є скiнченним вiдкритим прямокутником з паралельними
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осям координат сторонами. Атом a ∈ P ∩ A назвемо A-рекордом, якщо не

iснує b ∈ P ∩ A такого, що b ↗ a. Множина A-рекордiв породжує розбит-

тя A на прямокутники. Позначимо N = (Ni,j) випадкову матрицю їх площ.

Число рядкiв та стовпчикiв N є випадковим i є на одиницю бiльшим, нiж

число A-рекордiв. Нехай N ? = (N ∗i,j) є матрицею, отриманою з N вiдображе-

нням вiдносно побiчної дiагоналi, що визначається умовно при фiксацiї числа

A-рекордiв.

Лема 199. Для довiльного прямокутника A маємо

(i) N
d
= N ?;

(ii) також N
d
= N ? умовно на подiї {число A-рекордiв = n} для довiльного

n ≥ 0;

(iii) розподiл N залежить лише вiд площi A i не залежить вiд форми A.

Доведення. Застосуванням гiперболiчного зсуву (t, x) 7→ (λt, x/λ) з деяким

λ > 0, прямокутник A можна вiдобразити на квадрат. Це перетворення зберi-

гає площу та покоординатний порядок, а тому зберiгає розподiл N . Якщо A

є квадратом, то (i) та (ii) випливають з симетрiї процесу A-рекордiв по вiдно-

шенню до симетрiї квадрату вiдносно пiвнiчно-схiдної дiагоналi, див. рисунок

A.2.

Лема 200. Для довiльного n ∈ N такi умовнi розподiли рiвнi:

(а) розподiл Mk,n при заданiй площi прямокутника v, натягнутого на рекор-

ди rk та rn+k, де k ≥ 1 або k ≤ −n− 1;

(б) розподiл N для прямокутника A з площею v за умови, що число A-

рекордiв дорiвнює n− 1.

Доведення. Для довiльного прямокутника A множина A-рекордiв не залежить

вiд пуассонiвського процесу поза A. З iншого боку, за умови, що пiвнiчно-

захiдна та пiвденно-схiдна вершини A є рекордами, P не має точок на

пiвденному-заходi вiд цих вершин, а тому множина A-рекордiв збiгається з
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Рис. A.2: Рекорди в квадратi

R∩A. Iншими словами, за умови, що два рекорди розташованi у вершинах A,

рекорди P в A розподiленi, як A-рекорди. Аналогiчно, взявши k = 1, за умови,

що r1 та rn+1 є вершинами прямокутника A, маємо, що множина {r2, . . . , rn}
має той самий розподiл, як i множина A-рекордiв за умови, що їх n− 1. Твер-

дження випливає тепер з леми 199(iii).

Доведення 198 тепер елементарне. Поєднавши лему 200 та лему 199(ii),

бачимо, що рiвнiсть розподiлiв (A.70) виконується умовно при фiксацiї площi

прямокутника, натягнутого на рекорди r1 та rn+1, а, отже, й безумовно. За-

значимо, що ця площа дорiвнює сумi всiх елементiв матрицi i розподiлена,

як

(1− U1 · · ·Un)
(
E1 +

E2

U1
+

E3

U1U2
+ · · ·+ En

U1 · · ·Un−1

)
.

На завершення скажемо, що можна отримати аналогiчнi рiвностi, що вклю-

чають в себе бета-розподiл замiсть рiвномiрного розподiлу. Для цього замiсть

процесу рекордiв потрiбно розглядати так званi процеси k-кутiв [89].
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A.11. Нерiвностi Дуба та Пейкса для мартингалiв

Для довiльної послiдовностi випадкових величин (Xn)n≥0 покладемо

X∗n := sup
0≤k≤n

Xk, X∗ := sup
k≥0

Xn.

Класична максимальна нерiвнiсть Дуба стверджує, якщо (Xn)n≥0 є невiд’-

ємним субмартингалом вiдносно природної фiльтрацiї, то для довiльних C > 0

та p ≥ 1

P{X∗n ≥ C} ≤
EXp

n1{X∗n≥C}

Cp
. (A.71)

З цiєї нерiвностi випливає Lp-нерiвнiсть Дуба: якщо (Xn)n≥0 є обмеженим в

Lp субмартингалом для деякого p > 1, то

‖X∗n‖p ≤
p

p− 1
‖Xn‖p. (A.72)

При p = 1 має мiсце нерiвнiсть

‖X∗n‖1 ≤
e

e− 1

(
1 + ‖Xn ln+Xn‖1

)
.

У припущеннi, що (Xn) є невiд’ємним субмартингалом з X0 = a > 0,

|EXn lnXn| < ∞ та limn→∞ EXn lnXn = ∞, в роботi Пейкса [215] доведе-

но, що

lim
n→∞

EX∗n
EXn lnXn

≤ 1.

Наведене нижче твердження є невеликим узагальненням цього факту для ви-

падку невiд’ємних мартингалiв. Його доведення є дуже простим i є одним з

результатiв роботи [134].

Твердження 201. Нехай (Xn)n≥0 є невiд’ємним мартингалом з X0 = a > 0,

EXn ln+Xn <∞ та limn→∞ EXn ln+Xn =∞, тодi

lim
n→∞

EX∗n
EXn ln+Xn

≤ 1. (A.73)

Доведення. Ми використаємо просту нерiвнiсть, яка одразу випливає з нерiв-

ностi lnx ≤ x− 1, x > 0: для довiльних u, v > 0 та x0 > e маємо

v ln+ u ≤ v ln+ v + ux−1
0 + v(lnx0 − 1). (A.74)
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Iнтегруючи максимальну нерiвнiсть Дуба

P{X∗n > c} ≤
EXn1{X∗n>c}

c
, c > 0,

по промiжку [a,∞), застосовуючи (A.74) з u = X∗n та v = Xn та взявши

математичнi сподiвання, отримуємо для довiльного x0 > e

EX∗n − a ≤ EXn

∫ X∗n

a

c−1dc = EXn ln+

(
X∗n
a

)
≤ EXn ln+Xn +

EX∗n
ax0

+ EXn(lnx0 − 1),

звiдки

lim
n→∞

EX∗n
EXn ln+Xn

≤ ax0

ax0 − 1
,

якщо x0 > a−1. Спрямовуючи x0 →∞, отримуємо (A.73).
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Додаток B

B.1. Простори Скорохода та топологiї на них

Вичерпну iнформацiю про простори Скорохода та типи збiжностi у них можна

знайти, наприклад, в книгах [39] та [268]. Оскiльки в нашiй роботi розглядаю-

ться збiжностi у рiзних топологiях на просторах Скорохода, а також процеси

з рiзними областями змiни аргументiв, нижче стисло описано конструкцiї по-

трiбних топологiй.

B.1.1. Збiжнiсть у просторi D[a, b]. Нехай −∞ < a < b < ∞. Простiр

D[a, b] складається з дiйснозначних, неперервних справа функцiй, визначених

на [a, b], якi мають скiнченнi границi злiва в кожнiй точцi (a, b]. Двi стандартнi

топологiї на просторi D[a, b] були введенi в роботi Скорохода [254]. Класична

J1-топологiя породжується метрикою

da,b(f, g) := inf
λ∈Λa,b

max
{

sup
t∈[a,b]

|f(λ(t))− g(t)|, sup
t∈[a,b]

|λ(t)− t|
}
,

або, еквiвалентною їй, метрикою

da,b0 (f, g) := inf
λ∈Λa,b

max
{

sup
t∈[a,b]

|f(λ(t))− g(t)|, sup
t6=s

∣∣∣∣ln λ(t)− λ(s)

t− s

∣∣∣∣ },
де Λa,b є множиною строго зростаючих, неперервних вiдображень сегмента

[a, b] на себе з λ(a) = a та λ(b) = b. Збiжнiсть послiдовностi функцiй fn до

функцiї f в J1-топологiї означає, що кожна з функцiй fn може мати єдиний

стрибок в околi стрибка граничної функцiї, а позицiї та величини стрибкiв fn

повиннi збiгатись до позицiї та величини вiдповiдного стрибка f . Нагадаємо,
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що для локально рiвномiрної збiжностi fn до f , позицiї стрибкiв fn повиннi

бути рiвними (а не збiгатись) з позицiями стрибкiв f .

Наведене означення J1-топологiї Скорохода моментально переноситься на

простори D([a, b],Rk) при k ∈ N та, зокрема, на простiр комплекснозначних

функцiй D([a, b],C), який використовується у пiдроздiлi 6.4.

Збiжнiсть у M1-топологiї слабша за збiжнiсть у J1-топологiї i може бути

означена як збiжнiсть замкнених графiкiв fn до замкненого графiка f в сенсi

метрики Гаусдорфа на множинi компактних пiдмножин R × [a, b]. Замкненим

графiком функцiї f ∈ D[a, b] називається компактна множина

Γf := {(z, t) ∈ R× [a, b] : z = αf(t−) + (1− α)f(t) для деякого α ∈ [0, 1]},

яка складається з точок графiка функцiї f та вертикальних вiдрiзкiв, що спо-

лучають точки (t, f(t)) та (t, f(t−)), якщо t є точкою розриву f . M1-топологiя

зазвичай використовується у ситуацiях, коли стрибки граничної функцiї ви-

никають внаслiдок накопичення стрибкiв дограничних функцiй або в ситуа-

цiях, коли має мiсце збiжнiсть неперервних функцiй до розривної. Стандар-

тним прикладом є такий, нехай fn(t) := 1[1−1/n, 1+1/n)(t) + 2 · 1[1+1/n, 2](t) та

f(t) := 2 ·1[1, 2](t), тодi fn збiгається до f в M1-топологiї, але не в J1-топологiї

на D[0, 2]: стрибок величини 2 в точцi 1 граничної функцiї виникає внаслiдок

суперпозицiї двох стрибкiв величини 1 дограничних функцiй.

Схожа ситуацiя виникає у функцiональнiй граничнiй теоремi для про-

цесу (ν(u))u≥0 – моменту першого потрапляння в (t,∞) – у випадку збi-

жностi до стiйкого процесу Левi (режим (R3) в формулi (2.76)). Процес

(ν(u))u≥0 має стрибки величини 1, тому для кожного фiксованого t процес

((ν(ut) − µ−1ut)/c(t))u≥0 має стрибки величини 1/c(t), i цi величини пряму-

ють до нуля зi збiльшенням t, в той же час граничний стiйкий процес є майже

напевно розривним. Це виключає можливiсть збiжностi у J1-топологiї i по-

яснює, чому в режимi (R3) ми використовуємо саме M1-топологiю.

B.1.2. J1-топологiя у просторi D[0,∞). Конструкцiя, наведена нижче, на-

лежить Лiндвалу, див. [181]. Нехай D0 є пiдмножиною простору D[0,∞), що

складається з функцiй f ∈ D[0,∞), якi мають скiнченну границю f(+∞) :=

limt→+∞ f(t). Для T > 0 нехай d0,T
0 є звичайною J1-метрикою Скорохода на
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D[0, T ]:

d0,T
0 (x, y) = inf

λ∈Λ0,T

max
{

sup
t∈[0,T ]

|x(λ(t))− y(t)|, sup
s6=t

∣∣∣ ln λ(t)− λ(s)

t− s

∣∣∣}.
Для f, g ∈ D0, покладемо

d0(f, g) := d0,1
0 (φ(f), φ(g)),

де

φ(t) := − ln t, t ∈ (0, 1), φ(0) = +∞

та

φ : D0 → D[0, 1], φ(x)(·) := x(φ(·)), x ∈ D0.

Простiр (D0, d0) є повним сепарабельним метричним простором. В роздiлi 4

роботи [181] на основi метрики d0 побудовано метрику d[0,∞) (її явний ви-

гляд для нас неважливий) на D[0,∞) таку, що (D[0,∞), d[0,∞)) є повним се-

парабельним метричним простором. Ми використовуємо таку характеризацiю

збiжностi в цiй метрицi (теорема 1(b) в [181]).

Твердження 202. Нехай fn, f ∈ D[0,∞), n ∈ N. Такi твердження еквiвален-

тнi:

(i) fn → f в просторi (D[0,∞), d[0,∞)) при n→∞;

(ii) iснують

λn ∈ Λ0,∞ := {λ : λ є неперервною, строго зростаючою функцiєю

на [0,∞) з λ(0) = 0, λ(+∞) = +∞}

такi, що для довiльного T > 0

lim
n→∞

max
{

sup
u∈[0, T ]

|fn(λn(u))− f(u)|, sup
u∈[0, T ]

|λn(u)− u|
}

= 0;

(iii) для довiльної точки T > 0, такої, що f неперервна в T , має мiсце

fn|[0, T ] → f |[0, T ] в (D[0, T ], d0,T ) при n→∞, де g|[0, T ] позначає звуження

g на [a, b].

Збiжнiсть в просторi (D[0,∞), d[0,∞)) ми називаємо збiжнiстю у просторi

D[0,∞) з J1-топологiєю.
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B.1.3. J1-топологiя у просторi D(R). Аналогiчно до того, як це зроблено у

випадку1 D[0,∞), можна побудувати метрику dR на D(R) таку, що (D(R), dR)

є повним сепарабельним метричним простором та отримати характеризацiю

збiжностi в ньому, аналогiчну до твердження 202.

Твердження 203. Нехай fn, f ∈ D(R), n ∈ N. Такi твердження еквiвалентнi:

(i) fn → f в просторi (D(R), dR) при n→∞;

(ii) iснують

λn ∈ ΛR := {λ : λ є неперервною, строго зростаючою функцiєю

на R з λ(±∞) = ±∞}

такi, що для довiльних −∞ < a < b <∞

lim
n→∞

max
{

sup
u∈[a, b]

|fn(λn(u))− f(u)|, sup
u∈[a, b]

|λn(u)− u|
}

= 0;

(iii) для довiльних −∞ < a < b < ∞, таких, що f неперервна в a та b, має

мiсце fn|[a, b] → f |[a, b] в (D[a, b], da,b) при n→∞.

Збiжнiсть в просторi (D(R), dR) ми називаємо збiжнiсть у просторi D(R) з

J1-топологiєю.

B.2. Маркованi точковi процеси

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо поняття маркованого точкового процесу та

вiдповiдних канонiчних просторiв. Роздiл базується на двох книгах [192] та

[253], в яких вiдповiдна теорiя досить повно висвiтлена.

Нехай (K, ρK) – повний сепарабельний метричний простiр та нехай (R ×
K, ρ) – декартiв добуток R та K з продакт-топологiєю:

ρ((x1, k1), (x2, k2)) = |x1 − x2|+ ρK(k1, k2), x1, x2 ∈ R, k1, k2 ∈ K.
1В якостi пiдмножини D0 слiд взяти множину функцiй, що мають обидвi границi f(±∞) := limt→±∞ f(t), а

замiсть функцiї φ можна взяти функцiю ψ(t) := ln(t/(1− t)).
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Нехай MK є множиною цiлозначних мiр на (R × K,B(R × K)) таких, що

m(R×K) =∞ та для довiльної обмеженої множини A ∈ B(R),

m(A×K) <∞,

де B(X) позначає борелiвську сигма-алгебру метричного простору X. Довiль-

ний елемент m ∈ MK може бути представлений у виглядi злiченної суми мiр

Дiрака на R×K:

m =
∑
n∈Z

δ(tn,kn), (B.1)

де першi координати можна впорядкувати у неспадному порядку:

· · · ≤ t−2 ≤ t−1 < 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ t2 · · · . (B.2)

Елементи множини MK називаються маркованими точковими процесами (в

подальшому «мтп»). Мтп m називається простим, якщо вiдповiдна послiдов-

нiсть (tn)n∈Z є строго зростаючою. У цьому випадку представлення (B.1) за

умови (B.2) єдине. Послiдовнiсть (tn)n∈Z iнтерпретується як моменти прибу-

ття, а послiдовнiсть (kn) як мiтки. Таким чином kn є мiткою, принесеною

прибуттям в момент часу tn. Простiр K називається простором мiток.

Вiдомо, див. роздiл 1.15 в [192], що на множинi MK можна задати стру-

ктуру повного сепарабельного метричного простору. Бiльш точно, на множинi

MK iснує метрика ρMK
така, що:

• (MK , ρMK
) є повним сепарабельним метричним простором;

• ρMK
(mn,m)→ 0 при n→∞ тодi i тiльки тодi, коли∫

f(x)mn(dx)→
∫
f(x)m(dx), n→∞

для довiльної неперервної функцiї f : R×K → R+ з компактним носiєм.

Наступне твердження є iншою характеризацiєю збiжностi у просторi

(MK , ρMK
) (див. теорему D.1 та наслiдок D.2 в додатку D в [253]).

Твердження 204. Послiдовнiсть mn :=
∑

j∈Z δ(t
(n)
j ,k

(n)
j )

, n ∈ N, простих мтп зi

зростаючою нумерацiєю моментiв прибуття:

· · · < t
(n)
−2 < t

(n)
−1 < 0 ≤ t

(n)
0 < t

(n)
1 < t

(n)
2 < · · · , n ∈ N,
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збiгається в (MK , ρMK
) до простого мтп m :=

∑
j∈Z δ(tj ,kj), що задовольняє

(B.2), тодi i тiльки тодi, коли

((t
(n)
−q , k

(n)
−q ), . . . , (t(n)

p , k(n)
p ))→ ((t−q, k−q), . . . , (tp, kp)), n→∞,

для довiльних p, q ∈ N.

B.3. Сильна апроксимацiя випадкових блукань

Наведена нижче лема використовувалась в доведеннi теореми 51 в роздiлi

2. Нагадаємо, що стацiонарний процес вiдновлення (ν∗(u))u≥0 визначається

рiвнiстю

ν(t) := inf{k ∈ N : S∗k > t}, t ≥ 0,

де (S∗k)k≥0 є випадковим блуканням з затримкою S∗0 , див. пiдроздiл 2.1.

Лема 205. Припустимо, що Eξr < ∞ для деякого r > 2. Тодi iснує броунiв-

ський рух S2 такий, що для деякого м.н. скiнченного t0 > 0 та невипадкової

константи A > 0,

|ν∗(t)− µ−1t− σµ−3/2S2(t)| ≤ At1/r

для всiх t ≥ t0, де σ2 = Dξ та µ = Eξ.

Доведення. Згiдно з формулою (3.13) в [54], iснує броунiвський рух S2 такий,

що

sup
0≤u≤t

|S[u] − µu− σS2(u)| = O(t1/r) м.н.

З цього випливає

sup
0≤u≤t

|S∗[u] − µu− σS2(u)| = O(t1/r) м.н.,

а тому

sup
0≤u≤t

|ν∗(u)− µ−1u− σµ−3/2S2(u)| = O(t1/r) м.н.

за теоремою 3.1 в [54]. Це доводить лему з, можливо, випадковим A. Як за-

значено в зауваженнi 3.1 згаданої роботи, закон нуля i одиницi Блюменталя

гарантує, що константа A може бути обрана невипадковою.
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B.4. Мiнiмальнi Lp-метрики

У наведеному нижче твердженнi пiдсумовуються властивостi dp при p > 0.

Бiльшiсть з них є добре вiдомими, див. наприклад [6, 85, 153, 222, 275].

Твердження 206. Нехай p > 0 та X, Y є випадковими величинами такими,

що F,G ∈ Dp, тобто мають скiнченнi абсолютнi моменти порядку p > 0.

Функцiя dp(·, ·) має такi властивостi:

(Dist) dp(X, Y ) залежить лише вiд маргiнальних розподiлiв X та Y .

(Inf) Точна нижня грань у спiввiдношеннi (4.10) досягається на деякому

(F,G)-каплiнгу.

(Rep) При p ∈ (0, 1] має мiсце представлення Канторовича-Рубiнштейна2

dp(X, Y ) = sup
f∈Fp
|Ef(X)− Ef(Y )|,

де Fp є множиною гельдерових функцiй f : R → R з константою один,

тобто |f(x)− f(y)| ≤ |x− y|p для всiх x, y ∈ R.

(Reg) dp(X+Z, Y +Z) ≤ dp(X, Y ) для довiльної в.в. Z ∈ Dp, що не залежить

вiд (X, Y ).

(Lin) dp(aX + b, aY + b) = |a|p∧1dp(X, Y ) для всiх a, b ∈ R.

(Conv) Якщо (Xn)n≥1 є послiдовнiстю випадкових величин з розподiлами в

Dp, то збiжнiсть dp(Xn, X) → 0 при n → ∞ еквiвалентна збiжностям

Xn
d→ X та E|Xn|p → E|X|p при n→∞.

Доведення. Перша властивiсть (Dist) очевидна з означення. Властивiсть (Inf)

у випадку p ≥ 1 є твердженням 1 в [85]. У випадку p < 1 (Inf) випли-

ває з цього ж твердження, застосованого до простору (S, d) = (R, ρp), де

ρp(x, y) := |x − y|p є метрикою на R. Класичне (p = 1) представлення

Канторовича-Рубiнштейна (Rep) є добре вiдомим, див. наприклад формулу

2Такого представлення немає при p > 1, див. лему 4.3.2 в [222].
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(5.3.16) в [222], при p < 1 воно випливає з класичного представлення у просто-

рi (R, ρp). Для доведення (Reg) вiзьмемо (F,G)-каплiнг (X ′, Y ′), на якому до-

сягається iнфiмум в dp(X, Y ) та який не залежить вiд Z. Тодi X+Z
d
= X ′+Z,

Y + Z
d
= Y ′ + Z i з визначення випливає, що

dp(X + Z, Y + Z) ≤ (E|X ′ + Z − (Y ′ + Z)|p)1∧1/p

= (E|X ′ − Y ′|p)1∧1/p
= dp(X, Y ).

Умова (Lin) випливає з означення. Властивiсть (Conv) при p ≥ 1 сформульо-

вана i доведена в лемi 8.3 роботи [38]. У випадку p < 1 твердження одразу

випливає з вже використаного прийому: метрику dp можна розглядати, як ме-

трику d1 на просторi розподiлiв на (R, ρp).
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Додаток C

Деякi допомiжнi обчислення та доведення

Лема 44. Нехай (Zk,t)k∈N, t>0 є родиною випадкових величин, заданих на де-

якому ймовiрнiсному просторi (Ω,S,P) та нехай G є пiд-σ-алгеброю S. При-

пустимо, що при фiксованiй G для кожного фiксованого t > 0, випадковi

величини Zk,t, k ∈ N, незалежнi. Якщо∑
k≥0

EG[Z2
k+1,t]

d→ D, t→∞ (C.1)

для деякої в.в. D та∑
k≥0

EG[Z2
k+1,t1{|Zk+1,t|>y}]

P→ 0, t→∞ (C.2)

для всiх y > 0, то для кожного z ∈ R,

EG
[

exp

(
iz
∑
k≥0

Zk+1,t

)]
d→ exp(−Dz2/2), t→∞, (C.3)

E
[

exp

(
iz
∑
k≥0

Zk+1,t

)]
→ E

[
exp

(
−Dz2/2

)]
, t→∞ (C.4)

та

EG
[

exp

(
iz
∑
k≥0

Zk+1,t

)]
− EG

[
exp

(
iz
∑
k≥0

Ẑk+1,t

)]
P→ 0, t→∞, (C.5)

де, при фiксованiй G, Ẑ1,t, Ẑ2,t, . . . є умовно незалежними нормальними в.в. з

середнiм 0 та дисперсiєю EG[Z2
k+1,t], тобто

EG[exp(izẐk+1,t)] = exp(−EG[Z2
k+1,t]z

2/2), k ∈ N0.
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Доведення леми 44. Доведення базується на iдеях доведення теореми 4.12 в

[157], де вивчається слабка збiжнiсть в схемах серiй. Для кожного ε > 0,

sup
k≥0

EG[Z2
k+1,t] ≤ ε2 + sup

k≥0
EG[Z2

k+1,t1{|Zk+1,t|>ε}] ≤ ε2 +
∑
k≥0

EG[Z2
k+1,t1{|Zk+1,t|>ε}].

Використовуючи (C.2) та спрямовуючи t→∞, а потiм ε ↓ 0, отримуємо

sup
k≥0

EG[Z2
k+1,t]

P→ 0. (C.6)

З огляду на (C.1), маємо

EG
[

exp

(
iz
∑
k≥0

Ẑk+1,t

)]
= exp

(
−
∑
k≥0

EG[Z2
k+1,t]z

2/2

)
d→ exp(−Dz2/2)

(C.7)

для кожного z ∈ R. Покажемо, що граничний розподiл
∑

k≥0 Zk+1,t такий же

як граничний розподiл
∑

k≥0 Ẑk+1,t при t → ∞. З цiєю метою, для z ∈ R
запишемо∣∣∣∣EG[ exp

(
iz
∑
k≥0

Zk+1,t

)]
− EG

[
exp

(
iz
∑
k≥0

Ẑk+1,t

)]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∏
k≥0

EG
[

exp
(
izZk+1,t

)]
−
∏
k≥0

EG
[

exp
(
izẐk+1,t

)]∣∣∣∣
≤
∑
k≥0

∣∣∣EG[ exp
(
izZk+1,t

)]
− EG

[
exp

(
izẐk+1,t

)]∣∣∣
≤
∑
k≥0

∣∣∣EG[ exp
(
izZk+1,t

)]
− 1 +

z2

2
EG
[
Z2
k+1,t

]∣∣∣
+
∑
k≥0

∣∣∣EG[ exp
(
izẐk+1,t

)]
− 1 +

z2

2
EG
[
Ẑ2
k+1,t

]∣∣∣
≤ z2

∑
k≥0

EG
[
Z2
k+1,t

(
1 ∧ 6−1|zZk+1,t|

)]
+ z2

∑
k≥0

EG
[
Ẑ2
k+1,t

(
1 ∧ 6−1|zẐk+1,t|

)]
,

де для отримання останнього рядка ми скористались |EG[·]| ≤ EG[| · |] та не-

рiвнiстю

|eiz − 1− iz + z2/2| ≤ z2 ∧ 6−1|z|3, z ∈ R,

яка може бути знайдена, наприклад, в лемi 4.14 книги [157]. Для довiльного

ε ∈ (0, 1) та z 6= 0∑
k≥0

EG
[
Z2
k+1,t

(
1∧6−1|zZk+1,t|

)]
≤ ε

∑
k≥0

E[Z2
k+1,t]+

∑
k≥0

EG
[
Z2
k+1,t1{|Zk+1,t|>6ε/|z|}

]
.
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Згадуючи (C.2) та спрямовуючи t→∞, а потiм ε ↓ 0, отримаємо∑
k≥0

EG
[
Z2
k+1,t

(
1 ∧ 6−1|zZk+1,t|

)] P→ 0, t→∞.

Далi,∑
k≥0

EG
[
Ẑ2
k+1,t

(
1 ∧ 6−1|zẐk+1,t|

)]
≤ |z|

6

∑
k≥0

EG
[
|Ẑk+1,t|3

]
=

√
2|z|

3
√
π

∑
k≥0

(EG[Z2
k+1,t])

3/2 ≤
√

2|z|
3
√
π

(
sup
k≥0

EG[Z2
k+1,t]

)1/2 ∑
k≥0

EG[Z2
k+1,t].

Спiввiдношення (C.1) та (C.6) дають∑
k≥0

EG
[
Ẑ2
k+1,t

(
1 ∧ 6−1|zẐk+1,t|

)] P→ 0.

Отже, ми довели (C.5), що в поєднаннi з (C.7) дає (C.3). Формула (C.4) випли-

ває з (C.3) та рiвномiрної iнтегровностi. Доведення леми 44 завершено.

Лема 45. Припустимо, що умова (2.70) виконується для деякого α ∈ (0, 1)

та f(u,w) = Cov[X(u)X(w)] рiвномiрно правильно змiнюється в смугах в R2
+

або фiктивно правильно змiнюється в R2
+ з iндексом β ≥ −α та граничною

функцiєю C. Якщо

lim
ρ↑1

lim
t→∞

P{ξ > t}
v(t)

∫
(ρz,z]

v(t(z − y)) dU(ty) = 0 (C.8)

для всiх z > 0, то

λ1

√
P{ξ > t}
v(t)

∫
[0,um]

m∑
j=1

γjh((uj − y)t)1[0,uj ](y) dν(ty)

+ λ2
P{ξ > t}
v(t)

∫
[0,um]

( m∑
j=1

γ2
j v((uj − y)t)1[0,uj ](y)

+ 2
∑

1≤i<j≤m
γiγjf((ui − y)t, (uj − y)t)1[0,ui](y)

)
dν(ty)

d→ λ1b
−1/2

m∑
j=1

γj

∫
[0,uj ]

(uj − y)(β−α)/2 dW←
α (y) (C.9)
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+ λ2

( m∑
j=1

γ2
j

∫
[0,uj ]

(uj − y)β dW←
α (y)

+ 2
∑

1≤i<j≤m
γiγj

∫
[0,ui]

C(ui − y, uj − y) dW←
α (y)

)
для довiльного m ∈ N, довiльних γ1, . . . , γm, довiльних 0 < u1 < · · · < um <∞
та довiльних λ1 i λ2 за додаткового припущення, що у випадку λ1 > 0

lim
t→∞

v(t)P{ξ > t}
h2(t)

= b ∈ (0,∞) (C.10)

та

lim
ρ↑1

lim
t→∞

√
P{ξ > t}
v(t)

∫
(ρz,z]

h((z − y)t) dU(ty) = 0 (C.11)

для всiх z > 0.

Доведення леми 45. Ми доведемо теорему в припущеннях λ2 6= 0 та C(u,w) >

0 для деяких u 6= w. Зафiксуємо ρ ∈ (0, 1) таке, що ρum > um−1 (u0 := 0).

Оскiльки v правильно змiнюється на нескiнченностi з iндексом β, маємо

lim
t→∞

v((u− y)t)/v(t) = (u− y)β,

lim
t→∞

h((u− y)t)/
√
v(t)P{ξ > t} = b−1/2(u− y)(β−α)/2

для кожного y ∈ [0, u), використавши (C.10) у другiй формулi. Збiжнiсть в

обох цих спiввiдношеннях є рiвномiрною по y ∈ [0, ρu] згiдно з лемою 159(а).

Оскiльки f(u,w) рiвномiрно правильно змiнюється в смугах в R2
+, маємо при

r < l рiвномiрну по y ∈ [0, ρur] збiжнiсть limt→∞ f((ur − y)t, (ul − y)t)/v(t) =

C(ur − y, ul − y). Отже,

lim
t→∞

(
λ1

∑m
j=1 γjh((uj − y)t)1[0,ρuj ](y)√

v(t)P{ξ > t}
+ λ2

∑m
j=1 γ

2
j v((uj − y)t)1[0,ρuj ](y)

v(t)

+ 2λ2

∑
1≤r<l≤m γrγlf((ur − y)t, (ul − y)t)1[0,ρur](y)

v(t)

)
= λ1b

−1/2
m∑
j=1

γj(uj − y)(β−α)/2
1[0,ρuj ](y)

+ λ2

( m∑
j=1

γ2
j (uj − y)β1[0,ρuj ](y) + 2

∑
1≤r<l≤m

γrγlC(ur − y, ul − y)1[0,ρur](y)

)
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рiвномiрно по y ∈ [0, ρum]. Випадкова функцiя W←
α є майже напевно непе-

рервною. Таким чином, з огляду на (2.75)

λ1

√
P{ξ > t}
v(t)

∫
[0,ρum]

m∑
j=1

γjh((uj − y)t)1[0,ρuj ](y) dν(ty)

+ λ2
P{ξ > t}
v(t)

∫
[0,ρum]

( m∑
j=1

γ2
j v((uj − y)t)1[0,ρuj ](y)

+ 2
∑

1≤r<l≤m

γrγlf((ur − y)t, (ul − y)t)1[0,ρur](y)

)
dν(ty)

d→ λ1b
−1/2

m∑
j=1

γj

∫
[0,ρuj ]

(uj − y)(β−α)/2 dW←
α (y)

+ λ2

( m∑
j=1

γ2
j

∫
[0,ρuj ]

(uj − y)β dW←
α (y)

+ 2
∑

1≤r<l≤m

γrγl

∫
[0,ρur]

C(ur − y, ul − y) dW←
α (y)

)
(C.12)

згiдно з лемою 171(а). В подальшому нам знадобиться формула

lim
ρ↑1

lim
t→∞

P{ξ > t}
v(t)

∫
(ρur,ur]

v((ul − y)t) dU(ty) = 0, r < l, (C.13)

яку можна довести аналогiчно, оскiльки v(t(ul−y))/v(t) збiгається до (ul−y)β

рiвномiрно на (ρur, ur] при t → ∞ та (замiсть (2.75)) виконується граничне

спiввiдношення

lim
t→∞

P{ξ > t}U(ty) =
yα

Γ(1− α)Γ(1 + α)
,

див. формулу (8.6.4) на с. 361 в [42].

Згiдно з теоремою 4.2 в [39], спiввiдношення (C.9) буде доведено, якщо ми

перевiримо, що при ρ ↑ 1, права частина (C.12) збiгається до правої частини

(C.9) та

lim
ρ↑1

lim
t→∞

P
{∣∣∣∣λ1

√
P{ξ > t}
v(t)

m∑
j=1

γj

∫
(ρuj ,uj ]

h(t(uj − y)) dν(ty)

+ λ2
P{ξ > t}
v(t)

( m∑
j=1

γ2
j

∫
(ρuj ,uj ]

v(t(uj − y)) dν(ty)

+ 2
∑

1≤r<l≤m

γrγl

∫
(ρur,ur]

f((ur − y)t, (ul − y)t) dν(ty)

)∣∣∣∣ > δ

}
= 0 (C.14)
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для всiх δ > 0. Перше твердження виконується навiть в сенсi збiжностi майже

непевно внаслiдок теореми про монотонну збiжнiсть та скiнченностi iнтегра-

лiв в (C.9). Для доведення (C.14) використаємо (2.65), щоб побачити, що (C.8)

у поєднаннi з (C.13) дає

lim
ρ↑1

lim
t→∞

P{ξ > t}
v(t)

∫
(ρur,ur]

|f((ur − y)t, (ul − y)t)| dU(ty) = 0, r < l.

Застосовуючи нерiвнiсть Маркова, робимо висновок, що (C.14) випливає з

останнього асимптотичного спiввiдношення та формул (C.8) i (C.11). Доведе-

ння (C.9) i всiєї леми завершено.

Лема 207. Нехай f : R+ → R+ є незростаючою функцiєю такою, що

limt→∞ f(t) ≥ 0. Тодi для кожного θ > 0∫ n

0

f(θy)dy =
n∑
k=0

f(θk) + δn(θ), n ∈ N,

де δn(θ) збiгається при n→∞ до деякого δ(θ) ≤ 0.

Доведення. Не зменшуючи загальностi, припустимо, що θ = 1. Для кожного

n ∈ N маємо
n∑
k=0

f(k)−
∫ n

0

f(y)dy =
n−1∑
k=0

(
f(k)−

∫ k+1

k

f(y)dy

)
+ f(n).

Оскiльки f не зростає, кожен доданок в сумi невiд’ємний. Отже, сума не спа-

дає по n. З iншого боку, вона є обмеженою зверху

n−1∑
k=0

(
f(k)−

∫ k+1

k

f(y)dy

)
≤

n−1∑
k=0

(f(k)− f(k + 1)) ≤ f(0) <∞,

а тому ряд
∑

k≥0

(
f(k)−

∫ k+1

k f(y)dy
)

збiгається. З припущення, що границя

limn→∞ f(n) iснує, отримуємо твердження леми.

Лема 208. Спiввiдношення (3.48) виконується, якщо щiльнiсть f в.в. W задо-

вольняє одну з двох умов:

(i) виконується умова (3.42) з деяким α ∈ [0, 1);

(ii) iснують δ1 ≥ 0 та δ2 ≥ 0 такi, що f не зростає на (0, δ1), обмежена на

[δ1, 1− δ2] та не спадає на (1− δ2, 1).

- 436 -



Доведення. Розпочнемо з доведення бiльш простого твердження (i). Нагада-

ємо, що розподiл An задається формулою (3.46). Твердження (i) випливає з

ланцюжка нерiвностей

k

bn/kc−1∑
r=1

P{An = rk}

=
k

1− EW n

bn/kc−1∑
r=1

Crk
n

∫ 1

0

xn−rk(1− x)rkf(x)dx

≤ const
k

1− EW n

bn/kc−1∑
r=1

Crk
n

∫ 1

0

xn−rk−α(1− x)rk−αdx

= const
k

1− EW n

bn/kc−1∑
r=1

Γ(n+ 1)Γ(n− rk − α + 1)Γ(rk − α + 1)

Γ(n− 2α + 2)Γ(n− rk + 1)Γ(rk + 1)

≤ const
1

1− EW n

k

n1−2α

bn/kc−1∑
r=1

((n− rk)rk)−α

≤ const
1

1− EW n

k1−2α

n1−2α

bn/kc−1∑
r=1

((bn/kc − r)r)−α = O(1),

П’ятий рядок є наслiдком нерiвностi: для c, d > −2 iснує Mc,d > 0 таке, що

для всiх n ∈ N ∣∣∣∣Γ(n+ c)

Γ(n+ d)
− nc−d

∣∣∣∣ ≤Mc,dn
c−d−1, (C.15)

див. формулу (6.1.47) в [3]. Рiвнiсть в останньому рядку випливає з нерiвностi∑m−1
j=1 ((m− j)j)−α ≤ const m1−2α, яка має мiсце при α < 1 та m ∈ N. Частина

(i) доведена.

Переходячи до доведення другої частини, оберемо δ1 ≥ 0 та δ2 ≥ 0 такi,

що f не зростає на (0, δ1), обмежена на [δ1, 1 − δ2] та не спадає на (1 − δ2, 1).

Можемо представити f у виглядi:

f(x) = P{W < δ1}f1(x) + P{δ1 ≤ W ≤ 1− δ2}f2(x) + P{W > 1− δ2}f3(x),

(C.16)

де f1, f2 та f3 є деякими щiльностями такими, що f1 не зростає на (0, 1), f3 на

спадає на (0, 1), а f2 обмежена на [0, 1]. Вiдомо, див. [182], що для в.в. X , яка

зосереджена на [0, 1] та має щiльнiсть h, що не зростає (вiдповiдно не спадає),
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iснує функцiя розподiлу G така, що

h(x) =

∫ 1

x

dG(y)

y

(
вiдповiдно h(x) =

∫ 1

1−x

dG(y)

y

)
.

Використавши цей факт, можемо записати (C.16) у виглядi:

f(x) = P{W < δ1}
(∫ 1

0

1{x∈[0,y)}

y
dG1(y)

)
+ P{δ1 ≤ W ≤ 1− δ2}f2(x)

+ P{W > 1− δ2}
(∫ 1

0

1{x∈[1−y,1)}

y
dG2(y)

)
,

де G1, G2 є деякими функцiями розподiлу, що зосередженi на [0, δ1] та [1−δ2, 1]

вiдповiдно.

Останню формулу можна розглядати як представлення f у вигляду опуклої

лiнiйної оболонки щiльностей трьох типiв: gε(x) =
1{x∈[0,ε)}

ε , hε(x) =
1{x∈[1−ε,1)}

ε

та обмежених щiльностей. Отже, для доведення (ii) достатньо перевiрити

спiввiдношення (3.48) для щiльностей трьох вказаних типiв рiвномiрно по

ε ∈ (0, 1). Правильнiсть (3.48) для обмежених щiльностей випливає з вже

доведеної частини (i) з α = 0. Покажемо, що (3.48) виконується для gε, мiрку-

вання для hε симетричнi. Маємо

P{An = k} = Ck
nε
−1

∫ ε

0

pk(1− p)n−kdp =
1

(n+ 1)ε
Iε(k + 1, n− k + 1),

де Iε(k + 1, n − k + 1) є нормованою урiзаною бета-функцiєю, див. формулу

(6.6.2) в [3]. Використавши формули (6.6.5) та (6.6.4) за цим же посиланням,

маємо

P{An = k} =
1

n+ 1
Iε(k, n− k + 1) +

1− ε
(n+ 1)ε

P{B ≥ k + 1}

≤ 1

n+ 1
+

1

(n+ 1)ε
P{B ≥ k + 1},

де B є випадковою величиною з бiномiальним розподiлом з параметрами
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(n, ε). Це дає

k

bn/kc−1∑
r=1

P{An = rk} ≤ k

bn/kc−1∑
r=1

( 1

n+ 1
+

1

(n+ 1)ε
P{B ≥ rk + 1}

)
≤ 1 +

k

(n+ 1)ε

bn/kc−1∑
r=1

P{B ≥ rk + 1} ≤ 1 +
k

(n+ 1)ε

bn/kc−1∑
r=1

n∑
j=rk+1

P{B = j}

≤ 1 +
k

(n+ 1)ε

n∑
j=1

bj/kc∑
r=1

P{B = j} ≤ 1 +
1

(n+ 1)ε

n∑
j=1

jP{B = j} ≤ 2,

що завершує доведення частини (ii) i всiєї леми.

Лема 209. Нехай In є величиною першого стрибка процесу (Nn(t))t≥0 у бета-

коалесцентах з a ∈ (0, 1] та b > 0 та нехай ξ є випадковою величиною з

розподiлом

P{ξ = k} =
(2− a)Γ(k + a− 1)

Γ(a)(k + 1)!
= p

(a)
k , k ∈ N.

Тодi для довiльного 0 < q ≤ 1 такого, що q + a > 1, маємо

n−1∑
k=1

kq|P{In = k} − P{ξ = k}| = O(na+q−2), n→∞. (C.17)

Доведення. Для бета-коалесцентiв формула (1.7) дає

λn, k+1 =

∫ 1

0

xk−1(1− x)n−k−1Λ(dx) =
B(a+ k − 1, n− k + b− 1)

B(a, b)
.

Використовуючи оцiнку (C.15) для гамма-функцiї, отримуємо

Ck+1
n λn, k+1 = Ck+1

n

B(a+ k − 1, n− k + b− 1)

B(a, b)
(C.18)

=
Γ(n+ 1)Γ(a+ k − 1)Γ(n− k + b− 1)

Γ(k + 2)Γ(n− k)Γ(n+ a+ b− 2)B(a, b)

=
Γ(a+ k − 1)

(k + 1)!B(a, b)

(
n3−a−b +O(n2−a−b)

)(
(n− k)b−1 +O

(
(n− k)b−2

))
,

рiвномiрно по 1 ≤ k ≤ n− 1 та n ≥ 2.

Пiдрахувавши iнтеграл в (1.8), бачимо, що

λn =
Γ(a)

(2− a)B(a, b)
n2−a +O(n1−a) =

Γ(a)

(2− a)B(a, b)
n2−a

(
1 +O(n−1)

)
(C.19)
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при a ∈ (0, 1) та b > 0, та

λn = bn+O(lnn), (C.20)

при a = 1 та b > 0. Отже, при 0 < a < 1, b > 0, n ≥ 2 та k = 1, . . . , n− 1

P{In = k} = p
(a)
n,n−k

=
(2− a)Γ(a+ k − 1)

Γ(a)(k + 1)!
n1−b

(
(n− k)b−1 +O

(
(n− k)b−2

))(
1 +O

(1

n

))
= p

(a)
k

((
1− k

n

)b−1

+O
(1

n

(
1− k

n

)b−2))(
1 +O

(1

n

))
= p

(a)
k

((
1− k

n

)b−1

+O
(1

n

(
1− k

n

)b−2))
= p

(a)
k

(
1− k

n

)b−1

+O
(
p

(a)
k

1

n

(
1− k

n

)b−2)
.

Аналогiчно, при a = 1 маємо

p
(1)
n,n−k = p

(1)
k

((
1− k

n

)b−1

+O
(1

n

(
1− k

n

)b−2))(
1 +O(n−1 lnn)

)
= p

(1)
k

((
1− k

n

)b−1

+O
(1

n

(
1− k

n

)b−2)
+O

(1

n
lnn
(

1− k

n

)b−1))
= p

(1)
k

(
1− k

n

)b−1

+O
(
p

(1)
k

1

n

(
1− k

n

)b−2)
+O

(
p

(1)
k

1

n
lnn
(

1− k

n

)b−1)
.

Пiдставляючи це в лiву частину формули (C.17), отримаємо

n−1∑
k=1

kq|P{In = k} − P{ξ = k}| ≤
n−1∑
k=1

p
(a)
k kq

∣∣∣(1− k

n

)b−1

− 1
∣∣∣

+
c1

n

n−1∑
k=1

p
(a)
k kq

(
1− k

n

)b−2

=: S1(a, n) + S2(a, n),

при 0 < a < 1, та

n−1∑
k=1

kq|P{In = k} − P{ξ = k}|

≤ S1(1, n) + S2(1, n) +
c2 lnn

n

n−1∑
k=1

p
(1)
k kq

(
1− k

n

)b−1

=: S1(1, n) + S2(1, n) + S3(1, n),

при a = 1. Як завжди, позначатимемо c1, c2, . . . деякi додатнi константи, точнi

значення яких неважливi. Нам потрiбно показати, що Si(a, n) = O(nq+a−2) при
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i = 1, 2 та S3(1, n) = O(nq−1). З огляду на нерiвнiсть p(a)
k ≤ c3k

a−3 для всiх

k ∈ N, маємо

S1(a, n) ≤ c3

n−1∑
k=1

ka+q−3
∣∣∣(1− k

n

)b−1

− 1
∣∣∣

= c3

[n/2]∑
k=1

ka+q−3
∣∣∣(1− k

n

)b−1

− 1
∣∣∣+ c3

n−1∑
k=[n/2]+1

ka+q−3
∣∣∣(1− k

n

)b−1

− 1
∣∣∣

≤ c4

n

[n/2]∑
k=1

ka+q−2 + c3n
a+q−2

(1

n

n−1∑
k=[n/2]+1

(k
n

)a+q−3∣∣∣(1− k

n

)b−1

− 1
∣∣∣),

де ми використали нерiвнiсть |(1−x)b−1−1| ≤ c5x, x ∈ [0, 1/2]. Вираз у дужках

збiгається до
∫ 1

1/2 x
a+q−3|(1 − x)b−1 − 1|dx < ∞. Отже, S1(a, n) = O(nq+a−2).

Аналогiчно,

S2(a, n) ≤ c6

n

n−1∑
k=1

ka+q−3
(

1− k

n

)b−2

=
c6

n

[n/2]∑
k=1

ka+q−3
(

1− k

n

)b−2

+
c6

n

n−1∑
k=[n/2]+1

ka+q−3
(

1− k

n

)b−2

≤ c6

n

[n/2]∑
k=1

ka+q−3
(

1− k

n

)b−2

+ c6

n−1∑
k=[n/2]+1

ka+q−3
(

1− k

n

)b−1

=
c6

n

[n/2]∑
k=1

ka+q−3
(

1− k

n

)b−2

+ c6n
a+q−2

(1

n

n−1∑
k=[n/2]+1

(k
n

)a+q−3(
1− k

n

)b−1)
= O(na+q−2),

оскiльки перший член є O(n−1), а другий є O(na+q−2) з тих самих мiркувань,

що й S1(a, n). Нарештi,

S3(1, n) ≤ c7 lnn

n

n−1∑
k=1

kq−2
(

1− k

n

)b−1

≤ c7 lnn

n

n−1∑
k=1

kq−2
∣∣∣(1− k

n

)b−1

− 1
∣∣∣+

c7 lnn

n

n−1∑
k=1

kq−2

= O(nq−2 lnn) +O(n−1 lnn)

з огляду на оцiнку для S1(a, n). Отже, S3(1, n) = O(nq−1). Доведення заверше-

но.
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Лема 210. Припустимо, що θ є випадковою величиною зi значеннями в [1,+∞)

така, що для деяких c > 0, α ∈ (0, 1) та ε > 0

1− Fθ(x) := P{θ ≥ x} = cx−α +O(x−(α+ε)), x→∞. (C.21)

Нехай ηα є випадковою величиною, що не залежить вiд θ та має щiльнiсть

(2.127). Тодi для довiльного β > 0 iснує δ > 0 таке, що

d1

(
ln((1− θx−1)ηα)1{θ<x−β}, ln ηα

)
= O(x−(α+δ)), x→∞. (C.22)

Доведення. Позначимо лiву частину (C.22) через sθ(x, β). З огляду на спiввiд-

ношення

sθ(x, β) = sc−1/αθ(c
−1/αx, c−1/αβ), x ≥ 1,

та

P{c−1/αθ ≥ x} = x−α +O(x−(α+ε)), x→∞,

достатньо перевiрити твердження для c = 1. Зафiксуємо β до кiнця доведення.

Використовуючи представлення

d1(X, Y ) =

∫
R
|P{X ≤ x} − P{Y ≤ x}|dx,

див. (3.2.17) в [222], запишемо

sθ(x, β)

=

∫ 0

−∞
|P{ln(1{θ≥x−β} + (1− θx−1)ηα1{θ<x−β}) ≤ z} − P{ln ηα ≤ z}|dz

=

∫ 1

0

|P{1{θ≥x−β} + (1− θx−1)ηα1{θ<x−β} ≤ z} − P{ηα ≤ z}|z−1dz.

Iнтегруючи частинами першу ймовiрнiсть пiд знаком iнтеграла, маємо при

z ∈ [0, 1) та x > 1 + β,

P{1{θ≥x−β} + (1− θx−1)ηα1{θ<x−β} ≤ z}

= −
∫

[1,x−β)

P{(1− yx−1)ηα ≤ z}d(1− Fθ(y))

= −P{ηα ≤ β−1xz}
(

1− Fθ((x− β)−)
)

+ P{ηα ≤ zx(x− 1)−1}

+

∫
[1,x−β)

(1− Fθ(y))dyP{(1− yx−1)ηα ≤ z}.
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Нехай θα є в.в., яка не залежить вiд ηα та має розподiл

1− Fθα(x) := P{θα ≥ x} = x−α, x ≥ 1.

Аналогiчно,

P{1{θα≥x−β} + (1− θαx−1)ηα1{θα<x−β} ≤ z}

= −
∫

[1,x−β)

P{(1− yx−1)ηα ≤ z}d(1− Fθα(y))

= −P{ηα ≤ β−1xz}
(

1− Fθα((x− β))
)

+ P{ηα ≤ zx(x− 1)−1}

+

∫
[1,x−β)

(1− Fθα(y))dyP{(1− yx−1)ηα ≤ z}.

Вiднiмаючи вiдповiднi рiвностi та використовуючи (C.21), маємо при z ∈ [0, 1)

та x > 1 + β,∣∣∣P{1{θ≥x−β} + (1− θx−1)ηα1{θ<x−β} ≤ z}

− P{1{θα≥x−β} + (1− θαx−1)ηα1{θα<x−β} ≤ z}
∣∣∣

≤ K
(
P{ηα ≤ β−1xz}(x− β)−(α+ε) +

∫
[1,x−β)

y−(α+ε)dyP{(1− yx−1)ηα ≤ z}
)
,

для деякого K > 0, яке не залежить анi вiд x, анi вiд z. Тому,

sθ(x, β)

≤
∫ 1

0 |P{1{θα≥x−β} + (1− θαx−1)ηα1{θα<x−β} ≤ z} − P{ηα ≤ z}|z−1dz

+K
∫ 1

0 z
−1P{ηα ≤ β−1xz}(x− β)−(α+ε)dz

+K
∫ 1

0 z
−1
∫

[1,x−β) y
−(α+ε)dyP{(1− yx−1)ηα ≤ z}dz

=: I1(x) + I2(x) + I3(x).

Спочатку обчислимо I2(x):

I2(x) = K(x− β)−(α+ε)

∫ 1

0

P{ηα ≤ β−1xz}z−1dz

= K(x− β)−(α+ε)

∫ βx−1

0

P{ηα ≤ β−1xz}z−1dz +K(x− β)−(α+ε)(lnx− ln β)

= K(x− β)−(α+ε)

∫ 1

0

P{ηα ≤ z}z−1dz +K(x− β)−(α+ε)(lnx− ln β)

= K(x− β)−(α+ε)(E| ln ηα|+ lnx− ln β)) = O(x−(α+ε) lnx).
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Вiзьмемо довiльне ε′ ∈ (0, ε] таке, що α + ε′ < 1. Третiй доданок I3(x) оцiню-

ється за допомогою теореми Фубiнi

I3(x) ≤ K

∫ 1

0

z−1

∫
[1,x−β)

y−(α+ε′)dyP{(1− yx−1)ηα ≤ z}dz

= K

∫ 1

0

z−1

∫
[1,x−β)

y−(α+ε′)P{(1− η−1
α z)x ∈ dy}dz

= K

∫ 1

0

z−1E
(

(1− η−1
α z)x

)−(α+ε′)

1{1≤(1−η−1α z)x≤x−β}dz

= Kx−(α+ε′)E
∫ 1

0

z−1(1− η−1
α z)−(α+ε′)

1{1≤(1−η−1α z)x≤x−β}dz

= Kx−(α+ε′)E
∫ ηα(1−x−1)

βηαx−1
z−1(1− η−1

α z)−(α+ε′)dz

z=ηαu
= Kx−(α+ε′)

∫ 1−x−1

βx−1
u−1(1− u)−(α+ε′)du = O(x−(α+ε′) lnx).

Залишається оцiнити перший iнтеграл. Для цього помiтимо, що для кожного

z ∈ [0, 1) та x ≥ 1 + β,

{1{θα≥x−β} + (1− θαx−1)ηα1{θα<x−β} ≤ z} = {(1− η−1
α z)x ≤ θα < x− β},

а, отже,

P{1{θα≥x−β} + (1− θαx−1)ηα1{θα<x−β} ≤ z} = P{(1− η−1
α z)x ≤ θα < x− β}

= P{((1− η−1
α z)x) ∨ 1 ≤ θα < x− β}

= P{ηα ≤ β−1xz, ((1− η−1
α z)x) ∨ 1 ≤ θα < x− β}

= P{ηα ≤ β−1xz, ((1− η−1
α z)x) ∨ 1 ≤ θα < x}

− P{ηα ≤ β−1xz}((x− β)−α − x−α).

Пiдставляючи це в I1(x), бачимо

I1(x) ≤
∫ 1

0

|P{ηα ≤ β−1xz, ((1− η−1
α z)x) ∨ 1 ≤ θα < x} − P{ηα ≤ z}|z−1dz

+ ((x− β)−α − x−α)

∫ 1

0

z−1P{ηα ≤ β−1xz}dz.

Другий член є O(x−α−1 lnx) згiдно з тими самими мiркуваннями, що були

використанi при оцiнцi I2(x). Елементарними обчисленнями переконуємось,
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що перший член рiвний∫ 1

0

∣∣∣P{z < ηα ≤ (x− 1)−1xz}

+ x−α
(∫ (β−1xz)∧1

((x−1)−1xz)∧1

((1− y−1z)−α)P{ηα ∈ dy} − P{ηα ≤ β−1xz}
)∣∣∣z−1dz

=: J(x).

За нерiвнiстю трикутника,

J(x) ≤
∫ 1

0

z−1P{z < ηα ≤ (x− 1)−1xz}dz

+ x−α
∫ 1

0

∣∣∣ ∫ (β−1xz)∧1

((x−1)−1xz)∧1

(1− y−1z)−αP{ηα ∈ dy} − P{ηα ≤ β−1xz}
∣∣∣z−1dz.

(C.23)

За теоремою Фубiнi, перший доданок можна обчислити так:∫ 1

0

z−1P{z < ηα ≤ (x− 1)−1xz}dz = E
∫ 1

0

z−1
1{z<ηα≤(x−1)−1xz}dz

= E
∫ 1

0

z−1
1{x−1(x−1)ηα≤z<ηα}dz = E

∫ ηα

x−1(x−1)ηα

z−1dz = O(x−1).

Внутрiшнiй iнтеграл в другому доданку правої частини (C.23) дорiвнює

sin πα

π

∫ (β−1xz)∧1

((x−1)−1xz)∧1

(y − z)−α(1− y)α−1dy,

i пiсля замiни змiнної u := (y − z)(1− z)−1 стає

sinπα

π

∫ (β−1x−1)z
1−z ∧1

z
(1−z)(x−1)∧1

u−α(1− u)α−1du

= P
{ z

(1− z)(x− 1)
∧ 1 ≤ ηα ≤

(β−1x− 1)z

1− z
∧ 1
}
.

Оскiльки для z ∈ [0, 1) та x > 1 + β,

0 ≤ z

(1− z)(x− 1)
∧ 1 ≤ (β−1x− 1)z

1− z
∧ 1 ≤ (β−1xz) ∧ 1,

то iнтеграл в другому доданку в (C.23) рiвний∫ 1

0

z−1P
{
ηα ≤

z

(1− z)(x− 1)
∧ 1
}

dz

+

∫ 1

0

z−1P
{(β−1x− 1)z

1− z
∧ 1 ≤ ηα ≤ (β−1xz) ∧ 1

}
dz.
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Щоб перевiрити, що другий доданок у цiй формулi є O(x−1), запишемо∫ 1

0

z−1P
{(β−1x− 1)z

1− z
∧ 1 ≤ ηα ≤ (β−1xz) ∧ 1

}
dz

= E
∫ 1

0

z−1
1{ηαβx−1≤z≤ηα(β−1x−1+ηα)−1}dz

= E
(

ln(β−1x)− ln(β−1x− 1 + ηα)
)

= O(x−1).

Перший член можна оцiнити аналогiчно, отже J(x) = O(x−1). Таким чином

sθ(x, β) = O(x−α+δ) для деякого досить малого δ > 0. Доведення завершено.
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M. Möhle // Journal of Applied Probability. – 2014. – 46, №2. – p. 496–515.

21. Маринич О. В. Про асимптотику числа активних випадкових процесiв в

системi з iммiграцiєю / О. В. Маринич // Вiсник Київського нацiонального

унiверситету iменi Тараса Шевченка. Серiя: фiзико-математичнi науки –

2016. – №2. – С. 103-113.

Публiкацї, якi засвiдчують апробацiю матерiалiв дисертацiї:

22. Alsmeyer G. A leader-election procedure using records / G. Alsmeyer, Z. Kab-

luchko, A. Marynych // International conference «12th Germany Probability

and Statistics Days». – Bochum, Germany. – 2016. – p. 50.

- 449 -



23. Iksanov A. Asymptotics of beta-coalescents / A. Iksanov, A. Marynych //

International conference «Modern Stochastics : Theory and Applications III».

– Kyiv. – 2012. –p. 41.

24. Iksanov A. Finite-dimensional convergence of the number of empty boxes

in the Bernoulli sieve / A. Iksanov, A. Marynych // International conference

«11th Germany Probability and Statistics Days». – Ulm, Germany. – 2014. –

p. 52.

25. Iksanov A. Limit theorems for random processes with immigration at the

epochs of a renewal process / A. Iksanov, A. Marynych, M. Meiners //

International conference «11th Germany Probability and Statistics Days». –

Ulm, Germany. – 2014. – p. 61–62.

26. Iksanov A. A functional limit theorem for the number of occupied boxes in the

Bernoulli sieve / A. Iksanov, A. Marynych // International conference «12th

Germany Probability and Statistics Days». – Bochum, Germany. – 2016. –

p. 198-199.

27. Iksanov A. Local universality for real roots of random trigonometric

polynomials / A. Iksanov, A. Marynych // International workshop «Limit

theorems in probability theory, number theory and mathematical statistics».

– Kyiv. – 2016. – p. 23-24.

28. Marynych A. The Bernoulli sieve: allocation scheme in a random environment

/ A. Marynych // Winter school «Spatial Models in Statistical Mechanics». –

Darmstadt, Germany. – 2014. – p. 16–17.

29. Marynych A. On perpetuities arising in population genetics / A. Marynych

// International conference «Probabilistic Aspects of Harmonic Analysis». –
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