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Abstract. Automatic assembly of apictorial two-dimensional ji-
gsaw puzzles is a typical problem of determining the correspondence
between segments of two different curves (curve matching). Histori-
cally, this has been one of the earliest problems in such an important
branch of computer science as pattern recognition. Curve matchi-
ng is used in computer vision; reconstruction of destroyed paper
documents or banknotes; archaeological restoration of mosaics, orna-
ments, pottery; interpretation of medical diagnostics results; and so
on. A significant problem in these studies is the ordering of contour
points, which are usually discrete and inaccurately determined by
technical means due to the object’s volume, lighting and color peculi-
arities, and environmental contamination characteristics. All this ne-
cessitates smoothing and interpolation of the obtained points. How-
ever, smoothing also leads to the loss of useful information. The
problem is further complicated by the fact that matching criteria are
based on comparing the curvatures of adjacent lines, while the effect
of measurement errors and their smoothing on calculated curvatures
is insufficiently studied in the literature.
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The article considers a jigsaw puzzle containing 60 elements. Si-
des of all pieces are digitized using a medium-resolution camera.
A conditional boundary is determined between the pixels of a pi-
ece and the general background. Typically, the constructed puzzle
contour contains between 2000 and 3500 pixels. Then, a continuous
curve is built using an original beam-based corotational spline, which
treats the contour as a flexible beam, while the measurement poi-
nts act as spring supports, with their stiffness controlling the degree
of smoothing. A feature of the implemented method is that duri-
ng calculation, the initially noisy boundary points may change their
computed positions, which leads to the need for their renumberi-
ng. To address this, the concept of a projection of a measured poi-
nt onto the calculated contour is introduced, defined as the nearest
point, and renumbering is performed according to these projecti-
on sequences. To determine the corner points of a puzzle element,
the points of maximum curvature are first found, where a so-called
imaginary point is introduced. Unlike real points, here the conditi-
on of angular continuity of the contour is not fixed, and an angle
jump occurs, the magnitude of which is obtained by minimizing the
integral of the square of curvature in the vicinity of this vertex. The
corner points divide the puzzle into four different contour segments.
The correspondence between contours of different puzzle pieces (i.e.,
automatic assembly of the whole puzzle) is determined by minimizi-
ng the integral of the square of the difference of curvatures between
two adjacent contour segments.

Practical calculations and automatic puzzle assembly confirmed
the effectiveness of the proposed method.
Keywords: two-dimensional jigsaw puzzle, corner points, beam coro-
tational spline, curve matching, smoothing, renumbering of contour
points.

Анотацiя. Автоматичне укладання безколiрних iграшкових дво-
вимiрних пазлiв є типовою задачею визначення зiставлення дiля-
нок двох рiзних кривих (curve matching). Це iсторично є однiєю
з найперших задач в такому важливому напрямку комп’ютерних
наук як розпiзнавання образiв. Визначення вiдповiдностi кривих
застосовується в комп’ютерному зору; вiдтвореннi знищених па-
перових документiв чи банкнот; археологiчних вiдновленнях мо-
заїк, прикрас, посуду; тлумаченнях результатiв медичного дiа-
гностування; тощо. Значною проблемою в цих дослiдженнях є
упорядкування контурних точок, котрi зазвичай є дискретними
i неточно визначеними технiчними засобами за рахунок об’ємно-
стi предмета, особливостей освiтлення i кольору, характеристик
забрудненостi навколишнього середовища. Все це призводить до
необхiдностi згладжування i iнтерполяцiї отриманих точок. Про-
те згладжування призводить i до втрати корисної iнформацiї.
Задача ускладнюється тим, що критерiї спiвставлення основанi
на порiвняннi кривизн сумiжних лiнiй, а вплив похибок вимiрю-
вання i їх згладжування на розрахунковi кривизни в лiтературi
є недостатньо дослiдженим.
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В статтi розглядається iграшковий пазл, що мiстить 60 еле-
ментiв. Для цього всi елементiв оцифровуються за допомогою
фотоапарата середньої роздiльної здатностi. Визначаються умов-
на границя мiж пiкселями елемента i загального фону. Зазвичай
побудований контур пазла мiстить вiд 2000 до 3500 пiкселiв. По-
тiм будується неперервна крива за допомогою оригiнального бал-
кового коротацiйного сплайну, що розглядає контур як гнучку
балку, а точки вимiру як пружиннi опори, величина жорсткостi
яких контролює степiнь згладжування. Особливiстю реалiзова-
ної методики є те, що в процесi розрахунку початково зашумленi
точки границi можуть змiнювати своє розрахункове положення,
що призводить до необхiдностi їх перенумерацiї. Для цього вво-
диться поняття проекцiї замiряної точки на розрахований кон-
тур, як найближчої точки, i перенумерацiя вiдбувається по цих
проекцiях-вiдповiдниках. Для визначення кутових точок елемен-
та (пазла) спочатку знаходяться точки найбiльшої кривизни, де
вводиться так звана уявна точка. На вiдмiну вiд реальних точок
тут не фiксується умова кутової неперервностi контуру, i вiдбу-
вається стрибок кутiв, величина якого отримуються шляхом мi-
нiмiзацiї iнтеграла вiд квадрату кривизни в околi цiєї вершини.
Кутовi точки розбивають пазл на чотири рiзних дiлянки контури.
Вiдповiднiсть мiж контурами рiзних пазлiв (тобто автоматичне
збирання всього пазла) визначається шляхом мiнiмiзацiї iнтегра-
лу вiд квадрата рiзницi кривизн двох сумiжних дiлянок контуру.

Практичнi розрахунки i автоматичне складання пазлу засвiд-
чили ефективнiсть запропонованого методу.
Ключовi слова: двовимiрний пазл, кутовi точки, балковий ко-
ротацiйний сплайн, узгодження кривих, згладжування, перену-
мерацiя точок контуру.

1. Вступ

Визначення вiдповiдностi дiлянок двох кривих замiряних з певною по-
хибкою є ключовою проблемою в задачах розпiзнавання образiв. Ця за-
дача має велике значення в рiзних застосуваннях комп’ютерної iнженерiї.
Як приклад, вiдмiтимо задачi реконструкцiї археологiчних артефактiв зi їх
фрагментiв – мозаїка, посуд, прикраси, скелети [1–3]; вiдновлення навмисно
або випадково пошкоджених документiв чи банкнот [4,5]; для дослiдження
структури ДНК в бiологiї [6,7]; для аналiзу вiдповiдностi континентальних
та океанiчних ландшафтiв в геологiї [8, 9]; виявлення штучних вставок на
зображеннях [10]; розпiзнавання об’єктiв живої природи [11].

Так чи iнакше цi дослiдження пов’язанi з задачею автоматичного укла-
дання безколiрних iграшкових двовимiрних пазлiв. Дослiдження цiєї задачi
було вперше проведено в роботi [12]. Зокрема, вiдмiчено, що ця задача яв-
ляє собою «добре визначену та легко зрозумiлу проблему, i оскiльки вона
влучно iлюструє труднощi, що виникають у всiх проблемах розпiзнавання
образiв, вона iдеально пiдходить як пiддослiдний кролик для тестування
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нових методiв розпiзнавання образiв» [11]. Ця влучна цитата характеризує
вибiр об’єкта дослiдження нашої роботи.

Тим не менше, дана проблема є далеко не тривiальною. Окрiм обчислю-
вальної комбiнаторної складностi — велика кiлькiсть елементiв, що спiв-
ставляються; рiзнi можливi точки початку i кiнця спiвставлювальних дi-
лянок, — iснують значнi методологiчнi проблеми геометричного спiвстав-
лення кривих. Перша проблема — це вибiр критерiю та вiдповiдного порогу
спiвставлення. Це можуть бути вiдстанi мiж спiвставленими точками, кути
змiни напрямку дотичної до контура, кривизни, а також їх рiзнi iнтегральнi
чи дискретнi комбiнацiї. Значнi труднощi виникають i з визначенням ку-
тових точок, де напрям дотичної не є неперервним. Проте найбiльша про-
блема пов’язана з неточностями замiрiв, що залежить вiд характеристик
iнструментiв замiру; характеристиками об’єму i кольору об’єкта i середо-
вища, проникливостi свiтлових чи фiзичних сигналiв, вiдстанi до об’єкту,
тощо.

Цi неточностi не дозволяють проведення безпосереднього спiвставлен-
ня рiзних кривих. Бiльше того, в якостi критерiїв часто виступають кути
(перша похiдна вiд положення) чи кривизни (пропорцiйнi другiй похiднiй).
Вiдомо, що чисельне диференцiювання значно амплiфiкує високочастотний
шум, що повнiстю затiняє корисну iнформацiю. Застосування згладжува-
ння може подавити шум, але призводить i до втрати корисної iнформацiї.
Очевидно, що для застосування згладжування треба розумiти наскiльки
характеристики (довжина дiлянки згладжування, ваги точок) згладжую-
чих засобiв (фiльтри, конволюцiйнi кернели, сплайни) вiдповiдають амплi-
тудi i частотi шуму. Бiльше того, на вiдмiну вiд згладжування сигналiв, чи
просто одного геометричного контуруї, в цiй задачi ми маємо як мiнiмум
двi кривi, якi можуть вимiрюватися трохи по рiзному (рiзна кiлькiсть то-
чок вимiрювання, рiзнi вiдстанi мiж ними, трохи iнша амплiтуда шуму).
Тому згладжування для задачi вiдповiдностi кривих є складнiшою — про-
водити таке згладжування, щоб: а) рiвень залишкової корисної iнформацiї
був максимально великим i значно бiльшим за залишковий рiвень шуму;
б) був однаковим для двох дiлянок кривих, що спiвставляються незалежно
вiд способу i особливостей вимiрювання кожної.

В наступному аналiзi лiтератури ми будемо торкатися в основному лише
питань пов’язаних зi згладжуванням форми кривих i застосуваннi криви-
зни як критерiя подiбностi лiнiй, та менше придiляти уваги власне послi-
довностi з’єднання елементiв, що досить детально розглянуто в лiтературi.

Аналiз останнiх дослiджень. Першою роботою по «складанню» без-
колiрних (apictorial) пазлiв була [12]. Окрiм самої постановки задачi були
видiленi три основних аспекта: 1) цифровий опис границь елементiв; 2) ма-
нiпуляцiї з елементами — повороти i спiвставлення; 3) оцiнка вiдповiдностi
границь. Для спiвставлення видiлялися точки, де кривизна була екстре-
мальною. Проблема згладжування тут не розглядалася. В той час було ти-
пово розглядати спiвставлення лише по характерним точкам, а згладжува-
ння в основному вiдносилося до специфiчних прийомiв трактування нале-
жностi первинних пiкселiв до областi елементу в залежностi вiд стану його

8



УКЛАДАННЯ НЕТОЧНО ОЦИФРОВАНОГО БЕЗКОЛIРНОГО ПАЗЛА

оточуючих пiкселiв [13]. Щодо згладжування контуру, то використовува-
лися суб’єктивнi критерiї врахування ваги наступної точки по вiдношенню
до попередньої [14].

Вагомим вкладом була робота [15], де розглядався прямокутний (4 сто-
рони) пазл iз 104 елементiв. Описана методика цифрового фотографування
пазла i видiлення 4-х кутових точок, де швидко i значно (∼ 90◦) змiнюється
напрямок дотичної (велика кривизна). Вперше вiдмiчається необхiднiсть
згладжування контуру, вiдповiдно до iдеї [16], де знаходиться найкоротший
шлях мiж замiряними точками, що лежить поблизу спостережуваного кон-
туру, на вiдстанi меншiй вiдомої наперед величини неточностi вимiрювань.
На ньому розставляються точки через рiвнi вiдстанi. Для визначення то-
го, чи є кривi вiдповiдними, знаходиться Евклiдова вiдстань для заданих
точок [15], яка повинна бути мiнiмальною. Для складання пазлiв застосову-
вався глобальний алгоритм, де уже враховувалося розмiщення попередньо
проставлених елементiв, де спочатку складалися кутовi i граничнi елемен-
ти усього пазла.

Наступна робота Волфсона [17] має велике значення оскiльки вперше
вводить залежнiсть кривизни вiд координати довжини як найбiльш зна-
чущої ознаки кривої. Оскiльки автор не використовує математичнi методи
згладжування, то в якостi замiнника кривизни використовувалися певним
чином усередненi значення приростiв кутiв на елементарних дiлянках за-
даної довжини. Подiбна методика застосовується при вiдновленнi порiза-
них документiв [18], проте тут вiдповiднiсть двох контурiв перевiряється
для всього набору точок шляхом визначення суми коефiцiєнтiв, якi напе-
ред встановлюються в залежностi вiд рiзницi квадратiв кривизн. Бiльш
унiверсальний пiдхiд до порiвняння двох контурiв, що отриманi в рiзному
масштабi, дається в роботах [18, 19], де вводяться поняття енергiї дефор-
мацiї i енергiї видовження, як iнтеграли вiд квадратiв рiзницi кривизн i
квадратiв рiзницi лiнiйних деформацiї (видовження). Цi критерiї порiвня-
ння застосовувалися в роботах [1, 20, 21] для спiвставлень археологiчних,
бiомедичних, графiчних зображень.

Цiкаво вiдзначити, що подiбнi iнтеграли для однiєї кривої мають ши-
роке застосування в задачах iнтерполяцiї i побудови оптимальних шляхiв
чи естетичних кривих i мають чiтко виражений механiчний змiст, адже
крива деформування гнучкої балки задовольняє критерiю мiнiмуму енер-
гiї деформацiї [22–24]. Подiбний критерiй ми будемо застосовувати i в цiй
роботi.

Методи згладжування i отримання неперервних кривизн для дискретно
визначених точок положення були запропонованi ранiше в 1986 [25]. Вводи-
ться незалежний параметр t i вважається, що згладженi координати точок
x та y можуть бути представленi як функцiї цього параметра t. Вважа-
ється, що значення ti в точках замiру є вiдомими, наприклад є номером
точки i, а замiрянi положення є вiдповiдно Xi та Yi. Тодi для отримання
неперервних згладжених залежностей x(t) та y(t) вводиться конволюцiй-
ний iнтеграл з ядром g(t, σ), де в якостi ядра приймається вiдома функцiя
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нормального розподiлу з параметром σ. Очевидно, що σ є параметром згла-
джування (iнтервалом) i чим вiн бiльший, тим значнiшим є згладжування.
Отримавши неперервнi значення функцiй x(t); y(t) можна знайти коорди-
нату довжини, s(t) i кривизну, κ(t) кожної точки по вiдомим формулам
диференцiйної геометрiї [26].

Вiдмiтимо, що Гаусiвське згладжування є найбiльш застосованим при
обробцi результатiв вимiрiв [27, 28]. Проте в роботi [25] не уточняється
вибiр параметру σ в залежностi вiд амплiтуди можливої похибки, а ли-
ше даються загальнi коментарi, щодо впливу його на характер отримува-
ної кривої. В статистичних оцiнках подiбний пiдхiд називається методом
Надараї-Вотсона, який не вважається оптимальним для згладжування [29].
Зокрема, для врахування нерiвномiрно розмiщених точок Xi та Yi i коли
вiдстань мiж ними спiвставна з параметром згладжування σ, пропонуються
деякi методи iнтерполяцiї промiжних значень мiж ними для використання
їх в конволюцiйному iнтегралi [30,31].

Бiльше того, використання параметричних сплайнiв чи кернелiв для гео-
метричних задач залежить вiд суб’єктивного вибору параметра t, такого,
наприклад, як рiвномiрний розподiл чи привязаний до довжини дуги (так
звана натуральна параметризацiя) iнтерполяцiйного сплайну [32]. Проте
жоден з цих популярних пiдходiв не є оптимальним i широко застосовую-
ться альтернативнi пiдходи, зокрема, так званий доцентровий (centripetal)
метод, де значення параметра t залежить вiд самої кривизни траєкто-
рiї [33]. Вiн також є iтерацiйним як i при натуральнiй параметризацiї, але
дає кращi результати на дiлянках рiзкої змiни кривизни.

Для iдентифiкацiї морських ссавцiв застосовується альтернативний пiд-
хiд для згладжування [11]. Замiсть вищезазначеного конволюцiйного iнте-
гралу, що вимагає великої кiлькостi обчислень i викликає певнi труднощi
врахування граничних умов для обмежених дiлянок, використовується те-
хнiка В-сплайнiв [11]. Тут також використовується параметрична апрокси-
мацiя i координата, наприклад, x(t) знаходиться шляхом мiнiмiзацiї фун-
кцiонала, де окрiм вiдхилень по методу найменших квадратiв враховується
мiнiмiзацiя iнтеграла вiд квадрата кривизни з певною вагою ρ.

Параметр згладжування ρ грає подiбну роль як i параметр σ. Аналогiчнi
апроксимацiї широко застосовуються в статистичних аналiзах [34]. Мiж iн-
шим, кубiчнi (балковi) сплайни дають найменше значення згинальної енер-
гiї для кожного вибраного значення коефiцiєнта пропорцiйностi мiж при-
ростом третьої похiдної i функцiєю в заданих дискретних точках [35, 36],
що фактично дозволяє рiшати задачу як рiшення диференцiйного рiвняння
третього порядку.

Проблема шуму визначається як основна при розпiзнаваннi образiв в
роботi [37]. Вiдзначається, що успiшному впровадженнi диференцiйних iн-
варiантiв перешкоджають складностi їх обчислення, що приводять до пiд-
силення шуму. Власне тому i пропонуються використання їх iнтегральних
вiдповiдникiв. В роботi [38] згладжування проводиться за допомогою В-
сплайнiв, i вводиться iнтеграл вiд модуля кривизни як характеристика для
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порiвняння кривих чи їх дiлянок. Все це є свiдченням вiдсутностi надiй-
них i зрозумiлих методiв згладжування кривизни до зрозумiлого наперед
рiвня.

Оригiнальна аффiнно-iнварiантна характеристика кривої для спiвстав-
лення кривих i розпiзнавання прихованих обєктiв [39] також вимагає ви-
значення кривизни з наступним iнтегруванням їх абсолютних величин. Ме-
тодика згладжування вiдбувається в два етапи. На першому етапi засто-
совується кернел Гауса, хоча як зазначається в [40] вибiр параметра σ є
неоднозначним, адже малi значення дають дуже багато точок, де кривизна
змiнює знак, а великi значення призводять до втрати корисної iнформацiї.
На другому етапi застосовуються В-сплайни, якi дають неперервний i ще
бiльш згладжений контур, придатний для отримання неперервних кривизн.

Автори [41,42] використовують кривизну i її похiдну по довжинi контуру
як Евклiдовi диференцiальнi iнварiанти. Характерними точками вважаю-
ться тi, де похiдна вiд кривизни досягає нуля. Вони i розбивають кривi
на дiлянки спiвставлення. Вiдзначається великий вплив шуму на отриманi
значення кривизни, i це вимагає проведення досить точних вимiрiв [40,41]
контура. Це зменшує, але не знiмає проблему шуму. Пропонуються два
емпiричнi методи згладжування. Перший метод передбачає перемiщення
точок найбiльшої кривизни в напрямку кривизни на деяку величину про-
порцiйну цiй кривизнi. Це суб’єктивний метод, що може по рiзному згла-
джувати цю криву i вiдповiдну їй iншу криву, що затрудняє процедуру
узгодження. Iнший метод також є суб’єктивним, використовує технiку пе-
рiодичних сплайнiв з iтерацiйною процедурою перерозподiлу початкових
точок пропорцiйно по довжинi сплайну, причому кiлькiсть iтерацiй дося-
гала 1500 [41]. Як вказують автори [41], цей метод не має теоретичного
обгрунтування i в майбутньому пропонується застосовувати згладжуваль-
нi сплайни.

В роботi [42] дається огляд сучасних методiв представлення форми дво-
вимiрних фiгур i суттєвих параметрiв (ознак), що її характеризують, при-
чому кривизна є одним iз найбiльш суттєвих iз них (distinguishable). Проте
ця ознаки досить добре працює у випадку даних без шуму. Вказується що
звичайно застосовується Гаусiвське згладжування з рiзними величинами σ,
вибiр яких суттєво впливає на оцiнку вiдповiдностi.

Цiль статтi. Наша робота присвячена застосуванню коротацiйних бал-
кових сплайнiв, КБС для контрольованого (тобто такого, коли шум згла-
джується до зрозумiлого наперед прийнятного для подальших рiшень рiв-
ня) згладжування кривизни геометричних фiгур по неточно визначеним
даним. В певному сенсi вона є подальшим узагальненням результатiв ро-
боти [43], де згладжувалася кривизна центральних точок осi трубопровода
за допомогою балкового коротацiйного сплайну. Там вимiрянi точки знахо-
дилися на вiддалi, що в багато разiв перевищує похибку вимiрювання. Це
значно спрощує методику аналiзу i дозволяє знаходити кривизни з заданою
точнiстю за одну iтерацiю.

Новизна даної роботи полягає в розглядi «густих» точок, де похибка
може бути бiльшою за вiдстанi мiж точками, адже вiдстань вимiрюється
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пiкселями, а завжди (колiр, освiтленнiсть) похибка вiднесення даного пiксе-
ля до тiла може складати декiлька пiкселiв. Тому тут будемо мати справу
з перенумерацiєю точок i застосуваннi iтерацiйних процедур. Друга осо-
бливiсть – це власне розроблення критерiїв спiвставлення контурiв i аналiз
впливу похибки вимiрювання на спiвставнiсть «свох» i «чужих» контурiв.
Робота направлена на розробку методик i критерiїв контрольованого згла-
джування артефактiв i неточностей для: а) видiлення кутових точок; б)
застосування обгрунтованого критерiю вiдповiдностi дiлянок двох конту-
рiв.

Теорiя i практика застосування КБС описана в наших роботах [24,43–45].
КБС є розвитком вiдомих балкових iнтерполяцiйних сплайнiв, що беруть
початок ще з роботи Холiдея 1959 [46], де показано, що рiшення теорiї ба-
лок (кубiчнi сплайни) для заданих положень точок мiнiмiзують наступний
функцiонал енергiї деформацiї:

EEoD =

∫ L

0
κ2 (l) dl. (1)

Кривi, що задовольняють критерiю (1) часто розглядаються як добро-
тнi i функцiонал застосовується для побудови iнтерполяцiйних кривих. Для
задач згладжування балковi кубiчнi сплайни були застосованi вперше в ро-
ботi. Цiкаво вiдмiтити, що фактично цей функцiонал є рiшенням диферен-
цiйних рiвнянь теорiї балок, де вважається, що в точках замiру (опорах),
дiють сили пропорцiйнi рiзницi мiж розрахунковим значенням та замiря-
ним значенням, з коефiцiєнтом пропорцiйностi ρ [47].

1. Теорiя КБС

1.1. Опис КБС

Алгоритм КБС приймає на вхiд набiр впорядкованих точок Bi(Xi, Yi)
(в нашому випадку пiкселiв) в прямокутнiй системi координат, де i — це
номер точки в наборi даних. На кожнiй iтерацiї k, точкам незмiнного по-
чаткового набору Bi ставиться у вiдповiднiсть розрахунковi точки зi апро-
ксимованого набору Aki (X

k
i , Y

k
i ) в подальшому цi точки будуть називатись

«контрольними точками». Iндекс k, в бiльшостi випадкiв, буде опускатись,
рис. 1. Всi точки з розрахункового A та вхiдного B наборiв визначенi в
глобальнiй системi координат (~i,~j).

З’єднаємо послiдовно точки Aki та A
k
i+1 прямими лiнiями, утворюючи при

цьому вiдрiзки, цi вiдрiзки будемо позначати за допомогою iндексу i, що
вiдповiдає значенню початкової точки вiдрiзку, рис. 1. Довжина вектора ~li,
для кожного вiдрiзку, визначається за наступною формулою.

~li = ~Ai+1 − ~Ai = (Xi+1 −Xi)~i+ (Yi+1 − Yi)~j. (2)

Для кожного вiдрiзку визначається локальна система координат (si, wi)
та вiдповiднi базовi вектори ~ti та ~ni.
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Рис. 1. Модель дискретних балок на пружних опорах, точка Ai+2

тут є уявною

Локальний дотичний вектор ~t, виходячи з формули (2), визначається
наступним чином:

~ti =
~li∣∣∣~li∣∣∣ = ai~i+ bi~j, (3)

де: ∣∣∣~li∣∣∣ = li =

√
(Xi+1 −Xi)

2 + (Yi+1 − Yi)2.

Нормальний вектор ~ni визначається як перпендикуляр до ~ti та повер-
нутий вiдносно ~ni за годинниковою стрiлкою, рис. 1. Локальна система
координат (si, wi) пов’язана з базовими векторами наступним чином. По-
чаткова точка si спiвпадає зi значеннями ~Ai а напрямок спiвпадає зi значе-
нням вектора ~ti. Аналогiчно для wi, чий початок спiвпадає з ~Ai а напрямок
спiвпадає з вектором ~ni. Вектор ~ni визначається наступним чином:

~ni = ci~i+ di~j, (4)

де: (
ci
di

)
=

(
cos(−π

2 ) −sin(−π
2 )

sin(−π
2 ) cos(−π

2 )

)(
ai
bi

)
=

(
0 1
−1 0

)(
ai
bi

)
. (5)

Також важливу роль в побудовi згладженого контуру вiдiграє узгоджен-
ня кутiв мiж двома сусiднiми прямими вiдрiзками, тобто мiж напрямками
~ti та ~ti+1. Позначимо цi кути розбiжностi як ψi, їх додатнiй напрям спiв-
падає з рухом годинникової стрiлки, рис. 1, та рахується по формулам
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скалярного добутку векторiв:

cos (ψi) = ~ti · ~ti+1, (6)

sin (ψi) = ~ni · ~ti+1. (7)

Для визначення квадранта в якому знаходиться кут нам необхiдно ви-
значити обидва значення, так як поодинцi цi функцiї визначенi лише на
двох квадрантiв координатної системи. Вiдмiтимо, що якщо в обох рiвня-
ннях отримуємо знак «+», то кут лежить в першому квадрантi.

Тепер розглянемо основну математичну модель методу прямолiнiйної
балки на згин, її параметри та рiвняння. Балка описується вектором ста-
ну ~Y (t), що характеризується набором чотирьох параметрiв для локальної
кожної координати довжини t, що вiдраховується вiд точки початку дi-
лянки, ~Y (t) = column {W (t) ; θ (t) ;M (t) ;Q (t)}. Тут слiдуючи поняттям
теорiї балок, замiсть функцiї вiдхилення i її похiдних, ми оперуємо по-
няттями: W (t) — це перемiщення, додатнiй напрям якого спiвпадає з на-
прямком нормалi; θ (t) — кут повороту, додатнiй напрям якого спiвпадає
з напрямком повороту вiд дотичної до нормалi (по годинниковiй стрiлцi);
M (t) — згинальний момент, Q (t) — поперечна сила. Їхнi додатнi напрями
вибираються так, щоб в вiдповiдних диференцiальних залежностях вико-
ристовувався знак «+». Тут розглядається найпростiша статична балка,
так звана балка Ейлера-Бернуллi, що описана в усiх пiдручниках по опо-
ру матерiалiв. Використовуються наступнi диференцiйнi залежностi мiж
параметрами балки:

dW (t)

dt
= θ (t) ;

dθ (t)

dt
= M (t) ;

dM (t)

dt
= Q (t) ;

dQ (t)

dt
= 0. (8)

Розв’язок системи визначальних рiвнянь (8) в формi, зручнiй для засто-
сування методу початкових параметрiв, є таким:(

~Y (t)
)

= [pi,j (t)]
(
~Y0

)
(9)

де ~Y0 = ~Y (t = 0) є вектором стану в початковiй точцi розглянутого вiдрiзка,

(pi,j (s)) =


1 t t2

2
t3

6

0 1 t t2

2
0 0 1 t
0 0 0 1

 , 0 ≤ t ≤ li. (10)

Для формулювання схеми розрахунку нам потрiбно доповнити рiвняння
зв’язку (10) рiвняннями спряження, якi пов’язують вектор стану в кiнцевiй
точцi попереднього вектора та в початковiй точцi наступного:

Wi+1,0 = Wi,1, (11)
θi+1,0 = θi,1 − ψi,, (12)
Mi+1,0 = Mi,1, (13)

Qi+1,0 = Qi,1 −D (Wi,1 −Πi) . (14)
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де нижнi iндекси «0» та «1» позначають початок та кiнець вiдрiзку вiд-
повiдно. Зауважимо, якщо D прямує до нескiнченностi, що має мiсце при
дуже невеликих розкидах вхiдних даних (порiвняно з вiдстанями мiж то-
чками замiрiв) чи при їх точному визначеннi (задача iнтерполяцiї), то рiв-
няння (14) не може бути реалiзоване в обчислювальнiй програмi. В цьому
випадку воно має представлятися так:

Wi,1 = Πi − C (Qi+1,0 −Qi,1) , C =
1

D
. (15)

Рiвняння (11) означає, що змiщення (вiдхилення положення вiд поча-
ткової прямої) має бути однаковим. Рiвняння (12) полягає в забезпеченнi
дотичної неперервностi деформованого контуру, де кути деформацiї ком-
пенсують початкове кутове змiщення. Рiвняння (13) — це рiвнiсть набли-
жених кривизн балки. А рiвняння (14) враховує дiю пружинної опори, роз-
мiщеної мiж перерiзами, де D — жорсткiсть пружної опори. Як показано
в роботi [47] рiвномiрна згладжуванiсть досягається, якщо вважати, що
жорсткiсть пропорцiйна вiдстанi мiж опорами, тобто:

D =
Li
h4
,

де h — це параметр згладжуваня, що має розмiрнiсть довжини, чим вiн
бiльший, тим сильнiше згладжується контур. Щодо Li — це довжина, на
якiй дiє ця опора, тобто сума половинок вiдстанi до правої опори i вiдстанi
до лiвої опори.

Li =
si
2

+
si+1

2
.

Окремої уваги заслуговує поняття Πi — вiдстань мiж опорою точкою Bi
та найближчою точкою контуру Ai. Пошук i перенумерацiя точок Ai на
кожнiй iтерацiї є суттєвою новизною вiдповiдна процедура буде описана
нижче.

1.2. Поняття уявної точки

В задачах геометричного моделювання методом КБС часто виникає не-
обхiднiсть застосування уявних точок, якi трактуються як точки Ai. На-
гадаємо, що уявна точка не має фiзичного вiдповiдника, тобто точки Bi.
Її введення обумовлене необхiднiстю зменшення розрахункових кутiв θ (t),
бо рiвняння теорiї балок стають неправильними [24, 43]. Введення уявних
точок в розрахункову схему може вiдбуватися рiзними способами, напри-
клад, просто на середини прямих вiдрiзкiв з самого початку, а можна на
будь якому етапi — iтерацiї [24]. Їх застосування вимагає перенумерацiї всiх
точок. Введення уявних точок вiдбувається, коли ми будуємо наближений
контур (перед першою iтерацiєю), або у нас уже є поняття наближеного
розрахункового контуру (на наступних iтерацiях). Розрахунки для уявних
точок, i вiдрiзкiв, що мiстять їх, майже нiчим не вiдрiзняються вiд таких
для реальних точок. Ми використовуємо тi ж самi рiвняння зв’язку (10).
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Рис. 2. Порiвняння графiка моментiв з уявними кутовими точками
та без них

Єдиною особливiстю є те, що жорсткiсть D пружини (якої немає) прийма-
ється нулю. Тому останнє рiвняння спряження (14) записується так:

Qi+1,0 = Qi,1.

В данiй роботi поняття уявної точки застосовується також для визначе-
ння кутових точок. В кутових точках вiдбувається стрибок кута. Проблема
в тому, що ми не знаємо їх положення, бо iз-за неточностей визначення по-
ложення реальних точок завжди є ймовiрнiсть прийняття невiрної точки
як кутової, що може впливати на подальшi результати. Тому спочатку про-
водиться проведення сплайну для усього контуру. В районi кутових точок,
iнтеграли енергiї приймають (для обмеженої кiлькостi пiкселiв, скажiмо 20)
найменше значення. Тому ми завжди знаємо приблизне положення куто-
вої точки. Спочатку воно береться субєктивно. Тодi в рiвняннях спряження
викидається рiвняння неперервностi кутiв (12). А замiсть нього використо-
вується умова, що моменти в кутових точках дорiвнюють нулю:

Mi,1 = 0 (16)

Ця умова є досить логiчною, адже бiля кутових точок контур являє
собою прямi вiдрiзки, тобто кривизна прямує до нуля. Використання умови
(16) вимагає проведення декiлькох iтерацiй з: а) перенумерацiєю реальних
точок i вiднесенням їх до найближчих дiлянок контура (дивись нижче); б)
та поступовим уточненням кута мiж дiлянками

Завдяки такi умовi ми можемо згладити контур а також позбутися пара-
зитних значень моментiв, якi виникають в кутових точках. Бiльше цього,
це дозволяє розбити весь контур на чотири окремих окремих пiдконтури,
спiвставлення яких власне i є основою процедури збирання пазла в цiлому.

1.3. Алгоритм моделi, рiшення системи i побудова контуру
Алгоритм побудови початкового полiгонального контуру на кожнiй iте-

рацiї, нумерацiї невiдомих, складання системи рiвнянь, їх рiшення i отри-
мання згладженої геометрiї, переходу на наступну iтерацiю, що вимагає
полiгональної геометрiї — все це описано в наших попереднiх роботах [41,
43,44]. Тут ми лише вiдмiтимо наступне.
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Перед кожною iтерацiєю маємо пронумерованi точки Bi та Ai, де 0 ≤ i ≤
M . Останнi утворюють полiгон з M прямими вiдрiзками. По положеннях
цих точок знаходимо вiдстань мiж ними Πi, яка має знак. Знак є додатнiм,
якщо вектор

−−−→
AiBi утворює гострий кут з нормаллю ~ni.

Для кожного вiдрiзку формуємо вектор невiдомих (4 параметри) на його
початку i в його кiнцi, тобто всього 8 невiдомих. Оскiльки кiлькiсть вiд-
рiзкiв є M , то всього маємо 8M невiдомих. З iншої сторони, для кожного
вiдрiзку ми маємо 4 рiвнянь зв’язку, тобто 4M рiвнянь. На межах мiж еле-
ментами (вiдрiзками) ми маємо 4 рiвняння спряження. Всього таких меж
M − 1, тобто маємо 4M − 4 рiвняння. Т акож на кожнiй границi застосову-
ються по 2 граничних умовi, всього їх 4. Таким чином, кiлькiсть рiвнянь i
кiлькiсть невiдомих — однакова.

Розв’язок матрицi дає нам вектори стану ~Ym,0 на початку кожного се-
гмента (елемента). Згiдно з (10) вектор стану ~Ym (t)можна визначити для
кожної точки t сегмента.

Ще однiєю принциповою новизною нашого методу порiвняно з методом
Фаулера та Вiлсона [48] є введення змiнного результуючого вектора нор-
малi, ~nθm (t), вздовж якого розмiщується обчислена величина W (t). Це
необхiдно для забезпечення неперервностi сплайна поблизу кiнцiв сегмен-
та, особливо фiктивних точок. Цей деформований вектор нормалi ~nθm (t)
отримується обертанням початкового вектора ~nm на обчислений кут θ (t).
Легко перевiрити, що завдяки умовi неперервностi кутiв (12), деформованi
вектори нормалi стануть неперервними. Таким чином:

~nθm (t) = ~nmcosθ (t)− ~tmsinθ (t) .

Зрештою, iстинне значення положення точок m-го вiдрiзка представля-
ється як векторна сума початкового положення (прямий вiдрiзок) та обчи-
сленого змiщення:

~Rm (t) =
{
~Am−1 + t · ~tm

}
+Wm (t) ~nθm (t) = ~Am−1 + ~tm · T (t) + ~nm ·N(t).

Подальший аналiз дає можливiсть по значенням ~Rm (t) отримати по
формулам диференцiйної геометрiї координату довжини, s(t), та криви-
зну, κd (t) в кожнiй точцi контура [43, 44] кожної дiлянки. Для зручностi
приведемо їх також i тут:

s(t) =

∫ t

0

√
(Ṫ )2 + (Ṅ)2dt,

κd (t) =
N̈ Ṫ − T̈ Ṅ√
(Ṫ )2 + (Ṅ)2

3 .

Очевидно, що маючи залежностi параметрiв s(t) та κd (t), можна буду-
вати залежностi κ(s)
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2. Згладжування i спiвставлення пазлiв

2.1. Початковий контур, нумерацiя i перенумерацiя точок Bi

Власне цей параграф i становить основну принципову методичну вiдмiн-
нiсть даної роботи вiд попереднiх [24, 43–45] в частинi згладжування кри-
вих. Тут проблема полягає в тому як власне визначити сам контур (прону-
мерованi дискретнi точки Bi); створити перший пробний контур, найти на
ньому точки Ai, вiдповiдно до розмiщення яких перенумеровуються точки
Bi; а потiм створити процедуру уточнення контурiв на послiдовних iтера-
цiях i локальної перенумерацiї точок Bi. Опишемо це детально в виглядi
алгоритма:

1. Проводимо сканування всiх пазлiв, рис. 3а. Отримуємо кольорову мо-
дель. Для початку ми змiнюємо кольорову модель з RGB на HSV (вiдтi-
нок, насиченiсть, яскравiсть), що дає нам бiльшу гнучкiсть у визначеннi
кольору. Для визначення бiлого кольору вводиться правило роздiлення.
Наприклад, все що потрапляє в промiжок (0, 0, 240) – (360, 50, 255) вва-
жається бiлим кольором, а все iнше це чорний колiр. Тобто всi вiдтiнки
зi значенням насиченостi до 50 та значенням яскравостi вiд 240 до 255 ми
вважаємо бiлим кольором. Пiсля таких перетворень ми отримаємо зобра-
ження роздiлене на 2 кольори чорне i бiле, де зображення пазла чорне, а
фон бiлий. Далi ми iнвертуємо кольори так щоб фон став чорним а паз
бiлим. Таким чином ми отримуємо маску пазла, рис. 3б. I вже до цього
зображення застосовується функцiя findContours з бiблiотеки OpenCV яка
i дає нам початковi точки Bi, рис. 3в.

2. На першiй iтерацiї вибирається, кожна K-та точка серед точок Bi, на-
приклад кожна 20, щоб початковий полiгон був гладким, i кути ψi, рис. 1,
були менше 90◦. Для цього початкового полiгона вважаємо, що точки Ai
спiвпадають з Bi, а значить початковi Πi є нульовими. Вибираємо поча-
ткове значення l = 20 (тобто вважається, що довжини всiх артефактiв
завiдомо менше 20). Обчислюємо першу iтерацiю, пiсля якої ми отримаємо
початковий наближений контур, який ми будемо уточнювати в подальшому
за рахунок врахування всiх iнших точок i уточнення (зменшення) значен-
ня l. Для локальної дiлянки ми отримаємо розрахунковий (синiй) контур,
рис. 4.

а) Вхiдне зображення б) Маска пазла в) Точки Bi пазла

Рис. 3. Обробка пазла
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3. Наша задача тепер знайти проекцiї всiх без винятку точок Bi на кон-
тур i отримати точки Ai. Бiльше того, навiть тi точки Bi (кожна K-та), що
приймали участь в побудовi наближеного контуру, для яких ми уже маємо
вiдповiднi розрахунковi значення Ai, також приймають участь в уточню-
ючiй процедурi, що полягає в перевизначеннi точок Ai i їх перенумерацiї,
а значить i в перенумерацiї точок Bi. Для цього мiж K-тими точками вво-
диться (назвемо цi великi дiлянки K-тими дiлянками) по 200 додаткових
точок, i шукаються найближчi вiдстанi мiж реальними точками Bi та ци-
ми додатковими (в межах 3-х найближчих K-тих дiлянок). Таким чином,
знаходяться новi Ai, якi нумеруються вiдповiдно до їх розмiщення по дов-
жинi контура, а потiм вiдповiдно i перенумеровуються точки Bi. На рис. 5
показанi з’єднанi вiдповiдно до початкової нумерацiї точки Bi, а на рис. 6
— вони з’єднанi вiдповiдно до отриманої перенумерацiї.

Рис. 4. Контур пiсля першої iтерацiї. Чорнi точки це точки Bi. Фiо-
летовi точки — це кожна 20-та замiряна точка, тобто K-тi точки. Пома-
ранчевi — це початковий полiгон, а синiй контур показує розрахункову
криву пiсля 1 iтерацiї. Червоним пунктиром показана вiдповiднiсть мiж
кожною 20-тою точкою та точками згладженого контуру, тобто вiдпо-
вiднi їм точки Ai

4. Маючи послiдовнiсть точок Ai, вiдповiдних i локально найближчих до
Bi, а значить i вiдстанi Πi переходимо до наступного етапу уточнень. Ви-
бираємо нове значення параметра згладжування, наприклад, по правилу
hk+1 = hk/1.2, що дає менше згладжування порiвняно з попереднiм. Буду-
ємо новий полiгон з точок Bi, будуємо сплайн i знаходимо новий контур,
на якому, зокрема, маємо новi позицiї точок Ai. Проте цi точки можуть
незначно «уходити» в сторону вiд точок Bi. Тому в околi «старих» точок
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Ai ми генеруємо на контурi по декiлька точок влiво i вправо вiд них. Се-
ред них шукаємо найближчi до точок Bi точки, якi перепозначимо як новi
уточненi Ai.

Рис. 5. Проекцiї точок Bi на розрахований контур та їх перенуме-
рацiя. Точки Bi вiдповiдно до початкової нумерацiї i їх проекцiя (фiо-
летовi) на розрахований контур

2.2. Критерiї вiдповiдностi двох пiдконтурiв
Для визначення якостi кривої використовується наступна вiдома фор-

мула:

E =

∫ l

0
κ2ds, (17)

де κ — це кривизна. Чим менше отримане значення енергiї E, тим краща
добротнiсть кривої. Формула (17) застосовується для початкового аналiзу
кожної окремої сторони кожного контуру. Зокрема, певне фiксується певне
критерiальне значення Est, по якому роздiляються умовно прямолiнiйнi
(границя пазла) та криволiнiйнi сторони.

Для порiвняння двох сторiн пазла необхiдно взяти значення кривизн цих
сторiн (одна з яких рахується в протилежному напрямку) i застосувати
формулу (17) наступним чином

Ea,b =

∫ l

0
(κ1(s)− κ2(s))2 ds, (18)

де ми ввели поняття енергiї (критерiю) порiвняння Ea,b як енергiї взаємної
рiзницi кривизн двох рiзних сторiн a та b. Таким чином, ми знаходимо
значення якостi рiзницi кривизн.
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Рис. 6. Проекцiї точок Bi на розрахований контур та їх перенуме-
рацiя. Перенуменованi точки Bi вiдповiдно до розмiщення їх проекцiй
Ai

Сторони рiзних елементiв пазла вважаються вiдповiдними (кандидатами
на вiдповiднiсть), якщо їх взаємна енергiя дає найменше значення. Також
необхiдно зауважити, що для порiвняння сторiн їх необхiдно опрацювати
двiчi — за та проти годинникової стрiлки.

3. Приклади обробки даних

3.1. Розглядуваний пазл, нумерацiя
Розглядуваний пазл iз 60 елементiв показаний на рис. 7.
Очевидно, що самi пазли мiстять велику гамму кольорiв, що ускладнює

вибiр значення яскравостi, що характеризує належнiсть пiкселя до пазла,
а не до загального фону.

Всi елементи пронумерованi. Кожен елемент має 4 сторони, якi також
нумеруються за годинниковою стрiлкою. Так, для пазла №1 показано по-
рядок нумерацiї сторiн. В подальшому сторони пазлiв будуть позначатись
як номер пазла та номер сторони записанi через дефiс. Так, 1-1 це права
сторона першого пазла.

Таким чином, ми маємо 60*4=240 сторiн. Кожна сторона має спiвстав-
лятися з iншою. Звичайно, наявнiсть кутових i прямих сторiн, випуклих
i впуклих сторiн значно зменшує кiлькiсть необхiдних спiвставлень, i це
детально розглядається в iнших роботах [11,15,24].

Наша задача полягає в спiвставленнi кривизн вiдповiдних сторiн.
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Рис. 7. Розглядуваний пазл

3.2. Приклади порiвняння «своїх» сторiн

Опишемо методику спiвставлення двох контурiв. Визначимо кривизни i
загальну довжину кожної сторони, L. Вони можуть незначно вiдрiзнятися
в силу неточностей вимiрiв (рiзнi вiддалi фотографування, вiдмiнностi в
точностi визначення границь — кутових точок).

Тому ми перемасштабовуємо меншу сторону до бiльшої (вводимо мас-
штабування абсциси s), так щоб їхнi довжини були однаковими. Це прави-
ло перемасштабування застосовується окремо для кожної пари пазлiв, якi
ми порiвнюємо. Для знайденого меншого вiдношення двох сторiн правило
бiльш загально формулюється так: а) вводиться правило сепарацiї — якщо
це вiдношення менше, нiж, скажiмо 96,5%, то сторони вважаються невiдпо-
вiдними; б) вводиться правило масштабування, тобто приведення до одна-
кової глобальної довжини для близьких по довжинi сторiн для подальшого
аналiзу по формулi (18). Також застосовується правило зсуву, яке вiдобра-
жає той факт, що кутовi точки можуть бути визначенi неправильно — на
2-4 пiкселi в рiзнi сторони, тобто в межах 6 вхiдних точок Bi. Тому при
порiвняннi двох контурiв перший з них розглядається в декiлькох позицi-
ях зсуву вiдносно другого, тобто вiн почергово зсувається на 4, 2, 0, -2, 4
(вiдповiдно вилучаються точки Bi). Рахуються енергiї i серед усiх енергiй
вибирається найменша.

В якостi прикладу спiвставлення сторiн розглянемо сторону елемент
№60, а саме 60-3, рис. 7, як одну iз найбiльш проблемних при складан-
нi всього пазлу. Справа в тому, що «правильна» сторона спiвставлення,
а саме 53-1, та одна iз «неправильних» сторiн, а саме 45-1 давали дуже
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Табл. 1. Порiвняння маштабiв 60-3 з 45-1 та 60-3 з 53-1, при рiзних h

60-3 та 45-1 60-3 та 53-1
10 99.53 96.92
20 99.70 96.99
30 99.49 96.88

Табл. 2. Порiвняння сторiн: лише 60-3, 60-3 з 45-1та 60-3 з 53-1, при
рiзних h, вираженi в значеннях енергiї

Лише 60-3 60-3 та 45-1 60-3 та 53-1
10 0.14482 0.00548 0.00465
20 0.13433 0.00126 0.00103
30 0.11856 0.00101 0.00022

близькi результати по енергiї спiвставлення. Тому, звичайно, цiкаво їх роз-
глянути бiльш детально. Дослiдимо, як впливає параметр згладжування h
на отриманi значення енергiї порiвняння (18). Зафiксуємо значення h для
обох сторiн i проведемо розрахунки для обох сторiн. Спочатку спiвставимо
довжини сторiн, табл. 1. Як бачимо, невеликi неточностi масштабування,
початкового положення пазлiв при їх фотографуваннi трохи впливають на
вiдношення довжин сторiн i незначно змiнюються вiд параметру h. Ця та-
блиця (порiвняння 60-3 та 53-1) цiкава тим, що дає уявлення про неточнiсть
вимiру довжини i обгрунтовує критерiй вiдбраковки пар по довжинi, який
ми тут встановили з запасом як 96,5%.

Тепер власне перейдем до критерiю вiдповiдностi. Але спочатку знайде-
мо енергiю лише сторони 60-3 по формулi (18), табл. 2. Як бачимо, чим
бiльше число h, тим менша енергiя деформацiї контура, що є логiчним ре-
зультатом. Ця енергiя змiнюється вiд 0.14482 для h = 10 до 0.11856 для
h = 30 Цi значення дають уявлення про число, вiдносно якого. будуть зрiв-
нюватися енергiї спiвставлення контурiв. Як бачимо, для h = 10, спiвстав-
лена енергiя контурiв 60-3 та 45-1 та 60-3 та 53-1 становить 3.78% та 3.21%
вiдповiдно. Цiкаво вiдмiтити двi тенденцiї згладжування при рiзних h. Пер-
ша, це вiдношення спiвставленої енергiї до початкової зменшується (тобто
вiдносна вiдповiднiсть стає кращою); Друга, це вiдношення мiж енергiями
«правильної» пари i «неправильної» пари досягає максимуму при h = 30.
Тобто, для h = 30 спiвставлена енергiя контурiв 60-3 та 53-1 та 60-3 та
45-1 становить 0.85% та 0.18%, вiдповiдно. Ще раз вiдмiтимо, що цi двi па-
ри контурiв (правильна i неправильна) були найпроблемнiшими в нашому
пазлi.

Проiлюструємо графiчно цi результати. На рис. 8 показанi спiвставлення
кривизн 60-3 та 53-1 при h = 10. Очевидно, що графiки кривизн досить
негладкi, мають багато локальних пiкiв i виглядають недозгладженими.
Власне тому i значення енергiї є досить великим. Аналогiчно приведенi
графiки кривизн для пари контурiв 60-3 та 45-1, рис. 9. Вiзуально тяжко
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сказати яка пара є кращою, хоча формально значення енергiї для 60-3 та
53-1 є кращим, хоча всього i незначно, табл. 2.

Рис. 8. Порiвняння при h=10, 60-3 та 53-1

Рис. 9. Порiвняння при h=10, 60-3 та 45-1

Застосування h = 20 помiтно зменшує енергiю порiвняння, рис. 10 та
рис. 11. Правильна пара має кращi показники енергiї i вiзуально краще ви-
глядає, нiж неправильна пара. Навiть поведiнка графiкiв на краях є бiльш
логiчною, бо лiнiї є майже прямими. Це свiдчить про достатнiй рiвень згла-
джування.

Рис. 10. Порiвняння при h=20, 60-3 та 53-1
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Рис. 11. Порiвняння при h=20, 60-3 та 45-1

Подальше згладжування при h = 30 знову покращує результати, рис. 12
та рис. 13. Але на вiдмiну вiд попереднiх результатiв видно, що графiк
кривизни став ще бiльше згладженим i втратив корисну iнформацiю, що є
свiдченням певного перезладжування. Енергiя знову зменшилася, особливо
суттєво для правильної пари, 0.19% вiд початкової енергiї контуру. «Пра-
вильне» значення енергiї в 5 раз менше за «неправильне», але абсолютнi
значення є дуже малими.

Рис. 12. Порiвняння при h=30, 60-3 та 53-1

Рис. 13. Порiвняння при h=30, 60-3 та 45-1
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Для iлюстрацiї впливу згладжування на кривизни покажемо графiк кри-
визни контуру 60-3 при рiзних h, рис. 14. Тут спостерiгаються бiльш явно
всi описанi вище явища згладжування. Для нас важливим є те, що iнший
контур (53-1) також згладжується подiбно, тобто не дивлячись на те, що
перший контур змiнює i екстремуми i точки їх розмiщення, другий контур
веде себе подiбним чином. Це значить, що методика вибору поняття h є
правильною.

Рис. 14. Розглядуваний пазл. Графiк порiвняння кривизн при рi-
зних значеннях h = (10, 20, 30)

3.3. Складання пазла
Першою дiєю по складаннi пазла є визначення енергiй кожної сторони i

сепарацiя сторiн на прямi та скривленi, а скривленi (що не обов’язково, бо
приводить до наперед передбачуваних результатiв) — на випуклi i впуклi.
Це є дуже легкою задачею, адже максимальна енергiя прямої дiлянки в
десятки разiв перевищувала мiнiмальну енергiю скривлених дiлянок. При
h = 20 мiнiмальне значення кривої сторони = 0.12546 а максимальне для
прямої = 0.00123. Таким чином критерiєм прямої сторони є значення якостi
менше нiж 0,05. Для Iнших значень h ми маємо подiбнi значення тому
критерiй залишається таким самим.

Для складання пазла ми будемо починати з кутового елемента. В даному
випадку в нас їх 4 штуки, i немає рiзницi з якого починати, тобто в про-
грамi вибiр першого кутового є довiльним. Для вибору кутового елемента
було обрано критерiй, що елемент має двi прямi сторони i сума енергiй
(17) їх сторiн дає найменше значення. За цим принципом будо обрано пазл
№60, для якого, при h = 10, E60−1 = 0.000061, а E60−2 = 0.000019. По-
чинаємо збирати пазл. Сторона для якої будемо пiдбирати сторону iншого
пазла, була обрана як непряма сторона пiсля двох прямих за годинниковою
стрiлкою. Таким чином, ми починаємо збирати пазл зi сторони 60-3. Так
як 60 це кутовий пазл, то з ним має узгоджуватися пазл рамки. За таким
принципом ми вибираємо як можливi кандидати всi пазли як мiнiмум з
однiєю плоскою стороною. Тобто включаємо в розгляд i кутовi елементи,
бо ми поки ще не знаємо розмiрнiсть пазла по вертикалi i горизонталi. В
цих елементах розглядаємо лише сторону, яка знаходяться перед прямою
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стороною за годинниковою стрiлкою та мiстить впадину (бо 60-3 є сторо-
ною з випуклiстю), наприклад 53-1, 45-1, чи 43-1. Для 60-3 ми отримали
53-3, де E60−3,53−1 = 0.00103 та вiдношення сторiн = 99,70. Наступним
кандидатом на спiвпадiння була сторона 45-1, де вiдношення довжин було
96.99%, а їхня спiльна енергiя E60−3, 45−1 = 0, 00126, що є досить близьким.

За таким принципом ми заповнюємо весь перший рад до тих пiр, поки не
знайдемо кутовий пазл. Пошуку пазла для сторони 34-3 наведено в таблицi
табл. 3. Першим кутовим пазлом який ми знайшли, став 36 пазл. Тепер
ми знаємо, що пазл має 10 колонок, i знаючи кiлькiсть пазлiв, можемо
визначити кiлькiсть рядкiв.

Табл. 3. Пошук пазла для сторони 34-3 при h = 20

Кандидати: 19 шт 5-2, 6-3, 7-3, 8-2, 9-2, 16-3, 17-3, 18-3, 25-3, 26-3
27-3, 32-2, 35-2, 36-1, 55-4, 56-2, 57-4, 58-2, 59-1

Спiвпадає довжина: 7-3, 9-2, 16-3, 17-3, 18-3, 25-3, 27-3, 32-2, 36-1, 56-2
10 шт
Спiвпадає форма: 7-3, 9-2, 17-3, 18-3, 25-3, 32-2, 36-1, 56-2
8 шт
34-3 та 7-3 9-2 17-3 18-3 25-3 32-2 36-1 56-2
0.32346 0.26635 0.07224 0.05442 0.22058 0.34831 0.00072 0.22691

Пiсля того, як ми знайшли весь перший ряд, ми змiнюємо напрямок та
шукаємо пазл над щойно знайденим кутовим. Так як це теж пазл рамки, то
шукаємо його за тим самим принципом (але вже без кутових). В нашому
випадку це 32 пазл. Пошуку пазла для сторони 36-4 наведено в таблицi
табл. 4.

Табл. 4. Пошук пазла для сторони 36-4 при h = 20

Кандидати: 16 шт 5-2, 6-3, 7-3, 8-2, 16-3, 17-3, 18-3, 25-3
26-3, 27-3, 32-2, 35-2, 55-4, 56-2, 57-4, 58-2

Спiвпадає довжина: 2-1, 3-1, 6-1, 10-2, 18-4, 28-4, 37-4
9 шт
Спiвпадає форма: 5-2, 6-3, 25-3, 32-2, 55-4, 56-2
6 шт
36-4 та 5-2 6-3 25-3 32-2 55-4 56-2
0.08576 0.34527 0.09483 0.00061 0.33619 0.07927

Далi ми продовжуємо збирати наступний рядок в протилежному (злiва-
направо) напрямку. Але так як це вже не пазл, що лежить на рамцi, то
ми використовуємо пошук наступного фрагмента уже по 2 кривим сторо-
нам. Очевидно, що шуканий елемент має узгоджуватися з уже знайденими
сторонами 32-1 та 34-4 (як по довжинi, так i по енергiї) в такому порядку
за годинниковою стрiлкою i має мати одну випуклу та одну впуклу сто-
рони. По цим початковим критерiям критерiям у нас зразу вiдсiюються
бiльшiсть пазлiв i їх сторiн i залишаються лише 4 комбiнацiй, наприклад
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Рис. 15. Автоматично зiбраний пазл

1-(1, 4), 10-(1, 4), 29-(3, 2), 38-(1, 4). Порiвняння кривизн дає таке значен-
ня спiльних енергiй E32−1,1−1 = 0.00379 та E34−4,1−4 = 0.01735. Сума цих
кривизн = 0.02114. Наступна мiнiмальна комбiнацiя для ПАЗЛА 29-(3,2)
дає такi значення енергiї, E32−1,29−3 = 0.00103 та E34−4,29−2 = 0.00077 сума
= 0,0018 що майже в 12 разiв перевищують вищеприведенi для ПАЗЛА
1-(1,4). Детальнi результати наведенi в табл. 5. Все це свiдчить про дуже
велику ефективнiсть використання енергiї як критерiя для правильного
згладжених контурiв i розрахованих кривизн.

Табл. 5. Пошук пазла для основної сторони 32-1 та додаткової 34-4
при h = 20

Спiвпадає довжина: 1-(1, 4), 10-(1, 4), 12-(3, 2), 19-(3, 2), 20-(1, 4)
10 шт 29-(3, 2), 37-(3, 2), 38-(1, 4), 48-(3, 2), 49-(1, 4)
Спiвпадає форма: 1-(1, 4), 10-(1, 4), 29-(3, 2), 38-(1, 4)
4 шт

1-(1, 4) 10-(1, 4) 29-(3, 2) 38-(1, 4)
32-1 0.00379 (1-1) 0.29993 0.00103 0.14919
34-4 0.01735 (1-4) 0.11903 0.00077 0.10637
Сума 0,02114 0,41896 0,0018 0,25556

Подальший процес складання є тривiальним. В жодному iз розглянутих
випадкiв ми не були на роздорiжжi який елемент i яку сторону вибирати
для наступного сумiщення.
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Висновки
Фактично в роботi ставиться задача по зiставленнi кривих, що має велике

значення в рiзних галузях таких як комп’ютерна графiка, судова експер-
тиза, розпiзнавання образiв. Задача складання пазлiв слугує iлюстрацiєю
застосування КБС для рiшення подiбних задач. Головне досягнення даної
роботи полягає в обробцi досить густих точок, коли похибка вимiрювань
може перевищувати величину вiдстанi мiж точками замiрiв. Основне зна-
чення роботи полягає в тому, що тут детально показано наскiльки велике
значення має правильне згладжування контуру i отримання його кривизни.
В цьому випадку можуть застосовуватися простi алгоритми складання без
реалiзацiї алгоритмiв динамiчного програмування. В роботi встановлено
наступне

1. Головна проблема згладжування оцифрованого контура полягає в на-
явностi рiзного роду артефактiв, якi мають бути згладженими, а самi по-
ложення замiряних точок локально розмiщенi в хаотичному порядку. Вве-
дено поняття початкового (стартового) контуру, який будується з обмеже-
ної кiлькостi реальних точок (наприклад кожної 20-ї), якi точно розмiщенi
в правильному порядку. Знайдений контур є початковим грубим набли-
женням, на якому знаходяться найближчi проекцiї всiх реальних точок,
вiдповiдно до розмiщення яких i проводиться перенумерацiя усiх точок.

2. Контроль рiвня згладжування вiдбувається за допомогою так званих
узагальнених жорсткостей опор, яка пропорцiйна силi, з якою реальна за-
мiряна точка «тягне» до себе свою проекцiю на згладженому контурi. По-
казано, що жорсткость мiстить розмiрний параметр довжини, який спiв-
вiдноситься до величини розмiрiв артефактiв чи похибки вимiрювання, що
дозволяє правильно пiдбирати цю жорсткiсть при якiй артефакти згла-
джуються, а корисна iнформацiя максимально зберiгається.

3. Запропоновано алгоритм уточнення положення кутових точок, що по-
лягає в застосуваннi так званої уявної (даммi ) точки. В цiй точцi не посту-
люється рiвнiсть дотичних, тому в нiй вiдбувається стрибок кута. Оскiльки
ця точка не має фiксованого положення, тому перенумерацiя реальних то-
чок по розмiщенню їх наближчих проекцiй до розрахункового контура до-
зволяє точно визначити положення кутової точки i стрибок кута в нiй. Це
дозволяє чiтко видiлити чотири рiзнi сторони кожного елемента, по яким
i спiвставляються контури.

4. Сформульовано критерiй спiвставлення двох протилежних дiлянок
контурiв, який представляє собою iнтеграл по довжинi вiд квадрата рiзницi
вiдповiдних кривизн. Цей критерiй узгоджується з поняттям добротностi
кривої при побудовi сплайнiв в геометричному моделюваннi.

Автори заявляють про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв щодо публiкацiї цiєї статтi.
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