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АНОТАЦIЯ

Нiколаєв А.Д. Розроблення методiв синтезу даних та генерацiї математичних
комбiнаторних задач за допомогою великих мовних моделей. — Квалiфiкацiйна
наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю
122 «Комп’ютернi науки». — КНУ iм. Тараса Шевченка, Київ, 2025.

У данiй дисертацiйнiй роботi дослiджуються можливостi використання вели-
ких мовних моделей для синтезу даних та генерацiї математичних комбiнаторних
задач. Основна мета дослiдження полягає у виявленнi можливостей великих мов-
них моделей до математичного мiркування та розробки ефективних методiв до
генерацiї синтетичних даних, що зберiгають математичну сутнiсть задач.

У роботi запропоновано новi методи генерацiї варiацiй математичних комбiна-
торних задач шляхом модифiкацiї їхнiх конфiгурацiй, лiнгвiстичних та стилiсти-
чних особливостей. Проведено серiю експериментальних дослiджень на створе-
них даних, та оцiнено ефекти впливу синтезованих даних на ефективнiсть роботи
великих мовних моделей та вiдповiдностi до людських результатiв експертiв з
олiмпiадно-математичним досвiдом.

Основнi результати та наукова новизна роботи:
• Розроблено метод синтезу даних на основнi систематичної манiпуляцiї текс-

тiв математичних комбiнаторних задач задля порiвняння ефективностi ве-
ликих мовних моделей та експертiв з олiмпiадним досвiдом у мiркуваннi.

• Розроблено метод генерацiї математичних комбiнаторних задач шляхом
класифiкацiї, вiдбору та створення нових синтетичних варiацiй задач зi
збереженою математичною сутнiстю за допомогою великих мовних моде-
лей та запровадження метрики варiацiйної узгодженостi текстiв задач.

Результати дослiдження демонструють значний потенцiал великих мовних мо-
делей у завданнi генерацiї комбiнаторних задач зi збереженням математичної су-
тностi, що вiдкриває новi можливостi для розробки методiв автоматичної фор-
малiзацiї математичних текстiв. Основним викликом для використання мовних
моделей залишається забезпечення точностi генерацiї розв’язань, адже як було
продемонстровано у експериментальнiй частинi, мовнi моделi мають високий рi-
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вень чутливостi до змiн тексту за допомогою додаткових манiпуляцiй з текстами
задач, таких як додавання зайвої числової iнформацiї, змiни конфiгурацiї пара-
метрiв задачi та лiнгвiстично-стилiстичної модифiкацiї умов текстiв задач. Задля
подальшого полiпшення систем автоматичного пошуку доведень запропоновано
метод iнтеграцiї мовних моделей iз формальними методами для символiчних об-
числень.

За результатами експериментальної частини були досягнутi наступнi резуль-
тати:

1. Проведено огляд систем штучного iнтелекту та сучасних методiв обробки
природної мови, проаналiзовано та розглянуто кiлька видiв архiтектур мо-
делей, методiв з використанням технiк для побудови мiркувань, задiяння
додаткових iнструментiв для символьної обробки даних, а також iснуючих
наборiв даних та метрик оцiнювання.

2. Розроблено набiр даних Combi-Puzzles, який включає набiр з 125 комбiна-
торних задач з систематичною модифiкацiєю умов за допомогою керуван-
ня наступними параметрами та особливостями задач: конфiгурацiя зада-
чi, внесення додаткової зайвої iнформацiї, змiна лiнгвiстично-стилiстичної
формату тексту.

3. Проведено експериментальне порiвняння ефективностi моделей до розв’язання
математичних комбiнаторних задач на синтезованих даних та оцiнено близь-
ко 36 тис. вiдповiдей моделей на основi набору критерiїв для перевiрки
коректностi логiчних мiркувань моделей при генерацiї тверджень пiд час
розв’язання математичних комбiнаторних задач та оцiнено чутливiсть мов-
них моделей до модифiкацiй текстiв задач.

4. Проведено серiю експериментальних дослiджень з участю 35 учасникiв з
олiмпiадним досвiдом, отримано та проаналiзовано бiльше 800 розв’язкiв
задач, якi були використанi при порiвняльному аналiзi результатiв роботи
моделей та експертiв.

5. За допомогою розроблених методiв вiдбору, генерацiї та оцiнки якостi син-
тетичних даних для комбiнаторних задач за допомогою великих мовних
моделей було згенеровано бiльше 20 тис. екземплярiв математичних ком-
бiнаторних задач.

Ключовi слова: штучний iнтелект, автоматизованi системи доведень, обробка
природної мови, великi мовнi моделi, машинне навчання, математичнi задачi.
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ABSTRACT

Nikolaiev A.D. Development of Data Synthesis and Mathematical Combinatorial
Problem Generation Methods Using Large Language Models. — Qualification scientific
work on the rights of the manuscript.

The PhD thesis on competition for a scientific degree of the doctor of philosophy
in the speciality 122 “Computer Science”. — Taras Shevchenko National University of
Kyiv, Kyiv, 2025.

This dissertation investigates the use of large language models for data synthesis
and the generation of mathematical combinatorial problems. The primary goal of the
research is to investigate the mathematical reasoning capabilities of these models and to
develop effective methods for generating synthetic data that preserves the mathemati-
cal essence of the problems.

The study introduces novel techniques for creating variations of mathematical
combinatorial problems by modifying their configurations as well as their linguistic and
stylistic characteristics. A series of experiments was conducted on the generated data
to evaluate the impact of synthesised problems on the performance of large language
models and to compare their outcomes with those achieved by experts with Olympiad-
level mathematical experience.

Main results and scientific contributions:
• A data synthesis method based on systematic manipulation of the texts of

mathematical combinatorial problems was developed to compare the reasoning
performance of large language models with that of experts possessing Olympiad-
level experience.

• A novel method for generating variations of mathematical combinatorial problems
was proposed. This approach involves the classification, selection, and creati-
on of new synthetic variations that preserve the mathematical essence of the
problems, utilising large language models and introducing a variation consi-
stency metric.

The findings demonstrate the significant potential of large language models in
generating combinatorial problems that maintain their mathematical integrity, thereby
opening up new avenues for the automatic formalisation of mathematical texts. A
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key challenge remains to ensure the accuracy of generated solutions; as shown in the
experimental section, language models exhibit high sensitivity to modifications in the
problem texts, including the addition of irrelevant numerical information, changes in
problem configuration, and linguistic-stylistic alterations. To further improve automated
proof-search systems, the dissertation proposes integrating language models with formal
symbolic computation techniques.

Based on the experimental studies, the following achievements were realised:
1. A comprehensive review of artificial intelligence systems and modern natural

language processing methods was conducted. This included an analysis of vari-
ous model architectures, reasoning techniques, the use of auxiliary tools for
symbolic data processing, as well as existing datasets and evaluation metrics.

2. The Combi-Puzzles dataset was developed, comprising 125 combinatorial problems
with systematic modifications of problem conditions by controlling parameters
such as problem configuration, the injection of redundant information, and
changes in the linguistic-stylistic format of the problem statements.

3. An experimental comparison of the model performance in solving mathemati-
cal combinatorial problems on synthesised data was performed. Approximately
36,000 model responses were evaluated using a set of criteria designed to
verify the correctness of logical reasoning during the generation of problem
statements, along with an assessment of the models’ sensitivity to text modi-
fications.

4. A series of experiments involving 35 participants with Olympiad-level experi-
ence was carried out, and an analysis of over 800 problem solutions that were
conducted for the comparative evaluation of the performance of models and
experts.

5. Utilising the developed methods for the selection, generation, and quality
evaluation of synthetic data for combinatorial problems, more than 20,000
instances of mathematical combinatorial problems were generated.

Keywords : artificial intelligence, automated theorem proving, natural language
processing, large language models, machine learning, mathematical problems.
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Математичне мiркування є
фундаментальним аспектом освiти та наукових дослiджень. Здатнiсть розв’язувати
складнi математичнi задачi є критичною не лише в математицi, але й у рiзних га-
лузях, таких як фiзика, iнженерiя, комп’ютернi науки, економiка, бiологiя тощо.
Традицiйно, математичне мiркування вимагало людської експертизи, значного об-
сягу досвiду та вмiння працювати з формальними типами даних.

З розвитком штучного iнтелекту (ШI) та методiв обробки природної мови
(Natural Language Processing, NLP) з’явилися великi мовнi моделi (ВММ), якi
демонструють вражаючi результати в аналiзi, розумiннi та генерацiї тексту. Су-
часнi моделi, такi як новiтнi версiї GPT i LLaMA, досягли значного прогресу у
вирiшеннi рiзноманiтних завдань у роботi з текстом, зокрема й з математичними
задачами.

Застосування ВММ для синтезу та генерацiї математичних текстiв вiдкриває
новi можливостi. З одного боку, ВММ можуть обробляти великi обсяги даних та
виявляти закономiрностi у великих масивах даних та приходити до висновкiв, якi
можуть використовувати задля автоматичної формалiзацiї текстiв та генерацiї
розв’язань задач. Проте з iншого боку, математичне мiркування вимагає точних
математичних обчислень, дедукцiї, а також можливостi працювати з абстрактни-
ми концепцiями. Незважаючи на те, що великi мовнi моделi демонструють вра-
жаючi результати у розв’язаннi математичних задач, бiльшiсть цих результатiв
базується на запропонованих наборах задач та не може бути ефективно доводити
адекватнiсть моделей. Для пiдтвердження даного факту необхiдно створити унi-
кальний набiр математичних задач, який не було використано для попереднього
навчання даних моделей.

Задля ефективної демонстрацiї обмеження моделей та оцiнки їхнiх можливо-
стей, у данiй роботi було проведено дослiдження з математичними комбiнаторни-
ми задачами, якi незважаючи на звичайний текстовий вигляд мають прихований
математичний пiдтекст – питання або задачу, що потребує здатностi моделей до
ефективного мiркування та пошуку вiдповiдних пiдходiв для розв’язання.

Виконання поставленої задачi передбачає огляд сучасного стану проблеми, пiд-
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готовки даних, проведення експериментiв з залученням людини та сучасних версiй
ВММ з проведенням аналiтичної частини дослiдження.

Мета та завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослiди-
ти застосування великих мовних моделей для розробки методiв синтезу матема-
тичних даних та генерацiї математичних комбiнаторних задач. Для досягнення
поставленої мети було поставлено наступнi завдання:

1. Проаналiзувати сучасний стан моделей штучного iнтелекту та методiв оброб-
ки природної мови для роботи з математичними задачами, що включає
огляд архiтектур, формальних методiв, методiв машинного навчання, iсну-
ючих наборiв даних та метрик для оцiнювання ефективностi роботи моде-
лей.

2. Розробити власний набiр математичних комбiнаторних задач з новими ва-
рiацiями через систематичнi модифiкацiї текстiв оригiнальних задач.

3. Провести експериментальне дослiдження для визначення впливу характе-
ристик математичних задач на ефективнiсть роботи великих мовних мо-
делей iз залученням експертної оцiнки.

4. Розробити та впровадити метод генерацiї синтетичних текстiв задач за
допомогою великих мовних моделей.

5. Здiйснити порiвняльний аналiз ефективностi моделей у генерацiї матема-
тичних текстiв.

Об’єктом дослiдження є моделi штучного iнтелекту та методи обробки при-
родної мови для роботи з математичними текстовими задачами.

Предметом дослiдження є методи синтезу даних та генерацiї математичних
комбiнаторних задач за допомогою великих мовних моделей.

Методи дослiдження включать: методи обробки природної мови з викори-
станням багатошарової нейромережевої архiтектури на основi людського зворо-
тного зв’язку, навчання з пiдкрiпленням, моделей-експертiв та iнших пiдходiв;
технiки побудови запитiв; методи статичного аналiзу та обробки даних.

Обчислювальнi ресурси та iнструменти: Експерименти проводилися з викори-
станням графiчних процесорiв Nvidia A100, Nvidia Quadro RTX 8000, а також
серверних потужностей компанiї OpenAI з доступом до моделей через API; для
експериментiв використовувалися версiї великих мовних моделей GPT-4, LLaMA,
Qwen, Mistral у кiлькох версiях та розмiрах; для розробки програмного забезпе-
чення було використано мову програмування Python 3.11 iз вiдповiдними бiблiо-
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теками для роботи з даними та мовними моделями.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй роботi про-
ведено комплексне дослiдження можливостей великих мовних моделей для ге-
нерацiї математичних комбiнаторних задач, зокрема порiвняння з ефективностi
рiзноманiтних мовних моделей, людей-експертiв, проведення аналiзу числових та
стилiстичних особливостей текстiв задач. Запропоновано новi методи генерацiї
синтетичних даних та метрики оцiнки якостi згенерованих даних.

Протягом вирiшення поставлених задач дослiдження, вперше отриманi насту-
пнi результати:

• Розроблено метод синтезу математичних комбiнаторних задач зi збереже-
ною сутнiстю шляхом вiдбору та систематичної манiпуляцiї текстiв задач
за рахунок контролю параметрiв та стилiстичних особливостей задач, на
основi якого створено новий набiр задач.

• Вперше проведено експеримент з участю людей-експертiв з олiмпiадним
математичним досвiдом задля проведення оцiнювання здатностi моделей
до розв’язання варiацiй комбiнаторних задач та чутливостi до модифiкацiй
текстiв.

• Запроваджено нову метрику варiацiйної узгодженостi текстiв задач, що
дозволяє оцiнювати якiсть синтетичних даних та їхню вiдповiднiсть ори-
гiнальним текстам.

Важливiсть та практичне значення отриманих результатiв. Отри-
манi результати пiдтверджують високий потенцiал великих мовних моделей у
генерацiї математичних текстiв та удосконаленнi систем автоматизованого пошу-
ку доведень. Розробленi методи синтезу даних та генерацiї математичних комбi-
наторних задач не лише пiдвищують ефективнiсть автоматизованих пiдходiв до
створення математичних задач, а й вiдкривають новi можливостi для iнтеграцiї
нейромережевих технологiй iз формальними методами обчислень.

Проведена робота є важливим внеском у сучаснi дослiдження штучного iн-
телекту, якi спрямованi на автоматизацiю математичної освiти та розвиток ефе-
ктивних систем доведень, i створюють основу для подальших наукових розробок
у сферi обробки природної мови та аналiзу математичних даних.

Окрiм використання отриманих результатiв для подальшого полiпшення ма-
тематичних можливостей ВММ, вони закладають основу до розробки адаптивних
навчальних систем та iнтеграцiї моделей штучного iнтелекту у освiту та науковi
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дослiдження.

Структура та обсяг дисертацiйної роботи. Дисертацiя складається зi
вступу, чотирьох роздiлiв, кожен з яких завершується пiдсумками, висновкiв, спи-
ску використаних джерел та додаткiв. Загальний обсяг роботи складається з 142
сторiнок, з яких основний змiст викладено на 112 сторiнках. Робота мiстить 43
рисунка, 25 таблиць та список використаних джерел посилань iз 91 найменувань.
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РОЗДIЛ 1
ОГЛЯД МЕТОДIВ ТА АРХIТЕКТУР МОДЕЛЕЙ ШТУЧНОГО

IНТЕЛЕКТУ ДЛЯ ОБРОБКИ МАТЕМАТИЧНИХ ЗАДАЧ

Одним з напрямкiв обробки природної мови є робота з математичними текста-
ми – задачами, якi можуть бути розв’язанi за допомогою рiзноманiтних методiв,
включаючи класифiкацiйнi алгоритми, глибоке навчання та системи пошуку дове-
день. Класифiкацiя та вивчення рiзних типiв таких задач, а також аналiз методiв
до їх розв’язання, є необхiдними для ефективного пошуку вiдповiдних систем та
вдосконалення механiзмiв розпiзнавання умов задач.

У загальному виглядi математичнi текстовi задачi (Mathematical Text Problems,
MWP) – це задачi, якi представленi природною мовою та вимагають математично-
го мiркування для розв’язання. Зазвичай данi задачi подаються у виглядi тексту
або разом з додаткового зображення. Вони є важливим iнструментом для оцiнки
розумiння математичних можливостей систем, а також мають практичне значен-
ня у реальних ситуацiях.

Особливiсть розробки ефективних систем пошуку доведень полягає у тому,
щоб обробити текст задач та коректно iдентифiкувати важливi елементи iнфор-
мацiї задля того, щоб продемонструвати логiчну послiдовнiсть та точнiсть у ви-
сновках.

1.1. Рiзновиди математичних задач

Перед тим як перейти до огляду методiв роботи з математичними текстами
задач опишемо деякi типи задач та їхнi особливостi.

Математичнi текстовi задачi (MWP) є поширеним типом задач, якi використо-
вуються при розробцi систем автоматичного пошуку розв’язань. Класифiкувати
задачi можна за форматом (задачi з варiантами вiдповiдi, розгорнутi розв’язання,
короткий розв’язок тощо) або за математичними роздiлами (наприклад, геоме-
трiя, алгебра, комбiнаторика тощо):

• Задачi типу Multiple Choice (MCQ-type Questions)
• Алгебраїчнi задачi (Algebra Problems)
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• Геометричнi задачi (Geometric Problems)
• Задачi на теорiю чисел (Number Theory problems)
• Комбiнаторнi задачi (Mathematical Combinatorial Problems)

Окрiм iнших типiв задач, якi не наведенi вище, слiд зазначити, що деякi ма-
тематичнi задачi можуть мати властивостi вiдразу кiлькох тем, наприклад, так
званi комбi-геометричнi задачi – задачi, якi заданi у просторi певної розмiрностi,
але передбачають певний комбiнаторний пiдхiд до їх розв’язання. Наведемо бiльш
детальний опис вiдповiдних типiв задач.

Задачi з вибором кiлькох варiантiв вiдповiдей. Розв’язання задач цьо-
го типу починається з аналiзу текстової умови, що дозволяє iдентифiкувати клю-
човi математичнi об’єкти та логiчнi зв’язки, присутнi в задачi. Система виконує
генерацiю або вибiр з попередньо визначеного набору можливих вiдповiдей, пiсля
чого проводиться ретельна оцiнка кожного варiанту. Використання класифiкато-
рiв або експертних правил дозволяє обрати правильну вiдповiдь, спираючись на
порiвняння видiлених характеристик умови з можливими вiдповiдями. Таким чи-
ном, основна задача полягає у побудовi моделi, здатної на основi вхiдного тексту
оцiнити релевантнiсть кожного варiанту. Здебiльшого даний тип задач не є скла-
дним, адже надає обмежену кiлькiсть варiантiв (зазвичай вiд 4 до 10) до вибору
вiдповiдей системою. Задачi даного типу дослiджуються як окремий тип за ра-
хунок формату поданих умов, але можуть включати рiзнi тематики (геометрiя,
алгебра i тд.).

Алгебраїчнi задачi. Алгебраїчнi задачi є важливою категорiєю, оскiльки
вони вимагають трансформацiї текстового опису у вiдповiднi математичнi вирази
та рiвняння, що вiдображають логiчну структуру задачi. До цiєї категорiї на-
лежать, зокрема, арифметичнi словеснi задачi та задачi зi системами рiвнянь.
Данi пiдтипи є найбiльш активно дослiджуваними завдяки їх вiдноснiй структу-
рованостi та ясностi математичного моделювання, що дозволяє застосувати як
символьнi, так i чисельнi методи розв’язання.

У розв’язаннi арифметичних словесних задач важливо перетворити текс-
товий опис у математичну модель. Спочатку проводиться автоматичне вiдокрем-
лення числових параметрiв, операцiй та невiдомих, що мiстяться в умовi. Далi
формується вiдповiдне алгебраїчне рiвняння або система рiвнянь, що вiдображає
логiчну структуру задачi. Для отримання точного розв’язання застосовуються як
символьнi, так i чисельнi методи обчислення, що дозволяє перевiрити коректнiсть
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отриманого результату. Такий пiдхiд об’єднує в собi можливостi NLP для аналiзу
тексту та традицiйнi методи розв’язання рiвнянь.

Даний тип задач характеризуються тим, що за допомогою даних текстових
умов необхiдно скласти вiдповiдне рiвняння та отримати вiдповiдь на задачу. Такi
задачi задаються послiдовнiстю слiв ⟨w0, w1, . . . , wk⟩, де деякi слова є кiлькостями
q0, q1, . . . , qn, згаданими в текстi, а також невiдомою змiнною x. Основною метою
є подання текстової задачi у виглядi вiдповiдного рiвняння E, яке є лiнiйним у
даному випадку. Серед основних арифметичних операцiй використовуються лише
+, −, ×, ÷. Арифметичнi задачi були одними з перших, якi дослiджувалися у
данiй галузi за рахунок простоти у перевiрцi коректностi складених рiвнянь.

Таблиця 1.1: Приклад арифметичної словесної задачi. Кольором видiленi елемен-
ти задачi, якi мають iнформацiйну цiннiсть до запитання або є зайвими.

Умова задачi Рiвняння до умови задачi Числова
вiдповiдь

Мiша знайшов 35 мушель та 7 мор-
ських зiрок на пляжi. Вiн вiддав 22
мушлi Катi. Скiльки мушлей тепер
має Мiша?

x = 35− 22 13

Задачi, що включають системи рiвнянь, вимагають видiлення декiлькох
пов’язаних умов, кожна з яких може бути формалiзована як окреме рiвняння.
Пiсля цього будується система рiвнянь, яка описує взаємозв’язок мiж невiдомими
величинами. Розв’язання таких систем може здiйснюватися як символьними ме-
тодами (наприклад, методом Гауса), так i чисельними алгоритмами, що дозволяє
адаптувати модель до конкретних вимог задачi. Важливим аспектом є точнiсть
математичного моделювання та правильне перетворення семантичної iнформацiї
тексту у математичну форму. Данi задачi активно використовуються у задачах
оптимiзацiї.

Геометричнi задачi. Геометричнi задачi орiєнтованi на просторове мисле-
ння та вимагають особливого пiдходу до iнтерпретацiї описаних у задачi геоме-
тричних об’єктiв. Спершу здiйснюється розпiзнавання опису геометричних фiгур,
вiдрiзкiв, кутiв або iнших просторових характеристик. На основi цього формує-
ться математична модель, що може мiстити геометричнi формули для обчислення
довжини, площi або об’єму. У деяких випадках задача може вимагати iнтеграцiї
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з вiзуальними методами обробки даних, якщо поряд iз текстом подається схема-
тичне зображення. Таким чином, застосовуються як класичнi геометричнi алго-
ритми, так i сучаснi методи глибокого навчання для аналiзу просторових описiв.

Задачi з теорiї чисел. Задачi з теорiї чисел охоплюють широкий спектр
задач, що дослiджують властивостi цiлих чисел, такi як простота, дiльники, за-
лишки та iншi властивостi чисел. Розв’язання таких задач зазвичай вимагає за-
стосування спецiалiзованих теорем та алгоритмiв, спрямованих на аналiз власти-
востей чисел. Система, яка обробляє подiбнi задачi, повинна мати можливiсть
розпiзнавати ключовi поняття, трансформувати текстовий опис у формалiзовану
модель та застосовувати як символьнi методи доказу, так i чисельнi алгоритми
для перевiрки результатiв. Активно дослiджуваними аспектами є алгоритми щодо
перевiрки простоти чисел, обчислення найбiльшого спiльного дiльника, а також
застосування евристичних методiв.

Комбiнаторнi задачi. До цiєї категорiї вiдносяться задачi, якi не пiдпада-
ють безпосередньо пiд попереднi типи розв’язання. Вони можуть вимагати ком-
плексного пiдходу, який об’єднує декiлька математичних та алгоритмiчних мето-
дiв для побудови адекватної моделi задачi. При розв’язаннi таких задач особливо
значущим є здатнiсть моделей до вiдокремлення семантичної складової задачi
задля пошуку необхiдних теорем чи термiнiв, якi нададуть можливiсть переве-
сти задачу у формально-математичному виглядi. У деяких випадках поєднується
символьний аналiз iз моделями глибокого навчання для точного визначення по-
слiдовностi логiчних крокiв. Iнтеграцiя результатiв рiзних методiв забезпечує пiд-
вищення цiєї загальної точностi та дозволяє розв’язати складнi задачi, що мiстять
неоднозначностi або вимагають комплексного аналiзу.

Комбiнаторнi задачi добре пiдходять для оцiнки математичних можливостей
моделей штучного iнтелекту та систем автоматичного пошуку доведень, оскiльки
правильнi вiдповiдi зазвичай вираженi як комбiнаторнi формули або у звичай-
ному числовому виглядi, що робить процес перевiрки вiдповiдi ефективним та
вiдтворюваним. Формулювання вiдповiдей на комбiнаторнi задачi може включа-
ти бiноми, факторiали та iншi комбiнаторнi символьнi представлення, якi також
приймаються в експериментi. Приклад комбiнаторної задачi з вiдповiддю в обох
формах наведено в Таблицi 1.2.

Крiм того, при наданнi вiдповiдi у виглядi комбiнаторної формули зазвичай
можливо витягти кроки мiркування, якi призвели до фiнальної вiдповiдi. Також
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Таблиця 1.2: Приклад комбiнаторної задачi з вiдповiддю.

Умова задачi Комбiнаторна вiдповiдь Числова
вiдповiдь

Лiа має 2 яблука, 3 банани i 2 апель-
сини. Наступного тижня вона хоче
з’їсти по одному фрукту кожного
дня. Скiльки iснує способiв це зро-
бити?

P (2, 3, 2) =
7!

2!3!2!
210

iснує можливiсть знайти комбiнаторнi задачi з широким дiапазоном складностi,
якi можуть бути додатково налаштованi за допомогою рiзних текстових манiпуля-
цiй. Цi характеристики роблять комбiнаторнi задачi ефективним та практичним
способом оцiнки математичних мiркувань.

Детальнi описи наборiв даних математичних задач та їхнi застосування наве-
денi у Роздiлi 2 Методи пiдготовки та синтезу математичних комбiнаторних
задач.

1.2. Традицiйнi методи розв’язання математичних задач

Системи автоматизацiї доведень (САД) призначенi для перевiрки та генерацiї
математичних доведень шляхом формального логiчного виведення.

1.2.1. Системи автоматизацiї доведень. Оцiнювання можливостей шту-
чного iнтелекту виконувати завдання на математичне мiркування є важливою i
складною галуззю дослiджень, особливо при розв’язуваннi математичних текс-
тових задач. Ця область є широкою i охоплює рiзнi формати задач, включаю-
чи арифметичнi задачi, вiдповiдi на запитання з множинним вибором, вiдповiдi
на математичнi запитання i генерацiю розв’язкiв математичних текстових задач.
Останнє включає в себе проблеми обробки природної мови, зокрема розумiння
тексту i генерацiю логiчно послiдовних висновкiв, та пiдкреслює потребу в ефе-
ктивних методах оцiнювання ефективностi методiв до вирiшення даної задачi.
Першi методи були запропонованi за допомогою формальних систем, таких як
автоматизованi системи доведення теорем.

Понад 50 рокiв тому, у 1970-х роках, академiк В.М. Глушков опублiкував ста-
ттю, в якiй обговорював рiзнi виклики штучного iнтелекту та представив дослi-
дницьку програму пiд назвою “Алгоритм Очевидностi” [1]. У цiй програмi було
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викладено його бачення комп’ютеризованої дiяльностi людини з пошуку доведень
теорем. Глушков запропонував зосередитися на створеннi системи для автома-
тизацiї пошуку доведень теорем. Це передбачало розробку формальних мов для
написання математичних текстiв у природному для людини форматi, створен-
ня процедур пошуку доведень на основi розширюваного концепту очевидностi
комп’ютера, використання наявних або новонабутих знань, i надання iнтерфейсiв
для користувачiв, щоб покращити роботу з системою [2, 3]. З моменту публiкацiї
було здiйснено двi основнi спроби реалiзувати дану програму. Перший привiв до
появи системи автоматизацiї доведень у 1980 роцi [4], а другий привiв до її англо-
мовної модифiкацiї, System for Automated Deduction (SAD), у 2002 роцi [5]. Також
з’явилися iншi автоматизованi системи доведення теорем, якi використовували
формальнi системи, такi як Isabelle [6] (1989) та Lean [7] (2001).

1.2.2. Формалiзацiя текстiв. Формалiзацiя текстiв – це процес перетво-
рення математичних висловлювань, заданих природною мовою, у формальний
синтаксис, зрозумiлий для САД. Це складний процес, який вимагає врахування
семантичних та синтаксичних особливостей математичної мови.

Системи, що згадуються вище, мають високу точнiсть i забезпечують логi-
чно послiдовну структуру для математичних доведень. Зазвичай вони вимагають
повнiстю формалiзованих даних, якi можуть бути обробленi САД, але не є зру-
чними для розумiння людиною. У статтi [8] автори запропонували формалiзувати
данi мовою ForTheL, яка пiдтримує структуру математичної аргументацiї у при-
родному мовному виглядi, але при цьому придатна для автоматизованої обробки
вiдповiдними САД. Однак будь-яка пiдготовка даних у формалiзований спосiб,
як зазначають автори набору олiмпiадних даних з математики FIMO [9], вимагає
значних зусиль вiд експертiв i великих витрат.

1.2.3. Обмеження формальних методiв. Недолiком традицiйних САД є
необхiднiсть ручної формалiзацiї текстiв, що є трудомiстким процесом i вимагає
високої квалiфiкацiї вiд користувача. Як зазначають [9], основними складнощами
для роботи з текстом є:

• Висока вартiсть формалiзацiї. Сфера формальних математичних даних ха-
рактеризується бiднiстю, оскiльки створення формальних математичних
даних вимагає значних зусиль вiд експертiв, а отже, має значну вартiсть.
Наприклад, навiть один з найбiльших репозиторiїв формальної математи-
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ки, mathlib, спiльна iнiцiатива, спрямована на створення єдиної математи-
чної бiблiотеки в Lean, має лише 45 МБ у розмiрi. На противагу цьому, про-
цес пiдготовки GPT-3 використовує широкий набiр даних CommonCrawl
[10], який, навiть пiсля фiльтрацiї, охоплює колосальнi 570 ГБ, перевищу-
ючи розмiр mathlib бiльше нiж у 10,000 разiв.

• Низький рiвень складностi iснуючих наборiв даних. Iснуючi формальнi
набори даних часто тяжiють до нижчих рiвнiв складностi, що може пе-
решкоджати моделям у набуттi необхiдних навичок. Наприклад, вiдомий
набiр даних miniF2F пропонує набiр задач зi складнiстю рiвня мiжнаро-
дної математичної олiмпiади (IMO). Задачi рiвня IMO за визначенням ма-
ють пiдвищену складнiсть, i слiд зазначити, що лише кiлька прикладiв
були успiшно розв’язанi автоматизованими системами пошуку доведень
[11, 12, 13, 14].

• Неповнота даних. Бiльшiсть формальних математичних наборiв даних про-
понують лише формальнi твердження, нехтуючи вiдповiдними тверджен-
нями або доказами в природних мовах. Ця вiдсутнiсть не лише компро-
метує iнтерпретацiю тверджень, але й заважає системам пошуку доведень
з використанням нейронних мереж використовувати доведення на приро-
дних мовах, цiнне джерело, яке часто доступне для олiмпiадних матема-
тичних завдань середньої школи.

1.3. Пiдходи до розв’язання математичних задач на основi методiв
обробки природної мови

Методи обробки природної мови (Natural Language Processing, NLP) зосере-
дженi на розробцi технологiй та систем, здатних аналiзувати, iнтерпретувати та
генерувати текст у природнiй формi. Ця галузь охоплює широкий спектр завдань,
зокрема пошуковi системи, машинний переклад i текстову аналiтику, що значно
розширюють можливостi мовних моделей.

Розв’язання математичних задач з природної мови є активною областю до-
слiджень у сферi NLP та систем автоматичного пошуку доведень. Iснує кiлька
методiв до розв’язання таких задач, кожен з яких має свої переваги та обмеже-
ння. Подальше вдосконалення цих методiв дозволить створювати бiльш точнi та
ефективнi системи для автоматизованого розв’язання математичних задач.

Раннi методи до розв’язання математичних задач з природної мови можна
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класифiкувати на три основнi категорiї: статистичний, допомогою дерев та на
основi глибокого навчання. Бiльш раннi методи, якi були заснованi на наборах
правил, будуть опущенi для зосередження на сучаснiших методах. Деякi методи
також використовують комбiнацiю вищезгаданих категорiй.

1.3.1. Раннi методи з використанням обробки природної мови.

Статистичний методи. Статистичний пiдхiд намагається iдентифiкувати
сутностi питання, їхнi значення та необхiднi оператори для обчислення правиль-
ної вiдповiдi. Для iдентифiкацiї використовуються загальнi методи машинного
навчання.

Наприклад, у роботi [15] запропоновано метод розв’язання арифметичних текс-
тових задач, що мiстять операцiї додавання та вiднiмання. Запропонована система
ARIS аналiзує кожне речення задачi, визначаючи вiдповiднi змiннi та їхнi значен-
ня. Потiм цi данi перетворюються на рiвняння, яке формалiзує задачу та дозволяє
отримати розв’язок шляхом послiдовного оновлення станiв до завершення проце-
су.

Iнший пiдхiд використовується [16], якi застосували кероване навчання для
визначення формули, яка повинна бути застосована для генерацiї вiдповiдного
рiвняння та релевантних змiнних.

Метод за допомогою дерев. Метод за допомогою дерев фокусується на
представленнi задачi у iєрархiчнiй формi. Iєрархiю задає унiкальне дерево, вiдоме
як бiнарне дерево виразiв. Дерево виразiв може бути оцiнене шляхом застосува-
ння оператора на кореневому вузлi до значень, отриманих шляхом рекурсивного
оцiнювання лiвого та правого пiддерев.

Наприклад, [17] запропонували систему ALGES, яка генерує дерево над про-
стором усiх можливих дерев виразiв, яка враховує арифметичнi задачi з однiєю
формулою як вiдповiддю.

Iншi автори представили метод дерева виразiв (Expression Tree), який робить
декомпозицiю математичної задачi на декiлька класифiкацiйних проблем, а потiм
складає вiдповiдне дерево виразiв [18].

Пiдхiд на основi глибокого навчання. У методi на основi глибокого на-
вчання використовуються нейроннi мережi для моделювання та розв’язання мате-
матичних задач. Цi методи включають як рекурентнi нейроннi мережi (Recurrent
Neural Network, RNN), а також мережi з використанням механiзму уваги, про
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який буде уточнено пiзнiше.
Наприклад, iншi автори запропонували MathDQN, який є модифiкованою фор-

мою загальної рамки глибокого пiдкрiпленого навчання [19]. Вони визначили дiї,
стани та функцiю винагороди, використовуючи нейронну мережу прямого поши-
рення (Feedforward Neural Network, FNN).

Iншим прикладом, є модель Seq2Seq, яка включає кодувальник та декодуваль-
ник для генерацiї шаблонiв лiнiйних рiвнянь [20].

Рис. 1.1: Iсторiя розвитку методiв обробки природної мови за останнi 25 рокiв.

1.3.2. Методи представлення мови. Еволюцiя методiв обробки приро-
дної мови обумовлена низкою концептуальних i технологiчних результатiв, спря-
мованих на розробку систем представлення та генерацiї природної мови. На рис. 1.1
можна бачити iсторiю розвитку NLP у останнi 25 рокiв, iлюструючи основнi мо-
менти, якi поєднують першi спрощенi методи з сучасними трансформерними мо-
делями.

Як показано на 1.2, сучаснi технологiї мовного ШI застосовуються у широко-
му дiапазонi завдань – вiд обробки текстового вводу для перекладу до генерацiї
зв’язного тексту в дiалогових системах. Оскiльки звичайне текстове подання (по-
слiдовнiсть чисел) є неструктурованим i втрачає свою смислову iнформацiю, на-
уковцi зосереджують увагу на розробцi методiв перетворення текстових даних у
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структурованi числовi представлення, що забезпечують ефективну комп’ютерну
обробку.

Рис. 1.2: Деякi завдання методiв обробки природної мови.

Метод мiшка слiв. Першi дослiдження в областi методiв обробки приро-
дної мови спиралися на методах представлення тексту без врахування його син-
таксичної та семантичної структури або звичайне кодування слiв. Метод “мiшка
слiв” (bag-of-words), який уперше згадувався ще у 1950-х роках i набув популяр-
ностi з 2000-х, полягає у перетвореннi тексту у виглядi вектору, який утворюється
шляхом пiдрахунку кiлькостi появ кожного унiкального слова.

На рис. 1.3 можна бачити вiзуалiзацiю метода “мiшка слiв”. На першому кро-
цi вiдбувається етап токенiзацiї, на якому формується словник з усiх унiкальних
слiв зi вхiдних даних. Пiсля цього, коли на вхiд отримується нове речення, пiдра-
хунок появи кожного слова дозволяє створити векторне представлення тексту за
допомогою словника. Попри те, що даний пiдхiд є спрощеним i не вiдображає се-
мантичну особливостi тексту, вiн заклав основу для подальшого розвитку методiв
представлення мови.

Векторнi представлення слiв. З розвитком методiв NLP, почали врахову-
ватися бiльш динамiчнi властивостi мови, такi як семантичнi (semantic) та кон-
текстнi (contextual) особливостi слiв. Семантика визначає значення слiв, фраз
i речень незалежно вiд їхнього текстового оточення, фокусуючись на лексичних
та синтаксичних правилах мови. Натомiсть контекст охоплює мовнi та позамовнi
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Рис. 1.3: Метод “мiшок слiв”: токенiзацiя тексту шляхом розбиття за пробiлами,
формування словника слiв та представлення нового вхiдного речення у векторно-
му виглядi.

фактори, що впливають на iнтерпретацiю значення, зокрема попереднi речення,
дискурс або iншi особливостi вживання. Таким чином, семантика забезпечує базо-
ве розумiння змiсту, тодi як контекст дозволяє враховувати нюанси використання
слiв та їхнього визначення.

Вiдповiдно наступним кроком у розвитку обробки мовних даних стало ви-
користання векторного представлення слiв – ембединги (word embeggings). Метод
word2vec, запропонований у 2013 роцi, полягає в присвоєннi кожному слову фiксо-
ваного за розмiром вектору, який кодує його семантичнi властивостi. Це дозволяє
за допомогою вимiрювання вiдстаней у векторному просторi оцiнювати семанти-
чну подiбнiсть мiж словами.

Процес навчання векторних представлень слiв вiдбувався за допомогою ней-
ронних мереж, якi представляють набiр шарiв та вiдповiдних зв’язкiв мiж ними.
На кожнiй iтерацiї тренування мережа отримує пару слiв iз текстового корпусу i
намагається передбачити, чи є цi слова сусiднiми у реченнi. В процесi навчання
вiдбувається оптимiзацiя параметрiв нейронної мережi (ваги зв’язкiв), завдяки
чому слова з подiбними семантичними значеннями отримують близькi ембединги
як у прикладi на рис. 1.4.

Отриманi ембединги слiв дозволяють описати семантичнi властивостi слiв: на-
приклад, слово “кiт” може набувати високих значень за характеристиками “тва-
рина” та “пухнастiсть”, тодi як “гвинтокрил” матиме низькi значення за цими
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Рис. 1.4: Навчання нейронної мережi шляхом передбачення сусiдства слiв.

показниками. Як представлено на рис. 1.5 за рахунок векторного представлення
вiдповiднi слова можна вiзуалiзувати слiв у просторi з метою визначення семан-
тичної близькостi мiж словами.

Рис. 1.5: Ембединги слiв, що задають властивостi слiв та їхня вiзуалiзацiя у двови-
мiрному просторi. Слова, що мають бiльше спiльних характеристик, знаходяться
ближче у просторi.

Слiд також зазначити, що iснують рiзнi типи векторних представлень даних,
що вiдображають рiзноманiтнi рiвнi абстракцiї тексту – вiд представлення окре-
мих слiв до представлення цiлих речень або документiв.

Кодування та декодування семантики тексту з використанням ре-
курентних нейронних мереж. Першi методи, такi як word2vec, створювали
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статичнi представлення слiв, де кожне слово має однаковий вектор значень неза-
лежно вiд їхньої контекстної iнформацiї (значення слiв в залежностi вiд вживання
у вiдповiдному реченнi). Проте такий пiдхiд не є оптимальним, адже багато слiв
можуть мати кiлька семантичних значень. Наприклад, слово “замок” може озна-
чати як пристрiй для обмеження доступу, так i укрiплена будiвля

Для врахування семантики слiв спочатку застосовувалися рекурентнi нейроннi
мережi (Recurrent Neural Network, RNN). За допомогою RNNs вiдбувався послi-
довний процес кодування та декодування заданого тексту. На рис. 1.6 iлюструє-
ться процес генерацiї перекладу вихiдного речення англiйською мовою: “I have two
cats” – у перекладi українською: “У мене є два кота”. Даний процес є авторегре-
сiйним (autoregressive), тобто кожен попередньо згенерований токен передається
на вхiд для генерацiї решти тексту.

Рис. 1.6: Авторегресiйний пiдхiд пiд час генерацiї з використанням RNN: Кожен
щойно згенерований токен використовується для генерацiї наступних токенiв.

У даному методi з метою створення векторного представлення повного рече-
ння, на початому етапi були використанi ембединги слiв методом word2vec, при-
клад вiдповiдної архiтектури та процес обробки вхiдного речення можна бачити
на рис. 1.7).

Механiзм уваги. Загальне представлення слiв word2vec, як зображено на
рис. 1.7, ускладнює обробку речень. Данi ембединги не є чутливими до рiзноманi-



30

Рис. 1.7: Формування загального представлення речення на основi векторних
представлень слiв методом word2vec.

тного вживання слiв при побудовi речень, тому вiдповiдно не передають тонкощiв
задля розумiння текстiв. У 2014 роцi було запропоновано рiшення, яке називається
механiзм уваги (attention), що значно покращило якiсть векторного представлен-
ня текстiв. Механiзм уваги дозволив моделям зосередитись на частинах речення,
якi є релевантними до вiдповiдних слiв пiд час побудови перекладу, як зображено
на рис. 1.8. Механiзм уваги вибiрково визначає, якi залежностi мiж словами вхi-
дного та вихiдного речення є найбiльш суттєвими. Наприклад, вихiдне слово “two”
українською значить “два”, саме тому ступiнь уваги мiж цими словами є високою.
Аналогiчно, наприклад, слова “cats” та “мене” мають нижчий рiвень залежностi,
оскiльки вони є менш пов’язаними мiж собою.

Подальше використання механiзму уваги у фазi декодування дозволило за-
мiсть використання єдиного контекстного векторного представлення передавати
прихованi стани всiх токенiв, що значно пiдвищує якiсть генерацiї вихiдного текс-
ту.

1.3.3. Модель трансформер. У роботi "Attention is All You Need"[21] ав-
торами було представлено модель трансформер (transformer), яка побудована ви-
ключно на механiзмi уваги i не використовує рекурентнi нейроннi мережi для
обробки тексту. Загальна схема архiтектури трансформер складається iз набору
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Рис. 1.8: Механiзм уваги: обчислення взаємозв’язкiв мiж токенами для врахуван-
ня семантичних особливостей слiв при побудовi векторного представлення.

блокiв кодувальникiв та декодувальникiв, причому кожен вихiдний токен генеру-
ється на основi всiх попереднiх. Завдяки паралельнiй обробцi токенiв цей пiдхiд
дозволяє значно скоротити час попереднього тренування моделей та забезпечити
отримання бiльш якiсного контекстного значення слiв.

Як зображено на рис. 1.9, кожен кодувальник складається iз шару з механi-
змом само-уваги (self-attention), за яким слiдує шар FNN.

Рис. 1.9: Кодувальник моделi трансформер: механiзм само-уваги + нейронна ме-
режа прямого поширення.
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Механiзм само-уваги дозволяє моделi одночасно аналiзувати всi позицiї у вхi-
днiй послiдовностi за допомогою декодувальника, який має додатковий рiвень
уваги, що звертається до вихiдних даних кодувальника.

Важливо, що у декодувальнику механiзм само-уваги супроводжується маску-
ванням, щоб запобiгати “зазиранню у майбутнє”.

Наприклад, розглянемо наступне речення:
1 I have two cats, they are fluffy.

У цьому випадку займенник “they” має вiдношення до слiв “cats” та “fluffy”. За
допомогою механiзму само-уваги модель обчислює ваговi коефiцiєнти мiж “they”
та всiма iншими словами, визначаючи, що саме визначенi слова мають найбiльше
вiдношення до видiленого слова. На рис. 1.10 можна бачити взаємозв’язок мiж
токеном “they” та рештою токенiв у заданому реченнi.

Рис. 1.10: Приклад зв’язкiв у реченнi мiж токенами за допомогою механiзму само-
уваги.

Слiд звернути увагу, що вхiд мiстить додатковi спецiальнi токени [CLS] (кла-
сифiкацiйний токен на початку тексту) та [SEP] (токен для iдентифiкацiї кiнця
речення), якi допомагають моделi ефективно обробляти вхiднi речення та ство-
рювати вiдповiднi представлення. Данi токени також зазвичай використовуються
пiд час тонкого налаштування моделей на конкретних завданнях, таких як кла-
сифiкацiя, аналiз тексту та семантичний пошук.

Архiтектури, що базуються на моделi трансформер, утворюють основу двох
фундаментальних категорiй мовних моделей.

Моделi представлення. Однiєю з моделей представлення (encoder-only models)
є Pre-training of Deep Bidirectional Transformer (BERT) [22]. Ця модель викори-
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стовує виключно кодувальнi блоки, що складаються з механiзму самоуваги та
згорткових нейронних мереж, для формування семантичних представлень тексту.
Приклад обробки речення за допомогою моделi BERT представлено на рис. 1.11.

Додатково для проведення попереднього навчання, використовується крок –
масковане мовне моделювання (masked language modeling), який дозволяє моделi
формувати двостороннi представлення, якi потiм адаптуються для конкретних
завдань.

Рис. 1.11: Архiтектура базової моделi BERT: 12 кодувальних блокiв для генерацiї
представлень.

Генеративнi моделi. Генеративнi моделi (decoder-only models), однiєю з
яких є модель генеративного попередньо навченого трансформера (Generative
Pretrained Transformer, GPT) [23]. Дана модель оперує виключно за допомогою
декодувальних блокiв. Завдяки авторегресивному пiдходу, кожен наступний то-
кен генерується на основi попереднiх вхiдних даних. Данi системи демонструють
високу ефективнiсть у задачах генерацiї тексту таких як наприклад, написати
пiдсумок тексту, завершити речення, згенерувати вiдповiдь на запитання i тд.
Загальний приклад архiтектури зображено на рис. 1.12.

На практицi обидва типи моделей (генеративнi моделi та моделi представлен-
ня) належать до категорiї великих мовних моделей (large language models).

Важливою частиною цих моделей завершення є довжина контексту або кон-
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Рис. 1.12: Архiтектура GPT-1: генеративна модель, що використовує лише деко-
дувальник.

текстне вiкно (context window). Довжина контексту представляє максимальну
кiлькiсть токенiв, яку модель може обробити, як показано на рис. 1.13. Велике
контекстне вiкно дозволяє передавати до ВММ на вхiд великi об’єми текстових
даних. За рахунок авторегресивного пiдходу роботи цих моделей, поточна дов-
жина контексту пiд час генерацiї нових токенiв буде збiльшуватися. У великих
мовних моделях максимальна кiлькiсть контекстного вiкна обмежується певною
кiлькiсть токенiв, якi зазначаються у описi вiдповiдних моделей.

1.3.4. Великi мовнi моделi.

Парадигма тренування великих мовних моделей. На вiдмiну вiд тра-
дицiйних методiв машинного навчання, що базуються на навчаннi моделей для
виконання певного завдання – рис. 1.14, розробка ВММ передбачає багатоступе-
невий пiдхiд.

Як можна бачити з рис. 1.15, типовий процес навчання сучасних трансфор-
мерних ВММ [24] складається з трьох основних етапiв:

1. Попереднє тренування (Pre-training) На цьому етапi ВММ тренуються на
великих корпусах текстiв, щоб засвоїти загальнi закономiрностi мови, гра-
матику, семантичнi зв’язки мiж елементами тексту з урахуванням осо-
бливостей вiдповiдного завдання. Отримана “базова” модель є вихiдною
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Рис. 1.13: Довжина контекстного вiкна – це максимальна довжина вхiдних даних
(у токенах), яка може бути оброблена моделлю.

Рис. 1.14: Традицiйне машинне навчання включає один крок: навчання моделi
для конкретного цiльового завдання, наприклад, класифiкацiї чи регресiї.

точкою для подальшої адаптацiї та удосконалення моделi на вiдповiдних
задачах. За рахунок попереднього тренування моделi вчаться прогнозува-
ти наступний токен по заданому вхiдному текстi. На рис. 1.16 зображено
процес попереднього тренування моделi на корпусi даних Common Crawl.

2. Тонке налаштування (Fine-tuning) На цьому етапi базову модель далi ада-
птують для виконання вузько-направлених завдань (класифiкацiя, iнфор-
мацiйний пошук, генерацiя дiалогiв тощо), що дозволяє значно знизити об-
числювальну вартiсть. Цей пiдхiд, представлений на 1.15, є стандартним у
сучасних методах розробки ВММ. Одним з рiзновидiв додаткового навчан-
ня є кероване навчання (supervised fine-tuning), при якому моделi додатко-
во навчаються на парах iнструкцiя-вiдповiдь, щоб покращити виконання
спецiалiзованих завдань.

3. Вирiвнювання (Alignment): Додатковим етапом сучасних мовних моделей
також є етап вирiвнювання, пiд час якого моделi налаштовуються для
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Рис. 1.15: Багатокроковий процес навчання ВММ: попереднього тренування та
тонкого налаштування.

бiльш корисних та безпечних вiдповiдей на основi людського зворотного
зв’язку. Задля цього використовуються такi методи як RLHF, про якi буде
розповiдатися детальнiше у одному з наступних роздiлiв.

Рис. 1.16: Iлюстрацiя етапу попереднього тренування ВММ.

Новiтнi тенденцiї та їх вплив на практику. Останнiм часом, особливо
в 2022–2023 роках, технологiї на базi трансформерних моделей отримали значний
вплив завдяки появi систем, що кардинально змiнюють взаємодiю користувачiв з
iнформацiйними технологiями.Швидке зростання активних користувачiв, широке
застосування мовного ШI у рiзних галузях (вiд машинного перекладу до генерацiї
контенту) сприяє подальшим iнновацiям у цiй сферi, а також вивченню етичних
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та соцiальних наслiдкiв впровадження таких технологiй.

Застосування ВММ та соцiально-етичнi виклики. Великi мовнi моделi
мають застосування в багатьох галузях: вiд визначення тональностi клiєнтських
вiдгукiв (класифiкацiя) до розробки iнтерактивних чат-ботiв, що використову-
ють зовнiшнi iнформацiйнi джерела для пiдвищення якостi вiдповiдей. Сучаснi
мультимодальнi системи, зокрема генерацiя рецептiв за зображенням вмiсту хо-
лодильника, демонструють високий рiвень iнновацiйностi цих технологiй.

Однак широке впровадження ВММ супроводжується й низкою соцiально-етичних
викликiв. До них належать питання упередженостi даних, проблеми прозоростi
алгоритмiчних та архiтектурних рiшень, потенцiйна генерацiя шкiдливого або де-
зiнформацiйного контенту, а також питання iнтелектуальної власностi. Врахува-
ння цих аспектiв є необхiдним для безпечного та вiдповiдального використання
технологiй мовного ШI.

ВММ, такi як GPT-4, демонструють значнi здiбностi до розумiння та генерацiї
математичних текстiв, що вiдкриває можливостi для їх використання у задачах
математичного мiркування [25].

Для подальшого удосконалення роботи ВММ з математичними текстами iснує
кiлька методiв, якi наведенi у наступному пiдроздiлi.

1.4. Сучаснi архiтектури та методи для пiдвищення ефективностi
великих мовних моделей

1.4.1. Модель зi змiшанням експертiв. Вперше iдея моделей зi змiшан-
ням експертiв (MoE) була запропонована ще у 1991 роцi у роботi Adaptive Mixture
of Local Experts [26]. Основна концепцiя MoE полягає в розбиттi великої моделi на
окремi моделi меншого розмiру, яка отримали назву моделей-експертiв або просто
експертiв (experts), кожен з яких спецiалiзується на обробцi певної пiдмножини
завдань або видiв вхiдних даних. Вибiр конкретного експерта або комбiнацiї екс-
пертiв здiйснюється за допомогою спецiалiзованого маршрутизатора (router), що
визначає, яких iз експертiв активувати для обробки вiдповiдного вхiдного запиту.

У перiод мiж 2010-2015 роками архiтектура з використанням MoE охоплювала
два основних напрямки дослiджень:

• Експерти як компоненти моделi: Данi методи передбачали використання
кiлькох незалежних моделей нейронних мереж, результати яких агрегу-
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валися для отримання остаточного результату. Автори [27] пропонують
iнтеграцiю MoE як окремого шару моделi, з використанням експертiв, якi
спецiалiзуються на обробцi конкретних типiв вхiдних даних.

• Умовнi обчислення: Традицiйнi щiльнi нейроннi мережi (Dense Neural Networks)
використовують всi параметри всiх шарiв для обчислення результатiв. То-
му як бiльшу альтернативу [28] було запропоновано ефективне використа-
ння нейронної мережi, що дозволяє активувати лише певну пiдмножину
параметрiв залежно вiд особливостей вхiдних даних. Таким чином, модель
використовує лише частину параметрiв нейронної мережi моделi, але при
цьому має не гiршу та не рiдко навiть кращу ефективнiсть у порiвняннi з
моделями подiбного розмiру.

Загальний вигляд архiтектури з використаннямMoE-шару наведено на рис. 1.17.

Рис. 1.17: MoE-шар моделi.

Пiсля цього модель почали активно використовувати у задачах з NLP. Але
спочатку визначимо поняття розрiдженостi (sparsity) у моделях.

Розрiдженiсть у MoE. Розрiдженiсть моделей базується на iдеї використа-
ння умовних обчислень, при яких лише частина мережi активна в залежностi вiд
вхiдних даних, що дозволяє збiльшувати розмiр моделi без збiльшення обчислень,
що дозволяє використовувати велику кiлькiсть експертiв у кожному окремому
шарi MoE.
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Однак, ця конфiгурацiю створює певнi виклики. Наприклад, якщо пакетний
вхiд складається з 10 токенiв, п’ять токенiв можуть потрапити до одного експерта,
а iншi п’ять – до п’яти рiзних експертiв, що призводить до нерiвних розмiрiв
розподiлу вхiдних даних.

Для вирiшення цiєї проблеми використовується навчена мережа маршрутиза-
тор (G), яка вирiшує, до яких експертiв (E) вiдправити вхiдний запит:

y =
n∑︂

i=1

G(x)iEi(x) (1.4.1)

У данiй конфiгурацiї всi експерти запускаються для всiх входiв. Якщо для
деякого з експертiв значення Gi = 0, обчислення вiдповiдного експерта не вико-
ристовуються, i таким чином запобiгається використання вiдповiдних обчислю-
вальних ресурсiв. Зазвичай у якостi функцiї активацiї мережi маршрутизатора
використовується softmax. Мережа навчається визначати, до якого експерта вiд-
правити вхiд:

Gσ(x) = Softmax(x ·Wg) (1.4.2)

Iнший пiдхiд, який наприклад дослiджувався у роботi [29] – Noisy Top-k Gating.
Цей пiдхiд вводить регульований шум i зберiгає топ-k значень:

Це робиться за рахунок додавання шуму:

H(x)i = (x ·Wg)i + StandardNormal() · Softplus((x ·Wnoise)i) (1.4.3)

Пiсля чого обираються лише топ-k значення:

KeepTopK(v, k)i =

⎧⎨⎩vi, якщо vi входить до топ k елементiв v,

−∞, iнакше
(1.4.4)

I далi використовується softmax вiд отриманого результату:

G(x) = Softmax(KeepTopK(H(x), k)) (1.4.5)

Оскiльки розрiдженiсть керована параметром k, вона має додатковi особливi
властивостi. Використовуючи досить низьке k, можна тренувати та виконувати
висновок набагато швидше, нiж при активацiї багатьох експертiв. Маршрутизацiя
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до бiльше нiж одного експерта необхiдна для того, щоб маршрутизатор навчився
розподiляти вхiдний запит мiж кiлькома експертами.

Додавання шуму сприяє балансуванню навантаження. Якщо всi токени надси-
лаються до лише декiлькох популярних експертiв, тренування може призвести до
нерiвномiрного тренування моделей. Це вiдбувається на етапi попереднього тре-
нування MoE-моделi, коли маршрутизатор обирає схожих експертiв за рахунок
того, що обранi експерти тренуються швидше i тому вибираються частiше. Щоб
уникнути цього, додається допомiжна функцiя втрат, яка заохочує рiвномiрний
розподiл використання експертiв. Ця функцiя втрат гарантує, що всi експерти
отримують приблизно однакову кiлькiсть навчальних прикладiв.

MoE та моделi трансформери. У трансформерних моделях MoE засто-
совуються як шари, що замiнюють звичайнi шари щiльних нейронних мереж пря-
мого поширення. Структура такого шару MoE складається з двох основних ком-
понентiв:

1. Шарiв експертiв: кожен експерт зазвичай реалiзується у виглядi окремого
шару FNN, що вiдповiдає за обчислення для певної пiдмножини вхiдних
токенiв. Структура експертiв може вiдрiзнятися, проте iснують варiанти,
коли експерти реалiзуються як бiльш складнi мережi або як набiр експер-
тiв, що дозволяє моделi комплексно адаптуватися до рiзних типiв даних.

2. Маршрутизатор: цей компонент аналiзує вхiдний токен (або його представ-
лення) i за допомогою функцiї softmax розраховує ваговi коефiцiєнти для
кожного експерта. Таким чином, маршрутизатор вибирає топ-k експертiв
(часто k = 1 або 2) для обробки даного токена. Такi пiдходи, як Noisy
Top-k Gating, вводять регульований шум для балансування навантаження
мiж експертами та зниження надмiрної спецiалiзацiї окремих модулiв.

Завдяки даному пiдходу при обробцi кожного вхiдного прикладу активуються
лише частина експертiв, що дозволяє збiльшувати модель до значно бiльшої кiль-
костi параметрiв без активацiї усiх параметрiв моделi. У зв’язку з цим такi моделi
також називають розрiдженими (sparse), адже при роботi моделей використовує-
ться лише частина параметрiв.

Приклади моделей MoE. Одним iз прикладiв застосування MoE у транс-
формерних моделях є Switch Transformers [30]. У цiй моделi щiльнi FNN-шари
звичайного трансформера замiнюються розрiдженими MoE-шарами. Кожен MoE-
шар може складатися з декiлькох експертiв, проте для кожного входу активує-
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ться лише частина експертiв, що значно знижує обчислюванi навантаження пiд
час генерацiї вихiдних даних. Моделi даного типу дозволили досягнути чотири-
кратного прискорення попереднього тренування моделi у порiвняннi зi щiльними
архiтектурами, але при цьому зберiгаючи високу якiсть результатiв.

Iншим прикладом є система GShard [31], де розрiдженi MoE-шари iнтегрованi
в трансформерну архiтектуру для збiльшення моделi до понад 600 мiльярдiв па-
раметрiв. У цiй системi шари MoE розподiляються мiж рiзними пристроями, що
дозволяє ефективно використовувати обчислювальнi ресурси при обробцi великих
обсягiв тренувальних даних.

Таким чином, iнтеграцiя MoE в трансформернi архiтектури має ряд важливих
переваг:

• Ефективне збiльшення моделей: При збереженнi однакових обчислюваль-
них затрат розрiджена модель MoE мiстить значно бiльше параметрiв, нiж
щiльна модель, що дозволяє використовувати набагато бiльше даних i пiд-
вищувати якiсть попереднього тренування моделей.

• Умовнi обчислення: Завдяки маршрутизатору активуються лише релеван-
тнi експерти для кожного вхiдного запиту, що дозволяє зменшити обчи-
слювальнi витрати.

• Спецiалiзацiя експертiв: Кожен експерт може адаптуватися до обробки
певних типiв вхiдних даних, що сприяє кращому моделюванню складних
семантичних залежностей у вiдповiдних даних.

Слiд зазначити, що згiдно iз дослiдженнями у використаннi архiтектури MoE
у моделях (наприклад, [32]) рiзнi експерти не спецiалiзуються на конкретних те-
мах, таких як бiологiя, математика тощо. Проте працюють з певними наборами
токенiв, якi подаються на вхiд моделей. Як результат – моделi схильнi категоризу-
вати роботу з певними природними мовами (наприклад, англiйська, українська),
адже вони несуть свої особливостi у символьному представленнi слiв. Орiєнтова-
нiсть на вибiр вiдповiдних задач можна бачити при переглядi найбiльш активно
вживаних токенiв вiдповiдними експертами, як наведено у таблицi 1.3.

Однак, моделi зi змiшанням експертiв мають свої недолiки, зокрема:
• Балансування навантаження: Однi експерти можуть активуватися частi-

ше, що призводить до нерiвномiрного розподiлу обчислювальних ресурсiв
та їхнього потенцiйного перенавчання (overfitting).

• Супутнi обчислювальнi та комунiкацiйнi витрати: Хоча пiд час висновку
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Таблиця 1.3: Найчастiше вживанi токени, що використовуються рiзними експер-
тами [32].

ID експерта Найбiльш активно вживанi токени
0 \n, ‘, ’, s, -, $, y, _, , 2
1 \n, 1, , 2, \\, S, ., -, C, {
21 ,, and, , ., \n, =, \t, the, , n
30 }, ed, d, have, ing, ,, has, s, ¨, had
31 to, can, s, of, ing, will, not, e, ed, would

активуються лише обранi експерти, всi параметри повиннi бути заванта-
женi в оперативну пам’ять, що може створювати додатковi вимоги до апа-
ратного забезпечення.

Щоб вирiшити цi проблеми, застосовуються такi методи, як додавання на-
дмiрного шуму до маршрутизатора та додатковi функцiї втрат (loss function), якi
стимулюють рiвномiрний розподiл навантаження мiж моделями-експертами. Та-
кож застосовуються методи умовної маршрутизацiї, що дозволяють ефективно
задiювати обчислювальний ресурс при навчаннi та генерацiї вiдповiдей.

У пiдсумку, MoE представляють собою потужний пiдхiд для збiльшення пара-
метрiв трансформерних архiтектур iз збереженням обчислювальної ефективностi
та високої якостi моделi. Нижче наведенi деякi приклади моделей, якi iлюстру-
ють практичне застосування цiєї iдеї в сучасних системах обробки природної мови
та їх порiвняння з традицiйними моделями, що використовують щiльнi нейроннi
мережi.

Приклади моделей з використанням MoE. Пiсля обґрунтування конце-
пцiї MoE, розглянемо кiлька прикладiв даних моделей. Завдяки тому, що великi
мовнi моделi збiльшують ефективнiсть своєї роботи при збiльшеннi параметрiв,
MoE були широко впровадженi i досягли успiху у дослiдженнях з ВММ.

Одним з прикладiм моделей з використанням MoE є Mixtral 8×7B (Mixtral
of Experts [33]) та є розширенням для вiдкритої моделi Mistral-7B [34], яка во-
лодiє англiйською, французькою, iталiйською, нiмецькою та iспанською мовами.
Обидвi цi моделi мають оприлюдненi ваги та iншi специфiкацiї задля вiдкритого
користування розробниками та дослiдниками.

Mixtral перетворює кожен шар Mistral на експертний шар з вiсьмома експер-
тами. Для кожного вхiдного токена активнi два експерти, що робить модель iз 47
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Рис. 1.18: Порiвняння роботи моделi з MoE-шаром (Mixtral) прости моделi з FNN-
шаром (LLaMA 2) [33].

млрд. загальними параметрами використовувати лише 13 млрд. активних пара-
метрiв. Модель також має довжину контекстного вiкна у 32 тис. токенiв, що у 4
рази бiльша, нiж у її аналога без MoE. Як показано на представленому рис. 1.18,
Mixtral перевершує сумiжну по кiлькостi параметрiв модель LLaMA 2 за всiма по-
казниками та особливо видiляється у генерацiї програмного коду, математичних
завданнях та iнших метриках, в деяких випадках перевищуючи ефективнiсть бiль-
шої моделi LLaMA-2-70B [35].

1.4.2. Ланцюг мiркування.

Iнженерiя запитiв. Сучаснi великi мовнi моделi, такi як GPT-3.5 Turbo,
GPT-4 та Claude 3, налаштованi на виконання iнструкцiй та тренованi на вели-
ких обсягах даних. Це дозволяє даним моделям виконувати деякi завдання у ре-
жимi питання-вiдповiдь без або з додатковою демонстрацiєю бажаного вихiдного
результату. Набiр технiк направлений на тестування моделей за вiдповiдними пiд-
ходами називають iнженерiєю запитiв (Prompt Engineering), а вхiдну iнструкцiю
запитом (prompt).

Iнженерiя запитiв – це процес розробки, оптимiзацiї та адаптацiї текстових за-
питiв, що використовуються для взаємодiї з мовними моделями з метою досягне-
ння бажаних результатiв. Цей пiдхiд охоплює формулювання запитiв, визначення
формату вiдповiдi та забезпечення коректної iнтерпретацiї iнструкцiй моделлю.

Оскiльки моделi є генеративними, вони здатнi виконувати рiзноманiтнi запи-
ти – вiд генерацiї есе до вiдповiдей на математичнi запитання. Нижче наведено
приклад запиту:
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1 {"content": "Solve the following math problem and justify your answer:

2 You want to arrange 10 apples between 2 baskets.

3 One basket must contain twice as many apples as another one.

4 How many apples should be in each basket? Give a short answer ."}

Пiдходи Zero-shot i Few-shot. Розрiзняють кiлька пiдходiв до iнженерiї
запитiв при роботi з великими мовними моделями.

Zero-shot – це режим взаємодiї з мовною моделлю, коли для виконання за-
дачi використовується запит, що не мiстить жодних прикладiв або демонстрацiй
потрiбної поведiнки. Модель повинна iнтерпретувати завдання виключно з опису
запиту.

Few-shot – це режим, при якому до запиту додаються декiлька прикладiв (де-
монстрацiй), що iлюструють очiкувану поведiнку. Завдяки таким прикладам мов-
на модель отримує краще розумiння специфiки або особливостей завдання, що
робить процес генерацiї вiдповiдi бiльш релевантним до завдання.

Ланцюг мислення. Задля забезпечення точностi роботи мовних моделей
було запропоновано метод ланцюга мiркувань (Chain-of-Thought, CoT), що до-
зволяє моделям генерувати послiдовнiсть мiркувань, якi покращують їхню зда-
тнiсть до розв’язання складних задач. Метод ланцюжка мiркувань дозволяє мо-
делям генерувати промiжнi кроки мiркувань, що покращує їхню здатнiсть до
розв’язання задач без додаткового навчання на спецiалiзованих даних [36]. Впер-
ше ланцюг мiркування був представлений у роботi [37] i дозволяє моделям здiй-
снювати складне мiркування за допомогою промiжних крокiв.

Цей метод можна поєднувати з Few-shot навчанням для досягнення кращих
результатiв у бiльш складних завданнях, що потребують роздумiв перед вiдпо-
вiддю. Загальний приклад використання ланцюга мiркувань можна бачити на
рис. 1.19.

Приклад використання CoT при розв’язаннi задачi за допомогою мовної моделi
продемонстровано у таблицi. 1.4.

Подiбнi приклади демонструють, як ланцюг мiркувань допомагає моделi ана-
лiзувати та робити обґрунтованi висновки. Навiть з одним прикладом, модель
може ефективно вирiшувати подiбнi завдання.

Zero-shot CoT. Одним з останнiх пiдходiв для iнженерiї запитiв є Zero-shot
CoT, який було запропонована у роботi [36]. Вона передбачає додавання фрази
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Рис. 1.19: Приклад використання технiки CoT у iнженерiї запитiв.

“Давайте помiркуємо крок за кроком” (“Let’s think step-by-step”) до початкового
запиту як на рис. 1.20.

Цей пiдхiд є ефективним, особливо у випадках, коли немає достатньо великої
кiлькостi прикладiв для демонстрацiї очiкуваної роботи.

Auto-CoT. При застосуваннi CoT з демонстрацiями необхiдно вручну ство-
рювати ефективнi та рiзноманiтнi запити, що не завжди є можливим та оптималь-
ним рiшенням. [38] запропонували пiдхiд Auto-CoT, який автоматично генерує
ланцюги мiркувань.

Метод Auto-CoT складається з двох основних етапiв:
1. Кластеризацiя запитань: Розподiл запитань певного набору даних на кiль-

ка кластерiв.
2. Вибiр демонстрацiй: Вибiр представницького запитання з кожного класте-

ру та генерацiя його ланцюга мiркувань за допомогою Zero-Shot CoT з
додатковими евристиками.

Цей метод сприяє створенню простих i точних запитiв, зменшуючи ризик по-
милок у згенерованих ланцюгах мiркувань моделлю.
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Таблиця 1.4: Приклад ланцюжка думок у задачi для розрахунку вiдстанi, яку
пройде потяг.

Етап мiркування Опис
Питання Приблизна вiдстань мiж Києвом та Полтавою -

340 км. Потяг рухається iз середню швидкiстю 85
км./год. За скiльки годин потяг пройде дану вiд-
стань?

Крок 1 Визначення даних: швидкiсть - 85 км/год, вiдстань -
340 км.

Крок 2 Формула вiдстанi:

t =
S

υ

Крок 3 Розрахунок - час на проходження вiдстанi:

t =
340

85
= 4 год.

Розв’язок Потяг добереться з Києва до Полтави за 4 год.

1.4.3. Навчання з пiдкрiпленням з людським зворотнiм зв’язком.
Сучаснi великi мовнi моделi, як наприклад LLaMA, використовують метод на-
вчання з пiдкрiпленням з людським зворотним зв’язком (Reinforcement Learning
with Human Feedback, RLHF) як невiд’ємну частину свого навчального процесу.
RLHF дозволяє iнтегрувати зворотнiй зв’язок вiд людини у процес оптимiзацiї
моделi, що покращує її кориснiсть та безпечнiсть. У цьому пiдроздiлi розглядає-
ться метод RLHF, його роль у навчаннi ВММ та альтернативнi методи до тонкого
налаштування (fine-tuning) моделей.

Традицiйний метод RLHF, описаний у роботi InstructGPT [24], складається з
трьох основних крокiв:

Крок 1: Збiр даних для демонстрацiї та кероване навчання стратегiї
моделi. На першому кроцi рис. 1.21 показано етап керованого навчання, де мо-
дель навчається на парах iнструкцiя-вiдповiдь, створених людьми-анотаторами.
Цей етап покращує здатнiсть моделi слiдувати конкретним iнструкцiям.

Крок 2: Збiр даних для порiвняння та навчання моделi винагород.
Як показано на другому кроцi рис. 1.21, для кожної iнструкцiї генеруються декiль-
ка вiдповiдей за допомогою моделi з кроку 1. Анотатори ранжують цi вiдповiдi
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Рис. 1.20: Приклад використання технiки Zero-shot CoT.

за уподобаннями. На основi цих ранжувань навчається модель винагород (reward
model), яка оцiнює якiсть згенерованих вiдповiдей.

Крок 3: Оптимiзацiя стратегiї моделi проти моделi винагород за до-
помогою навчання з пiдкрiпленням. На третьому кроцi з рис. 1.21 зобра-
жено процес оптимiзацiї моделi iз використанням методу Proximal Policy Optimi-
zation (PPO) [39], де модель покращує стратегiю роботи за рахунок оцiнки вiд
моделi винагород.

1.4.3.1. RLHF у моделi LLaMA 2. У моделi LLaMA 2 вiд Meta AI також
використовується RLHF, але з деякими вiдмiнностями вiд методу описаного у
InstructGPT [35]. Модель мiстить 3 особливостi:

1. Двi моделi винагород. LLaMA 2 використовує двi окремi моделi винагород:
одну для оцiнки корисностi, iншу – для безпеки. Загальна винагорода є лi-
нiйною комбiнацiєю цих двох оцiнок, що дозволяє збалансувати цi аспекти
при донавчаннi моделi.

2. Метод вiдбору проб. Крiм PPO, у LLaMA 2 використовується метод вiд-
бору проб (rejection sampling) для вiдбору найкращих вiдповiдей з кiлькох
згенерованих варiантiв на кожному кроцi навчання. Це покращує ефектив-
нiсть навчання, оскiльки модель навчається на вiдповiдях з вищою оцiнкою
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Рис. 1.21: Тонке налаштування моделi на основi методу RLFH.

винагороди. Використовується для вiдбору вiдповiдей з найвищою винаго-
родою з декiлькох згенерованих варiантiв [40]. На рис. 1.22 представлено
покращення моделi LLaMA 2 на рiзних етапах RLHF, де видно, що вико-
ристання PPO в кiнцевому етапi призводить до кращих результатiв. Зага-
лом, RLHF є потужним iнструментом для тонкого налаштування великих
мовних моделей, дозволяючи iнтегрувати людський зворотнiй зв’язок та
пiдвищити якiсть вiдповiдей.

3. Функцiя роздiлення втрати. На вiдмiну вiд методу у InstructGPT, де вико-
ристовувався мiж-ентропiйна функцiя втрат для ранжування вiдповiдей,
у моделi LLaMA 2 впроваджено додатковий параметр функцiї роздiлення
втрат (margin loss). Цей параметр дозволяє враховувати ступiнь переваги
однiєї вiдповiдi над iншою, що сприяє бiльш якiсному донавчаннi моделi
винагород.

Альтернативи RLHF. Окрiм RLHF iснують альтернативнi методи до тон-
кого налаштування ВММ, якi спрямованi на спрощення процесу та зменшення
залежностi вiд людського зворотного зв’язку. У цьому пiдроздiлi буде розглянуто
декiлька альтернативних методiв.
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Рис. 1.22: Порiвняння ефективностi роботи моделi LLaMA 2 Chat проти ChatGPT
на рiзних iтерацiях RLHF – в якостi оцiнювача виступає модель GPT-4 [35].

• Пряме оптимiзування зворотного зв’язку (Direct Preference Optimization,
DPO) [41]: Метод DPO пропонує оптимiзувати модель безпосередньо на
основi людського зворотного зв’язку без необхiдностi у навчаннi окремої
моделi винагород та використання методу навчання з пiдкрiпленням. За-
мiсть цього використовується керована функцiя втрат для тонкого нала-
штування моделi. Дана функцiя враховує уподобання мiж парами вiдпо-
вiдей, що дозволяє цiлеспрямовано налаштовувати модель на основi люд-
ського зворотного зв’язку, таким чином спрощуючи процес навчання.

• Навчання з пiдкрiпленням iз зворотним зв’язком вiд ШI (Reinforcement
Learning with AI Feedback, RLAIF) [42]: Метод RLAIF замiнює людський
зворотний зв’язок на зворотний зв’язок вiд великої мовної моделi при на-
вчаннi моделi винагород. Це зменшує залежнiсть вiд необхiдностi пiдготов-
ки анотацiй людини та показує не схожi результати роботи у порiвняннi iз
традицiйними методами з використанням RLHF. RLAIF використовує по-
тужну ВММ для генерацiї оцiнок та коментарiв до вiдповiдей моделi, що
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дозволяє автоматизувати процес навчання на основi зворотного зв’язку.
• Навчання людського зворотного зв’язку за допомогою контрастивного на-

вчання (Contrastive Preference Learning, CPL) [43]: Метод CPL використо-
вує контрастивну функцiю втрат для навчання моделi на основi порiв-
нянь пар вiдповiдей. Це спрощує процес тонкого налаштування без вико-
ристання RL. Перевагою CPL є ефективне використання даних з парним
ранжуванням вiдповiдей, що сприяє кращому навчанню моделi на основi
людського зворотного зв’язку.

• Розширене самостiйне навчання з пiдкрiпленням (Reinforced Self-Training,
ReST) [44]: Метод ReST поєднує самостiйне навчання з пiдкрiпленням, ви-
користовуючи iтеративний пiдхiд до вiдбору та тренування на найбiльш
якiсних прикладах, що полiпшує ефективнiсть у порiвняннi зi стандартни-
ми методами RLHF. ReST генерує новi данi для тренування, вибираючи
вiдповiдi з високою винагородою та використовує їх для подальшого тонко-
го налаштування моделi. Це зменшує залежнiсть вiд людського зворотного
зв’язку та покращує загальну ефективнiсть навчання.

• Hindsight Instruction Relabeling (HIR) [45]: Метод HIR передбачає повтор-
не маркування iнструкцiй на основi вiдповiдей, згенерованих моделлю. Це
дозволяє використовувати неточнi вiдповiдi, що були ранiше згенерованi
моделлю, як кориснi навчальнi данi для керованого навчання. Якщо мо-
дель дає вiдповiдь, яка не вiдповiдає початковiй iнструкцiї, HIR змiнює iн-
струкцiю таким чином, щоб вона вiдповiдала згенерованiй вiдповiдi. Пiсля
чого отримана пара використовується для подальшого тренування моделi.

• Constitutional AI [46]: У методi Constitutional AI пропонується самостiйне
навчання моделi на основi набору правил наданих людьми. Модель гене-
рує та автоматично вiдбирає вiдповiдi без прямого людського зворотного
зв’язку, використовуючи цi правила для оцiнки та вдосконалення своїх
вiдповiдей. Цей пiдхiд дозволяє зменшити обсяг процесу анотацiї людьми,
що необхiдна для тренування моделi, та забезпечує бiльш контрольованi
результати згенерованих вiдповiдей.

1.4.4. Генерацiя з доповненням через пошук. Генерацiя з доповненням
через пошук (Retrieval-Augmented Generation, RAG) – це пiдхiд у машинному
навчаннi, що поєднує методи пiдготовки та запитування даних для покращення
якостi згенерованого тексту. Вiн складається з двох основних компонентiв:
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1. Пiдготовка даних (Ingestion): До того як модель використовується у робо-
тi, спочатку вiдбувається пiдготовка бази знань. В якостi бази знань може
використовуватися великий текстовий корпус, такий як, наприклад, Вiкi-
педiя. Данi проходять попереднi етапи обробки та зберiгаються зазвичай
у векторному представленнi задля зручного пошуку на наступних етапах
RAG.

2. Запитування (Querying): Пiсля отримання запиту модель шукає релеван-
тну iнформацiю у базi даних та використовує задля пiдготовки вiдповiдi.

У напрямку роботи з математичними задачами та великими мовними моде-
лями пiдхiд RAG може бути корисним у таких аспектах, як розв’язання матема-
тичних задач та пiдвищення точностi роботи мовних моделей за рахунок викори-
стання теоретичної бази знань:

• Замiсть того, щоб покладатися лише на знання моделi, RAG може отри-
мувати схожi задачi з наявного набору даних (наприклад, наборiв матема-
тичних задач) i використовувати їх як приклади для розв’язання.

• Модель може обґрунтовувати логiку побудови розв’язання та задiювати
вiдповiднi математичнi концепцiї.

• Великi мовнi моделi часто мають складнощi з точнiстю при роботi з число-
вими перетвореннями. Використання RAG дозволяє отримувати перевiренi
розв’язки або теоретичнi пояснення задля полiпшення роботи з числовими
даними.

• Метод може допомогти у розв’язаннi складних задач, розбиваючи їх на
бiльш простi пiдзадачi за допомогою знайдених аналогiв.

Одним з прикладiв використання даного методу у освiтнiх цiлях є автомати-
зацiя пiдготовки та перевiрки iнтерактивних запитань i вiдповiдей при навчаннi
шкiльної математики. Без додаткових методiв мовнi моделi можуть генерувати
помилковi або невiдповiднi вiдповiдi, якi не узгоджуються з навчальною програ-
мою. Один iз методiв до пiдвищення якостi вiдповiдей – використання RAG, де
модель використовує перевiренi джерела знань для покращення своїх вiдповiд-
ей. Дослiдження показують, що включення матерiалiв iз вiдкритих навчальних
ресурсiв у запити до ВММ може покращити якiсть вiдповiдей на математичнi пи-
тання, проте iснує компромiс мiж вiдповiднiстю пiдручникам i якiстю сприйняття
наданих вiдповiдей учнями [47].
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Рис. 1.23: Попереднiй етап RAG – пiдготовка даних для збереження у векторнiй
базi знань.

Пiдготовка даних. Як видно з рис. 1.23, процес отримання даних розбива-
ється на кiлька етапiв, якi виконуються наступним чином:

1. Завантаження даних у текстовий формат: На першому кроцi данi отри-
муються у звичайному текстовому виглядi (наприклад, набiр документiв),
якi зберiгаються разом.

2. Розбиття тексту на фрагменти: Оскiльки мовнi моделi мають обмежен-
ня на довжину контекстного вiнка, вiдбувається фрагментацiя збереженої
iнформацiї.

3. Вбудовування тексту: Пiсля цього данi переводять у векторне представле-
ння для кожного фрагмента тексту, що дозволяє виконувати пошук реле-
вантних елементiв iнформацiї на подальших кроках.

4. Завантаження векторних представлень у базу знань: Отриманi вектори та
текстовi фрагменти зберiгаються у спецiалiзоване сховище – векторна база
знань, що забезпечує швидкий пошук релевантної iнформацiї. Додаткове
збереження фрагментiв у текстовому виглядi необхiдне задля повернення
вiдповiдної iнформацiї у звичайному для людини виглядi (тобто тексту).

Запитування даних. Процес запитування даних також можна розбити на
кiлька етапiв, як показано на рис. 1.24, якi здебiльшого базуються на використаннi
вхiдних запитiв:

1. Об’єднання iсторiї запитiв та нового запиту: Формування єдиного запиту
задля врахування контексту попередньої частини дiалогу.

2. Пошук релевантної iнформацiї: За допомогою пiдготовленої бази знань,
знаходяться релевантнi фрагменти iнформацiї.



53

Рис. 1.24: Етап RAG – пошук релевантної iнформацiї у векторнiй базi знань.

3. Генерацiя вiдповiдi: На основi сформованого запиту та знайденої релеван-
тної iнформацiї модель повертає вiдповiдь.

1.4.5. Прихований процес мiркування в мовних моделях. З появою
великих нейронних мереж та зростанням їх можливостей обробляти текстовi данi,
стало актуальним формування внутрiшнього процесу операцiй мiркування моде-
лей пiд час генерацiї вiдповiдей. Особливу увагу слiд придiлити новим методам,
якi змiнюють парадигму генерацiї висновкiв.

Iдея використання ВММ зосереджених на мiркуваннi не є зовсiм новою. Попе-
реднi дослiдження, зокрема модель Self-Taught Reasoner (STaR) [48], вже розгля-
дали концепцiю тренування моделей виводити обґрунтування з кiлькох прикла-
дiв. Метод STaR дозволяє моделям покращувати свою ефективнiсть при генерацiї
вiдповiдей.

1. Внутрiшнє обмiрковування: При отриманнi запиту модель спочатку веде
внутрiшнiй монолог. На цьому етапi вона генерує кiлька можливих вiдпо-
вiдей i оцiнює їх за наперед визначеними критерiями. Цей процес нагадує
мозковий штурм i фiльтрацiю iдей перед вибором найкращого варiанту.

2. Генерацiя вiдповiдi: Пiсля внутрiшнього обмiрковування модель обирає
найбiльш рацiональну та зв’язну вiдповiдь для користувача. За рахунок
цього, фiнальний результат буде точнiшим i краще вiдповiдає завданню
у порiвняннi з традицiйними методами генерацiї вiдповiдей за допомогою
ВММ.

Метод Quiet-STaR. Як згадувалося у попереднiх пiдроздiлах, для структу-
ризацiї внутрiшнього процесу операцiй мiркування широко застосовується технiка
ланцюжка думок, яка дозволяє моделi послiдовно розбивати вхiдний запит на на-
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бiр крокiв. Однак, сучаснi методи спрямованi не лише на розбиття запиту, а й
на тренування моделi самостiйно полiпшувати власнi мiркування перед тим, як
запропонувати фiнальну вiдповiдь. До таких можна вiднести метод Quiet-STaR
(Sequential Thought and Rationale), який було описано у роботi [49]. Основна iдея
цього методу полягає у послiдовному виконаннi наступних етапiв:

1. Мiркування: Для кожного вхiдного токена модель генерує кiлька варiан-
тiв ланцюжка думок у паралельному режимi, створюючи кiлька варiацiй
мiркування.

2. Обговорення: Отриманi результати мiркування поєднуються, кiнцевий ре-
зультат формується на основi спiввiдношення впливу згенерованих токенiв
мiркувань та початкового запиту.

3. Навчання: Пiд час наступного тренування модель оптимiзує свої параме-
три, винагороджуючи тi ланцюжки мiркувань, якi призводять до коре-
ктних прогнозiв, та караючи невдалий алгоритм розумування.

Роботу методу можна бачити на рис. 1.25.

Рис. 1.25: Схематичне представлення методу Quiet-STaR: послiдовне виконання
етапiв мiркування, обговорення та навчання.

На кожному етапi мiркування вiдбувається за допомогою великої мовної мо-
делi. Основними перевагами даного методу є:
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• Пiдвищена точнiсть у складних завданнях: Завдяки внутрiшньому мiр-
куванню Quiet-STaR ефективнiше справляється зi складними завдання-
ми. Це особливо корисно для задач, що вимагають логiчного висновку,
розв’язання проблем та багатокрокового мiркування. Внутрiшнiй монолог
допомагає розбивати проблему на пiдзадачi та пiдходити до її вирiшення
методично, що призводить до точнiших результатiв.

• Зменшення потреби у додаткову навчаннi: Традицiйнi ВММ часто потре-
бують значних ресурсiв пiд час тонкого налаштування на специфiчних на-
борах даних для якiсного виконання спецiалiзованих завдань. Quiet-STaR
знижує цю потребу, використовуючи внутрiшнє мiркування, що дозволяє
моделi краще узагальнювати знання та ефективно працювати з рiзними
завданнями без додаткового навчання.

• Покращена iнтерпретованiсть: Однiєю з проблем ВММ є непрозорiсть про-
цесу прийняття рiшень. Quiet-STaR вирiшує цю проблему, надаючи обґрун-
тування своїх вiдповiдей. Внутрiшнiй монолог можна зробити видимим, що
дає змогу аналiзувати процес мiркувань моделi. Це пiдвищує зрозумiлiсть
та довiру до її вiдповiдей.

Впровадження Quiet-STaR дозволяє моделi не лише прогнозувати наступний
токен, але й формувати власну логiчну аргументацiю, що значно покращує то-
чнiсть вiдповiдей на складнi питання, а також пiдвищує здатнiсть моделi до вирi-
шення завдань, що вимагають математичних обчислень або логiчного мислення.
Результати тестування даних моделей демонструють, що чим довший внутрiшнiй
процес мiркування, тим бiльш якiснi висновки, до яких приходить модель.

Одним з прикладiв використання запропонованого методу є модель o1 вiд
OpenAI1, якi започаткували серiю моделей мiркування (Reasoning models). Для
таких моделей, як наприклад o1, окрiм стандартної генерацiї вiдповiдi, додається
окремий етап, який виглядає як внутрiшнiй процес мiркування. Завдяки цьому
модель проводить додатковий аналiз, перевiряє та покращує свої розрахунки, що
дозволяє досягти бiльш високої точностi, зокрема у бiльш складних математичних
завданнях.

Моделi o1 вводять токени розумiння (reasoning tokens). Моделi використову-
ють цi токени розумiння для “мiркування”, розбиваючи своє розумiння запиту на
кроки, пiсля чого розглядаючи кiлька варiантiв потенцiйно згенерованої вiдпо-

1https://platform.openai.com/docs/guides/reasoning.

https://platform.openai.com/docs/guides/reasoning
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вiдi. Пiсля генерацiї токенiв розумiння модель будує фiнальну вiдповiдь, а токени
розумiння видаляються з її контекстного вiкна як можна бачити на рис. 1.26.

Рис. 1.26: Приклад дiалогу мiж користувачем та моделлю. Вхiднi та вихiднi токени
з кожного кроку зберiгаються у кеш, тодi як токени розумiння видаляються.

При роботi з моделями мiркуванням, користувач може спостерiгати появу
окремої частини вiдповiдi – думок, що демонструє внутрiшнiй процес мiркува-
ння моделi, як це, наприклад, показано на рис. 1.27.

Таким чином, перехiд вiд традицiйних мовних моделей до моделей мiркування
свiдчить про нову парадигму пiд час генерацiї розв’язкiв, де важливим стає не
лише збереження отриманих знань пiд час тренування, але й розвитку динамiчних
стратегiй розумiння та планування. Це вiдкриває шлях до створення центрiв
мiркування (core of reasoning) – окремих модулiв, спецiалiзованих на динамiчному
мiркуваннi та пошуку оптимальних рiшень, що забезпечує не тiльки збiльшення
автономностi моделей, а й їх адаптивностi для рiзних агентних застосувань, а
також систем з використанням RAG.

У пiдсумку, комбiнована iнтеграцiя методiв CoT та Quiet-STaR дає змогу моде-
лi навчатися мiркувати, використовувати власнi внутрiшнi мiркування для опти-
мiзацiї генерацiї вiдповiдей i досягати бiльшої точностi при вирiшеннi складних
завдань, що є важливим кроком у розвитку сучасних систем штучного iнтелекту.
На даний момент цей пiдхiд є одним з передових задля досягнення найкращої
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Рис. 1.27: Приклад розв’язання задачi з моделлю, що демонструє процес “мiрку-
вання”. Не зважаючи на те, що запит було задано українською, внутрiшнє мiрку-
вання моделi вiдбувається англiйською.
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точностi при розв’язаннi математичних задач при взаємодiї з великими мовними
моделями.

Використання навчання з пiдкрiпленням для генерацiї ланцюга мiр-
кувань. Нещодавнi моделi, такi як DeepSeek-R1 [50] та Kimi k1.5 [51] показали,
що RL можна ефективно використовувати для полiпшення ланцюжка мiркувань
у ВММ особливо у задачах, якi потребуються точностi та логiки при форму-
ваннi мiркувань. Навчання з пiдкрiпленням винагороджує модель за правильне
розв’язання задач, стимулюючи її генерувати послiдовностi висновкiв, якi ведуть
до правильного результату.

Особливостi пiдходу:
• Генерацiя ланцюжка мiркувань: Моделi навчаються генерувати детальнi

послiдовностi мiркувань для вирiшення складних задач.
• Самостiйне виявлення стратегiй: Пiсля попереднього навчання з пiдкрi-

пленням моделi здатнi самостiйно розробляти стратегiї розв’язання задач.
• Оптимiзацiя довжини вiдповiдей: Додаткове навчання з пiдкрiпленням ви-

користовується для скорочення надмiрно довгих вiдповiдей без втрати то-
чностi.

1.5. Iнтегроване розумiння з iнструментами

Хоча запропонованi у останнiх роках методи задля покращення точностi робо-
ти ВММ призвели до кращих результатiв на вiдповiдних наборах даних, питання
їхньої точностi у загальнiй здатностi до мiркування все ще залишається вiдкри-
тим. У той час як моделi здатнi достатньо вдало виконувати задачi перекладу
текстiв мiж мовами, вони не показують необхiдної точностi при роботi з логiкою
та мiркуванням [52].

Вiдповiдно, одним з перспективним дослiджень є автоматизацiя розв’язання
математичних задач та формалiзацiї математичних текстiв за допомогою великих
мовних моделей. Одним з методiв, яких можна вiднести до даного пiдходу є ToRA
– Iнтегроване розумiння з iнструментами (Tool-integrated Reasoning Agents).

1.5.1. Використання ВММ та iнструментiв символьних обчислень.
Iнтегроване розумiння з iнструментами для математичних обчислень дозволяє
покращити точнiсть розв’язань та забезпечити перевiрку результатiв за рахунок
промiжних (зазвичай прихованих) обчислень. Вперше iдея була запропонована
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у роботi [53], якi запропонували Program-Aided Language models (PAL) метод,
який використовує ВММ для читання задач природною мовою разом з викори-
станням додаткових програм задля промiжних крокiв розумного мислення, пiсля
чого передає згенерований код на виконання до середовища виконання, такого
як iнтерпретатор Python. Завдяки PAL, iнтерпретацiя запиту з природної мови
у набiр iнструкцiй залишається єдиним завданням навчання для ВММ, тодi як
безпосереднє виконання роботи передається iнтерпретатору. Ця взаємодiя мiж
нейронною ВММ та символiчним iнтерпретатором була протестована на 13 ма-
тематичних, символьних та алгоритмiчних метриках, у тому числi на BIG-Bench
Hard. Результати показали, що у завданнях на логiчне мислення на природнiй мо-
вi, генерацiя коду за допомогою ВММ та розумiння через iнтерпретатор Python
призводить до бiльш точних результатiв, нiж значно бiльшi моделi. Наприклад,
PAL з використанням Codex досягає передових показникiв few-shot на тестовому
наборi GSM8K математичних словесних задач, перевищуючи ВММ PaLM-540B,
який використовує ланцюг мiркувань, на 15% бiльш точним при роботi. Iдея по-
яснена на рис. 1.28.

Рис. 1.28: PAL генерує програму на Python для вирiшення завдання з його опису
на природнiй мовi.

У роботi [54] було запропоновано метод ToRA. ToRA – це серiя агентiв для
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iнтегрованого розумового мислення, розроблених для вирiшення складних мате-
матичних задач шляхом взаємодiї з iнструментами для проведення символьних
обчислень. ToRA приховано iнтегрує розумiння природної мови з використанням
зовнiшнiх iнструментiв, тим самим об’єднуючи аналiтичнi здiбностi мови та обчи-
слювальну ефективнiсть додаткових iнструментiв. Для навчання ToRA формує-
ться iнтерактивнi траєкторiї використання iнструментiв на математичних наборах
даних, застосовуємо навчання наслiдування на анотацiях та пропонуємо форму-
вання простору вихiдних даних для подальшого вдосконалення поведiнки розум-
ного мислення моделей. В результатi моделi ToRA значно перевершують вiдкритi
моделi на 10 математичних наборах завдань на логiчне мислення у всiх конфiгура-
цiях з абсолютними покращеннями вiд 13% до 19% в середньому. Особливо варто
вiдзначити, що ToRA-7B досягає 44,6% на конкурсi рiвня MATH, перевищуючи
найкращу вiдкриту модель WizardMath-70B на 22% в абсолютних показниках.
ToRA-Code-34B також є першою вiдкритою моделлю, яка досягає точностi понад
50% на MATH, що значно перевищує результати GPT-4 з chain-of-thought, та є
конкурентоспроможною з GPT-4 у вирiшеннi завдань з програмами. Додатково,
автори провели вичерпний аналiз переваг та залишкових викликiв взаємодiї з iн-
струментами для математичного мислення, надаючи цiннi iнсайти для майбутнiх
дослiджень. Iдея пояснена на рис. 1.29.

Даний пiдхiд є ефективним до розв’язання алгебраїчних задач та роботи з
даними, де точнiсть обрахункiв є важливою.

1.5.2. Використання ВММ для систем автоматизацiї доведень. Для
автоматизацiї математичного мiркування було запропоновано пiдхiд [55], що iнте-
грує великi мовнi моделi iз системами автоматичного доведення. Цей метод перед-
бачає отримання умови задачi у виглядi природної мови, перекладом до формалi-
зованого вигляду за допомогою ВММ, подальшу перевiрку та генерацiю розв’язку
у формальному виглядi з використанням системи автоматизацiї доведень, а по-
тiм переведення отриманого розв’язання до початкового формату задля зручного
сприйняття користувачем. Рис. 1.30 iлюструє основнi етапи даної процедури.

Нижче приклад використання методу у 5 крокiв:
• Крок 1. Початкова задача задана на вхiд англiйською мовою:
1 Prove that for any natural number n, the sum of the first n odd natural

numbers is n^2.

• Крок 2. Звернення до ВММ для переведення умови у формальний вигляд:
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Рис. 1.29: Основний приклад взаємодiї з iнструментом, яка чергує обґрунтування
з використанням програмних iнструментiв.

Рис. 1.30: Опис процедури для формалiзацiї та деформалiзацiї заданої умови та
розв’язання задачi.

1 {"content": "Translate the following mathematical statement

into LEAN: {Problem statement in natural

language text}."}

• Крок 3. Формалiзацiя умови та розв’язання задачi за допомогою системи
LEAN:
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1 {

2 import data.nat.parity

3 open nat

4 -- The statement of the theorem

5 theorem sum_of_first_n_odd_numbers (n : nat) : sum i in range n, (2 * i +

1) = n^2 :=

6 begin

7 -- We will prove this by induction on n

8 induction n with n ih,

9 -- Base case: n = 1

10 {

11 -- The sum from 1 to 1 is 1, and 1^2 is also 1

12 simp,

13 },

14 -- Inductive step: assume it is true for n, prove for n+1

15 {

16 -- We need to show sum i in range (n + 1), (2 * i + 1) = (n + 1)^2

17 -- The sum can be broken down into the sum for range n plus the last

term (2 * n + 1)

18 rw sum_range_succ,

19 -- Using the induction hypothesis ih: sum i in range n, (2 * i + 1) =

n^2

20 rw ih,

21 -- Thus, n^2 + (2 * n + 1) = (n + 1)^2

22 -- Simplifying the right hand side: expand (n + 1)^2 to n^2 + 2 * n +

1

23 simp,

24 }

25 end

26 }

• Крок 4. Промiжний крок – звернення до GPT-4o:
1 {"content": "Translate the following mathematical text into natural

language: {Problem statement in LEAN}."}

• Крок 5. Пiсля цього формалiзований варiант задачi переговорюється до
наступного викладу як зазначено у таблицi 1.5.

Можливостi методу на рiвнi IMO. Гарним прикладом у роботi з мате-
матичними задачами високої складностi є нещодавня система AlphaProof, розро-
блена Google DeepMind – нейро-символьна система, що складається з нейронної
мовної моделi та символьного двигуна дедукцiї, якi разом працюють для зна-
ходження доказiв складних геометричних теорем. Система запропонувала ефе-
ктивний спосiб автоматичної формалiзацiї даних за допомогою ВММ Gemini для
створення повної бiблiотеки формальних задач рiзної складностi. Цей пiдхiд до-
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Таблиця 1.5: Solution in natural language representation.

Розв’язання задачi про суму непарних чисел.
To prove that the sum of the first n odd natural numbers is n2, we use mathemati-
cal induction:
1) Base case: For n = 1, the sum is 1, which equals 12.

2) Inductive step: Assume the sum of the first n odd natural numbers is n2. We
need to prove it for n+ 1.

The (n + 1)-th odd number is 2n + 1. Thus, the sum of the first n + 1 odd
numbers is
(1 + 3 + 5 + . . . + (2n− 1)) + (2n+ 1).
By the inductive hypothesis, this equals n2+(2n+1) = n2+2n+1 = (n+1)2.

Thus, by induction, for any natural number n, the sum of the first n odd natural
numbers is n2.

лає розрив мiж розумiнням природної мови та формальним розв’язанням задач,
пiдвищуючи точнiсть i надiйнiсть математичних мiркувань та розв’язання задач
рiвня Мiжнародної математичної олiмпiади (International Mathematical Olympiad,
IMO) з використанням символьних методiв. У поєднаннi з оновленою варiацiєю
ранiше опублiкованої AlphaGeometry [56], система змогла розв’язати 4 з 6 мате-
матичних задач з останнього змагання IMO-20242. Проте, на вiдмiну вiд iнших
математичних задач, комбiнаторнi задачi залишаються нерозв’язаними, пiдкре-
слюючи комбiнаторику як перспективну область для майбутнiх дослiджень. Це,
ймовiрно, обумовлено властивiстю комбiнаторних задач, якi вимагають вiд систем
високої точностi в опрацюваннi семантики та використаннi вiдповiдних методiв i
теорем для знаходження правильних розв’язкiв.

1.6. Недолiки та переваги iснуючих методiв

Як вже було зазначено ранiше традицiйнi мовнi моделi навчаються прогнозу-
вати наступне слово у реченнi за допомогою великих наборiв даних i механiзмiв,
таких як механiзм само-уваги. Процес навчання у даних моделях складається з
двох основних етапiв: (i) попереднє тренування, на якому модель здобуває загаль-
не розумiння мови; та (ii) доопрацювання, де модель адаптується до конкретних
завдань i вирiвнюється з людським зворотнiм зв’язком.

Як згадувалося ранiше деякi провiднi моделi, зокрема тi, що використову-
2https://dpmd.ai/imo-silver.

https://dpmd.ai/imo-silver
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ють архiтектуру MoE, оптимiзують обчислювальнi ресурси завдяки динамiчному
механiзму маршрутизацiї, який вибирає вiдповiдних “експертiв” для обробки кон-
кретного запиту.

Великi мовнi моделi досягли значного прогресу в рiзних мовних завданнях,
проте вони все ще стикаються з труднощами при розв’язаннi задач складної мате-
матики. Зокрема мовнi моделi продемонстрували здатнiсть розв’язувати арифме-
тичнi задачi, проводити символьнi обчислення та виконувати логiчне мислення,
коли їм надається кiлька прикладiв пiд час тестування (Zero-shot, Few-shot). Але
найбiльшого прогресу досягли моделi з iнтегрованими методами ланцюжка думок
(chain-of-thought), якi використовують ВММ для розумiння опису задачi шляхом
розкладання її на кроки та послiдовного виконання кожного вiдповiдного кроку.
Хоча за рахунок даного методу ВММ демонструють кращий рiвень у розв’язаннi
задач та здатнiсть ефективно розкласти задачi на окремi частини, вони роблять
логiчнi та арифметичнi помилки при побудовi розв’язання.

Технiка ланцюга мислення значно покращує здатнiсть моделей до складного
мiркування та аналiзу. Вiд традицiйного CoT до автоматизованого Auto-CoT, цi
методи демонструють ефективнiсть у рiзних сценарiях використання, що робить
їх важливими iнструментами в областi штучного iнтелекту та обробки природної
мови.

Основними перевагами сучасних методiв є їхня здатнiсть до узагальненого
мiркування та можливостi обробляти широкий спектр задач. Недолiками є недо-
статня точнiсть у складних обчисленнях та символiчних манiпуляцiях, що гарно
видно при роботi моделей з великими об’ємами даними та у вiдповiдних матема-
тичних темах задач [57].

Найсучаснiше методи використовують технiку ToRA, яка дозволяє моделi про-
вести серiї розумових крокiв задля збереження зв’язностi у логiчних мiркуваннях
при генерацiї вiдповiдей на задачi, якi потребують розумового мислення.

Оцiнювання якостi роботи iснуючих методiв. Оцiнка ефективностi мо-
делей наразi вiдбувається за допомогою спецiалiзованих наборiв даних, таких як
GSM8K [58], MATH [59], а також шляхом оцiнки якостi дiалогiв пiд час дiалогової
системи мiж людьми та моделями [60]. Бiльш детально про оцiнювання ефектив-
ностi ВММ на наборах даних буде розповiдатися у наступному роздiлi роботи.
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1.7. Пiдсумки роздiлу

Було проведено повний огляд сучасних методiв та архiтектур штучного iнте-
лекту для формування даних i генерацiї математичних задач. Розглянуто кла-
сифiкацiю математичних текстових задач, якi включають задачi з множинним
вибором, алгебраїчнi, геометричнi, задачi з теорiї чисел i комбiнаторнi задачi, iз
зазначенням їхнiх особливостей та методiв до розв’язання. Аналiз традицiйних
систем автоматичного пошуку доведень та процесу формалiзацiї текстiв показав
високi вимоги до ресурсiв для ручної формалiзацiї та обмеженiсть iснуючих фор-
мальних наборiв даних.

Було описано еволюцiю методiв обробки природної мови вiд базових технiк
представлення тексту, таких як “мiшок слiв” i ембединги, до сучасних нейронних
мереж, що використовують рекурентнi моделi, механiзми уваги та трансформери.
Розглянуто архiтектурнi особливостi моделей представлення (наприклад, BERT)
та генеративних моделей (наприклад, GPT), а також їхню роль у формуваннi
великих мовних моделей.

Також було проаналiзовано сучаснi методи покращення здатностi мовних мо-
делей до мiркування. Описанi технiки ланцюга мислення та технiк iнженерiї запи-
тiв, таких як Zero-shot, Few-shot, якi сприяють послiдовному розкладанню задачi
на окремi кроки. Доповнено iнформацiю про застосування методiв навчання з
пiдкрiпленням з людським зворотнiм зв’язком (RLHF) та альтернативних мето-
дiв для налаштування моделей.

Окрема увага була придiлена використанню методiв RAG для пошуку реле-
вантної iнформацiї в базах знань пiд час генерацiї вiдповiдi. Було розглянуто
формальнi методи та символьнi обчислення, якi поєднують можливостi мовних
моделей i додаткових систем для роботи з логiчними виразами та формальни-
ми правилами виводу. Сучасний напрям дослiдження, пов’язаний iз iнтегрованим
розумiнням з iнструментами (PAL, ToRA), демонструє значне пiдвищення точно-
стi розв’язання математичних задач завдяки взаємодiї ланцюгового мiркування i
символьних методiв обчислення.

На основi проведеного аналiзу сучасних методiв та архiтектур було обґрун-
товано необхiднiсть реалiзацiї наукової задачi, яка включає експериментальний
аналiз впливу математичних тематик на ефективнiсть роботи мовних моделей,
пiдготовку нового набору комбiнаторних задач, що ранiше не використовували-
ся для тренування моделей, та проведення експериментального дослiдження для
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оцiнки точностi генерацiї розв’язань. Додатково, дослiдження передбачає аналiз
впливу варiацiй задач на ефективнiсть моделей та у порiвняннi з результатами
роботи експертiв, що мають достатнiй математичний досвiд. Зокрема, однiєю з
цiлей отриманих результатiв є необхiднiсть у автоматизацiї моделей за рахунок
методiв вiдбору i генерацiї синтетичних текстiв математичних комбiнаторних за-
дач iз застосуванням великих мовних моделей, а також проведенню оцiнювання
якостi вiдповiдних згенерованих синтетичних даних.
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РОЗДIЛ 2
МЕТОДИ ПIДГОТОВКИ ТА СИНТЕЗУ МАТЕМАТИЧНИХ

КОМБIНАТОРНИХ ЗАДАЧ

2.1. Способи пiдготовки даних

Пiдготовка даних може здiйснюватися за допомогою експертiв-анотаторiв або
шляхом генерацiї синтетичних даних з використанням моделей. Анотацiя люди-
ною забезпечує високу якiсть, але є бiльш ресурсозатратною та дорогою. Як за-
значається у роботi MathGenie [61], генерацiя синтетичних даних за допомогою
дозволяє збiльшити набiр навчальних даних та пiдвищити ефективнiсть моделей.
Це можливо за рахунок методiв генерацiї рiзноманiтних i коректних математи-
чних задач iз невеликого вхiдного набору задач.

2.2. Iснуючi набори даних

Iснує багато наборiв даних для оцiнки математичних можливостей мовних мо-
делей. Розглянемо деякi з них.

2.2.1. Раннi набори даних. Для надання розв’язку до певного типу задачi
необхiдно обробити та визначити основнi елементи вiдповiдних задач за допомо-
гою методiв обробки природної мови. Iснує багато наборiв даних, якi використо-
вуються для надання рiшень до математичних текстових задач (MWP). Нижче
наведенi деякi з них, якi використовувалися до 2016 року [62]:

• Alg514 [63]: Набiр даних, зiбраний з веб-сайту спiльноти для навчання
algebra.com, мiстить 514 задач з лiнiйної алгебри з 28 шаблонами рiвнянь.

• AI2 [15]: Мiстить 395 арифметичних текстових задач у один та кiлька кро-
кiв розв’язання для учнiв молодшої школи. Завдання можна розв’язати,
використовуючи лише додавання та вiднiмання. Набiр даних зiбраний з
двох веб-сайтiв: math-aids.com та ixl.com.

• Dolphin1878 [64]: Мiстить 1,878 числових текстових задач з 1,183 шабло-
нами рiвнянь, отриманих з algebra.com та Yahoo! Answers.



68

• DRAW [65]: Мiстить 1,000 алгебраїчних текстових задач з algebra.com, ко-
жна з яких анотована лiнiйними рiвняннями.

• SingleEQ [66]: Набiр даних мiстить арифметичнi задачi у один та кiлька
крокiв розв’язання та є збiркою задач з рiзних джерел, зокрема веб-сайтiв
math-aids.com, k5learning.com, ixl.com, а також деяких задач з набору да-
них AI2. Кожне завдання включає оператори множення, дiлення, вiднiма-
ння та додавання над невiд’ємними рацiональними числами.

• Dolphin18K [67]: Мiстить понад 18,000 анотованих математичних текстових
задач. Даний набiр був створений шляхом напiвавтоматичного збору за-
дач, систем рiвнянь та розв’язкiв з веб-сторiнок спiльноти – питання та вiд-
повiдi. Вихiднi данi включають набiр у форматi < text, question, answer >

разом з додатковими деталями, якi були зiбранi з категорiї “математика”
на веб-сайтi “Yahoo! Answers”.

• MAWPS [68]: Iнший тестовий набiр для арифметичних текстових задач з
однiєю невiдомою змiнною. Його мета – скласти набiр даних рiзної скла-
дностi з рiзних веб-сайтiв. Операцiйно вiн поєднує опублiкованi набори да-
них текстових задач, використанi в AI2 та деякi iншi. У зiбраному наборi
даних 2,373 питання.

• Math23K [69]: Набiр даних мiстить китайськi математичнi текстовi задачi
для учнiв початкової школи, зiбранi з кiлькох онлайн-освiтнiх веб-сайтiв.

• Ape210K [70]: Випущений у 2020 роцi, мiстить 210 тис. китайських мате-
матичних задач рiвня початкової школи.

• SVAMP [71]: У 2021 роцi автори використали моделi Graph2Tree з RoBERTa,
GTS з RoBERTa, LSTM Seq2Seq з RoBERTa, Transformer з RoBERTa на
даних представленого набору SVAMP, який мiстив 1,000 задач з компiля-
цiєю рiвнянь початкової школи, створених шляхом застосування ретельно
пiдiбраних варiацiй до прикладiв, взятих з iснуючих наборiв даних.

2.2.2. Найбiльш поширенi набори даних. Цей роздiл висвiтлює широ-
ко використовуванi набори даних, орiєнтованi на оцiнку математичних здiбностей
мовних моделей. GSM8K складається з базових математичних задач з покрокови-
ми розв’язаннями, що сприяє розвитку навичок вирiшення початкових завдань.
Набiр MATH включає 12,500 олiмпiадних задач, що потребують глибокого розу-
мiння i складних мiркувань, i використовується для тестування на моделях типу
GPT-3. MMLU представляє собою рiзноманiтний набiр тем, включаючи математи-
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ку, з запитаннями з множинним вибором вiдповiдей. MiniF2F зосереджується на
формальних математичних олiмпiадних задачах для нейромережевих доведень
теорем. FIMO пропонує формалiзованi задачi для автоматизованого доведення
теорем, демонструючи високу складнiсть та наявнiсть формальних доказiв. Цi
набори даних створюють основу для комплексного тестування мовних моделей в
академiчному i дослiдницькому середовищi.

• GSM8K [58]: Мiстить 8 000 високоякiсних математичних текстових задач
початкового рiвня з чiткими покроковими розв’язаннями, що вимагають
2-8 крокiв для розв’язання.

• MATH [59]: Мiстить 12,500 задач з математики олiмпiадного рiвня та по-
кроковими розв’язаннями. Завдання вимагають глибокого розумiння ма-
тематичних концепцiй та складних мiркувань. У 2021 роцi автори викори-
стали модель GPT-3 на основi набору MATH, який мiстить 12,500 задач
з математичних змагань середнiх шкiл, а також ASMP пре-тренувальний
корпус, що складається з даних Khan Academy та Mathematica. AMPS мi-
стить понад 100 000 задач Khan Academy iз покроковими розв’язаннями у
форматi LaTeX, а також понад 5 мiльйонiв задач, згенерованих за допомо-
гою скриптiв Mathematica. Цi задачi базуються на 100 вручну розроблених
модулях, що охоплюють такi теми, як конiчнi перерiзи, оператори div, grad
i curl, KL-дивергенцiя, власнi значення, багатовиди та дiофантовi рiвнян-
ня. У цiлому AMPS мiстить 23 ГБ задач та розв’язань.

• MMLU [72]: Складається з 57 предметiв з вiдкритими запитаннями з мно-
жинним вибором вiдповiдей, включаючи математику та сумiжнi дисциплi-
ни.

• MiniF2F [12]: Набiр даних олiмпiадних математичних задач у формально-
му виглядi, призначених для забезпечення унiфiкованого мiжсистемного
критерiю нейромережевого доведення теорем.

• FIMO [9]: Набiр формальних даних для автоматизованого доведення тео-
рем, який мiстить задачi високого рiвня складностi з анотацiями та фор-
мальними доказами.

2.2.3. Сучаснi набори даних. Цей роздiл описує набори даних, якi було
оприлюднено у 2024 роцi та розроблено для оцiнки можливостей математичного
мiркування великих мовних моделей. GSM-Symbolic є покращеним бенчмарком,
який використовує символьнi шаблони для створення контрольованих тестiв ма-
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тематичного мiркування. OlympiadBench включає задачi олiмпiадного рiвня з ма-
тематики та фiзики з експертними анотацiями для детального аналiзу моделей.
OmniMath пропонує складнi задачi конкурсного рiвня, охоплюючи кiлька пiдроз-
дiлiв для комплексного оцiнювання. CHAMP анотований концептами та пiдказка-
ми, що дозволяє дослiджувати вплив додаткової iнформацiї на здатнiсть моделей
вирiшувати завдання. Physics Language Models концентрується на аналiзi процесiв
мiркування моделей та їхньої здатностi знаходити математичнi рiшення, схожi на
людськi.

• GSM-Symbolic [73]: Покращений бенчмарк, створений на основi символь-
них шаблонiв, що дозволяють генерувати рiзноманiтнi набори питань для
бiльш контрольованої оцiнки математичних здiбностей моделей. Дослiдже-
ння виявляють суттєву змiну продуктивностi моделей при змiнi числових
значень питань та збiльшеннi кiлькостi умов у питаннi.

• OlympiadBench [74]: Олiмпiадний двомовний мультимодальний науковий
бенчмарк, що мiстить 8,476 задач з олiмпiадних змагань з математики та
фiзики, включаючи китайський вступний iспит. Завдання супроводжую-
ться експертними анотацiями для покрокового мiркування. Бенчмарк по-
кликаний стати цiнним ресурсом для майбутнiх дослiджень в областi шту-
чного загального iнтелекту (AGI).

• OmniMath [75]: Комплексний та складний бенчмарк, спецiально розробле-
ний для оцiнки математичних мiркувань ВММ на рiвнi олiмпiад. Мiстить
велику колекцiю з 4,428 задач конкурсного рiвня з ретельними людськими
анотацiями, категоризованих у понад 33 математичних пiдроздiли та 10
рiвнiв складностi.

• CHAMP [76]: Набiр даних з проблемами з математичних змагань, анотова-
ний концептами та пiдказками, що дозволяє аналiзувати вплив додаткової
iнформацiї, такої як вiдповiднi пiдказки або оманливi концепти. Допома-
гає дослiджувати, чи здатнi моделi використовувати сторонню iнформацiю
для покращення результатiв розв’язання.

• Physics Language Models [77]: Набiр даних, що дослiджує здатнiсть моде-
лей ВММ вирiшувати завдання з математичного мiркування. Включає в
себе серiю контрольованих експериментiв для вивчення мисленнєвих про-
цесiв моделей, їх здатностi розвивати навички мiркування, i того, якою
мiрою моделi можуть вирiшувати задачi, що вимагають таких навичок, як
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у людей.
• NuminaMath [78]: Набiр даних NuminaMath-CoT складається з приблизно

859,608 математичних задач з розв’язаннями у виглядi ланцюжка мiрку-
вань (Chain-of-Thought). Данi зiбранi з рiзних освiтнiх джерел та перекла-
денi англiйською мовою. Задачi, що мають короткий числовий розв’язок,
були зiбранi у окремому наборi даних NuminaMath-TIR, що складається з
приблизно 72,540 задач.

Iснують також версiї наборiв даних, якi не знаходяться у вiльному доступi, як
наприклад HiddenMath, який використовується компанiєю Google для перевiрки
математичних можливостей серiї моделей Gemini.

2.3. Недолiки iснуючих наборiв даних при роботi з мовними
моделями

Бiльшiсть дослiджень щодо оцiнки мовних моделей у математичному мисленнi
зазвичай фокусуються на математичних текстових задачах. Набори даних для цi-
єї задачi зазвичай структурованi як математичнi твердження та запити, пов’язанi
з математичними концепцiями. Серед найбiльш широко використовуваних набо-
рiв даних є GSM8K [58], SVAMP [79], якi фокусуються на арифметичних зада-
чах, MMLU [72] – завдання з множинним вибором вiдповiдей, та MATH [59] –
розв’язання текстових задач. Деякi набори даних також включають приклади
комбiнаторних задач. Однак поява великих мовних моделей висвiтлила кiлька
проблем:

• Дисбаланс рiвнiв складностi – Бiльшiсть iснуючих наборiв даних не мають
збалансованого рiвня складностi, маючи або простi арифметичнi задачi,
або складнi завдання олiмпiадного рiвня. Це обмежує можливiсть моделей
ефективно вирiшувати задачi рiзної складностi.

• Забруднення даних (Data contamination) – Деякi набори даних мiстять те-
стовi данi на етапi тренування, що призводить до запам’ятовування моде-
лями шаблонiв замiсть справжнього розумiння та демонстрацiї здiбностей
до розв’язання задач.

• Вiдсутнiсть людської оцiнки – Мало дослiджень надають людську оцiн-
ку наборiв даних, що є важливим для валiдацiї здатностей моделей до
розв’язання проблем.

Щоб вирiшити цi проблеми, за останнi роки було введено кiлька нових наборiв
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даних.

Складнiсть задач. Для пiдвищення рiвня складностi зазначенi вище набо-
ри даних були розширенi, а також були представленi новi набори даних зi скла-
дними задачами. Наприклад, автори [12] представили miniF2F – набiр даних фор-
мальних математичних задач олiмпiадного рiвня, призначений для забезпечення
унiфiкованого крос-системного бенчмарку для нейронного доведення теорем. Ав-
тори [57] створили набiр даних GHOSTS для математичних задач випускного
рiвня. Автори [80] ввели MMLU-Pro – набiр даних, що включає TheoremQA, який
мiстить високоякiснi, ручної анотацiї питання, що потребують застосування те-
орем для розв’язання, а також SciBench, який мiстить складнi науковi питання,
отриманi зi студентських екзаменiв, забезпечуючи включення питань, узгодже-
них з навчальним планом. У PuzzleBench [81] вiдiбрали обчислювально складнi
проблеми шляхом ручного перегляду Вiкiпедiї для рiзноманiтних головоломок та
алгоритмiчних задач класу NP-тяжких. Крiм того, автори експериментували зi
змiною конфiгурацiй певних задач для створення рiзних рiвнiв складностi зав-
дань.

Забруднення даних. Автори [82] використали GSM8K як початковий на-
бiр даних i виявили, що у GPT-4 пiд час використання керованих iнструкцiй може
демонструвати знання наперед вiдповiдних текстiв задач, що свiдчить про те, що
вiдповiднi задачi могли бути присутнiми наборах даних для тренування. У роботi
[83] пiдкреслили проблему забруднення iснуючих наборiв даних та за допомогою
набору даних GSM8K створили власний набiр даних GSK1k, у якому представи-
ли новi задачi, якi були створенi анотаторами вручну. Протестованi моделi пока-
зали значно гiршi результати на новому наборi задач, що ефективно висвiтлює
проблему запам’ятовування моделей даних. У сучасних дослiдженнях [73] автори
представили оновлений набiр даних GSM-symbolic, створений iз систематизованих
шаблонiв, якi дозволяють генерувати рiзноманiтнi математичнi задачi, та контро-
лювати наступнi їхнi особливостi: замiна персонажiв (наприклад, iмена), чисел, а
також додавання зайвої числової iнформацiї у формулювання задач. Результати
показують, що ВММ демонструють значущi погiршення у роботi при генерацiї
розв’язкiв вiдповiдних варiацiй задач.

Людська оцiнка. Автори [60] провели перший експеримент з участю лю-
дини та ВММ у галузi математики. Автори оцiнили кориснiсть ВММ як матема-
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тичних асистентiв через безпосередню взаємодiю моделей зi студентами та нау-
ковцями та виявили значнi вiдмiнностi мiж ефективнiстю та сприйняттям роботи
ВММ. У роботi [84] автори виявили, що ВММ мають обмеження у проведеннi
якiсного оцiнювання наданих розв’язкiв базових математичних задач, якi були
попередньо згенерованi тими ж моделями, що пiдтверджує нерозумiння сутностi
вiдповiдних задач. Протестована модель GPT-4 змогла розв’язати задачу зада-
ну у виглядi окремого запиту, але була введена в оману наданими додатковими
запитаннями у продовженнi дiалогу, що в кiнцевому рахунку привело модель до
неправильних висновкiв. У роботi [52] автори подавали на вхiд до мовних моделей
математичнi твердження, яких ранiше не було викладено у вiльному доступi. Пiд
час експериментування з моделями, вони демонстрували високий рiвень здатно-
стi обирати правильний план або послiдовнiсть дiй до розв’язання задачi, але у
багатьох випадках моделям не вдавалося прийти до правильного розв’язку через
арифметичнi помилки.

Таким чином, iснуючi набори даних мають кiлька суттєвих недолiкiв, таких
як занадто високий або низький рiвень складностi задач, використання даних,
що були використанi у тренуваннi моделей, та вiдсутнiсть людської оцiнки, що
обмежує їх ефективнiсть у проведеннi точної оцiнки математичних можливостей
мовних моделей. Новi набори даних, що були представленi в останнi роки, врахо-
вують частину цих обмежень, та пропонують бiльш збалансованi, контрольованi
та перевiренi набори даних для подальших дослiджень у цiй областi.

2.4. Пiдготовка нового набору даних

Для початкового експерименту було розроблено набiр даних комбiнаторних
задач Combi-Puzzles. Набiр мiстить 125 задач у 5 рiзних варiацiях, що дозволяє
тестувати моделi на здатнiсть розв’язувати задачi з числовими, iнформацiйними
та лiнгвiстичними модифiкацiями текстiв задач [85].

Було створено набiр даних Combi-Puzzles, що мiстить 125 варiантiв задач на
основi 25 комбiнаторних задач, покриваючи перестановки (з повторенням та без),
комбiнацiї, правила додавання та множення, а також розмiщення об’єктiв з рi-
зними обмеженнями. Цi задачi представляють основнi принципи комбiнаторики,
вiдповiднi до навчальної програми середньої школи, i охоплюють рiвень складно-
стi вiд простого до середнього.

Було створено п’ять варiацiй кожної задачi в контрольований спосiб за допо-



74

могою ручних текстових змiн поширеної варiацiї набору задач. Як конкретний
приклад, Таблиця 2.1 показує задачу номер 10 у всiх її варiацiях з набору даних
Combi-Puzzles.

Таблиця 2.1: Приклад задачi 10 представлений у п’яти варiацiях з набору даних
Combi-Puzzles. Видiлений текст вказує на змiни у порiвняннi з початковою фор-
мою задачi.

Форма задачi Приклад задачi
Звичайна 3 дiвчини знайшли 9 бiлих перлин. Скiлькома рiзними способами можна

роздiлити всi перлини мiж дiвчатами? Не обов’язково, щоб усi дiвчата
отримали перлини.

Математична У скринi є 3 кулi, якi пронумерованi вiд 1 до 3. Ви дiстаєте кулi 9 разiв
одну за одною, кожного разу повертаючи кулю назад до скринi. Скiльки
рiзних можливих наборiв куль ви можете отримати?

Надлишкова 3 дiвчини знайшли 9 бiлих перлин. Усi дiвчата є професiйними фрiдай-
верами i можуть затримувати дихання вiд 8 до 10 хвилин. Скiлькома
рiзними способами можна роздiлити всi перлини мiж дiвчатами? Не
обов’язково, щоб усi дiвчата отримали перлини.

Параметризована 13 дiвчат знайшли 54 бiлих перлини. Скiлькома рiзними способами мо-
жна роздiлити всi перлини мiж дiвчатами? Не обов’язково, щоб усi дiв-
чата отримали перлини.

Лiнгвiстичне за-
плутування

3 пiрати заходять на фрегат, який щойно здався їм. Вони знають, що на
борту є дев’ять злиткiв золота. По закону пiратiв будь-який пiрат, який
знаходить здобич на борту корабля, може її присвоїти. Вони побiгли
обшукувати кожен кут корабля, щоб знайти золото. Кожен з пiратiв
сподiвається вiдшукати всi дев’ять злиткiв та хвилюється залишитися
без жодного. Скiльки iснує способiв роздiлити золотi злитки мiж пiра-
тами?

Звичайна варiацiя (Common) є поширеною в пiдручниках з комбiнаторики,
збiрниках математичних змагань та онлайн-ресурсах, таких як веб-сайт AOPS1.
Дана варiацiя є загальноприйнятою задля пояснення матерiалу на комбiнаторну
тематику, основних принципiв, а також прикладiв задач для учнiв у лаштунках
шкiльної програми.

Математична варiацiя (Mathematical) представлена у природнiй мовi мате-
матики, яка зазвичай зустрiчається в академiчнiй лiтературi. Твердження, вира-
женi в цiй формi, включають математичнi технiчнi термiни й поняття (наприклад,

1https://artofproblemsolving.com/wiki.

https://artofproblemsolving.com/wiki
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“множини”, “перестановки”, “модель урни”) та вживанi комбiнаторнi формулюва-
ння (наприклад, “витягування з/без замiщення”).

Надлишкова варiацiя (Adversarial) створена шляхом введення тексту, який до-
дає iнформацiю, таку як числовi данi, до звичайної форми постановки задачi, яка
не є релевантною для її розв’язання. Зазвичай вводиться до одного речення, щоб
перевiрити здатнiсть розв’язувача iдентифiкувати релевантну iнформацiю.

Параметризована варiацiя (Parametrisation) змiнює конфiгурацiю звичайної
задачi, зазвичай збiльшуючи значення параметрiв для розширення простору мо-
жливих варiантiв, якi задовольняють умовi задачi, тим самим ускладняючи її
рiвень.

Лiнгвiстичне заплутування (Lingustic obfuscation) створюється шляхом змiни
наративного стилю постановки задачi та перетворення її на розповiдь вигаданої
iсторiї. Ця варiацiя може включати додатковi описи, нерелевантнi числовi данi та
новi iмена. Кожен екземпляр цiєї варiацiї має довжину вiд 300 символiв тексту.
Цей пiдхiд перевiряє здатнiсть розв’язувачiв витягувати основну суть задачi.

Математична, надлишкова, параметризацiя та лiнгвiстичне заплутування є но-
вими варiацiями задач, створеними спецiально для цього дослiдження. Цi варiа-
цiї моделюють рiзноманiтнi способи формулювання задачi, дозволяючи оцiнити
здатнiсть як людей, так i ВММ визначати правильну стратегiю розв’язання для
кожної задачi.

Усi варiацiї були створенi систематично, дотримуючись наведених вище ке-
рiвних принципiв, таким чином, щоб зберегти основний математичний змiст та
iнформацiю, необхiдну для розв’язання задачi. Текстовi змiни, що використовує
лiнгвiстичне заплутування для оцiнки ефективностi великих мовних моделей, є
новим у роботi текстовою манiпуляцiєю даних.

Знайти повний набiр задач можна у репозиторiї на сервiсi Hugging Face2.

2.5. Вiдбiр даних

Процес вiдбору даних складається з двох головних етапiв: (i) фiльтрацiя ком-
бiнаторних задач за допомогою ключових слiв; та (ii) числова обробка текстiв за
допомогою ВММ та вилучення розв’язкiв на основi регулярних виразiв. Задля ви-
щої точностi роботи з моделями, а також оскiльки вхiднi данi заданi англiйською

2https://huggingface.co/datasets/andynik/combi-puzzles.

https://huggingface.co/datasets/andynik/combi-puzzles
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мовою, усi iнструкцiї передавалися до моделей англiйською мовою.

Таблиця 2.2: Опис джерел набору даних на етапах роботи з даними.

Джерело / Вибiрка Вхiдна Вiдфiльтр.
aops_forum 30,201 96
amc_aime 4,072 25
cn_k12 276,591 420
gsm8k 7,345 7
math 7,478 77
olympiads 150,581 880
orca_math 153,334 627
synthetic_amc 62,111 280
synthetic_math 167,895 3,171
Разом 859,608 5,583

2.5.1. Опис вхiдного набору даних. Набiр даних NuminaMath-CoT є основ-
ним джерелом для проведення дослiдження та мiстить 859,608 математичних за-
дач, отриманих з рiзних освiтнiх джерел та перекладаних англiйською. Кожна за-
дача з набору даних мiстить наступнi поля: source, problem, solution, messages.
Для даного дослiдження було обрано задачi з комбiнаторного роздiлу, якi мiстять
кiнцевий числовий розв’язок.

2.5.2. Вiдбiр комбiнаторних задач. Початкова фiльтрацiя: Процес
фiльтрацiї розпочався з виявлення задач, що мiстять фразу “hom much” в умовi
задачi (стовпчик problem). Ця фраза була обрана через її поширене вживання в
комбiнаторних задачах, якi зазвичай передбачають пiдрахунок кiлькостi можли-
вих конфiгурацiй або результатiв. Однак ця початкова фiльтрацiя дала приблизно
250,000 задач, що охоплюють задачi на рiзноманiтнi математичнi роздiли, зокрема
такими, що не пов’язанi з комбiнаторними задачами, як наприклад, геометричнi
задачi на тему планiметрiї.

Iдентифiкацiя комбiнаторних задач: Щоб ще бiльше зменшити область
пошуку, було проаналiзували стовпчик solution на предмет наявностi комбiна-
торної термiнологiї. Для виявлення задач з комбiнаторним акцентом було вико-
ристано набiр ключових слiв, таких як “permutation”, “combination”, “arrangement”
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та iншi. Цей процес фiльтрацiї скоротив наш набiр даних до приблизно 100 000
задач, але якi все ще включають задачi з iнших математичних тем.

Виключення нерелевантних математичних задач: Щоб зосередитися на
комбiнаторних задачах, з вiдiбраного набору даних було виключено задачi на тему
алгебри, теорiї чисел i геометрiї за допомогою таких ключових слiв, як “equati-
on”, “variable”, “polynom”, “angle”, “perimeter”, “prism” тощо у стовпчиках з умовою
задачi або розв’язанням (стовпчики problem та solution вiдповiдно). Завдяки
цьому кiлько-кроковому процесу фiльтрацiї даних було успiшно зменшено набiр
даних до приблизно 10,000 задач, якi вiдповiдають завданим критерiям.

Таким чином, шляхом ретельної стратегiї фiльтрацiї даних за ключовими сло-
вами було успiшно iзольовано набiр комбiнаторних задач. Цей процес пiдтримує
подальший аналiз у запропонованому дослiдженнi, забезпечуючи при цьому мi-
нiмальне втручання iнших математичних роздiлiв. Проте багато задач не мають
єдиного числового розв’язку. З цiєї причини було виконано додатковий етап фiль-
трацiї.

2.5.3. Вилучення числових розв’язкiв. У цьому роздiлi детально описа-
но нейромережевий метод, який використовується для вилучення числових розв’язкiв
з набору даних. Процес вилучення розв’язкiв вбудований у дану систему та ви-
користовує регулярнi вирази i мовну модель для виконання завдання. Вилучення
числових розв’язкiв з наборiв даних комбiнаторних задач є важливим компонен-
том даного дослiдження.

2.5.3.1. Етап 1: Вилучення вiдповiдi за допомогою мовної моделi.
На цьому етапi було оцiнено кiлька вiдкритих мовних моделей розмiром до 8
млрд. параметрiв за критерiями точностi та швидкостi обробки запитiв. Модель
Mathstral-7B продемонструвала найкращi результати порiвняно з версiями моде-
лей Qwen 2 та LLaMA (2 i 3) аналогiчного розмiру.

Mathstral-7B3 – це модель, яка спецiалiзується на математичних i наукових
задачах та створена на базi ВММ Mistral-7B. Вона була обрана завдяки високiй
точностi та швидкiй обробцi математичних даних, що робить її ефективною для
роботи з великими обсягами iнформацiї.

Оцiнювання проводилося шляхом порiвняння результатiв моделей з вiдомими
наборами розв’язкiв для вибiрки задач. Ключовим показником є оцiнки точностi

3https://mistral.ai/news/mathstral/

https://mistral.ai/news/mathstral/
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роботи моделi, яка вимiрює вiдсоток правильно отриманих числових розв’язкiв.
Побудова запиту: Для вилучення числового розв’язку з наведеного розв’язання

задачi утворюється спецiальний запит. Запит формується з чiткою iнструкцiєю до
моделi вказати остаточний числовий розв’язок або повернути символ мiнус “-” у
випадку, якщо даний запит неможливо виконати успiшно. Це вбудовано у насту-
пний структурований запит:

1 {"content": "Please identify and extract the single numerical

2 value that represents the final answer from the

3 following text below. If there is no single

4 numerical answer, respond with ‘-’. Problem

5 solution: {problem_solution}"}

Вхiдний набiр даних доповнено додатковим стовпчиком answer, який пред-
ставляє числовий розв’язок для кожної задачi, вилученої з даних стовпчика solution.

Цей метод дозволяє ефективно отримувати числовi вiдповiдi для серiї комбi-
наторних задач, з надiйною обробкою помилок для управлiння будь-якими ви-
нятками, якi можуть виникнути пiд час процесу. Така автоматизацiя полегшує
масштабування та спрощує обробку даних.

2.5.3.2. Етап 2: Вилучення вiдповiдi на основi регулярних виразiв.
Наступний етап запропонованого методу використовує функцiю, яка застосовує
регулярний вираз для iдентифiкацiї та вилучення значень зi стовпчика набору
даних answer, за допомогою якого з тексту розв’язкiв повернутих моделлю вилу-
чаються лише додатнi та вiд’ємнi цiлi числа. Задачi з кiлькома, нецiлими або не-
числовими вiдповiдями було прибрано з вiдфiльтрованого набору даних. У деяких
випадках, коли мовна модель не може iдентифiкувати єдиний числовий розв’язок,
було використано додатковi умови фiльтрацiї.

Кожна задача обробляється для оцiнки її числового значення. Цей процес
зменшив оброблений вiдфiльтрований набiр даних до 5,583 задач з вiдфiльтро-
ваного набору даних для виконання решти дослiдження. Оброблений набiр даних
експортуються у форматах Parquet i JSON, що дозволяє безперешкодно iнтегрува-
ти його з iншими частинами аналiзу даних. У таблицi 2.2 представлено результати
процесу фiльтрацiї набору даних за джерелами.
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2.6. Пiдсумки роздiлу

Було проведено детальний аналiз рiзних методiв пiдготовки та синтезу матема-
тичних комбiнаторних задач iз застосуванням великих мовних моделей. У роздiлi
докладно було описано як традицiйну анотацiю за участi експертiв, так i генерацiю
синтетичних даних за допомогою ВММ, що дозволило не лише збiльшити обсяг
навчального корпусу, але й забезпечити рiзноманiтнiсть формулювань задач. Було
проведено огляд як класичних наборiв даних, таких як GSM8K, MATH, MMLU,
MiniF2F та FIMO, так i сучасних методiв оцiнювання, що враховують змiннiсть
рiвнiв складностi та особливостi математичних задач, що дає можливiсть бiльш
точно тестувати можливостi мовних моделей.

Було ретельно проведено аналiз недолiкiв iснуючих наборiв даних, серед яких
нерiвномiрнiсть рiвнiв складностi, проблема контамiнацiї даних пiд час навчан-
ня моделей та обмеженiсть людської оцiнки. Для вирiшення зазначених проблем
було розроблено унiкальний набiр даних Combi-Puzzles, який складається з 125
комбiнаторних задач, що представленi у п’яти варiацiях. Така методологiя дозво-
ляє оцiнити здатнiсть моделей iдентифiкувати релевантну iнформацiю незалежно
вiд стилiстичних змiн у формулюваннi задачi або введення додаткових, нереле-
вантних елементiв.

Було також проведено детальний опис етапiв вiдбору даних для подальшої ге-
нерацiї текстiв. Процес починався з початкової фiльтрацiї за ключовими словами,
який дозволив скоротити початковий набiр задач у кiлька разiв. Пiсля цього вiд-
бувався подальший етап вiдбору на основi аналiзу текстiв за наявнiстю вiдповiдної
до математичних роздiлiв термiнологiї у розв’язаннях та використання регуляр-
них виразiв для вилучення числових розв’язкiв. Це забезпечило вiдбiр пiдмно-
жини математичних комбiнаторних задач з 5,583 прикладiв. Важливим аспектом
був вибiр ефективної моделi, зокрема Mathstral-7B, для автоматичного вилучен-
ня числових розв’язкiв, що дозволило пiдвищити швидкiсть та точнiсть обробки
даних.

Таким чином, роздiл не лише узагальнює методологiчнi методи до синтезу та
вiдбору математичних комбiнаторних задач, але й демонструє практичну реалi-
зацiю розробленої схеми збору даних, що формує надiйну основу для подальшого
експериментування з можливостями ВММ у галузi математичного мiркування.
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РОЗДIЛ 3
ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛIДЖЕННЯ МЕТОДIВ ОБРОБКИ
ТА ГЕНЕРАЦIЇ МАТЕМАТИЧНИХ КОМБIНАТОРНИХ ЗАДАЧ З

ВИКОРИСТАННЯМ ВЕЛИКИХ МОВНИХ МОДЕЛЕЙ

3.1. Налаштування експерименту

3.1.1. Iнтерфейси для роботи з великими мовними моделями. Вико-
ристання ВММ у дослiдницьких i прикладних завданнях потребує не лише знання
їхньої архiтектури, а й розумiння способiв iнтеграцiї та взаємодiї з ними. Зале-
жно вiд рiвня доступностi та можливостей адаптацiї ВММ можна подiлити на
два основнi типи:

Закритi моделi. Пропрiєтарнi або закритi моделi (наприклад, моделi GPT-
4, Claude, Gemini вiд компанiй OpenAI, Anthropic, Google вiдповiдно) доступнi
через API, що дозволяє користувачу взаємодiяти з моделлю без доступу до її
внутрiшнiх деталей, як це схематично зображено на рис. 3.1). Виконання запитiв
через API забезпечує зручнiсть та вiдсутнiсть потреби у використаннi додаткових
ресурсiв для проведення обчислень. Однак прозорiсть та можливiсть додаткового
налаштування вiдповiдних моделей є обмеженою, адже доступ до архiтектури
моделей та опису даних, на яких вiдбувалося тренування, вiдсутнiй.

Рис. 3.1: Закритi ВММ доступнi через API, внутрiшнi деталi яких прихованi вiд
користувача.
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Моделi з вiдкритим кодом. Вiдкритi ВММ надають змогу отримати пов-
ний доступ до архiтектури та параметрiв моделi (кiлькiсть шарiв, нейронiв, ваги
зв’язкiв i тд.), забезпечуючи прозорiсть i можливiсть для проведення тонкого на-
лаштування на локальному пристрої, як це зображено на рис. 3.2. Для їхнього
навчання або тонкого налаштування можуть знадобитися великi обчислювальнi
ресурси, однак за рахунок доступностi та детальних описiв моделей, вони нерiдко
є основним вибором при проведеннi дослiдницької роботi та експериментiв.

Рис. 3.2: Вiдкритi ВММ дозволяють доступ до коду та архiтектурних деталей,
сприяючи локальному експериментуванню та донавчанню.

3.1.2. Пiдготовка моделей для локального запуску експериментiв.
Для проведення експериментiв використовувалися версiї моделей GPT-4 (Turbo,
4o-mini), LLaMA (2, 3, 3.1), Mixtral, Qwen (2, 2.5) – у кiлькох розмiрах (-7B, -8B,
-13B, -70B, -8x7B, -405B) та специфiкацiях (-Math, -Instruct, -Chat), якi показали
рiзнi результати роботи з обробкою математичних комбiнаторних задач.

Для моделей у вiдкритому доступi було використано їхнi квантованi копiї за-
для оптимiзацiї використання ресурсiв при локальному запуску моделей. Це до-
зволило зменшити обсяг необхiдної пам’ятi та прискорити обчислення без значної
втрати точностi.

Пiд час роботи для проведення експериментiв з вiдкритими моделями вико-
ристовувалися графiчнi вiдеокарти Nvidia Quadro RTX 80001 з 48 ГБ оперативної
пам’ятi та Nvidia A1002 з 80 ГБ оперативної пам’ятi. Хоча пам’ять не була пов-
нiстю зайнята пiд час експериментального процесу, видно, що GPU-Util була за-

1https://www.nvidia.com/content/dam/en-zz/Solutions/design-visualization/quadro-product-literature/
quadro-rtx-8000-us-nvidia-946977-r1-web.pdf.

2https://www.nvidia.com/content/dam/en-zz/Solutions/Data-Center/a100/pdf/nvidia-a100-datasheet-us-nvidia-1758950-r4-web.
pdf.

https://www.nvidia.com/content/dam/en-zz/Solutions/design-visualization/quadro-product-literature/quadro-rtx-8000-us-nvidia-946977-r1-web.pdf
https://www.nvidia.com/content/dam/en-zz/Solutions/design-visualization/quadro-product-literature/quadro-rtx-8000-us-nvidia-946977-r1-web.pdf
https://www.nvidia.com/content/dam/en-zz/Solutions/Data-Center/a100/pdf/nvidia-a100-datasheet-us-nvidia-1758950-r4-web.pdf
https://www.nvidia.com/content/dam/en-zz/Solutions/Data-Center/a100/pdf/nvidia-a100-datasheet-us-nvidia-1758950-r4-web.pdf
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вантажена на 100% (Рисунок 3.3), що свiдчить про “вузьке мiсце” обробки даних
пiд час виконання кiлькох екземплярiв ВММ локально на одному GPU.

Задля оптимiзацiї та бiльш ефективної роботи вiдеокарти та створення ефе-
ктивного процесу роботи з даними рекомендується використовувати кiлька окре-
мих графiчних карт та об’єднувати у спiльну мережу, наприклад, за допомогою
технологiї PARCS-JAVA [86], якi можуть дозволити проведення роботи систем без
перевантаження Util-процесiв.

Крiм цього, результати дослiджень, якi представленi у статтi [87], доводять, що
використання методики визначення опорної матрицi монiторингу домену управлi-
ння дозволяє оптимiзувати iнтервали опитування мережевих елементiв. Зокрема,
завдяки побудовi дерева мережi з використанням теорiї графiв та методу послi-
довного зменшення невiдомих для розв’язання системи лiнiйних нерiвностей було
можливе визначення мiнiмальних значень перiодiв монiторингу, якi запобiгають
перевантаженню мережi службовим трафiком. Iнтеграцiя цих пiдходiв до експе-
риментальної частини дослiдження сприяла бiльш ефективному розподiлу наван-
таження на графiчну карту та оптимiзацiї використання апаратних ресурсiв.

Рис. 3.3: Кiлька процесiв, що виконуються на графiчнiй вiдеокартi, але заванта-
жують роботу процесора на 100%, чим сповiльнюють швидкiсть виконання обчи-
слень.
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3.1.3. Використання API. Для роботи з закритими моделями використо-
вується прикладний програмний iнтерфейс (API, Application Programming Interface).

У експериментi використовувалися закритi моделi GPT-4-Turbo-preview-v1106
та GPT-4o-mini-2024-07-18, якi завдяки API дозволяють налаштовувати пара-
метри без необхiдностi локального розгортання.

Це забезпечує зручний iнтерфейс для iнтеграцiї моделей в експериментальне
середовище.

Для проведення експерименту з LLaMA-3.1-405B-Instruct використовувалася
також вiдкрита ВММ LLaMA 3.1 [88], яка мiстить близько 405 млрд. параметрiв.
Оскiльки ця модель вимагає значної кiлькостi додаткової пам’ятi для роботи, за-
для запуску моделi та обробки запитiв було використано хмарний сервiс Lepton
AI3, на якому вiдповiдна модель зберiгалася у квантованому виглядi.

Повний перелiк моделей, використаних у експериментальнiй частинi дослiдже-
ння, наведено в Додатку 3.2.4 Характеристики моделей використаних у експе-
риментуваннi.

3.1.4. Приклад завантаження мовної моделi. Робота з ВММ передба-
чає вибiр та розгортання вiдповiдних моделей. Ресурс Hugging Face4 є одним з
найбiльш поширених ресурсiв для завантаження рiзноманiтних ВММ. При вибо-
рi моделей слiд звернути увагу на необхiдну кiлькiсть оперативної пом’яти для
роботи з моделлю. Багато моделей представленi на ресурсi мають їхнi квантованi
версiї, якi потребують менше оперативної пам’ятi для роботи з ними. Наприклад,
мовна модель LLaMA-3.1-8B, яка має близько 8 млрд параметрiв, у 16-бiтному
виглядi потребує 16 ГБ оперативної пам’ятi для виведення результатiв, тодi як
8-бiтна квантована версiя – лише 8 ГБ, але матиме меншу точнiсть. Детальнiше
про квантування моделей у наступному роздiлi 3.2 Квантування моделей).

Нижче наведено фрагмент коду мовою Python для запуску та виконання за-
питiв з моделлю LLaMA-2-70b-Chat (квант. GGUF) на вiртуальнiй машинi:

#!/ bin /python
import os
import sys
from te rmco lor import co l o r ed
from llama_cpp import Llama

3https://www.lepton.ai/.
4https://huggingface.co/.

https://www.lepton.ai/
https://huggingface.co/
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MODEL_PATH = "models / llama−2−70b−chat .Q4_K_M. gguf "

MAX_TOKENS = 2048

def run_console_app ( ) :
i f not os . path . i s f i l e (MODEL_PATH) :

print ( f "Error : ␣ I nva l i d ␣model␣path␣ ’{MODEL_PATH} ’ " )
sys . e x i t (1 )

l lm = Llama (model_path=MODEL_PATH, n_gpu_layers=−1)

print ( co l o r ed ( "\n##␣Welcome␣ to ␣ the ␣Llama␣Console ␣App ! ␣##\n
" , " ye l low " ) )

print ( "Enter ␣your␣prompt␣ ( or ␣ ’ q ’ ␣ to ␣ qu i t ) : " )

while True :
user_input = input ( ">␣" )
i f user_input . lower ( ) == ’q ’ :

print ( " Ex i t ing . . . " )
break

user_input = f "Q: ␣{user_input }␣A: "
print ( co l o r ed ( " Proce s s ing . . . " , " ye l low " ) )

try :
output = llm ( user_input , max_tokens=MAX_TOKENS,

stop=["Q: " ] , echo=True )

cho ice s_text = output [ " cho i c e s " ] [ 0 ] [ " t ex t " ]
cho ice s_text = cho ices_text . r ep l a c e ( user_input , ""

) . s t r i p ( )
formatted_text = co l o r ed ( choices_text , " green " )
print ( f "\n{ formatted_text }\n" )
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except Exception as e :
print ( f "Error : ␣ Fa i l ed ␣ to ␣ generate ␣ response . ␣{ s t r ( e

) }" )

i f __name__ == ’__main__ ’ :
run_console_app ( )

Приклад вихiдного тексту:
1 {"content": Solve the following mathematical problem:

2 You have 3 green apples and 5 red apples.

3 How many green objects do you have?}

3.2. Квантування моделей

Зi зростанням популярностi iнтелектуальних мобiльних пристроїв та високи-
ми обчислювальними витратами моделей на базi нейронних мереж, з’явилася на-
гальна потреба в ефективних i точних схемах взаємодiї з такими моделями без-
посередньо на кiнцевому пристрої. Одним зi способiв розв’язання цiєї проблеми є
квантування моделей – технiка, що дає змогу зменшити обчислювальнi витрати
та споживання пам’ятi завдяки переходу на низькорозряднi типи даних.

3.2.1. Теоретичнi вiдомостi процесу квантування. Iдея квантування
полягає у стисканнi моделей таким чином, аби можна було виконувати обчислен-
ня з меншими витратами ресурсiв, за потреби з використанням виключно цiлочи-
сельної арифметики. Така оптимiзацiя особливо корисна, коли апаратне забезпе-
чення (наприклад, мобiльнi процесори чи мiкроконтролери) не мають вбудованих
реалiзацiї для виконання числових операцiй для чисел з рухомою комою.

Загалом квантування дозволяє (1) суттєво зменшити використання пам’ятi
моделi, (2) збiльшити швидкiсть обчислень i (3) зберегти корисний рiвень ефе-
ктивностi моделi. У результатi застосування низькорозрядних типiв, наприклад
int8 або float16, на практицi можна досягнути бiльш економного виведення ре-
зультатiв при наближеннi точностi до початкової.

У квантованих моделях часто спостерiгається зростання розрiдженостi, про
яку згадувалося ранiше, коли значна кiлькiсть параметрiв може бути перетворена
на нуль. Вiдповiдно з’являється можливiсть додатково пришвидшити обчислення,
не оброблюючи нулевi значення.
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Наївне квантування та метод K-means. Для демонстрацiї ключових
пiдходiв квантування варто розглянути два методи. Наївне квантування (Nai-
ve quantisation) рiвномiрно знижує точнiсть усiх параметрiв, що можна уявити як
розбиття простору на рiвнi за розмiром “клiтинки”. Таке дiлення не є рiвномiрним
за кiлькiстю вiдповiдних елементiв моделi, та в окремих дiлянках може призвести
до втрати iнформацiї.

Натомiсть K-means квантування (K-means quantisation) виконує подiл на кла-
стери вiдповiдно до фактичного розташування точок, забезпечуючи точнiше пред-
ставлення значень. Кожнiй точцi (вазi) призначається найближчий центроїд у
просторi. Завдяки цьому можна краще зберегти основнi параметри моделi.

Приклад рiзницi мiж даними пiдходами показано на рис. 3.4.

Рис. 3.4: Схематичне вiдображення вiдмiнностей мiж наївним квантуванням (лi-
воруч) та квантуванням за допомогою K-means (праворуч).

3.2.2. Квантування при роботi з типами даних. Квантування зазвичай
супроводжується переходом вiд float32 до форматiв нижчої розрядностi, напри-
клад float16, bfloat16, int8 тощо. Зниження числа бiтiв зменшує пам’ять для
зберiгання та спрощує обчислення. Водночас для операцiй на кшталт множення
потрiбно мати тип накопичення з бiльшою розряднiстю (int32, float32), щоб
уникнути надто грубого заокруглення значень.

Одним з прикладiв переходу є float32 → float16. Цi формати є сумiсними
за схемою числа з рухомою комою, але float16 має менший динамiчний дiапазон
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i може спричинити до проблем з обчисленнями занадто малих або занадто вели-
ких чисел. Проте для бiльшостi обчислень у нейронних мережах цього дiапазону
достатньо.

Складнiшим є перехiд float32 → int8, де вiдображення вiдбувається в дис-
кретний простiр, що охоплює лише 256 значень. Для цього часто використовують
афiнне квантування (affine quatisation):

x = S · (xq − Z). (3.2.1)

Тут x – початкове (floating) значення, xq – квантоване int8, а S i Z вiдповiд-
ають за масштаб i нульову точку. Процес супроводжується заокругленням:

xq = round
(︁
x/S + Z

)︁
, (3.2.2)

та, за потреби, обрiзанням вхiдних значень, що виходять за встановлений дi-
апазон. Кiлька деталей стосовно навчання моделей пiсля квантування описано у
роботi [89].

Квантування за допомогою методу K-means. У багатьох експеримен-
тальних задачах, зокрема для вiдкритих мовних моделей, використовують K-
means Quantisation з бiблiотекою llama.cpp. Завдяки такому пiдходу, моделi ефе-
ктивнiше зберiгають свої можливостi й можуть набагато швидше працювати ло-
кально на звичайних пристроях. Наприклад, при квантуваннi за допомогою llama.cpp
тип квантування Q4_K_M значить:

• Q – квантування (Quantisation),
• 4 – використання 4 бiт на параметр,
• K – кластеризацiя параметрiв методом K-means,
• M – розмiр моделi пiсля квантування (наприклад, Medium).

3.2.3. Формат GGUF. Квантованi версiї моделей зберiгаються у окремому
файлi. Одним з поширених на даний момент форматiв з є GGUF (Generic GPT
Unified Format). Ранiше нейроннi мережi зберiгали у широковживаних форматах
.pb для TensorFlow, .pt / .pth для PyTorch, ONNX для обмiну мiж фреймворками,
однак вони зазвичай: (1) зберiгали повну точнiсть float32, (2) не були зосередже-
нi на квантуваннi та (3) не враховували специфiки великих мовних моделей.

Поява формату GGML стала першим кроком у напрямку зниження точно-
стi до int8 чи int4, що вiдчутно скоротило розмiри файлу i надало можливiсть
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запуску великих моделей на кiнцевих пристроях. Формат GGUF продовжив цей
напрямок, але додав ширшi можливостi з управлiння метаданими, пiдтримку бiль-
ших моделей (понад 100 ГБ у розмiрi) i полiпшений опис архiтектури.

Зокрема, GGUF призначений для генеративних моделей зi значною кiлькiстю
параметрiв. Вiн дає змогу задати рiзнi рiвнi квантування (4-бiт, 8-бiт тощо) i зберi-
гати детальнiшу iнформацiю моделi (параметри квантування, архiтектуру, схему
токенiзацiї). З погляду виведення результатiв це робить запуск моделей бiльш
ефективним, оскiльки всi потрiбнi метаданi вбудованi безпосередньо у структуру
файлу. Приклад структури файлу у форматi GGUF зображено на рис. 3.5.

Рис. 3.5: Приклад структури файлу у форматi GGUF (умовне iлюстративне зо-
браження).

На практицi застосування 4-бiтної квантизацiї у форматi GGUF дає змогу
знизити вимоги до оперативної пам’ятi бiльш нiж утричi. Наприклад, для моделi
LLaMA-3.1-8B зменшуючи її обсяг iз 16 ГБ до приблизно 4.5 ГБ. Це дозволяє за-
пускати бiльшi моделi на пристроях iз обмеженими ресурсами. Щодо швидкодiї,
залежно вiд конкретної реалiзацiї та апаратного забезпечення, швидкiсть генера-
цiї тексту вiдповiдно може пришвидшитися у 2-3 рази. Завдяки цим вдосконален-
ням великi моделi можна ефективно використовувати на пристроях з обмеженими
обчислювальними ресурсами (edge-AI, мобiльнi системи), а також у середовищах,
де є потреба в економному розподiлi обладнання.

Таким чином, квантування моделей – важливий iнструмент оптимiзацiї суча-
сних мовних моделей. Методи на кшталт наївного квантування, K-means кван-
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тованих схем i використання низькорозрядних типiв (float16, int8, int4) допо-
магають суттєво зменшити розмiр i прискорити роботу моделей iз незначними
втратами в точностi. Формати GGML та GGUF, якi є поширеними у спiльнотi до-
слiдникiв, демонструють, як можна системно впровадити квантування i зробити
великi мовнi моделi бiльш доступними та гнучкими для рiзноманiтних застосун-
кiв.

3.2.4. Характеристики моделей використаних у експериментуваннi.
У таблицi 3.1 представлено детальний перелiк моделей, використаних у експе-
риментальнiй частинi дослiдження. Усi моделi об’єднанi у спiльну таблицю для
зручного порiвняння їхнiх характеристик.

Таблиця 3.1: Специфiкацiї моделей, використаних у експериментi.

no. Модель Параметри Кв. Метод квант. Довж.
конт.
вiкна

Дата онов-
лення
знань

Доступ Розробник

1 LLaMA-2-7B-Chat 7 млрд ✓ Q4_K_M 4k Липень 2023 Вiдкритий код Meta

2 LLaMA-2-13B-Chat 13 млрд ✓ Q4_K_M 4k Липень 2023 Вiдкритий код Meta

3 LLaMA-2-70B-Chat 70 млрд ✓ Q4_K_M 4k Липень 2023 Вiдкритий код Meta

4 Llama-3-8B-Instruct 8 млрд ✓ Q4_K_M 128k Грудень 2023 Вiдкритий код Meta

5 LLaMA-3.1-70B-Instruct 70.6 млрд ✓ Q4_K_M 128k Грудень 2023 Вiдкритий код Meta

6 LLaMA-3.1-405B-Instruct 405 млрд ✗ н/д 128k Грудень 2023 API Meta

7 Mixtral-8x7B 56 млрд ✓ Q4_K_M 32k н/д Вiдкритий код Mistral AI

8 Mixtral-8x7B-Instruct 56 млрд ✓ Q4_K_M 32k н/д Вiдкритий код Mistral AI

9 Mathstral-7B 7.25 млрд ✓ Q4_K_M 32k н/д Вiдкритий код Mistral AI

10 Qwen2-7B-Instruct 7 млрд ✓ Q4_K_M 128k н/д Вiдкритий код Alibaba Cloud

11 Qwen2-Math-7B 7 млрд ✓ Q4_K_M 128k н/д Вiдкритий код Alibaba Cloud

12 Qwen2.5-Math-7B 7.62 млрд ✓ Q4_K_M 128k н/д Вiдкритий код Alibaba Cloud

13 GPT-4-Turbo-preview-v1106 н/д ✗ н/д 128k Квiтень 2023 API OpenAI

14 GPT-4o-mini-2024-07-18 н/д ✗ н/д 128k Жовтень
2023

API OpenAI

Детальний опис моделей та вiдповiднi файли квантованих версiї можна знайти
у Додатку Б Опис та доступи до протестованих моделей.

3.3. Тестування моделей задачами з рiзних математичних роздiлiв

Було дослiджено ефективнiсть моделей у розв’язаннi задач з наступних мате-
матичних роздiлiв: алгебра, геометрiя, теорiя чисел, комбiнаторика. Було вiдiбра-
но 8,000 задач з початкового набору даних NuminaMath-TIR [78], який мiстить
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72,540 задач та проведено аналiз точностi моделей у кожному роздiлi згiдно ме-
тоду описаного у роботi [90].

Для проведення тестування були використанi вiдкритi моделi Llama-3.1-8B-
Instruct, Qwen2.5-Math-7B, Mathstral-7B та закрита модель GPT-4o-mini. Обчи-
слення виконувалися на графiчнiй вiдеокартi Nvidia Quadro RTX 8000. Результати
експерименту описанi у наступному роздiлi дисертацiйної роботи.

3.4. Тестування моделей на власному наборi задач

3.4.1. Комп’ютернi ресурси для обчислення. У лаштунках наукової ро-
боти було проведено експериментальне дослiдження здатностi моделей розв’язувати
комбiнаторнi задачi з лiнгвiстичними та структурними змiнами в умовах задач.
Було виконано порiвняння роботи моделей GPT-4, LLaMA (версiї 2 та 3.1), Mi-
xtral, якi потiм було порiвняно з результатами людей-експертiв [85].

У таблицi 3.2 наведено загальний обсяг оброблених запитiв та час на обробку.
Тестування вiдбувалося у три серiї, якi виконувалися з оновленою версiєю набору
даних та вiдповiдних моделей кожна з яких вiддiлена подвiйною лiнiю у таблицi
3.2.

Тестування моделей виконувалося у виглядi звичайного запиту у виглядi за-
дачi разом з додатковою iнструкцiєю або лише задачi без додаткової iнструкцiї.
Загальна кiлькiсть запитiв склала близько 30 тис. на експериментальних серiях
1-2 та ще 6 тис. на третiй серiї експериментiв, разом – близько 36 тис. запитiв.
Кожен запит iнiцiювався у виглядi окремого дiалогу з моделлю. На обчислення
за допомогою GPU RTX8000, A100, а також ресурсiв вiд Open AI було витрачено
разом близько 225 годин роботи моделей. Виконання запитiв Open AI виконува-
лося швидко, з приблизною вартiстю близько $12.60 за 1375 одиниць запитiв (з
урахуванням попереднього тестування).

3.4.2. Критерiї оцiнювання вiдповiдей моделей. Задля перевiрки ре-
зультатiв роботи моделей було розроблено критерiї оцiнювання, якi враховують
точнiсть, повноту та логiчну послiдовнiсть наведених розв’язань. Це забезпечує
об’єктивнiсть та порiвняннiсть результатiв мiж рiзними моделями та з резуль-
татами людей. Схема включає бiнарну оцiнку правильностi розв’язкiв та аналiз
промiжних крокiв генерацiї розв’язання.

Це досягається за рахунок набору правил, якi застосовувалася для надання
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Таблиця 3.2: Результати експериментiв з ВММ. Види варiацiй: A = звичайна, B
= математична, C = надлишкова, D = параметризована, E = лiнгвiстичне заплу-
тування.

Модель Додаткова iнструкцiя (англ.)
Варiацiї задач

Час оброб. GPU
A B C D E

LLaMA-2-7B/13B/70B <None> 25× 10 25× 10 - - 25× 10 10 год RTX8000

LLaMA-2-7B/13B/70B Give a short answer. 25× 10 25× 10 - - 25× 10 10 год RTX8000

LLaMA-2-7B/13B/70B The answer is 25× 10 25× 10 - - 25× 10 10 год RTX8000

LLaMA-2-7B/13B/70B The answer (arabic numerals) is 25× 10 25× 10 - - 25× 10 10 год RTX8000

LLaMA-2-7B/13B/70B Let’s think step by step. 25× 10 25× 10 - - 25× 10 10 год RTX8000

LLaMA-2-7B/13B/70B <None> 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 27.5 год RTX8000

LLaMA-2-7B/13B/70B The short and correct answer. 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 28.5 год RTX8000

LLaMA-2-7B/13B/70B Give me a short expression as an answer. 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 28 год RTX8000

Mixtral-8x7B-/Instruct <None> 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 12.5 год RTX8000

Mixtral-8x7B-/Instruct The short and correct answer. 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 9.5 год A100

Mixtral-8x7B-/Instruct The short and correct answer. 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 12.5 год RTX8000

LLaMA-3.1-70B-Instruct <None> 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 15 год RTX8000

LLaMA-3.1-70B-Instruct The short and correct answer is 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 15 год RTX8000

Mixtral-8x7B-Instruct <None> 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 12.5 год RTX8000

Mixtral-8x7B-Instruct The short and correct answer is 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 25× 10 12.5 год RTX8000

GPT-4-Turbo <None> 25× 5 25× 5 25× 5 25× 5 25× 5 1-2 год API

GPT-4-Turbo The short and correct answer is 25× 5 25× 5 25× 5 25× 5 25× 5 1-2 год API

Загально: 36,250 запитiв 225.5 год -

оцiнок вiдповiдям моделей. Оскiльки експериментування вiдбувалося з матема-
тичними комбiнаторними задачами, у деяких випадках люди та ВММ поверта-
ють вiдповiдi не у числовiй формi, а як комбiнаторну формулу з використанням
бiномiв, факторiалiв та iнших комбiнаторних символьних представлень, напри-
клад, вiдповiдi у виглядi C(11, 2) = 55 – також приймалися, якщо вони еквi-
валентi числовому значенню правильної вiдповiдi на задачу. Нижче перелiчено
набiр правил, якi були застосованi у схемi оцiнювання, включаючи випадки “сiрої
зони”, коли вiдповiдь моделi можна трактувати по-рiзному. Критерiї оцiнювання
наведенi нижче.

Критерiї оцiнювання за надання “1” (розв’язок правильний):
1. Бал: 1 – Вiдповiдь коротка та правильна.
2. Бал: 1 – На початку наведенo правильний розв’язок, навiть якщо далi

слiдує неправильна або нерелевантна iнформацiя.
3. Бал: 1 – Наприкiнцi наведено правильний розв’язок, навiть якщо перед

цим присутня неправильна або нерелевантна iнформацiя.
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4. Бал: 1 – Модель перелiчує кiлька варiантiв розв’язку та вказує на пра-
вильний.

5. Бал: 1 – Модель починає з неправильного розв’язку, але потiм приходить
до правильного.

6. Бал: 1 – Комбiнаторний розв’язок правильний, але модель надає набли-
жену числову вiдповiдь (наприклад, з використанням слiв “приблизно”,
“близько”, символу “≈” тощо).

Критерiї оцiнювання за надання “0” (розв’язок неправильний):
1. Бал: 0 – Розв’язок неправильний.
2. Бал: 0 – Розв’язок вiдсутнiй.
3. Бал: 0 – Розв’язок не мiстить числових або комбiнаторних елементiв.
4. Бал: 0 – Модель не завершила розв’язання та не прийшла до фiнального

розв’язку.
5. Бал: 0 – Модель перелiчує кiлька розв’язкiв (можливо, разом з правиль-

ним), але обирає неправильний або жодний.
6. Бал: 0 – Розв’язок був представлений у виглядi мовою програмування.
7. Бал: 0 – Модель має правильнi кроки обґрунтування, але приходить до

неправильного висновку.
8. Бал: 0 – Модель виконала неправильний перехiд пiд час обрахункiв; вiд-

повiдi частини перетворень з’єднанi знаком рiвностi або такими, як напри-
клад, “або”, “дорiвнює” тощо.

9. Бал: 0 – Розв’язок неоднозначний (не надано фiнальної розв’язку).
Схема оцiнювання забезпечує детальну та об’єктивну оцiнку вiдповiдей мо-

делей, враховуючи рiзнi формати вiдповiдей та можливi варiанти їх подання. Це
дозволяє точно визначити правильнiсть розв’язку, навiть якщо вiн представлений
у незвичайнiй формi. Крiм того, врахування “сiрої зони” дозволяє бiльш гнучко
перевiряти вiдповiдi моделей, якi є частково правильними або потребують дода-
ткової iнтерпретацiї.

3.5. Генерацiя синтетичних варiацiй комбiнаторних задач

Задля генерацiї задач було використано пiдхiд описаний у роботi [91] з фi-
нальним набором, що мiстив 1,000 комбiнаторних задач. Даний набiр даних був
розширений до 5,583 задач за допомогою методiв вiдбору даних описаних у вiд-
повiднiй роботi. Нижче описується послiдовнiсть крокiв, якi були виконанi для
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проведення експериментальної частини дослiдження з вiдповiдними даними.
Задля проведення експериментальної частини було використано набiр даних

Numina-CoT [78], який як згадувалися ранiше, мiстить близько 860 тис. рiзнома-
нiтних математичних задач.

3.5.1. Генерацiя синтетичних варiацiй задач. Генерацiя синтетичних
даних включає систематичну манiпуляцiю з текстовими умовами задач вiдфiль-
трованого набору даних. В результатi вводиться кiлька нових варiацiй задач: (i)
художня варiацiя з замiною стилю тексту задачi у виглядi вигаданої iсторiї; (ii)
надлишкова варiацiя, у який вводиться зайва числова iнформацiя у формулюва-
ння оригiнальної умови задачi; та (iii) прихована варiацiя, що розмiщує задачу у
нерелевантному контекстi. Аналогiчно до переднього етапу, задля вищої точностi
роботи з моделями, а також оскiльки вхiднi данi заданi англiйською мовою, усi
iнструкцiї передавалися до моделей англiйською мовою.

Процес генерацiї варiацiй текстiв задач вiдбувається на основi оригiнального
тексту задач за допомогою ВММ GPT-4o-mini. Модель було обрано завдяки її
швидкостi та ефективностi роботи з технiчними текстами, зокрема з темами з
математики, програмування та питаннями пов’язаннi iз наукою. Вона призначена
для вирiшення складних завдань, але при цьому є ресурсоефективною, що робить
її придатною для обробки великого набору даних. Модель має контекстне вiкно
у розмiрi 128,000 токенiв i зрiз знань на момент жовтня 2023 року5.

Звернення до моделi вiдбувалися за допомогою API. У вiдповiдному запитi до
моделi було додано iнструкцiю про те, щоб варiацiї задачi зберiгали математи-
чну основу задля забезпечення однакового числового розв’язку, що є важливим
для подальшого оцiнювання точностi згенерованих даних. Додатково у запитах до
моделi було внесено iнструкцiю про збереження розмiру варiацiй задач подiбним
до оригiналу, але в багатьох випадках з художньою варiацiєю модель порушува-
ла дану умову, що приводило до генерацiї бiльш довгих текстiв задач. Середня
довжина (у кiлькостi символiв) згенерованих текстiв варiацiї задач зазначено у
таблицi 3.3.

Процес генерацiї синтетичних версiй задач на основi оригiнальних текстiв ви-
конувався за наступним запитом, де за допомогою параметру style було задано
вiдповiдну варiацiю задачi:

5https://openai.com/index/gpt-4o-mini-advancing-cost-efficient-intelligence/

https://openai.com/index/gpt-4o-mini-advancing-cost-efficient-intelligence/
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Таблиця 3.3: Середня довжина умов варiацiй задач.

Варiацiя Сер. к-ть символiв
Оригiнальна 248
Художня 651
Надлишкова 303
Прихована 320

1 {"content": "Apply the {style} to the following mathematical

2 problem. Retain the mathematical core and keep

3 the resulting statement approximately similar

4 in length. Return just the problem statement.

5 Problem: {problem_statement}"}

3.5.2. Генерацiя розв’язкiв. Щоб забезпечити якiсть мiркування i покра-
щити точнiсть моделi у розв’язаннi задач, виконувалося 2 етапи:

1. Модель GPT-4o-mini використовується для розв’язання усiх варiацiй за-
дач. Для кожної варiацiї задачi разом з оригiнальним формулюванням
умови, було згенеровано математичне розв’язання за наступним запитом:

1 {"content": "Solve the following mathematical problem.

2 Return a solution with the final numerical

3 answer at the end. Problem:

4 {problem_statement}"}

2. Пiсля цього зi згенерованого розв’язання вилучається числова вiдповiдь
(розв’язок). Для вилучення вiдповiдей використовується нейромережевий
метод, описаний у Роздiлi 2.5 Вiдбiр даних. У деяких випадках мовна
модель не змогла згенерувати розв’язання з єдиною позитивною число-
вою вiдповiддю – у такому разi вважається, що задачу не було розв’язано
моделлю.

Таким чином, забезпечується стабiльнiсть роботи моделi з рiзними варiацiя-
ми задач, тодi як етап вiдбору та пiдготовки даних вiдбувається незалежно та
виконується iншою моделлю.

3.5.3. Структура зберiгання синтетичного набору даних. Кiнцевий
набiр синтетичних даних мiстить 22,332 задач (з вiдiбраного початкового набо-
ру 5,583 задач) об’єднанi у колекцiї, що мiстять iнформацiю про кожну з задач:
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Таблиця 3.4: Детальний опис набору даних задач та їх згенерованих синтетичних
варiацiй.

Назва поля (поча-
тковi данi з набору
Numina-CoT)

Оригiнальна задача

problem_id Унiкальний iдентифiкатор для кожної задачi.
source Джерело задачi.
problem Умова задачi.
solution Розв’язання задачi.
messages Данi у форматi ланцюжка думок.
answer Вилучений розв’язок на задачу.

(згенерованi синте-
тичнi данi)

Згенерованi синтетичнi данi

fictional Художня варiацiя задачi.
adversarial Надлишкова варiацiя задачi.
contdis Прихована варiацiя задачi.
original_sol Розв’язання оригiнальної варiацiї.
fictional_sol Розв’язання художньої варiацiї.
adversarial_sol Розв’язання надлишкової варiацiї.
contdis_sol Розв’язання прихованої варiацiї.
original_ans Вилучений розв’язок оригiнальної варiацiї.
fictional_ans Вилучений розв’язок художньої варiацiї.
adversarial_ans Вилучений розв’язок надлишкової варiацiї.
contdis_ans Вилучений розв’язок прихованої варiацiї.

оригiнальна, художня варiацiя, надлишкова варiацiя та прихована варiацiя. Ко-
жна задача у колекцiї задач мiстить детальне розв’язання та кiнцевий числовий
розв’язок до неї. Детальний опис атрибутiв до кожної колекцiї задач надано у
таблицi 3.4. Структура розширеного набору даних вiдформатована та збережена
Parquet i JSON для ефективної роботи мовою програмування Python 3.11. При-
клад задачi наведено у Додатку Г Приклади синтетичних текстiв задач.

3.5.4. Обмеження набору задач. За рахунок того, що деякi задачi у ори-
гiнальному наборi даних дублюються, вони повторюються у отриманому комбi-
наторному наборi задач. Задачi не були прибранi з фiнального набору даних,
оскiльки не зважаючи на спiвпадiння, їхня варiативнiсть була iншою, тобто про-
цес генерацiї приводив до унiкальних версiй тих самих задач, чим збагачував
рiзноманiтнiсть синтетичного набору даних.
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Також слiд зазначити, що у оригiнальному наборi задач Numina-CoT можливi
помилки. Наприклад, для задачi iз таблицi 3.5 слiдує, що вiдповiдь на задачу 4,
однак не складно перевiрити, що можливих варiантiв, що задовольняють умовi
задачi є 6 (числа 2005, 2050, 2500, 5002, 5020, 5200). З урахуванням даного моменту
слiд зазначити, що згенерованi розв’язки до варiацiї початкової задачi могли бути
неправильно оцiненi на наступних етапах генерацiї задач.

Таблиця 3.5: Приклад задачi з оригiнального набору Numina-CoT з помилковою
вiдповiддю.

Умова задачi Вiдповiдь
Numina-
CoT

Правильна
вiдповiдь

How many different four-digit numbers can be formed by
arranging the four digits in 2005? (Умова задачi укра-
їнською: Скiльки рiзних чотирицифрових чисел можна
утворити з числа 2005?)

4 числа 6 чисел

3.6. Експериментальна частина з участю людини

3.6.1. Умови проведення експерименту. Учасниками експерименту бу-
ли українськi школяри та студенти, якi знайомi з темою комбiнаторики та мають
попереднiй досвiд участi на математичних змаганнях. Загалом у дослiдженнi взя-
ли участь 35 учасникiв вiком вiд 13 до 18 рокiв.

Експеримент органiзовано за допомогою латинського квадрату (Latin Square).
Було сформовано 5 груп по 7 учасникiв в кожнiй групi з приблизно однаковим
розподiлом за середнiм вiком. Учасникам кожної групи було призначено один iз
п’яти комплектiв задач. Кожен комплект мiстив 25 задач з рiвномiрно розподiле-
ними варiацiями задач (5 задач на кожну з 5 варiацiй). Задачi були перекладенi
з англiйської на українську мову, щоб учасники могли впевнено прочитати та
зрозумiти умови задачi. Кожен з учасникiв працював самостiйно. Розподiл груп
учасникiв та варiантiв задач представлено на Рисунку 3.6.

3.6.2. Збiр та пiдготовка даних. Вiдповiдi учасникiв були зiбранi та оцi-
ненi за розробленою схемою оцiнювання. Кожен учасник надавав розв’язки на
задачi свого комплекту у короткiй комбiнаторнiй або числовiй формi, кожен з
отриманих розв’язкiв задач отримував оцiнку 0 (неправильна) або 1 (правильна).
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Рис. 3.6: Розподiл матерiалiв (задач) та учасникiв для проведення експеримен-
тальної частини вiдповiдно до латинського квадрату. Букви та кольори визнача-
ють вiдповiднi використанi варiацiї задач: A = звичайна (сiрий), B = математична
(блакитний), C = надлишкова (червоний), D = параметризована (зелений), E =
лiнгвiстичне заплутування (фiолетовий).

У випадку вiдсутностi розв’язку на певну задачу, учасник отримував оцiнку 0.
Враховуючи рiзноманiтнi формулювання, правильна вiдповiдь могла бути пред-
ставлена у формi комбiнаторної формули, тому в деяких випадках доводилося
застосовувати додатковi розрахунки пiд час оцiнювання.

Результати мiж ВММ та учасниками порiвнювалися наступним чином: для
ВММ було обрано модель, яка продемонструвала найкращi результати роботи
серед протестованих моделей, тодi як серед учасникiв кожної групи обиралися 5
найкращих результатiв по кожнiй з груп, якi потiм разом представляли експертну
оцiнку.

3.6.3. Умови етики для участi в експериментi. Це дослiдження було
проведено як контрольований експеримент, що вiдбувалася вiдповiдно до етичних
стандартiв залучення учасникiв експерименту (людей). Було залучено 35 пото-
чних та колишнiх студентiв українського освiтнього STEM-проекту Kvanta6. Ко-
жен учасник надав згоду з правилами участi в експериментi, для учасникiв молод-
ше 16 рокiв згоду було отримано вiд батькiв. Експеримент оцiнював математичнi
навички мiркування на варiацiях комбiнаторних задач дистанцiйно. Данi, якi бу-

6https://www.kvanta.xyz/.

https://www.kvanta.xyz/
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ло зiбрано для проведення експерименту – вiк учасникiв, розв’язки на переданий
набiр задач та час витрачений на розв’язання задач. Участь в експериментi була
добровiльною, i учасники були поiнформованi про право вiдмовитися вiд участi в
експериментi у будь-який момент. Iнструкцiї включали загальну iнформацiю про
кiлькiсть представлених задач, їхню складнiсть та варiативнiсть стилю. Грошова
компенсацiя не передбачалася, але участь пропонувалася як навчальна можли-
вiсть. Комунiкацiя з учасниками була чiткою, пiдкреслюючи, що дослiдження є
окремим вiд звичайної дiяльностi освiтнього проекту.

3.6.4. Обмеження набору задач. Основними обмеженнями запропонова-
ного нового набору задач є:

1. Досвiд учасникiв. Вiковий дiапазон учасникiв складає вiд 13 до 18 рокiв iз
медiаною у 16 рокiв. Хоча всi учасники мають досвiд участi в математи-
чних змаганнях i знайомi з комбiнаторикою, їхнiй досвiд є рiзноманiтним
через вiкову рiзницю, що може впливати на пiдготовленiсть до ефектив-
ного розв’язання задач у нових варiацiях. Було забезпечено рiвномiрний
розподiл вiкових вiдмiнностей серед груп, що дозволило мiнiмiзувати данi
обмеження задля цiлей дослiдження.

2. Розмiр набору даних Combi-Puzzles. Через те, що задачi були пiдготовленi
власноруч, отриманий набiр мiстить 125 варiантiв задач, що може не пов-
нiстю вiдображати рiзноманiтнiсть сценарiїв, з якими можуть стикатися
ВММ. Це обмежує загальнiсть результатiв для широких застосувань.

3. Якiсть перекладу текстiв задач. Задачi були представленi учасникам укра-
їнською мовою, тодi як оригiнальнi задачi були пiдготовленi англiйською.
Не зважаючи на те, що було придiлено окрему увагу збереженню стилi-
стичних та iнших особливостей кожної варiацiї задачi, отриманий переклад
задач може трохи вiдхилятися вiд оригiнальної форми. Зокрема задля за-
безпечення точностi українського перекладу тверджень доступного для ро-
зумiння учасникам, вживанi комбiнаторнi формулювання були замiненi на
їхнi українськi еквiваленти. Наприклад, формулювання “drawing balls wi-
th replacement” була перекладена як “пiсля того, як ви берете кулю, ви її
повертаєте назад”. Цi адаптацiї мотивованi вiдмiнностями в математичних
формулюваннях текстiв задач мiж українською та англiйською мовами,
якi спостерiгаються у математичних шкiльних пiдручниках.

Цi обмеження варто враховувати при iнтерпретацiї результатiв дослiдження та
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їхнього узагальнення задля подальших напрямiв розвитку та оптимiзацiї пiдходiв
до оцiнки математичної здатностi великих мовних моделей.

3.7. Пiдсумки роздiлу

У цьому роздiлi було проведено комплексне експериментальне дослiдження ме-
тодiв генерацiї математичних комбiнаторних задач за допомогою великих мовних
моделей, що охоплює як технiчнi аспекти розгортання та налаштування моделей,
так i практичну оцiнку їхньої здатностi до синтезу та розв’язання задач. Було
проведено аналiз iнтерфейсiв роботи з ВММ, де окремо висвiтлено роботу iз за-
критими моделями (GPT-4) через API, а також розглянуто моделi з вiдкритим
кодом (LLaMA, Mixtral, Qwen), що використовуються локально iз застосуванням
їхнiх квантованих копiй задля оптимiзацiї використання обчислювальних ресур-
сiв. Детально було обговорено процес налаштування експериментального середо-
вища, включно з демонстрацiєю прикладiв завантаження моделей за допомогою
бiблiотек у Python та iнженерiї запитiв для отримання результатiв, що iлюструє
практичну реалiзацiю роботи з моделлю, а також специфiку використання апара-
тного забезпечення, зокрема графiчних процесорiв.

Було розглянуто методи квантування моделей, зокрема популярний для бiль-
шостi сучасних бiблiотек (таких як llama_cpp) метод з використанням K-means,
що дозволило визначити їх вплив на використання пам’ятi, швидкiсть обчислень
та точнiсть моделi. Описано процес адаптацiї моделей до роботи з рiзноманiтними
типами даних, зокрема переходу вiд float32 до float16 i int8, з розглядом пiдходiв
до квантування та методiв обчислення квантованих значень, що має суттєве зна-
чення для розгортання моделей на кiнцевих пристроях iз обмеженими ресурсами.

У роздiлi було проведено тестування моделей на синтезованому наборi даних,
що включало завдання з лiнгвiстичними та структурними варiацiями, що дозво-
лило оцiнити їх здатнiсть розв’язувати комбiнаторнi задачi з рiзних математи-
чних роздiлiв, таких як алгебра, геометрiя, теорiя чисел i комбiнаторика. Було
розроблено критерiї оцiнювання вiдповiдей моделей, якi враховують не лише пра-
вильнiсть фiнального результату, а й логiчнiсть промiжних крокiв розв’язання,
а також адаптований набiр критерiїв для аналiзу вiдповiдей у разi використання
комбiнаторних формул.

Крiм того, було проведено розширення початкового набору даних за допомо-
гою генерацiї синтетичних варiацiй задач, що включали художнi, надлишковi та
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прихованi варiанти, за допомогою GPT-4o-mini. Було описано послiдовнiсть ство-
рення варiацiй, генерацiї розв’язань та вилучення фiнальних числових вiдповiдей,
що дозволило уникнути неоднозначностей i забезпечити стабiльнiсть результатiв.
Структура зберiгання даних була оптимiзована шляхом використання Parquet та
JSON форматiв, що сприяло зручностi подальшого аналiзу на дослiджуваному
наборi задач.

У роздiлi було здiйснено експериментальну частину з участю людини, у якiй
залучено молодих учасникiв, що мали попереднiй досвiд з комбiнаторикою. Бу-
ло детально описано умови проведення експерименту, особливостi перекладених
текстiв задач, збiр та пiдготовку даних, що дозволило провести порiвняння ро-
боти ВММ iз результатами учасникiв-експертiв у контрольованому середовищi.
Особлива увага придiлялася забезпеченню етичних норм пiд час проведення дослi-
дження, формуванню рiвномiрного розподiлу завдань та врахуванню обмежень,
пов’язаних iз досвiдом учасникiв i точностями перекладних текстiв.

Таким чином, результати роздiлу свiдчать про успiшну iнтеграцiю сучасних
великих мовних моделей для автоматизованого створення математичних комбi-
наторних задач, що вiдкриває широкi можливостi для їхнього застосування як у
дослiдницьких, так i в практичних умовах та є актуальним для подальших удоско-
налень у сферi синтезу даних i покращення ефективностi моделей для розв’язання
математичних задач.
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РОЗДIЛ 4
АНАЛIЗ ЕФЕКТИВНОСТI НЕЙРОМЕРЕЖЕВИХ МЕТОДIВ ДЛЯ

ГЕНЕРАЦIЇ СИНТЕТИЧНИХ ТЕКСТIВ

4.1. Дослiдження впливу математичних роздiлiв задач на
ефективнiсть генерацiї розв’язкiв

Цей пiдроздiл представляє статистичний аналiз ефективностi розв’язання за-
дач у рiзних математичних роздiлах на протестованих моделях. Як згадувалося
ранiше задачi були розподiленi 4 основнi математичнi роздiли: алгебра, комбiна-
торика, геометрiя та теорiя чисел.

Для проведення результати спочатку було отримано середню частоту правиль-
них розв’язкiв моделей за рiзними роздiлами. Далi було використано статисти-
чний критерiй хi-квадрат та метод перестановок для оцiнки того, чи є розподiл
правильних та неправильних розв’язкiв мiж роздiлами статистично значущим, а
також для визначення середнiх показникiв ефективностi протестованих моделей
до кожного окремо розглянутого математичного роздiлу.

Загальнi результати показали, що моделi досягають найкращих результатiв з
задачами у алгебраїчному роздiлi, тодi як комбiнаторика виявилася найскладнi-
шим роздiлом. З рисунку 4.1) можна бачити, що частота правильних розв’язкiв
згенерованих моделями склала мiж 34.6-76.1% в алгебрi, тодi як у комбiнаторицi
результати становили мiж 15.9-63.0%.

4.1.1. Ефективнiсть моделей у розв’язаннi задач з алгебри, геоме-
трiї, теорiї чисел та комбiнаторики. Було обчислено середнiй рiвень точно-
стi моделей для кожного математичного роздiлу у виглядi вiдсотку правильних
розв’язкiв. Данi результати надають уявлення про загальну ефективнiсть моделей
у розв’язаннi математичних задач та їхню чутливiсть до вiдповiдних типiв задач.

З рис. 4.1 видно, що мовна модель Qwen2.5-Math-7B продемонструвала най-
кращу середню частоту правильних розв’язкiв – 68.6%, тодi як модель Llama-3.1-
8B-Instruct показала найгiршi результати — 25.6%.

Iз Таблицi 4.1 спостерiгається, що найвищi середнi показники ефективностi
моделей за роздiлами (Average Mathematical Performance in Domain, AMPD) бу-
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Рис. 4.1: Середня точнiсть розв’язкiв по рiзних математичних роздiлах моделями
GPT-4o-mini (зелений), Mathstral-7B (помаранчевий), Qwen2.5-Math-7B (фiолето-
вий), Llama-3.1-8B-Instruct (блакитний).

ли досягнутi в алгебрi AMPDalgebra = 58%, що свiдчить про найбiльшу точнiсть
роботи моделей у вiдповiдному роздiлi. У роздiлi теорiї чисел результат досягнув
AMPDnumbertheory = 58%, показуючи вiдносно високi результати. Геометрiя та
Комбiнаторика мають нижчi AMPD:AMPDgeometry = 46% таAMPDcombinatorics =

41%, що вказує на бiльшу бiльшу складнiсть вiдповiдних роздiлiв для розв’язання
моделями. Таблиця також свiдчить про те, що всi спостережуванi вiдмiнностi є
статистично значущими – про ще описано детальнiше у наступному роздiлi 4.1.2
Статистична значущiсть отриманих результатiв.

• Алгебра. Найвищий для моделей частота розв’язання задач була досягнута
за алгебраїчною тематикою: GPT-4o-mini досягла правильностi у 72.5%, а
Qwen2.5-Math-7B — 76.1%. Цi показники вказують на високий рiвень стiй-
костi роботи з алгебраїчними задачами, ймовiрно за рахунок бiльш явного
подання задач у формальному виглядi, що спрощує пошук вiдповiдних
методiв до розв’язання задач та символьної обробки текстiв.

• Комбiнаторика. Комбiнаторнi задачi показували суттєво гiршi результати
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Таблиця 4.1: Рiзниця ефективностi роботи моделей мiж усередненими результата-
ми моделей за математичними роздiлами. “*” означає, що рiзниця в роздiлi була
дуже значущою (p < 0.001).

роздiл алгебра комбiнаторика геометрiя теорiя чисел
AMPD 0.58 0.41 0.46 0.52

алгебра 0.58 –
комбiнаторика 0.41 0.17* –
геометрiя 0.46 0.13* 0.04* –
теорiя чисел 0.52 0.07* 0.10* 0.06* –

на бiльшостi моделей. Модель Mathstral-7B мала значнi труднощi з генера-
цiєю правильних розв’язкiв (отримано лише 35.2% правильних розв’язкiв),
GPT-4o-mini також показала не найкращi результати з вiдповiдними зада-
чами (51.8%). Скорiше за все це обумовлено незвичнiстю комбiнаторного
стилю задач, який мають бiльш природнiй а не формальний вигляд вiдпо-
вiдних текстiв задач.

• Геометрiя. У геометрiї модель Mathstral-7B досягла частоти правильних
розв’язкiв рiвний 38.8%, що свiдчить про поганий рiвень володiння даною
темою. Натомiсть GPT-4o-mini i Qwen2.5-Math-7B були бiльш успiшними
та досягли 56.9% та 61.6% частоти правильних розв’язкiв, тим самим де-
монструючи вiдносно гарнi результати роботи.

• Теорiя чисел. У задачах за темою теорiї чисел були отриманi змiшанi ре-
зультати. Для моделi Mathstral-7B частота правильностi надання розв’язкiв
склала 42.4%, що вказує на певнi труднощi з темою. Проте Qwen2.5-Math-
7B продемонстрували суттєво кращий рiвень володiння темою, досягнувши
73.6%.

4.1.2. Статистична значущiсть отриманих результатiв.

Результати аналiзу тесту критерiю хi-квадрат. Було проведено тест
значущостi отриманих результатiв за критерiєм хi-квадрат задля того, щоб оцi-
нити, чи впливає математичний роздiл на розподiл правильних та неправильних
розв’язкiв. Вiдповiднi значення наведенi у Таблицi 4.2. Усi дослiдженi моделi ма-
ють ступенi свободи Df = 3 (кiлькiсть розглянутих роздiлiв мiнус 1), а значення
p-value було значно нижчим за 0.05.

З Таблицi 4.2 видно, що мiру комбiнованого значення, що пiдкреслює загаль-



104

Таблиця 4.2: Результати тесту критерiю хi-квадрат для кожної моделi та комбi-
новане значення.

Модель Хi-квадрат
GPT-4o-mini 205.64
Mathstral-7B 101.04
Qwen2.5-Math-7B 149.37
Llama-3.1-8B-Instruct 184.93
Комбiноване значення 520.16

ний вплив математичних роздiлiв на ефективнiсть роботи моделей. Високе середнє
значення χ2 = 520.16 свiдчить про те, що роздiл є суттєвою характеристикою на
роботу моделей, що пiдтверджує наявнiсть рiзницi в результатах частоти надання
правильних розв’язкiв в залежностi вiд обраного математичного роздiлу.

Найвищий рiвень хi-квадрат має модель GPT-4o-mini (χ2
GPT-4o-mini = 205.64).

Даний результат вказує на те, що для моделi iснує висока залежнiсть мiж ма-
тематичними роздiлами задач та точнiстю роботи моделi у генерацiї розв’язкiв.
Iнакше кажучи в залежностi вiд теми отриманої на вхiд задач, модель має суттєво
рiзнi шанси на її отримання правильного розв’язання.

Зi значенням χ2
Mathstral-7B = 101.04 модель Mathstral-7B показує найменшу чу-

тливiсть до роздiлу в генерацiї правильних розв’язкiв. Хоча вплив роздiлу все ще
є суттєвим, вiн є менш вираженим у порiвняннi з iншими моделями.

Загалом, результати пiдкреслюють те, що всi моделi вiдчувають суттєвий рi-
вень впливу математичного роздiлу задач, з особливо суттєвою чутливiстю у ро-
ботi моделей GPT-4o-mini та Llama-3.1-8B-Instruct.

Результати аналiзу тесту перестановок. Для подальшого аналiзу впли-
ву математичних роздiлiв на роботу моделей було проведено тест перестановок.
Як можна бачити з Таблицi 4.1, тест перестановок незмiнно повертав значення
p-value < 0.001 за усiма математичними роздiлами, тим самим пiдтверджуючи
отриманi результати критерiю хi-квадрат.

Таким чином, статистичний аналiз вказує на суттєвi вiдмiнностi в ефектив-
ностi роботи ВММ в залежностi вiд залежностi вхiдних задач та дослiджуваних
математичних роздiлiв. Результати вказують на те, що ймовiрнiсть генерацiї пра-
вильного розв’язку задачi залежить вiд її належностi до роздiлу алгебри, комбi-
наторики, геометрiї або теорiї чисел.
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Додатково слiд зазначити, що однiєю з причин впливу на значущiсть рiзницi
у результатах роботи моделей є особливостi налаштування обробки отриманих
результатiв за допомогою регулярних виразiв для вилучення розв’язкiв, якi також
впливають на отримання вiдповiдних значень роботи моделей.

Пiд час проведення експериментiв найнижчий рiвень ефективностi дослiджу-
ваних моделей було зафiксовано у комбiнаторицi, а найвищий — в алгебрi. Данi
результати у загальному розумiннi свiдчать про те, що для мовних моделей ефе-
ктивнiсть генерацiї розв’язань на тему комбiнаторики є найнижчою, тим самим
роблячи даний роздiл найбiльш цiкавим з точку зору подальшого дослiдження.
Таким чином, це пiдтверджує необхiднiсть вибору та зосередження уваги у данiй
дисертацiйнiй роботi на математичних комбiнаторних задачах.

4.2. Дослiдження впливу варiацiй комбiнаторних задач на
ефективнiсть моделей

4.2.1. Порiвняння великих мовних моделей на наборi даних Combi-
Puzzles. Для подальшого проведення аналiзу на математичних комбiнаторних
задачах перейдемо до результатiв експерименту у порiвняннi можливостей мiр-
кування розглянутих у вiдповiдному експериментi ВММ. У Таблицi 4.3 наведе-
но показники кожної моделi у рiзних варiацiях, з/без додаткових iнструкцiй, та
загальнi результати. З Таблицi 4.3 можна спостерiгати, що GPT-4 показав най-
кращi результати у всiх формах задач, незалежно вiд стратегiї задання запитiв
задач. Найкращий середнiй загальний результат отримано при постановцi питань
до GPT-4 без додаткових iнструкцiй (загальний бал 78%). Значних вiдмiнностей
мiж стратегiями iнструкцiї виявлено не було, проте через те, що рiзниця у ефе-
ктивностi роботи моделей у середньому є кращою для запитiв без додаткових
iнструкцiй, подальший аналiз було зосереджено на вiдповiдних результатах.

4.2.2. Дослiдження рiвню впливу варiацiй задач на роботу великих
мовних моделей. Аналiз показав, що моделi демонструють високу ефектив-
нiсть у математичнiй варiацiї задач, на яких модель GPT-4 досягла 94%, проте
ефективнiсть моделей суттєво знижується при введеннi додаткових лiнгвiстично-
стилiстичних манiпуляцiй, якi модифiкують умови задач (варiацiї: надлишкова,
параметризована та лiнгвiстичне заплутування).
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Таблиця 4.3: Середнi значення ефективностi моделей на варiацiях математичних
комбiнаторних задач та загальнi результати для двох стратегiй: iз додатковою
iнструкцiєю “Короткий та правильний розв’язок” (“The short and correct answer
is”) (знизу) i без додаткової iнструкцiї (зверху).

Модель Комб. Мат. Надлишк. Парам. Лiнг. Загальний
GPT-4 .82 .94 .77 .67 .70 .78
LLaMA-2 .22 .22 .15 .19 .11 .18
LLaMA-3.1 .54 .60 .50 .42 .48 .51
Mixtral .42 .38 .26 .23 .23 .30
GPT-4 .76 .90 .76 .61 .66 .74
LLaMA-2 .19 .17 .05 .08 .11 .12
LLaMA-3.1 .53 .61 .43 .40 .52 .50
Mixtral .41 .34 .18 .30 .22 .29

Таблиця 4.4: Порiвняння вiдмiнностей мiж варiацiями для результатiв GPT-4 у
рiзних варiацiях. ’*’ означає, що рiзниця мiж варiацiями була значущою (p < .05).

Звич. Мат. Надл. Парам. Лiнг.
Модель GPT-4 .82 .94 .77 .67 .70
Звичайна .82 -
Математична .94 .12 -
Надлишкова .77 -.05 -.17* (.026) -
Параметризована .67 -.15 -.27* (.002) -.10 -
Лiнгвiстичне заплутування .70 -.12 -.24* (.006) -.07 .03 -

Ефективнiсть роботи моделей у розв’язаннi задач зi зайвою iнфор-
мацiєю. Моделi зазнають зниження точностi при внесеннi надлишкової iнфор-
мацiї або лiнгвiстичного шуму в умови задач, але при цьому зберiгають достатнiй
рiвень точностi у вiдповiдних варiацiях задач. У випадку варiацiй з надлишковою
iнформацiєю, яка включає додавання зайвої числової iнформацiї, GPT-4 отримав
вищий бал – 77%, у той час як експерти – 64%, проте ця рiзниця не є статистично
значущою (p = .185). Це свiдчить про те, що порiвняно з мовними моделями лю-
ди можуть сильнiше пiддаватися впливу зайвої iнформацiї у коротких задачах (з
меншою довжиною вхiдного тексту) [85].

Ефективнiсть роботи моделей у розв’язаннi задач iз лiнгвiстично-
стилiстичними модифiкацiями. Лiнгвiстично-стилiстичнi манiпуляцiї з текс-
тами задач, такi як змiна стилю чи додавання нерелевантних деталей, впливають
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на ефективнiсть роботи моделей. Для варiацiї лiнгвiстичного заплутування, рi-
зниця мiж моделями та людьми є менш значною (70% для моделей та 74% для
людей), i у середньому дещо кращою для людей, однак дана рiзниця не є ста-
тистично значущою (p = .714). На вiдмiннiсть вiд задач з зайвою iнформацiєю
даний результати говорить про те, що моделi гiрнi вiдокремлюють релевантну
iнформацiї у довших задач (з бiльшою середньою довжиною текстiв).

Ефективнiсть роботи моделей у розв’язаннi задач зi змiною конфi-
гурацiї. Моделi стикаються з труднощами при розв’язаннi задач з бiльшими
конфiгурацiями. У параметризованiй варiацiї задач, ефективнiсть GPT-4 (67%)
порiвняно з експертами (70%) є майже однаковою, що вказує на гiршу точнiсть
роботи моделей при обробцi бiльш складних обчислень.

Ефективнiсть роботи моделей у розв’язаннi задач iз додатковими
обмеженнями. Для оцiнювання ефективностi мовних моделей у роботi з до-
датковими обмеженнями їм подавали комбiнаторну задачу у текстовому виглядi.
Умова задачi формулювалася у двох варiантах: без обмежень та з додатковими
обмеженнями. Результати експерименту виявили обмеження мовних моделей у
побудовi мiркувань при розв’язаннi задач з додатковими умовами. Зокрема збiль-
шення моделi не завжди призводить до пiдвищення їхньої ефективностi при роботi
з даними задачами. Водночас людина здатна гнучко обробляти суттєвi елементи
задачi, якi впливають на пошук вiдповiдi. Генеративнi моделi, якi не мають спецi-
альних механiзмiв мiркування, демонструють труднощi в iнтерпретацiї модифiко-
ваних версiй задач, що призводить до некоректного пошуку розв’язку. Це вказує
на важливiсть iнтеграцiї внутрiшнiх стратегiй мiркування та прийняття рiшень у
мовних моделях.

4.3. Аналiз згенерованих варiацiй задач

4.3.1. Статистичнi вимiрювання. Для оцiнки статистичної значущостi
вiдмiнностей мiж варiацiями задач було використано пермутацiйний тест (permutati-
on test). Даний тест було обрано через його здатнiсть оцiнювати нульову гiпоте-
зу без вимог до нормальностi розподiлу, також даний тест є надiйний при ро-
ботi з невеликими обсягами даних. Даний тест було проведено задля того, щоб
порiвняти правильнiсть вiдповiдей у стовпчиках original_ans, fictional_ans,
adversarial_ans та contdis_ans розв’язку та вилучення вiдповiдей, отриманих
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за допомогою методу, зi стовпчиком answer, яка є базовою вiдповiддю. Кожне
порiвняння зi стовпчиком answer дозволяє визначити, чи є вiдхилення, що спо-
стерiгаються у варiацiях, статистично значущими. Результати роботи вiдображено
на рисунку 4.2, тодi як тест на значущiсть – у таблицi 4.5.

Таблиця 4.5: Порiвняння розв’язаних варiацiй з очiкуваною вiдповiддю заданих
у p-значеннях. ‘*’ вказує на те, що рiзниця в значеннях варiацiй була значущою
(p < .05).

Оригiнальна Художня Надлишкова Прихована
.247 .494 .029* .244

Рис. 4.2: Лiворуч зображено частоту правильно розв’язаних варiацiй до задач:
оригiнальна задача (блакитний), художня (зелений), суперечлива (червоний),
прихована (фiолетовий). Праворуч зображено кiлькiсть правильно розв’язаних
варiацiй для кожної задачi. ‘*’ вказує, що рiзниця у варiацiях була значуща
(p < .05).

Незважаючи на найбiльшу середню довжину формулювання художньої варiа-
цiї задачi (lenfictional = 651 символiв), дана варiацiя продемонструвала найкращi
результати серед згенерованих синтетичний варiацiй (35.6%). Результати пере-
вiрки значущостi показали, що порiвняння мiж оригiнальними розв’язками та
розв’язками надлишкової варiацiї (adversarial_ans) були значущими, у той час
як порiвняння з iншими варiацiями не виявили значних вiдмiнностей. З наведе-
них результатiв також можна бачити, що у випадках, коли задача була розв’язана
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Рис. 4.3: Коефiцiєнт кореляцiї варiацiй задач.

правильно, це було вiдбувалося у 3 з 4 варiацiй задач (у 1002 випадках iз 5583
протестованих задач), що також вказує на те, що принаймнi рiвно одна варiацiя
у бiльшостi випадкiв була не розв’язана моделлю.

Окремо слiд зазначити, що пiд час проведення експериментально частини на
1000 тестових задачах, статистично значущою була рiзниця мiж оригiнальними
вiдповiдями та вiдповiдями надлишкової варiацiї (contdis_ans) – можлива ознака
того, що збiльшення набору даних призвело до покращення результатiв оцiнюва-
ння.

Для кореляцiйного аналiзу було розглянуто результати рiзних варiацiй, щоб
побачити наскiльки часто варiацiї однiєї i тiєї ж самої задачi розв’язувалися або
не розв’язувалися моделлю правильно. На рисунку 4.3 видно слабку кореляцiю
мiж представленими варiацiями (мiж .33 i .48), що свiдчить про те, що варiацiї
не сильно пов’язанi мiж собою. Це також свiдчить про те, що процес генерацiї
даних охоплює рiзноманiтнiсть, зберiгаючи при цьому однакову результативнiсть
у кiлькостi наданих правильних вiдповiдей.
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4.3.2. Показник варiацiйної узгодженостi. Для якостi згенерованих мо-
делей варiацiй задач та їх впливу на точнiсть розв’язань – запропоновано нову
метрику показник варiацiйної узгодженостi (Variation Consistency Score). Ця ме-
трика поєднує точнiсть моделi та рiвень кореляцiї мiж варiацiями задач, що до-
зволяє оцiнити здатнiсть моделей генерувати рiзноманiтнi, але точнi iз точки зору
збереження сутностi задачi тексти [91].

Ця метрика поєднує в собi два ключовi компоненти:
1. Частота правильних розв’язкiв (Solution rate): Вiдсоток правильно

розв’язаних задач для заданої варiацiї моделлю.
2. Рiвень кореляцiї варiацiй (Correlation rate): Коефiцiєнт кореляцiї

мiж правильними вiдповiдями та очiкуваною вiдповiддю. Високий рiвень
кореляцiї свiдчить про те, що варiацiї демонструють подiбнi результати та
передають математичну основу задачi.

Показник варiацiйної узгодженостi поєднує данi компоненти за допомогою се-
реднього гармонiйного значення (мiри F1), забезпечуючи збалансовану оцiнку,
яка враховує точнiсть роботи моделей та узгодженiсть варiацiї з оригiнальною
версiєю задачi. Даний показник обчислюється за наступною формулою:

Variation Consistency Score =
2× (Sol.rate× Corr.rate)

Sol.rate+ Corr.rate
(4.3.1)

Показник варiацiйної узгодженостi акцентує увагу на ефективнiсть роботи мо-
делi: (i) оцiнює наскiльки модель є точною (вiдсоток правильно наданих вiдповiд-
ей по новiй варiацiї задачi) i (ii) придатної до збереження математичної основи
у новiй варiацiї (висока кореляцiя мiж вiдповiдями нової варiацiї та оригiналь-
ної) – таким чином пропонуючи надiйний показник для порiвняння моделей у
синтетичнiй генерацiї даних.

У таблицi 4.6 наведено результати для варiацiй задач, представлених у стат-
тi. Найвищу оцiнку отримала художня варiацiя (.409) завдяки найвищiй частотi
правильностi вiдповiдей та високої кореляцiї з оригiнальними даними.

4.4. Аналiз результатiв експерименту з участю експертiв

Наступний експеримент присвячено аналiзу результатiв експертiв на наборi
даних Combi-Puzzles. Як згадувалося у пiдготовцi експерименту у Роздiлi 3.6 Екс-
периментальна частина з участю людини, задля збереження репрезентативностi
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Таблиця 4.6: Частота розв’язання (Sol.rate), коефiцiєнт кореляцiї (Corr.rate) та
показник узгодженостi варiацiй (Var.consist.)

Варiацiя Sol.rate Corr.rate Var.consist.
Художня .356 .482 .409
Надлишкова .302 .428 .354
Прихована .286 .404 .335

експертiв обиралися 5 учасникiв з найкращими результатами з кожної групи. Екс-
перти певної групи отримували однаковий набiр задач, проте працювали окремо
один вiд одного.

Результати, представленi на Рисунку 4.4, свiдчать, що експерти, середнiй вiк
яких становив 16 рокiв, витратили в середньому 63 хвилини на розв’язання задач
i у середньому отримали 70% правильних розв’язкiв.

Рис. 4.4: Результати 5 найкращих по кожнiй групi експертiв на наборi задач
Combi-Puzzles.

Загалом, усi експерти у своїх розв’язках забезпечили правильнi рiшення для
кожної задачi щонайменше в однiй з її варiацiй. Проте, з Рисунку 4.4 видно, що
задачi 3, 4, 10, 11, 16, 17, 19 та 20 мають нижчi середнi показники розв’язання
(56%, 44%, 44%, 28%, 16%, 48%, 60% та 36% вiдповiдно) порiвняно з очiкуваними
70%.

У деяких випадках показник розв’язання був нижчим за очiкуваний, що мо-
жна пояснити складнiстю певних задач. Наприклад, експерти надали лише кiлька
правильних розв’язкiв на задачi 11 та 16 (менше 30% у всiх варiацiях), що може
свiдчити про їхню високу складнiсть для розв’язання.

Для задач 4, 10, 16, 20 та 25 також спостерiгалося, що жоден з експертiв не
змiг розв’язати задачу в однiй або двох її варiацiях. Це може свiдчити про те,
що за певних змiн умов задачi вони стають складними для розумiння навiть для
експертiв. Цi випадки будуть детальнiше розглянутi у наступному пiдроздiлi.
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4.5. Порiвняння результатiв роботи мiж моделями та експертами

Таблиця 4.7: Середнi показники GPT-4 (без додаткової iнструкцiї) та експертiв за
правильно розв’язаними задачами у рiзних умовах та загалом.

Модель Звич. Матем. Надлишк. Парам. Лiнг. Загал.
GPT-4 .82 .94 .77 .67 .70 .78
Експерти .78 .63 .64 .70 .74 .70

У Таблицi 4.7 показано рiзницю в ефективностi мiж експертами та ВММ за
рiзними варiацiями задач i загалом. Iз таблицi випливає, що найкраща модель
(GPT-4) значно перевершує експертiв у загальному показнику. Також спостерiга-
ється, що GPT-4 має високий результат у математичнiй формi задач (94%), тодi
як експерти досягли лише 63%. Це може пояснюватися тим, що GPT-4 iмовiрно
зустрiчала подiбнi математичнi тексти пiд час навчання.

Використання тесту Манна–Уїтнi для порiвняння середнiх показникiв показа-
ло, що вплив математичної варiацiї є суттєвим (p = .011 < .05) порiвняно з вiд-
сутнiстю математичної форми (p = .281 > .05). Для надлишкової варiацiї GPT-4
отримала вищий показник (77%) порiвняно з експертами (64%), проте рiзниця не
виявилася статистично значущою (p = .185). Надлишкова варiацiя створена дода-
ванням нерелевантної iнформацiї до звичайної постановки задачi, що, ймовiрно,
спричиняє бiльшу плутанину для експертiв.

У випадку лiнгвiстичного заплутування рiзниця мiж моделями та експертами
є набагато меншою (70% для GPT-4 проти 74% в експертiв) i навiть трохи краща
для останнiх. Проте ця рiзниця не визнається статистично значущою (p = .714).
Одна з гiпотез полягає в тому, що ефективнiсть GPT-4 у лiнгвiстично заплутанiй
варiацiї знижується через бiльшу кiлькiсть тексту, що ускладнює виокремлення
релевантної iнформацiї.

Для параметризованої форми ефективнiсть GPT-4 порiвняно з експертами
майже однакова (67% проти 70%), що може свiдчити про недостатню точнiсть
моделi пiд час обчислень iз бiльшим обсягом арифметики. У деяких випадках бу-
ло вiдзначено, що попри правильнi кроки обґрунтування GPT-4 могла генерувати
неправильнi ланцюги виразiв, що призводило до хибних результатiв.

З Таблицi 4.4 видно, що результативнiсть GPT-4 є чутливою до вiдмiнностей у
формулюваннях задач, якi було задано п’ятьма формами у нашому наборi даних.
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Зокрема, було виявлено, що GPT-4 значно краще розв’язує комбiнаторнi задачi,
поданi в математичнiй формi (94%), порiвняно з надлишковими, лiнгвiстично за-
плутаними та параметризованими варiацiями (77%, 70% та 67% вiдповiдно). Це
свiдчить про певну нездатнiсть моделi до узагальнення у мiркуваннi без дода-
ткових етапiв навчання моделей. Утiм, данi висновки отриманi на дослiдження
роботи моделей з набором даних Combi-Puzzles, якi пiдтвердження у вiдповiдно-
му дослiдженнi.

Водночас, рiзниця у частотi надання правильних розв’язкiв експертами серед
рiзних варiацiй не є статистично значною. Це вказує на те, що здатнiсть експертiв
до розв’язання комбiнаторних задач не є залежною до модифiкацiй текстiв задач.

На деяких варiацiях модель GPT-4 значно перевершує експертiв, особливо
у задачах iз чiтким формулюванням (математична варiацiя) i без додаткових
лiнгвiстично-стилiстичних манiпуляцiй. Проте експерти виявляються бiльш гну-
чкими у розв’язаннi задач з нестандартними умовами та можуть краще адапту-
ватися до модифiкацiй у формулюваннi задач [85].

4.6. Детальний аналiз окремих випадкiв задач

Аналiз окремих задач надав можливiсть з’ясувати, якi варiацiї задач були
найскладнiшими для експертiв та ВММ. На Рисунку 4.5 зображено кiлькiсть
правильних розв’язкiв, наданих GPT-4 та експертами по кожнiй варiацiї задач у
наборi Combi-Puzzles. По осi X зазначено номер задачi, а по осi Y – кiлькiсть пра-
вильних розв’язкiв. Результати тестування моделi GPT-4 формувалися на основi
5 запитiв (кожен запит виконувався у окремiй сесiї), а результати тестування екс-
пертiв – з 5 учасникiв з найкращим результатом серед кожної групи.

З Рисунку 4.5 видно, що кiлькiсть правильних розв’язкiв наданих експертами
варiюється бiльше нiж кiлькiсть розв’язкiв вiд GPT-4. Модель має бiльш поляри-
зовану тенденцiю: якщо GPT-4 здатна розв’язати вiдповiдну задачу у запропоно-
ванiй варiацiї, вона зберiгає цей результат на рештi запитiв. Натомiсть здатнiсть
експертiв розв’язати задачi у рiзних варiацiях залежить вiд iндивiдуальних осо-
бливостей кожного учасника та їхнього досвiду у комбiнаторицi.

Також помiтно, що в деяких випадках жоден з запитiв моделi GPT-4 та експер-
ти не надали жодного правильного розв’язку для окремих задач. Зокрема, задачi
p4/param, p10/math та p25/math були розв’язанi GPT-4 у 4, 5 та 5 випадках вiдпо-
вiдно, тодi як експерти не дали жодного правильного розв’язку. Аналогiчно задачi
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(а) GPT-4

(б) Експерти

Рис. 4.5: Iндивiдуальнi бали за задачi та вiдсоток правильних розв’язкiв, пред-
ставленi для GPT-4 та експертiв.
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p18/ling.obfus та p20/ling.obfus були розв’язанi експертами у 5 та 4 випадках вiд-
повiдно, тодi як GPT-4 не надала жодного правильного розв’язку. Повнi форму-
лювання цих задач наведено у таблицi 4.8. Кожну задачу та її варiацiю у таблицi
задано iдентифiкатором у виглядi ProblemID/variation. У вiдповiдних стовпчиках
таблицi зазначено кiлькiсть разiв, коли задачу було правильно розв’язано (1) мо-
деллю GPT-4 та (2) експертами. Тексти задач наведенi українською мовою, якою
проводилося експериментальна частина з людьми. Моделi пiд час експерименту-
вання працювали з англiйськими текстами задач. Мови були обранi вiдповiдно до
того, на яких моделi мали бiльше попереднього тренування, а учасники – мате-
матичного шкiльного досвiду.

У задачi p25/math комбiнаторний розв’язок мiстить окремi пiдзадачi з нулем,
однiєю та кiлькома чорними кулями, пiсля чого застосовується правило суми:
C(25, 0) + C(25, 1) + C(25, 2) + C(25, 3) =

∑︁3
i=0C(25, i). Аналiз розв’язкiв GPT-

4 свiдчить, що модель правильно подiлила задачу на пiдзадачi, розв’язала їх i
пiдсумувала результати. Дана задача є однiєю з найскладнiших у наборi даних,
її математичну варiацiю не розв’язав жоден з експертiв.

Також GPT-4 продемонструвала кращий результат у задачi p10/math порiвня-
но з експертами. Експерти не врахували, що шукається кiлькiсть рiзних наборiв
куль, i надали розв’язок 39. Натомiсть GPT-4 правильно розпiзнала умову й обра-
ла вiдповiдну комбiнаторну формулу: C(11, 2) = 55.

В окремих випадках модель GPT-4 виявляла здатнiсть iдентифiкувати мате-
матичнi концепцiї у задачах та застосовувати їх для розв’язання бiльших скла-
дних випадкiв параметризованої варiацiї задач. Наприклад, у задачi p4/param
GPT-4 розпiзнала послiдовнiсть чисел Каталана i вiдразу використала формулу
Cn = (2n)!

(n+1)!n! , що дозволило отримати правильний розв’язок.
Водночас GPT-4 мала певнi труднощi з розв’язанням варiацiй лiнгвiстично-

го заплутування, якi вважаються одними з найпростiших у наборi даних: задачi
p18/ling.obfus та p20/ling.obfus були успiшно розв’язанi експертами, тодi як GPT-4
не надала жодного правильного розв’язку. Це свiдчить про те, що додавання не-
релевантної iнформацiї або змiна стилю викладу задачi ускладнюють для моделi
вiдокремлення суттєвої iнформацiї задачi.

Прикладом додаткових умов є задача: “Визначте кiлькiсть рiзних способiв,
якими тура може перемiститися з початкової до кiнцевої позицiї на шаховiй дошцi
3×3, не проходячи через середню клiтинку.”. Усi три конфiгурацiї моделi LLaMA
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Таблиця 4.8: Деякi приклади задач з найгiршими результатами розв’язання серед
моделi GPT-4 (а) та експертiв (б).

ID задачi та Умова а б
p4/param: У кiнотеатрi черга на фiльм. Квиток коштує 5 фунтiв. 5 лю-
дей мають банкноту у 10 фунтiв кожна, i ще 5 людей мають банкноту
у 5 фунтiв кожна. На початку касир немає решти. Скiльки iснує рiзних
способiв формування черги, щоб кожен мiг купити квиток?

4 0

p10/math: У скринi є 3 кулi, якi пронумерованi вiд 1 до 3. Ви дiстаєте кулi
9 разiв одну за одною, кожного разу повертаючи кулю назад до скринi.
Скiльки рiзних можливих наборiв куль ви можете отримати?

5 0

p18/ling.obfus: Лицар, який живе у мiстi Ґрiнфiлдс, планує брати участь
на щорiчних лицарських змаганнях. По-перше, вiн повинен доїхати до мi-
стечка Понiвiль, де отримає свого благородного скакуна. Є 3 дороги мiж
Ґрiнфiлдсом i Понiвiлем. У нього є вибiр з 7 коней у Понiвилi. Пiсля цьо-
го вiн повинен поїхати у мiсто Садделфорд та обрати новий блискучий та
комфортний садунок. Є 5 дорiг мiж Понiвiлем i Садделфордом. Скiльки
iснує шляхiв, щоб подорожувати з Ґрiнфiлдса до Садделфорда через По-
нiвiль?

0 5

p20/ling.obfus: Ви керуєте двома островами та церемонiальним човном, i
ваша робота полягає у тому, щоб зробити кiлька пiдготувань до важливо-
го фестивалю. На кожному островi знаходять найвище дерево, яке потiм
вирiзають у тотем, щоб розмiстити на пляжi. Як тiльки зрубають одне з
двох дерев, на материк надсилається телеграма разом з датою та часом.
Коли один з двох тотемiв встановлено на пляжi, надсилається iнша теле-
грама. Також вам потрiбно переконатися, що церемонiальний човен буде
прикрашено. Коли й ця робота буде завершена, надсилається ще одна те-
леграма. У вас є працiвники на кожному островi та човнi. Ви не знаєте,
скiльки часу займає кожна робота. Наприкiнцi пiдготувань ви дивитесь
на порядок отриманих телеграм. Скiльки iснує рiзних послiдовностей?

0 4

p25/math: У скринi знаходиться 25 куль бiлого кольору, якi пронумеро-
ванi вiд 1 до 25, та 25 куль чорного кольору, якi пронумерованi вiд 1 до 25.
Ви дiстаєте по однiй 25 куль, не повертаючи їх назад до скринi. Щоразу
коли ви дiстаєте кулю з номером N певного кольору, куля з таким самим
номером iншого кольору зникає зi скринi. Скiльки рiзних послiдовностей
куль iснує, якi мiстять максимум 3 чорних кулi?

5 0

3.1 (з урахуванням 8, 70 та 405 млрд. параметрiв) успiшно розв’язали початкову
версiю задачi, надавши правильний розв’язок. З рис. 4.6 можна бачити, що у
випадку з додатковим обмеженням про заборону використання середньої клiтинки
дошки, модель неправильно порахувала кiлькiсть можливих шляхiв. Натомiсть
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експерти не зазнали подiбних труднощiв, правильно зазначивши, що кiлькiсть
правильних шляхiв дорiвнює 2.

Рис. 4.6: LLaMA 3.1 i експерти, що розв’язують комбiнаторну задачу у двох умо-
вах: звичайну версiю та з додатковими обмеженнями.

Таким чином, виявлено що моделi не завжди здатнi розв’язувати задачi через
неправильне розумiння умов або неможливiсть врахувати усi можливi варiанти
вiдповiдi. Наприклад, мовнi моделi закономiрно пропускають ключовi деталi або
не враховувати додатковi обмеження, що свiдчить про потребу подальшого вдо-
сконалення самоаналiзу на необхiдностi внутрiшнього мiркування моделей.

4.7. Висновки та подальшi дослiдження

Вплив математичних роздiлiв на ефективнiсть моделей при розв’язаннi
задач. Дослiдження демонструє застосування передових мовних моделей для
оцiнки ефективностi розв’язання задач у рiзних математичних роздiлах. Пiд час
роботи з набором даних NuminaMath-TIR було виявлено значнi вiдмiнностi у ефе-
ктивностi роботи моделей у генерацiї розв’язкiв мiж видiленими математичними
роздiлами: алгебра, геометрiя, теорiя чисел та комбiнаторика. Результати пiдтвер-
джують статистично значущу залежнiсть мiж математичними роздiлом та часто-
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тою правильних розв’язкiв. Найбiльш складною темою виявилася комбiнаторика,
на якiй протестованi моделi продемонстрували найнижчi результати.

Проведений аналiз засвiдчує послiдовнi закономiрностi поведiнки протестова-
них моделей: роздiл алгебри зазвичай дає найвищi результати для всiх моделей,
що свiдчить про високу здатнiсть працювати з формальними текстами. Водно-
час комбiнаторика стабiльно виявляється найскладнiшою для пошуку правиль-
них розв’язань у бiльшостi випадкiв. Врахування особливостей походження ма-
тематичних задач є важливим для подальшого покращення роботи моделей при
розв’язаннi математичних задач. Зокрема, важливим є пiдготовка та класифi-
кацiя навчальних наборiв даних орiєнтованих для виправлення в ефективностi
моделей за рiзноманiтними роздiлами.

Хоча усi вiдмiнностi в ефективностi моделей мiж роздiлами були значущими,
спостерiгалося, що деякi моделi, зокрема GPT-4o-mini i Llama-3.1-8B-Instruct, ви-
являють бiльшу чутливiсть до вiдповiдних роздiлiв задач (χ2 > 180). Для моделей
Mathstral-7B та Qwen2.5-Math-7B характернi бiльш стабiльнi показники ефектив-
ностi в роздiлах задач (χ2 < 150). Це пiдкреслює важливiсть використання таких
технiк, як iнтегроване розумiння з iнструментами ToRA, задля отримання бiльш
стабiльних результатiв моделей по рiзних математичних роздiлах задач. Про це
також свiдчать результати ВММ Qwen2.5-Math-7B, яка згiдно опису має iнте-
грований ToRA, але незважаючи на вiдносно невеликий розмiр моделi, показала
вищу загальну ефективнiсть у всiх роздiлах задач.

Цi результати наголошують на важливостi врахування специфiки роздiлiв рi-
зноманiтних математичних задач для подальшого дослiдження моделей у галузi
обробки математичних даних. Це може сприяти створенню адаптивних систем
навчання, здатних ефективно сприймати тонкощi рiзних математичних роздiлiв.

Висновки дослiдження з набором даних Combi-Puzzles. Було запро-
ваджено набiр даних Combi-Puzzles для оцiнки здатностi ВММ до мiркування
у комбiнаторних задачах та методологiю для створення наборiв даних для цьо-
го завдання. За пiдсумками результатiв експериментiв GPT-4 продемонструвала
найбiльш високу роботу з математичними комбiнаторними задачами серед про-
тестованих ВММ. Зокрема, було встановлено, що модель у середньому повертає
бiльшiсть кiлькiсть правильних розв’язкiв у порiвняннi з учасниками з олiмпiа-
дним досвiдом.

Результати свiдчать про те, що здатнiсть GPT-4 до мiркувань вища, коли ком-
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бiнаторнi задачi представленi у формально-математичному стилi (математична
варiацiя, 94%). Однак також було установлено, що у наведеному наборi даних
ефективнiсть GPT-4 значно погiршується, коли у текстах задачi вводиться зайва
iнформацiя (надлишкова варiацiя, 77%), коли умова задачi представлена у незна-
йомому наративному стилi (лiнгвiстичне заплутування, 70%), а також при змiни
параметрiв задачi (параметризована варiацiя, 67%). Незважаючи на гiршi сере-
днi показники, учасники у дослiдженнi мали рiзнi надання правильних точностi
на дослiджуваних варiацiях задач, не було виявлено залежностей мiж частотою
надання правильних розв’язкiв та варiацiями задач.

Вдосконаленi методiв генерацiї синтетичних комбiнаторних задач.
У роботi було проведено дослiдження використання нейромережевих методiв вiд-
бору та генерацiї синтетичних варiацiй комбiнаторних задач iз залученням суча-
сної великої мовної моделi GPT-4o-mini. За допомогою запропонованого методу
було вiдiбрано данi та згенеровано синтетичнi варiацiї, зберiгаючи основний змiст
математичних задач. Це дозволило оцiнити здатнiсть моделей до узагальнення
мiркування та слiдування заданим iнструкцiям. Знайти приклади згенерованих
задач можна у Додатку Г Приклади синтетичних текстiв задач.

Статистичний аналiз за допомогою тестiв на перестановку показав, що модель
не виявляє суттєвих вiдмiнностей у розв’язаннi введених варiацiй задач порiв-
няно з оригiнальною, за винятком прихованої варiацiї, яка отримала найнижчi
оцiнки. Водночас кореляцiйний аналiз варiацiй, згенерованих нейромережевими
методами, показав, що задачi мають низький рiвень взаємозв’язку мiж собою.
Знижений ризик повторюваностi означає, що кожна варiацiя робить унiкальний
внесок у процес генерацiї текстiв.

Окрiм цього, для оцiнювання здатностi моделi до узагальнення було введено
нову метрику – Показник варiацiйної узгодженостi, який поєднує частоту пра-
вильно наданих розв’язкiв задач та їхньою вiдповiднiстю оригiнальним текстам.
За результатами експериментування, незважаючи на найбiльший розмiр обробле-
них текстiв, художня варiацiя зберегла найвищу оцiнку якостi. Данi результати
свiдчать про те, що модель здатна генерувати унiкальнi та точнi математичнi
данi, зберiгаючи їхню математичну основу.

У майбутнiх дослiдженнях пiдкреслюється важливiсть пiдвищення адаптив-
ностi моделей шляхом вивчення вдосконалених методiв навчання, якi покращу-
ють обробку рiзноманiтних текстових манiпуляцiй. Це може бути досягнуто шля-
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хом впровадження стратегiй тренування моделей та нейро-символiчних систем, а
також використання рiзноманiтних навчальних наборiв даних. Зусилля в цьому
напрямку можуть призвести до покращення загальної здатностi моделей до уза-
гальнення та пiдвищення їхньої стiйкостi в задачах математичного мiркування.

Обмеження ВММ та напрямки подальших розробок. Попри значу-
щiсть отриманих результатiв, дослiдження має певнi обмеження. Було продемон-
стровано, що мовнi моделi виявляють високу чутливiсть до змiн у формулюваннi
задач, що знижує точнiсть розв’язань при введеннi зайвої iнформацiї або лiнгвi-
стичних модифiкацiй.

Складнiсть комбiнаторних задач та їх математичний пiдтекст iнодi перевищу-
ють здатностi моделей до адекватного мiркування, що потребує iнтеграцiї фор-
мальних методiв, яку можна досягнути за рахунок розробки автоматизованих
систем перевiрки й формалiзацiї синтетичних даних для забезпечення бiльш ста-
бiльної якостi генерованих результатiв.

Подальшi дослiдження можуть бути зосередженi на розробцi модифiкованих
архiтектур великих мовних моделей, стiйкiших до стилiстичних варiацiй та надли-
шкової iнформацiї. Такi архiтектури мають передбачати iнтеграцiю формальних
методiв мiркування й символьних обчислень з ВММ для пiдвищення точностi та
послiдовностi математичних розв’язань.

Iншим напрямком для полiпшення iснуючих методiв за рахунок отриманих
результатiв є розширеннi пiдходiв генерацiї синтетичних даних, з метою охоплення
ширшого спектру математичних задач рiзних математичних роздiлiв.

Не можна також забувати про важливiсть етичних аспектiв використання шту-
чного iнтелекту в освiтi та наукових дослiдженнях, якi сприяють подальшому
вдосконаленню автоматизованих освiтнiх систем.

Практичне значення та перспективи використання отриманих ре-
зультатiв. Практичне значення проведеного дослiдження полягає в наступно-
му:

• Розробленi методи синтезу даних та генерацiї комбiнаторних задач мо-
жуть бути використанi для покращення адаптивних освiтнiх систем, що
пiдтримують автоматизований процес навчання та оцiнки учнiв.

• Запропонована методологiя формалiзацiї математичних текстiв дозволяє
оптимiзувати процес переведення задач з природної мови у формальнi ма-
тематичнi вирази, що має важливе значення для розвитку автоматизова-
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них систем доведень.
• Використання нової метрики варiацiйної узгодженостi дає можливiсть здiй-

снювати бiльш глибокий аналiз якостi генерованих даних, що може стати
основою для подальших дослiджень та комерцiйних застосувань у сферi
штучного iнтелекту.

• Результати експериментального дослiдження сприяють побудовi мiцного
мiстка мiж можливостями ВММ та практичними потребами математичної
освiти та наукових розробок.

Таким чином, було проведено комплексний аналiз якостi науково-методичного
апарату, що пiдтверджує доцiльнiсть впровадження запропонованих крокiв з ме-
тою покращення алгоритмiв генерацiї розв’язань i синтезу даних математичних
комбiнаторних задач. Данi результати мають важливе значення для подальших
дослiджень за напрямком розвитку моделей у математичних задачах i практи-
чного застосування мовний моделей у освiтньо-практичних цiлях.
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ВИСНОВКИ

У данiй дисертацiйнiй роботi проведено комплексне дослiдження можливостей
великих мовних моделей для синтезу даних, генерацiї математичних комбiнатор-
них задач та автоматичної формалiзацiї математичних текстiв. Результати роботи
пiдтверджують актуальнiсть i доцiльнiсть застосування сучасних нейромереже-
вих пiдходiв для вирiшення завдань математичного мiркування. Основнi науковi
досягнення роботи можна пiдсумувати наступним чином:

• Проведено огляд стану сучасних методiв для обробки природної мови та
моделей штучного iнтелекту для роботи з математичними задачами, зокре-
ма архiтектур моделей для генерацiї текстiв, методiв машинного навчання,
iнженерiї запитiв при роботi з мовними моделями, задiяння додаткових
iнструментiв для символьної обробки даних, iснуючих наборiв даних та
метрик оцiнювання. Видiлено особливостi рiзних типiв математичних за-
дач та проведено повiряння ефективностi моделей у генерацiї розв’язкiв
за допомогою версiй мовних моделей GPT-4, Qwen, LLaMA та Mistral.

• Розроблено набiр даних Combi-Puzzles, який включає набiр з комбiнатор-
них задач з систематичною модифiкацiєю умов за рахунок керування на-
ступними параметрами та особливостями задач: конфiгурацiя параметрiв
задачi, додавання зайвої iнформацiї, змiна лiнгвiстично-стилiстичної фор-
мату тексту умов задач.

• Проведено експериментальне порiвняння ефективностi моделей до розв’язання
математичних комбiнаторних задач на синтезованих даних та оцiнено бiльш
нiж 36 тис. iз залученням сучасних ВММ iз рiзними архiтектурами та iнте-
грованими методами для проведення математичного мiркування, зокрема
з версiями моделей GPT-4, LLaMA, Mixtral у кiлькох розмiрах та специ-
фiкацiях.

• Проведено експериментальну частину з залученням людей-експертiв, якi
мають олiмпiадний математичний досвiд. Результати експертiв доданi як
метрика для оцiнювання ефективностi роботи ВММ. Порiвняльний аналiз
показав, що мовнi моделi здатнi демонструвати високу точнiсть у розв’язаннi
задач заданих на вхiд у формальному виглядi, водночас з цим їхня ефе-
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ктивнiсть суттєво знижується за наявностi додаткового iнформацiйного
шуму та стилiстичних змiн текстiв задач.

• Запропоновано новий метод для генерацiї синтетичних варiацiй матема-
тичних комбiнаторних задач через систематичну манiпуляцiю текстiв за
рахунок контролю параметрiв задач. Для оцiнювання якостi згенерованих
даних запроваджено нову метрику Показник варiацiйної узгодженостi,
яка дозволяє оцiнити якiсть генерованих синтетичних даних через ана-
лiз частоти правильних розв’язкiв i коефiцiєнтiв кореляцiї мiж варiацiями
задач. Цей пiдхiд сприяє розширенню навчальних корпусiв i пiдвищенню
варiативностi даних.

Отриманi результати пiдтверджують виконання поставлених завдань i дося-
гнення загальної мети дослiдження щодо синтезу даних та генерацiї математичних
комбiнаторних задач за допомогою великих мовних моделей.

Проведене дослiдження демонструє високий потенцiал великих мовних моде-
лей у генерацiї математичних текстiв i вдосконаленнi систем автоматизованого
пошуку доведень. Розробленi методи не лише пiдвищують ефективнiсть методiв
генерацiї синтетичних математичних задач, а й вiдкривають новi можливостi для
iнтеграцiї нейромережевих пiдходiв iз формальними методами. Отриманi резуль-
тати становлять важливий внесок у сучасний напрям дослiдження штучного iнте-
лекту, який спрямований на розвиток методiв обробки i генерацiї даних, а також
є важливим для подальшої iнтеграцiї вiдповiдних систем у навчальнi середовища,
тести та платформи для дистанцiйного навчання, що сприяє її використанню у
реальних освiтнiх процесах.

Таким чином, дисертацiйна робота пiдтверджує досягнення поставленої мети
та сприяє подоланню iснуючих викликiв у цiй галузi. Отриманi результати за-
кладають основу для подальших наукових розробок у сферi обробки природної
мови та штучного iнтелекту, спрямованих на ефективну роботу з математичними
даними.
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Додаток Б
Опис та доступи до протестованих моделей

Детальнi описи вiдкритих моделей (квантованих версiй) та моделей вiд OpenAI
доступнi за наступними посиланнями:

1. LLaMA-2-7B-Chat:
https://huggingface.co/TheBloke/Llama-2-7B-Chat-GGUF.

2. LLaMA-2-13B-Chat:
https://huggingface.co/TheBloke/Llama-2-13B-chat-GGUF.

3. LLaMA-2-70B-Chat:
https://huggingface.co/TheBloke/Llama-2-70B-Chat-GGUF.

4. LLaMA-3.1-8B-Instruct:
https://huggingface.co/QuantFactory/Meta-Llama-3.1-8B-Instruct-GGUF.

5. LLaMA-3.1-70B-Instruct:
https://huggingface.co/bartowski/Meta-Llama-3.1-70B-Instruct-GGUF.

6. LLaMA-3.1-405B-Instruct: (доступна через API)
https://build.nvidia.com/meta/llama-3_1-405b-instruct/modelcard.

7. Mixtral-8x7B:
https://huggingface.co/TheBloke/Mixtral-8x7B-v0.1-GGUF.

8. Mixtral-8x7B-Instruct:
https://huggingface.co/TheBloke/Mixtral-8x7B-Instruct-v0.1-GGUF.

9. Mathstral-7B:
https://huggingface.co/QuantFactory/mathstral-7B-v0.1-GGUF.

10. Qwen2-7B-Instruct:
https://huggingface.co/QuantFactory/Qwen2-7B-Instruct-GGUF.

11. Qwen2-Math-7B:
https://huggingface.co/QuantFactory/Qwen2-Math-7B-GGUF.

12. Qwen2.5-Math-7B:
https://huggingface.co/QuantFactory/Qwen2.5-Math-7B-GGUF.

13. GPT-4-Turbo: (доступна через API)
https://platform.openai.com/docs/models/#gpt-4-turbo-and-gpt-4.

14. GPT-4o-mini: (доступна через API)
https://platform.openai.com/docs/models/gpt-4o-mini#gpt-4o-mini.
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Додаток В
Повнi результати учасникiв експерименту

На рис. В.1 можна бачити детальнi результати роботи учасникiв у розв’язаннi
задач набору Combi-Puzzles.

Результати включають усiх 35 учасникiв, результати учасникiв ранжованi вiд
найкращого до найгiршого у кожнiй з груп. Для формування загальних резуль-
татiв, обиралися 5 “експертiв” у кожнiй з груп (25 учасникiв разом) згiдно поста-
новки експерименту.

“0” свiдчить про те, що вiдповiдь учасника була неправильною, “1” – правиль-
ною, мiнус – учасник не передав вiдповiдь на задачу (еквiвалентно “0”).

Рис. В.1: Детальнi результати учасникiв експерименту на задачах набору Combi-
Puzzles. Кольори вказують на варiацiю вiдповiдної задачi: звичайна (сiрий), ма-
тематична (блакитний), надлишкова (червоний), параметризована (зелений), лiн-
гвiстичне заплутування (фiолетовий).
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Додаток Г
Приклади синтетичних текстiв задач

Таблицi Г.1, Г.2, Г.3, Г.4, Г.5 мiстять приклади задач та їх згенерованих варiа-
цiй, якi були створенi пiд час експериментування з моделлю GPT-4o-mini. Задачi
представлено англiйською мовою – мовою вхiдного набору даних NuminaMath-
CoT.

Таблиця Г.1: Задача 35: Варiацiї задачi та умови. Даний приклад також мiстить
вiдповiдь в умовi задачi.

Варiацiя
задачi

Умова задачi (англ.)

Оригi-
нальна

In a store, there are 9 headphones, 13 computer mice, and 5 keyboards for
sale. Besides these, there are also 4 sets of "keyboard and mouse"and 5
sets of "headphones and mouse."How many ways can you buy three items:
headphones, a keyboard, and a mouse? Answer: 646.

Художня In the bustling marketplace of Technotown, there lived a savvy shopper
named Alex. One day, while perusing the electronics shop, Alex spotted 9
vibrant headphones, 13 sleek computer mice, and 5 stylish keyboards lining
the shelves. But that was not all! The shop also offered unique bundles: 4 sets
where a keyboard and a mouse danced together, and 5 delightful sets pai-
ring headphones with a mouse. Eager to enhance their tech collection, Alex
wondered how many distinct combinations they could create by choosing one
pair of headphones, one keyboard, and one mouse. Little did Alex know, the
answer would be an astonishing 646 possibilities!

Надлиш-
кова

In a store, there are 9 headphones, 13 computer mice, and 5 keyboards for sale,
alongside 7 boxes of cereal, 3 bottles of soda, and a racing car toy. Besides these,
there are also 4 sets of "keyboard and mouse"and 5 sets of "headphones and
mouse."How many ways can you buy three items: headphones, a keyboard,
and a mouse? Answer: 646.

Прихована In a bakery, there are 9 different cakes, 13 types of pastries, and 5 kinds of
bread available. Additionally, there are also 4 "cake and pastry"combos and 5
"cake and bread"combos. How many ways can you choose three items: a cake,
a bread, and a pastry?

Вiдповiдь 646
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Таблиця Г.2: Задача 153: Варiацiї задачi та умови.

Варiацiя
задачi

Умова задачi (англ.)

Оригi-
нальна

Jessica has three identical cactus plants and two identical bamboo plants. She
also has three identical blue lamps and two identical green lamps she can put
each plant under (she can put more than one plant under a lamp, but each
plant is under exactly one lamp). How many ways are there for Jessica to put
her plants under her lamps?

Художня In a quaint little town, there lived a creative gardener named Jessica who
adored both cacti and bamboo. She had collected three identical cactus plants
that stood tall and proud, alongside two identical bamboo plants that swayed
gently in the breeze. Jessica also had a collection of three identical blue lamps
that cast a calming glow and two identical green lamps that provided a refreshi-
ng light. Eager to arrange her plants in the most picturesque way, she pondered
how to distribute each of her five plants under her five lamps. Each plant would
claim the warm glow of one lamp, and some lamps might even host more than
one plant. As she enjoyed a cup of tea, Jessica wondered: how many different
ways could she arrange her beloved plants beneath her charming lamps?

Надлиш-
кова

Jessica has three identical cactus plants and two identical bamboo plants. She
also has 12 blue marbles and 7 green bicycles she can put each plant under (she
can put more than one plant under a lamp, but each plant is under exactly
one lamp). How many ways are there for Jessica to put her plants under her
lamps?

Прихована In a bustling kitchen, Jessica has three identical jars of spices and two identical
jars of sauces. She also has three identical spice racks and two identical sauce
shelves where she can organize each jar (she can place more than one jar on
a shelf, but each jar goes on exactly one shelf). How many ways are there for
Jessica to arrange her jars on her shelves?

Вiдповiдь 9
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Таблиця Г.3: Задача 174: Варiацiї задачi та умови. Оригiнальна задача мiстить
неправильну вiдповiдь 4, замiсть правильної – 6.

Варiацiя
задачi

Умова задачi (англ.)

Оригi-
нальна

How many different four-digit numbers can be formed by arranging the four
digits in 2005?

Художня In the bustling town of Numberland, the annual Festival of Digits was
approaching, and all the townsfolk were excited to showcase their numeric
talents. This year, the highlight of the festival was the Grand Assembly of
Four. Four unique digits, inspired by the year 2005—two 0s, a 2, and a 5—were
entrusted to the cleverest minds to create a dazzling display. The town’s mayor
announced, “Let us see how many unique four-digit creations can emerge from
these digits! Who can rise to the challenge and arrange the digits of 2005 in
the most thrilling ways?”

Надлиш-
кова

How many different four-digit numbers can be formed by arranging the four
digits in 2005, considering that a cat can jump 3 feet and there are 42 planets
in the universe?

Прихована In a small town, a chef is experimenting with four unique spices: cinnamon,
paprika, cumin, and oregano. How many different spice blends can be created
by arranging the four spices in a signature dish?

Вiдповiдь 4

Таблиця Г.4: Задача 2144: Варiацiї задачi та умови.

Варiацiя
задачi

Умова задачi (англ.)

Оригi-
нальна

Harry, Ron, Neville, and Hermione are having a race on their broomsticks. If
there are no ties, in how many different possible orders can they finish?

Художня Once upon a time in the magical land of Hogwarts, four young wizards—Harry,
Ron, Neville, and Hermione—decided to hold a thrilling broomstick race
through the enchanted Forbidden Forest. As they soared above the treetops,
the excitement intensified, and none of them wanted to finish in the same
position as their friends. If there were no ties in this exhilarating contest, how
many unique ways could they cross the finish line?

Надлиш-
кова

Harry, Ron, Neville, and Hermione are having a race on their broomsticks while
47 blue balloons float in the sky. If there are no ties, in how many different
possible orders can they finish while counting the 92 stars visible at night?

Прихована Four friends—Alice, Ben, Charlie, and Dana—are participating in a cooking
contest. If there are no ties, in how many different possible ways can they
place in the final rankings?

Вiдповiдь 24
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Таблиця Г.5: Задача 3921: Варiацiї задачi та умови.

Варiацiя
задачi

Умова задачi (англ.)

Оригi-
нальна

How many ways can we put 4 math books and 5 English books on a shelf if all
the math books must stay together and the English books are always arranged
in non-decreasing order of their sizes?

Художня In the enchanting library of Wordsmith Academy, there lived four unique tomes
of mathematics, each buzzing with intriguing theorems and formulas, and five
beautifully bound volumes of English literature, each with its own distinct size.
One day, the wise librarian decided to arrange them on a grand bookshelf.
However, she had some peculiar rules for the display: First, the four math
books, with their distinct covers and vibrant colors, had to remain nestled
together as a tight-knit family. Second, the five English books, filled with
poems and stories, needed to be placed in a precise order, from the smallest
to the largest, ensuring a graceful cascade of words. How many different ways
could the librarian arrange these volumes on the shelf, adhering to her special
requirements?

Надлиш-
кова

How many ways can we put 4 math books and 5 English books on a shelf if: All
the math books must stay together. The English books are always arranged in
non-decreasing order of their sizes, while there are 387 ducks and 512 apples
involved.

Прихована In a bakery, a chef has 4 unique types of cupcakes and 5 different flavors of
frosting to decorate them. How many ways can the chef arrange the cupcakes
and apply the frosting if all the cupcakes must be grouped together and the
frosting is applied in a non-decreasing order of sweetness levels?

Вiдповiдь 48
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