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Abstract. The asymptotic behavior of the gradient system, which is
a continuous analogue of the variant of the gradient method from [16]
for the minimization of strongly convex functions, is studied. Using
the Lyapunov analysis, estimates of the rate of convergence of the
gradient system were established.
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Анотацiя. Дослiджено асимптотичну поведiнку градiєнтної си-
стеми, яка є неперервним аналогом варiанту градiєнтного мето-
ду з [16] для мiнiмiзацiї сильно опуклих функцiй. За допомогою
другого методу Ляпунова встановлено оцiнки швидкостi збiжно-
стi градiєнтної системи до точки рiвноваги.
Ключовi слова: опуклiсть, оптимiзацiя, градiєнтна система,
збiжнiсть, функцiя Ляпунова.

Вступ

З гладкою задачею мiнiмiзацiї

f → min

можна зв’язати градiєнтну систему{
ẋ = −∇f(x),
x(0) = x0.

(1)

Класичний метод градiєнтного спуску є результатом дискретизацiї зада-
чi Кошi (1) за допомогою явного методу Ейлера (h > 0):

xk+1 − xk
h

= −∇f(xk).
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За рiзних умов у багатьох роботах [1–5] за допомогою другого методу
Ляпунова доведено, що траєкторiї системи (1) при великих t > 0 притягу-
ються до множини S = {x : ∇f(x) = 0} точок рiвноваги системи (1).

Iснують й iншi диференцiальнi рiвняння, траєкторiї яких мiнiмiзуючi.
Наприклад, так званий метод важкої кульки Поляка [4, 6–8]:{

ẍ+ aẋ = −∇f(x),
x(0) = x0, ẋ(0) = 0, a > 0;


ẋ = y,

ẏ = −ay −∇f(x),
x(0) = x0, y(0) = 0, a > 0.

У роботi [9] розглянуто задачу Кошi:{
ẍ+ 3

t ẋ = −∇f(x),
x(t0) = x0, ẋ(t0) = 0, t0 > 0;


ẋ = y,

ẏ = −3
t y −∇f(x),

x(t0) = x0, y(t0) = 0, t0 > 0.

(2)

Якщо здiйснити дискретизацiю задачi Кошi (2) таким чином
1

h2
(xk+1 − 2xk + xk−1) +

3

kh2
(xk − xk−1) = −∇f(yk),

де yk = xk+
(
1− 3

k

)
(xk − xk−1), то поклавши λ = h2, приходимо до вiдомого

швидкого градiєнтного методу Нестерова [10]:{
yk = xk +

k−3
k (xk − xk−1) ,

xk+1 = yk − λ∇f(yk).

В роботi [11] для α ≥ 3 розглянуто задачi Кошi:{
ẍ+ α

t ẋ = −∇f(x),
x(t0) = x0, ẋ(t0) = 0, t0 > 0;


ẋ = y,

ẏ = −α
t y −∇f(x),

x(t0) = x0, y(t0) = 0, t0 > 0.

(3)

Задача Кошi (3) майже не вiдрiзняється вiд (2), але має кращу асимптоти-
чну поведiнку при α > 3.

Зауважимо, що неперервнi методи мiнiмiзацiї (градiєнтнi системи) при-
вабливi тим, що для їх iнтегрування можна використати не тiльки явний
метод Ейлера, але й iншi методи, якi збiгаються швидше та краще при-
стосованi для iнтегрування жорстких систем диференцiальних рiвнянь. До
жорстких градiєнтних систем приходимо при мiнiмiзацiї яружних функцiй.

На цьому шляху можна отримати алгоритми мiнiмiзацiї, якi важко зна-
йти, залишаючись в рамках звичних уявлень про дискретнi iтерацiйнi про-
цеси. Це стимулює розвиток неперервних методiв розв’язання екстремаль-
них та близьких задач [12–15].

В данiй статтi дослiджується асимптотична поведiнка градiєнтної систе-
ми, яка є неперервним аналогом варiанту градiєнтного методу з [16] для
мiнiмiзацiї сильно опуклих функцiй. За допомогою другого методу Ляпу-
нова встановлено оцiнки швидкостi збiжностi градiєнтної системи до точки
рiвноваги.
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1. Градiєнтна система

Нагадаємо, що функцiю f : Rn → R називають L-гладкою, якщо вона
диференцiйовна та її градiєнт задовольняє умову Лiпшиця з константою
L > 0 [10]. Для L-гладкої функцiї має мiсце нерiвнiсть [10]

f(y) ≤ f(x) + (∇f(x), y − x) + L

2
‖x− y‖2 ∀x, y ∈ Rn.

Функцiю f : Rn → R називають сильно опуклою з константою µ > 0,
якщо

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)− 1

2
λ(1− λ)µ‖x− y‖2

для всiх x, y ∈ Rn, λ ∈ [0, 1]. Сильно опукла функцiя f : Rn → R досягає
мiнiмуму в єдинiй точцi x∗, причому

f(x)− f(x∗) ≥
µ

2
‖x− x∗‖2 ∀x ∈ Rn.

Для диференцiйовної сильно опуклої функцiї f має мiсце нерiвнiсть [10]

f(y) ≥ f(x) + (∇f(x), y − x) + µ

2
‖x− y‖2 ∀x, y ∈ Rn.

Для L-гладкої сильно опуклої функцiї f ∈ C2(Rn) друга похiдна до-
датньо визначена [10], точнiше для всiх x ∈ Rn

L‖ξ‖2 ≥ (∇2f(x)ξ, ξ) ≥ µ‖ξ‖2 ∀ξ ∈ Rn.

Припустимо, що C2-функцiя f : Rn → R сильно опукла (з константою
µ > 0) та L-гладка. Нехай

f∗ = f(x∗) = min
x∈Rn

f(x).

Розглянемо градiєнтну систему вигляду:
ẋ(t) = −d(x(t))∇f(x(t)),
d(x(t)) = ‖∇f(x(t))‖2

(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t))) ,

x(0) = x0.

(4)

Використовуючи для наближеного iнтегрування задачi Кошi (4) явну
схему Ейлера, отримуємо такий алгоритм:

xk+1 = xk − τk
‖∇f(xk)‖2

(∇2f(xk)∇f(xk),∇f(xk))
∇f(xk), τk > 0. (5)

Зауваження 1. Алгоритм (5) (з τk ≡ 1) запропоновано в [16] для розв’-
язання деяких задач cинтезу оберненого звязку в лiнiйних динамiчних си-
стемах. Логiка схеми така. У формулi xk+1 = xk − λ∇f(xk) слiд обрати
множник λ > 0. Розглянемо функцiю ϕ(t) = f (xk − t∇f(xk)), t ∈ [0,+∞),
та робимо один крок методу Ньютона

t1 = t0 −
ϕ′(t0)

ϕ′′(t0)
, t0 = 0.

122



А. Ю. ШАВЛЮК, В. В. СЕМЕНОВ

Отримуємо

λ = t1 =
‖∇f(xk)‖2

(∇2f(xk)∇f(xk),∇f(xk))
.

Зауваження 2. У монографiї [17] для пошуку нулiв диференцiйовних опе-
раторiв F , що дiють в гiльбертовому просторi H, розглядався близький до
(5) iтерацiйний процес

xk+1 = xk −
‖Fxk‖2

(F ′(xk)Fxk, Fxk)
Fxk. (6)

Ясно, що
1

L
≤ d(x(t)) = ‖∇f(x(t))‖2

(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t)))
≤ 1

µ

та задача Кошi (4) має єдиний розв’язок x : [0,+∞)→ Rn. Система (4) має
єдину точку рiвноваги — точку мiнiмуму функцiї f .

Перейдемо до обгрунтування схеми (4), тобто доведемо асимптотичну
стiйкiсть (4).

2. Ляпуновський аналiз
Проведемо аналiз асимптотичних властивостей градiєнтної системи (4)

за допомогою другого методу Ляпунова.

Лема 1. Має мiсце тотожнiсть

‖∇f(x(t))‖ = e−t‖∇f(x0)‖ ∀t > 0. (7)

Доведення. Розглянемо
d
dt

(
1
2‖∇f(x(t))‖

2
)
.

Маємо,
d
dt

(
1
2‖∇f(x(t))‖

2
)
= (∇2f(x(t))ẋ(t),∇f(x(t))) =

= −d(x(t))(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t))) =

= − ‖∇f(x(t))‖2

(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t)))
(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t))).

Звiдки,
d
dt

(
‖∇f(x(t))‖2

)
+ 2‖∇f(x(t))‖2 = 0,

тобто,
d
dt

(
e2t‖∇f(x(t))‖2

)
= 0.

Отже,
e2t‖∇f(x(t))‖2 = ‖∇f(x0)‖2 ∀t > 0.

Тотожнiсть (7) доведена. �

Лема 2. Мають мiсце нерiвностi

‖x(t)− x∗‖ ≤ e−
µ
2L
t‖x0 − x∗‖ ∀t > 0, (8)

f(x(t))− f∗ ≤
√

µ
Le
− µ

2L
t (f(x0)− f∗) ∀t > 0. (9)
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Доведення. Розглянемо функцiю

V (t) = 1
2‖x(t)− x∗‖

2.

Знайдемо d
dtV (t). Маємо,

d
dtV (t) = (x(t)− x∗, ẋ(t)) =

=
‖∇f(x(t))‖2

(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t)))
(x∗ − x(t),∇f(x(t)) ≤

≤ ‖∇f(x(t))‖2

(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t)))
(
f∗ − f(x(t))− µ

2‖x(t)− x∗‖
2
)
≤

≤ − µ
2L‖x(t)− x∗‖

2 = −µ
LV (t).

Звiдки,
d
dt

(
e
µ
L
tV (t)

)
≤ 0.

Отже,
e
µ
L
tV (t) ≤ V (0) ∀t > 0.

Нерiвнiсть (8) доведена. Нерiвнiсть (9) випливає з (8) та оцiнки
µ
2‖x− x∗‖

2 ≤ f(x)− f∗ ≤ L
2 ‖x− x∗‖

2 ∀x ∈ Rn.

Лема доведена. �

Зауваження 3. Для iтерацiйного методу (6) iз зауваження 2 можна роз-
глянути динамiчну систему{

ẋ(t) = − ‖Fx(t)‖2
(F ′(x(t))Fx(t),Fx(t))Fx(t),

x(0) = x0.
(10)

У випадку L-лiпшицевого та µ-сильно опуклого диференцiовного вiдобра-
ження F для системи (10) мають мiсце тотожнiсть та оцiнка

‖Fx(t)‖ = e−t‖Fx0‖, ‖x(t)− x∗‖ ≤ e−
µ
2L
t‖x0 − x∗‖ ∀t > 0.

3. O
(
ln 1

ε

)
–оцiнка

Сформулюємо основний результат.

Теорема 1. Нехай функцiя f : Rn → R — двiчi неперервно диференцiйовна,
сильно опукла (з константою µ > 0) та L-гладка. Тодi задача Кошi (4)
має єдиний розв’язок t → x(t) на [0,+∞), причому для довiльного ε > 0
має мiсце

max {‖∇f(x(t))‖, f(x(t))− f∗, ‖x(t)− x∗‖} ≤ ε
як тiльки

t ≥ max

ln
‖∇f(x0)‖

ε
,
2L

µ
ln

√
L
µ (f(x0)− f∗)

ε
,
2L

µ
ln
‖x0 − x∗‖

ε

 .
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Доведення. Нехай ε > 0. З нерiвностi (7) випливає

‖∇f(x(t))‖ ≤ ε

для t ≥ ln ‖∇f(x0)‖ε . Аналогiчно, з нерiвностей (8), (9) випливає

‖x(t)− x∗‖ ≤ ε

для t ≥ 2L
µ ln ‖x0−x∗‖ε , та

f(x(t))− f∗ ≤ ε

для t ≥ 2L
µ ln

√
L
µ (f(x0)−f∗)

ε , що i потрiбно було довести. �

Заключнi зауваження
У статтi дослiджено асимптотичну поведiнку градiєнтної системи, яка є

неперервним аналогом варiанту градiєнтного методу з [16] для мiнiмiзацiї
сильно опуклих функцiй. За допомогою другого методу Ляпунова встанов-
лено оцiнки швидкостi збiжностi градiєнтної системи до точки рiвноваги.

Подiбнi результати можна отримати для систем вигляду:{
ẋ(t) = − (∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t)))

‖∇2f(x(t))∇f(x(t))‖2 ∇f(x(t)),
x(0) = x0;{

ẋ(t) = − ‖∇f(x(t))‖2
‖∇2f(x(t))∗∇f(x(t))‖2∇

2f(x(t))∗∇f(x(t)),
x(0) = x0.

Данi системи є неперервними аналогами методу мiнiмальних нев’язок [17]
(варiант α-процесу).

Робота виконана за фiнансової пiдтримки МОН України (проєкт «Об-
числювальнi алгоритми i оптимiзацiя для штучного iнтелекту, медицини
та оборони», 0122U002026, 2022–2024 рр.).
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