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 У статті запропоновано алгоритм розв’язання задачі оптимального розподілу потужностей 
каналів передачі даних між провайдерами та користувачами мережі Інтернет. Сформульовано 

математичну модель проблеми розподілу обмеженого однорідного ресурсу з обмеженнями 

транспортного типу. Розглянуто метод розв’язування на основі потокового алгоритму Орліна. 
Запропоновано практичне застосування алгоритму для розв’язання реальної задачі розподілу. 

Отримано результати пропускних спроможностей каналів реальної комп'ютерної мережі при 

перспективному збільшенні потужностей з'єднань, представлених інтервалами запланованих змін. 

Проведено аналіз рішень, отриманих при різній кількості комутаційних серверів, зроблені висновки 
про вибір провайдера для оптимального забезпечення інформаційних потреб користувачів. 

 Ключові слова: канали зв’язку, розподіл потужностей, оптимізація пропускної здатності, 

потоковий алгоритм 
 

 The article proposes an algorithm for solving the problem of optimal distribution of the capacity of 

data transmission channels between providers and Internet users. A mathematical model of the problem of 

distribution of a limited homogeneous resource with transport-type constraints is formulated. A solution 
method based on Orlin's stream algorithm is considered. A practical application of the algorithm for solving 

a real distribution problem is proposed. The results of the capacity of the channels of the computer network 

are obtained with a perspective increase in the capacity of the connections represented by the intervals of the 
planned changes. An analysis of the solutions obtained with different number of switching servers was made, 

conclusions about the choice of the provider to meet the optimal information needs of users were made. 

 Key words: communication channels, power distribution, optimization of transparency, flow 
algorithm  
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Розв’язування прикладних багатоіндексних 

задач лінійного програмування транспортного 
типу [1], що відносяться до класу цілочисельних 

оптимізаційних задач [2], представляє особливий 

інтерес. Це пов’язано з тим, що на основі 
моделей багатоіндексних транспортних задач 

запропоновано підходи для вирішення ряду 

складних практичних проблем розподілу та 

планування. Однак, при цьому потрібно 
зауважити, що одним з перспективних напрямів 

при розробці ефективних алгоритмів розв’язання 

таких задач є виділення підкласів задач, для 
вирішення яких застосовуються потокові методи 

[3].  

Формулювання проблеми. Важливою для 

вирішення та практичного впровадження є 
проблема розподілу обмежених потужностей 

каналів передачі даних між різними вузлами 

мережі Інтернет. Припустимо, що розглядається 

локальна комп'ютерна мережа підприємства або 
навчального закладу, яка забезпечує вихід 

користувачів в Інтернет. Доступ користувачів до 

глобальної мережі і отримання необхідної 
інформації проводиться за допомогою декількох 

комунікаційних серверів, розміщених на 

території інформаційно-обчислювального центру 

(ІОЦ) підприємства і підключених високо-
швидкісними зовнішніми каналами зв'язку з 

провайдерами Інтернет. Рівні пропускних 

спроможностей серверів лежать в межах смуги 
пропускання (bandwidth) локальної мережі. 

Припустимо, що відомі потреби абонентів мережі 

в збільшенні швидкості отримання тієї або іншої 

кількості інформації. Задані побажання 
(переваги) абонентів щодо можливих об'ємів 

збільшення пропускних спроможностей для 
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передачі інформації від провайдера 

призначеному для користувача вузлу. Для 

реалізації побажань необхідно провести 
оновлення потужностей комутаційних серверів 

мережі шляхом розгортання нових, потужніших 

комп'ютерів або шляхом збільшення кількості 
існуючих серверів, що дозволяє збільшити 

сумарну пропускну спроможність групи 

комутаційних серверів. При цьому значення 
сумарної потужності серверів як у разі 

збільшення потужності наявного парку 

комп'ютерів, так і у разі збільшення кількості 

серверів передбачається однаковим. 
Припустимо, що в мережі реалізовані умови 

ефективної комутації каналів (щодо їх пропуск-

ної спроможності), які забезпечуються програмо-
ваними мережевими пристроями (комунікацій-

ними серверами, маршрутизаторами). Структура 

мережі та інформації, що розподіляється в ній, в 
загальному випадку може бути найрізноманітні-

шою. В даному випадку розглядається проблема 

розподілу потужностей каналів з наступними 

обмеженнями [4]: 
    - інформація розподіляється від провайдера до 

абонентів (вузлам) через комутаційні сервера по 

каналах зв'язку з пропускною спроможністю, що 
враховує задану ширину смуги пропускання; 

    - кожен абонент мережі обслуговується одним 

комутаційним сервером; 

    - пропускну спроможність отримання інфор-
мації для комутаційних вузлів і абонентів 

обмежено як зверху (принципові обмеження 

можливостей провайдера), так і знизу 
(мінімальна потреба абонентів в отримуваній 

інформації). 

Виходячи з наявного резерву ширини смуги 
пропускання зовнішнього з'єднання, необхідно 

максимально ефективно збільшити сумарну 

пропускну спроможність каналів зв'язку 

користувачів шляхом зміни сумарній потужності 
комунікаційних серверів з урахуванням як потреб 

і побажань абонентів (користувачів), так і 

можливостей ІОЦ. 

Загальна математична модель. Нехай 1N  – 

множина провайдерів глобальної мережі, 2N  – 

множина комунікаційних серверів, 3N  – 

множина абонентів. Через 
iA , 1,1 Ni  , 

позначимо величини максимальної ширини 

смуги пропускання каналу передачі даних, яку 

здатний надати провайдер i, 1,1 Ni  ; 
jB , 

2,1 Nj  , – величини максимальної ширини 

смуги пропускання каналу передачі даних, яку 

здатен забезпечити комунікаційний вузол j, 

2,1 Nj  ; 
kk CC , , 3,1 Nk  , – значення 

мінімальної і максимальної ширини смуги 

пропускання каналу передачі даних, яку 

необхідно надати абоненту k, 3,1 Nk  ; kt – 

пропускну здатність k-го абонентського пункту, 

3,1 Nk  . Тоді, припускаючи, що розподіл 

потужностей каналів зв'язку задовольняє умовам 

адитивності і пропорційності, можна розглядати 

задачу розподілу обмеженого однорідного 
ресурсу (смуги пропускання каналів зв'язку) з 

обмеженнями транспортного типу з метою 

знаходження оптимального плану передачі 
даних. Це забезпечує ефективне функціонування 

системи забезпечення користувачам Інтернет-

доступу, яке полягає в знаходженні оптимальних 

значень пропускних спроможностей iT  передачі 

даних i-м постачальником інформації 

(провайдером), 1,1 Ni  , і оптимальних значень 

пропускних спроможностей kt  використання 

локальних каналів зв'язку k-м користувачем, 

3,1 Nk  .  

Формально постановка данної задачі може 

бути записана у вигляді [5]: 
 

1max t ; 2max t ; … 
3

max Nt ,                   (1) 

за наступних  умов: 

;A=t
N
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  (2) 

 ii AT , 1,1 Ni  ,                    (3) 

 jj Bτ , 2,1 Nj  ,                   (4) 

  kkk CtC , 3,1 Nk  ,              (5) 

і при обмеженні 

;CAC
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             (6) 

де jτ – величини пропускних спроможностей 

каналів зв'язку, що забезпечуються j-м 

комунікаційним вузлом, 2,1 Nj  . 

Алгоритм Орліна для пошуку розв’язків у 

вигляді максимальних потоків. Алгоритм, 

запропонований Orlin J.B. [6], дозволяє звести 

задачу багатоіндексного лінійного програмував-
ня транспортного типу до потокової задачі, 

пропонуючи ефективну обчислювальну схему в 

порівнянні з оцінками складності загальних 
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методів вирішення завдань лінійного 

програмування. 

Згідно (1) - (5) представимо багатоіндексную 
транспортну задачу розподілу однорідного 

ресурсу з проміжними пунктами в вигляді 

орієнтованого графа  EV,G  без петель і 

паралельних ребер, заданого сукупністю 

непорожньої множини вершин V  і множини E  

ребер вигляду: 

jiVjviv

ji vvE



,,

},{  ,   EV,EV,G  , V ,      (7) 

де  Nv,,v,v=V ...21 ,  Me,,e,e=E ...21 , N та M –

загальна кількість вершин і ребер графа 
відповідно. При цьому відзначимо, що у 

сформульованій задачі множину V  вершин 

графа   EV,G  представлено сукупністю 

підмножин, які не перетинаються: 

1. sV - підмножина пунктів виробництва 

(початкових вузлів графа); 

2. pV - підмножина проміжних пунктів 

(проміжних вузлів орієнтованого графа); 

3. eV - підмножина пунктів споживання (кінці 

орієнтованого графа), тобто eps VVV=V  , за 

умови, що    =VVV eps  та   1N=Vs , 

  2N=Vp ,   3N=Ve , 321 N+N+N=N . 

Під сукупністю (об'єднанням) підмножин 

множини вершин пунктів виробництва sV  і 

проміжних пунктів pV  будемо розуміти підмно-

жину розповсюджувачів psd VV=V   однорід-

ного неперервного ресурсу. Тоді вага ребер з 
множини E , що виходять з вершин підмножини 

dV , визначається величиною відповідних 

коефіцієнтів розподілу  Ke',,e',e'=E' ...21 , 

де K  - загальна кількість вершин графа  EV,G , 

що належать підмножині dV , тобто 

      21 N+N=V+V=K=V psd . Позначимо через 

  EiF  - підмножину множини ребер графа 

( , )G V E , які виходять з i -ї вершини. При цьому, 

 
N

i

iF=E
1

 і   


=iF
N

i


1

. 

Тоді, з урахуванням вищесказаного, задача 
оптимального розподілу однорідного ресурсу - це 

задача визначення ваг ребер, що виходять з 

вершин підмножини dV , з урахуванням критерію 

 KN e',,e',T,,Tf ...... 111  

   

11

1

3

1

111

,...
,...
min......1

N

K

N

k

KNk

T,T
e,e

e',,e',T,,Tt


 


       (8) 

при обмеженнях (2)-(5) і додаткового обмеження, 
накладеного на коефіцієнти розподілу, яке 

визначаються співвідношенням: 


kJ

j=

k
j =e'

1

1 ,       (9) 

де   10,  k
j

k
j e'kFe' , kJ=j 1, ,  kFJ k  , 

  EkF  , K=k 1, .  

Геометрію розв’язку багатоіндексної 

транспортної задачі розподілу однорідного 
неперервного ресурсу подано на рисунку 1. 

 

 

 
Рис.1.  Геометрія розв’язку багатоіндексної транспортної задачі розподілу однорідного ресурсу 
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Для знаходження розв’язку оптимізаційної 

задачі (8) у вигляді векторної функції    

 KN e',,e',T,,Tt ...... 111 = 

    KNNKN e',,e',T,,Tte',,e',T,,Tt ......,...,...... 11131111  ,  

k-й елемент якої характеризує величину 
розподіленого в k-й пункт споживання 

однорідного ресурсу ( 3,1 Nk  ), введемо наступ-

не позначення. Орієнтований граф ( , )G V E  

будемо задавати у вигляді матриць зв’язності 

розмірності MN   для прямого іnH  і 

зворотного outH  потоків, елементи яких 

визначаються наступними чином 









випадкумупротилежноу

кінцемйогоєі

eребруйінцидентниvвузолякщо

=H

mi

іn
mi,

0,

 1,

,  

MmNi ,1,,1  ; (10) 









випадкумупротилежноу

початкомйогоєі

eребруйінцидентниvвузолякщо

=H

mi

out
mi

0,

 1,-

, ,  

MmNi ,1,,1  . (11) 

Для орієнтованого графа  EV,G  визначимо 

матрицю rS розмірності NN  , яка є матрицею 

зв‘язності (тобто, якщо  вершина pv  досяжна з 

вершини qv , то (q,p)-й елемент матриці 

досяжності дорівнює 1, у протилежному випадку 

– 0, N=pq, 1, ) для шляху кратності r (r задає 

кількість ребер, проходячи через які з вершини 

iv  є шлях у вершину pv ). Матриця 
rS  

визначається рівністю 

 
r

Toutіnr HH=S 




  .              (12) 

Оскільки  EV,G  є орієнтованим зв’язним 

графом без петель і паралельних ребер, величина 

r обмежена значенням R, яке визначає 

максимально можливу кількість ребер, 
проходячи через котрі існує шлях з q-ї вершини в 

p-у. Величина R визначається максимально 

допустимою кількістю переходів, для яких норма 

матрицы не дорівнює нулю, тобто 0rS , для 

всіх Rr  , а 01 =S R+
.  

Вектор-функція  

)......( 111 KN e,,e,T,,Tw  = 

,...,)......(( 1111 KN e,,e,T,,Tw  ))......( 111 KNN e,,e,T,,Tw  , 

j-й елемент якої характеризує обсяг ресурсу, 

котрий доставляється в j-ю вершину графа 

( , )G V E , N=j 1, , визначається наступним 

співвідношенням: 

 =e,,e,T,,Tw KNj
 ...... 111  

     













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
  

j

N

=p

Tout
KNR

in He,,e,T,,TdiagH
1

111 ......

    
11 ... Nj T,,Tw    (13) 

де сума у першому доданку береться по усім N 

елементам j-го рядка матриці 

    Tout
KNR

in He,,e,T,,TdiagH  ...... 111 , 

 
11 ... NT,,Tw = ...,),...((

111 NT,,Tw ))...(
11 NN T,,Tw  – 

вектор-функція розмірності N , j-й елемент якої 

визначає величину ресурсу, котрий виробляється 

j-ю вершиною графа  EV,G , N=j 1, ; 

)......( 111 KNR e,,e,T,,T  = ...,),......(( 111
1

KNR e,,e,T,,T   

))......( 111 KN
N
R e,,e,T,,T   – вектор-функція 

розмірності N , елементи якої обчислюються 

рекурентно за формулою 

 )...,...( 111 KN
m
r e,,eT,,T

      +e,,e,T,,TdiagHe,,e

m

M

=q

KNr

in

K 







  

1

1111 .........
1



 

   ,...... 1111 KN
m e,,e,T,,T     (14) 

Rr ,2 , N=m 1, , а сума у першому доданку 

береться по всіх M елементах m-го рядка матриці 

    KNr
in

K e,,e,T,,TdiagHe,,e 
 ......... 11111  .  

У рекурентному виразі (14) початкові 

значення елементів вектор-функції 

 KN e',,e',T,,Tγ ...... 1111  та елементи матричної 

функції  Ke,,e  ...1  визначаються 

співвідношеннями: 

 

 KN
m e',,e',T,,Tγ ...... 1111  

 
m

N

p

NK T,,Tvdiage',,e'











 

1
111 ))...((*)...( , 

N=m 1, ; 

       T
K

out
K e,,eE'diagH=e,,eβ ]...[... 11

 . (15) 

Тоді елементи векторної функції 

 KN e',,e',T,,Tw ...... 111  визначають елементи 

вихідної векторної функції  KN e',,e',T,,Tt ...... 111 , 

яка є розв’язком задачі оптимізації (8): 
 

   KNkQKNk e',,e',T,,Tw=e',,e',T,,Tt ............ 111111  (16) 
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де Q  – вектор розмірності 3N , елементи якого 

визначають номери вершин графа  EV,G , що 

складають підмножину eV  пунктів споживання 

ресурсу, K=k 1, . 

Таким чином, багатоіндексну задачу розподі- 

лу однорідного неперервного ресурсу з умовами 
транспортного типу пропонується розв’язувати з 

урахуванням критерію оптимальності, шляхом 

багаторазового вирішення оптимізаційної задачі 
(8) з обмеженнями (9) і топології (10), (11) 

методами оптимізації другого порядку [5], які 

забезпечують найкращу збіжність.  

Застосування алгоритму для розв’язання 
реальної задачі розподілу. Нехай в якості 

пунктів виробництва, проміжних пунктів і 

пунктів споживання розглядаються відповідно 
групи Інтернет-провайдерів глобальної мережі, 

комунікаційних серверів інформаційно-

обчислювального центру та абонентів-

споживачів інформації, якими є гуртожитки 
вищого навчального закладу. Схема підключення 

мережевих пристроїв користувачів і їх 

обслуговування на рівні комунікаційних серверів 
ІОЦ відповідає вимогам вихідної задачі. 

Однорідним ресурсом, що вимагає оптимального 

розподілу, буде пропускна здатність каналів 
зв'язку провайдер-користувач з урахуванням 

ширини смуги пропускання каналу, яку здатний 

надати провайдер, і максимальної ширини смуги 

пропускання, яку здатний обробити і реалізувати 
комунікаційний вузол. 

Розглядається реальна комп'ютерна мережа, 

що використовує одне з 2 альтернативних 
зовнішніх підключень до мережі Інтернет (2 

провайдера) і 2 або 3 комунікаційних сервера, 

сумарна ширина смуги пропускання яких 
однакова. Значення ширини пропускної смуги на 

поточний момент дорівнює 2 Гб/с, але може бути 

збільшено до 3 Гб/с. Внутрішні канали мережі з 

шириною смуги пропускання 1 Гб/с використо-
вуються для обслуговування мережевих пристро- 

їв 17 студентських гуртожитків. Комунікаційні 

сервери забезпечують підключення користувачів 
до зовнішніх каналів, ширина смуги пропускання 

яких 10 Гб/с. 

На початковому етапі дослідження службами 

інформаційно-обчислювального центру викори-
стовувалися 2 комунікатора з шириною смуги 

пропускання 1 Гб/с. В результаті спостереження 

за величиною трафіку, який отримується 
мережевим обладнанням в гуртожитках, було 

встановлено, що максимальна пропускна 

здатність окремих підключень до комунікаційних 
серверів становить відповідно 260, 165, 150, 190, 

275, 115, 175, 275, 155, 195, 125, 145 , 90, 370, 

180, 90, 150 Мб / с (сумарний трафік = 3105 Мб / 

с), що перевищує загальну пропускну здатність 
серверного обладнання. 

Зрозуміло, що забезпечити зазначені рівні 

пропускної здатності для всіх користувачів 
одночасно в даній конфігурації мережевого 

устаткування неможливо. 

Реальна пропускна здатність, яка була 
реалізована виходячи із заданої ширини смуги 

пропускання кожного комунікатора, отримується 

при підключенні гуртожитків №8, 14, 15, 17 до 1 

серверу, а інших - до сервера 2. Значення 
пропускної здатності локальних підключень 

дорівнюють 0; 99; 129; 0; 0; 122; 28; 284; 150; 0; 

130; 150; 99; 378; 192; 93; 146 Мб/с. Ясно, що 
вирішення проблеми в вигляді відключення 

доступу в Інтернет користувачам, потужність 

каналу яких дорівнює 0, неприпустимо. У якості 
інноваційного розв’язання проблеми 

пропонується удосконалити наявне на ІОЦ 

мережеве обладнання. Це можна провести 

шляхом збільшення парку комунікаційних 
серверів мережевим комп'ютером з потужністю, 

що дорівнює двом наявним. Інший спосіб 

збільшення пропускної здатності каналів мережі 
полягає в придбанні двох нових більш потужних 

серверів. 

При використанні 2 однакових комунікацій-

них серверів сумарної пропускної потужності 3 
Гб/с, величини пропускної здатності локальних 

підключень дорівнюють 259, 159, 149, 166, 273, 

115, 163, 274, 152, 148, 125, 144, 90, 365, 180, 89, 
149 Мб/с відповідно, що в сумі становить 3 Гб/с. 

Використання 3 комунікаторів загальної 

пропускної спроможності 3 Гб/с (1 Гб/с кожен) 
дає значення потужності локальних підключень 

260, 148, 146, 190, 258, 114, 175, 266, 146, 195, 

124, 143, 90, 335, 180, 89, 141 Мб / с відповідно, 

що в сумі також становить 3 Гб/с. 
Для прискорення доступу в Інтернет виникла 

необхідність у збільшенні пропускної здатності 

каналів передачі даних. Виходячи з аналізу 
існуючого трафіку та можливостей обладнання 

були запропоновані наступні максимальні 

величини пропускної здатності локальних 
підключень: 280, 180, 170, 200, 290, 125, 190, 290, 

170, 210, 135, 160, 100, 390, 195, 95, 165 Мб / с. 

Використання для цього двох комунікаційних 

серверів сумарною пропускної потужності 3 Гб/с 
забезпечує швидкості локальних підключень, які 

дорівнюють 128, 161, 160, 124, 284, 124, 152, 287, 

165, 208, 134, 158, 100, 378, 194, 94 , 149 Мб/с 
відповідно (гуртожитки № 5; 8; 10; 14; 15 і 17 

підключаються до сервера 1; інші - до сервера 2). 

67



Вісник Київського національного  університету            2021, 1                                                Bulletin of Taras Shevchenko  
імені Тараса Шевченка  National University of Kyiv 
Серія фізико-математичні науки   Series: Physics & Mathematics 

Використання 3 комунікаторів дає значення 

потужності локальних підключень 271, 146, 153, 

65, 273, 123, 123, 284, 162, 206, 131, 158, 97, 378, 
192, 92, 146 Мб/с відповідно (гуртожитки № 1; 5, 

10, 12 і 16 підключаються до сервера 1; 

гуртожитки № 2; 3; 4; 6; 7; 9; 11 і 13 - до сервера 
2; гуртожитки № 8; 14; 15; 17 - до сервера 3). 

Необхідно відзначити, що схема оптимізації 

потужності мережевих каналів зв’язку на основі 
застосування алгоритму Орліна отримала практи-

чне підтвердження у процесі проведення конст-

руктивної реорганізації серверного парку ІОЦ. 

При цьому, треба зазначити, що розроблений 
потоковий алгоритм залишається достатньо 

ресурсномістким через використання ітераційної 

багатокрокової схеми. У випадку складних 
мережевих топологій потрібно застосовувати 

альтернативні алгоритми розв’язування вихідної 

задачі (1)-(6) (наприклад, [8]). 
Висновки. У даній роботі розглянуто метод 

розв’язання оптимізаційної задачі транспортного 

типу для вирішення проблеми оптимального 

розподілу потужностей каналів передачі даних у 

мережі Інтернет. Для проведення дослідження 
сформульована задачі оптимізації пропускної 

здатності мережевих каналів зв'язку в схемі 

«провайдер - комунікаційний сервер - 
користувач» за наявності обмежень на обсяги 

споживання. Запропоновано застосування методу 

оптимізації розподілу потоків на основі 
алгоритму Орліна. Проведено обчислювальний 

експеримент, в результаті якого отримано 

величини пропускних спроможностей мережених 

каналів університету при перспективному 
збільшенні потужностей з'єднань. Результати 

наведено у вигляді их інтервалів запланованих 

змін. Проведено аналіз рішень, отриманих для 
різної кількості комутаційних серверів, зроблені 

висновки щодо забезпечення потреб користу-

вачів у каналах зв’язку.  
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