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В металургійних підприємствах, на деяких заводах та фабриках в технологічних процесах 

застосовується розливання різного роду рідин (чавун, сталь, золото, срібло, шоколад тощо) із 
великих ємностей різних геометричних форм в менші стандартні форми методом повороту ємності 
відносно закріпленої точки або фіксованої осі і виливанні через край. Важливо, щоб при цьому потік 
рідини був рівномірним, що в дійсності не справджується навіть при постійній кутовій швидкості 
обертання. В даній роботі розглянуто процес розливу із ємностей конічної та параболічної форм–
найбільш уживаних на практиці. В розвиток робіт авторів по цій темі, розглянуто інший механізм 
повороту, що часто зустрічається, а саме, поворот відносно діаметра верхньої частини котла. 

Отримані результати вивчення динаміки зміни розходу рідини в залежності від кута нахилу, 
аналізуємо в порівнянні з результатами попередніх робіт авторів і подаємо висновок-рекомендації. 
Враховуючи ці теоретичні дослідження, роботу поворотних механізмів в кожному конкретному 
випадку можна підкорегувати, виробивши алгоритм послідовних дій, що забезпечують рівномірність 
процесу виливання.  

Ключові слова: геометрична форма, обертання відносно закріпленої точки або осі, кутова 
швидкість обертання, кут нахилу, розхід рідини при розливі, динаміка витікання, рівномірний витік  

 
In metallurgical enterprises, in some plants and factories, in technological processes, pouring of various 

types of liquids (cast iron, steel, gold, silver, chocolate, etc.) from large containers of various geometric 
shapes into smaller standard forms by the method of turning the container relative to a fixed point or a fixed 
axis and pouring over the edge It is important that the flow of liquid is uniform, which in reality is not true 
even at a constant angular speed of rotation. This paper examines the process of pouring from containers of 
conical and parabolic shapes, which are the most widely used in practice. In the development of the authors' 
works on this topic, another mechanism of rotation, which is often found, is considered, namely, rotation 

relative to the diameter of the upper part of the boiler. We analyze the obtained results of the study of the 
dynamics of changes in fluid consumption depending on the angle of inclination in comparison with the 
results of the previous works of the authors and provide conclusions and recommendations. Taking into 
account these theoretical studies, the operation of rotary mechanisms in each specific case can be adjusted 
by developing an algorithm of sequential actions that ensure the uniformity of the pouring process. 

Key Words: geometric shape, rotation relative to a fixed point or axis, angular speed of rotation, angle of 
inclination, liquid flow during pouring, flow dynamics, uniform flow. 
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Вступ 

 
В роботах [1] та [2] розглянуто динаміку 

промислового розливу рідини із ємностей певних 
геометричних форм при повороті відносно осі, 
що проходить через нижню точку ємності. 
Розглянемо тут динаміку витікання, якщо вісь 

обертання це діаметр верхньої частини 
геометричної форми. 

 
Основна частина 

 

I. Нехай ємність – це конус з параметрами 𝑅 

та 𝐻, наповнений рідиною і повертається 

відносно закріпленої осі 𝐹𝑄 з постійною кутовою 
швидкістю 𝜔. На Рис. 1, 𝐿 − коло дотику рідини 

на початку нахилу конуса, 𝐿′ − після нахилу на 

кут 𝜑, 𝐴 − точка виливу.  
    

 
Рис. 1 Конічна ємність 

 
Ясно, що 𝐿′ − еліпс, параметри якого 𝑎 та 𝑏 

змінюються в залежності від 𝜑. 

𝐸 − центр еліпса лежить на лінії центрів еліпсів, 

𝐷𝐾 − середня лінія ⊿𝑂𝐴𝐵, 𝐴𝐶 = 2𝑎 −велика 

вісь,  𝑀𝑁 = 2𝑏 − мала вісь. В системі координат, 
вибраній як на Рис. 1, в площині 𝑋𝑂𝑌 кутовий 

коефіцієнт прямої 𝐴𝐶 буде 

𝑘𝐴𝐶 = 𝑘 = 𝑡𝑔 𝜑 , 
𝑅

𝐻
= 𝑡𝑔 𝛼. 

Неважко бачити [1], якщо 𝐶(𝑥𝑐 , 𝑦𝑐),     то  

𝑥𝑐 = 𝑅
𝑘𝑅−𝐻

𝑘𝑅+𝐻
 , 𝑦𝑐 = 𝐻

𝐻−𝑘𝑅

𝑘𝑅+𝐻
 , 𝐴𝐶 = 2𝑎 =

2𝑅𝐻√1+𝑘2

𝑘𝑅+𝐻
 . 

Знайдемо тепер 𝑏. На лінії 𝑀𝑁 перетинаються 

круг с центром в точці 𝑂1 радіуса 𝜌 та еліпс, 

велика вісь якого 𝐴𝐶 = 2𝑎. Тоді із ⊿𝑂1𝐸𝑀 маємо, 

𝑏2 = 𝜌2 − (𝑂1𝐸)2, де  𝑂1𝐸 = 𝑥𝐸 =
𝑥𝐴+𝑥𝐶

2
=

𝑘𝑅2

𝑘𝑅+𝐻
 , 

𝜌 =
𝑅

𝐻
𝑦𝐸 =

𝑅

𝐻

𝑦𝐴+𝑦𝐶

2
=

𝑅𝐻

𝑘𝑅+𝐻
 . Тобто 𝑏 = 𝑅√

𝐻−𝑘𝑅

𝐻+𝑘𝑅
 , 

𝐻 − 𝑘𝑅 ≥ 0, 𝑘 = 𝑡𝑔 𝜑 ≤
𝐻

𝑅
= 𝑐𝑡𝑔 𝛼. 

Таким чином, 

𝑆𝐿′ = 𝜋𝑎𝑏 = 𝜋𝑅2𝐻√
(𝐻 − 𝑘𝑅)(1 + 𝑘2)

(𝐻 + 𝑘𝑅)3
 . 

Тут 𝑆𝐿 ′ − площа поверхні рідини після нахилу 

на кут 𝜑.  

Знайдемо розхід рідини 𝑃𝜑, який визначається 

як об’єм витікаючої рідини за одиницю часу і 
дорівнює добутку площі поверхні витоку рідини 

на вертикальну складову 𝑣⊥ швидкості руху 
точки 𝐴 відносно осі обертання 𝐹𝑄. 

 Маємо, 𝑣 = 𝜔𝑅, 𝑣⊥ = 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝜑 = 𝜔𝑅 cos 𝜑 , 
тобто  

 

𝑃𝜑 = 𝑆𝐿′ ⋅ 𝑣⊥ = 

= 𝜋𝑅2𝐻𝜔𝑅√
(𝐻 − 𝑘𝑅)(1 + 𝑘2)

(𝐻 + 𝑘𝑅)3
cos 𝜑 = 

= 𝜋𝑅3𝜔 cos 𝛼√
cos(𝛼 + 𝜑) cos2 𝜑

cos3(𝛼 − 𝜑)
 . 

Дослідимо 𝑃𝜑 на екстремум, маємо 

(
𝑐𝑜𝑠(𝛼 + 𝜑) 𝑐𝑜𝑠2 𝜑

𝑐𝑜𝑠3(𝛼 − 𝜑)
)

′

=
𝑐𝑜𝑠 𝜑

𝑐𝑜𝑠4(𝛼 − 𝜑)
× 

× (−3 𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝜑) 𝑐𝑜𝑠(𝛼 + 𝜑) 𝑐𝑜𝑠 𝜑 − 
−2 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝜑) 𝑐𝑜𝑠(𝛼 + 𝜑) − 

−𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝜑) 𝑠𝑖𝑛(𝛼 + 𝜑)) = 0 . 
Або 

𝑐𝑜𝑠 𝜑 (−3 𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝜑) 𝑐𝑜𝑠(𝛼 + 𝜑) − 

− 𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝜑) 𝑠𝑖𝑛(𝛼 + 𝜑)) − 

−2 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝜑) 𝑐𝑜𝑠(𝛼 + 𝜑) = 

= 𝑐𝑜𝑠 𝜑 (𝑠𝑖𝑛 2𝜑 − 2 𝑠𝑖𝑛 2𝛼) − 

− 𝑠𝑖𝑛 𝜑 (𝑐𝑜𝑠 2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠 2𝜑) = 
= 𝑠𝑖𝑛 𝜑 − 2 𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑠𝑖𝑛 2𝛼 − 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑐𝑜𝑠 2𝛼 = 

= 𝑠𝑖𝑛 𝜑(1 − 𝑐𝑜𝑠 2𝛼) − 2 𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑠𝑖𝑛 2𝛼 = 0 , 
тобто 

𝑡𝑔 𝜑 = 2
𝑠𝑖𝑛 2𝛼

1 − 𝑐𝑜𝑠 2𝛼
= 2𝑐𝑡𝑔 𝛼 , 

 

що неможливо, бо 𝑡𝑔 𝜑 ≤ 𝑐𝑡𝑔 𝛼. 

Також cos 𝜑 ≠ 0, бо 𝜑 ≤
𝜋

2
− 𝛼, аналогічно 

cos(𝛼 − 𝜑) ≠ 0. Таким чином, 𝑃𝜑
′ < 0  для 0 ≤

𝜑 ≤
𝜋

2
− 𝛼 і 𝑃𝜑 − монотонно спадає від 
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максимального 𝑃𝜑|
𝜑=0

= 𝜋𝑅3𝜔  до мінімального 

𝑃𝜑|
𝜑=

𝜋

2
−𝛼

= 0 . 

 
II. Далі розглянемо ємність – параболоїд 

обертання з параметрами 𝑅 та 𝐻, наповнений 

рідиною, обертається відносно осі 𝐹𝑄 з 

постійною кутовою швидкістю 𝜔. На Рис. 2, 𝐿 − 
коло дотику рідини на початку нахилу 

параболоїда, 𝐿′ − після нахилу на кут 𝜑, 𝐴 − 
точка виливу.  
 

 
Рис. 2 Параболоїд 

 
У вибраній таким чином системі координат, 

можна показати [2], що проекція  𝐿′ на 𝑋𝑂𝑍 − це 
коло із зміщеним центром, рівняння якого 

(𝑥 −
𝑘𝑅2

2𝐻
)

2

+ 𝑧2 =
𝑅2

4𝐻2
(2𝐻 − 𝑘𝑅)2 , 

де 𝑘 = 𝑡𝑔 𝜑. 

Радіус цього кола 𝑟 = 𝑅 (1 −
𝑅

2𝐻
𝑡𝑔 𝜑), тому 

 

𝑆𝐿′ =
Пр𝑋𝑂𝑍𝑆𝐿′

𝑐𝑜𝑠 𝜑
= 

=
𝜋𝑟2

𝑐𝑜𝑠 𝜑
=

𝜋𝑅2

4𝐻2

(2𝐻 − 𝑅 𝑡𝑔 𝜑)2

𝑐𝑜𝑠 𝜑
 , 

де 2𝐻 − 𝑅 𝑡𝑔 𝜑 ≥ 0 або 𝑡𝑔 𝜑 ≤
2𝐻

𝑅
= 𝑡𝑔 𝜑𝑚𝑎𝑥 

(дотична до параболи в точці 𝐴 має кутовий 

коефіцієнт 𝑘 = 𝑡𝑔 𝜑𝑚𝑎𝑥= 
2𝐻

𝑅
 ).  

Знайдемо тепер розхід рідини 𝑃𝜑, маємо: 

𝑃𝜑 = 𝑆𝐿 ′ ⋅ 𝑣⊥ , 

де  𝑣⊥ = 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝜑 = 𝜔𝑅 cos 𝜑. 
Тобто 

𝑃𝜑 =
𝜋𝑅2

4𝐻2

(2𝐻 − 𝑅 𝑡𝑔 𝜑)2

𝑐𝑜𝑠 𝜑
𝜔𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜑 = 

=
𝜋𝜔𝑅3

4𝐻2
 (2𝐻 − 𝑅 𝑡𝑔 𝜑)2 = 

= 𝜋𝜔𝑅3 (1 −
𝑅

2𝐻
𝑡𝑔 𝜑)

2

. 

Дослідимо 𝑃𝜑 на екстремум 

𝑃𝜑
′ = 2𝜋𝜔𝑅3 (1 −

𝑅

2𝐻
𝑡𝑔 𝜑) (−

𝑅

2𝐻

1

𝑐𝑜𝑠2 𝜑
) = 0 

1) 1 −
𝑅

2𝐻
𝑡𝑔 𝜑 = 0 , 

 𝑡𝑔 𝜑 =
2𝐻

𝑅
= 𝑡𝑔 𝜑𝑚𝑎𝑥  ,  𝜑 = 𝜑𝑚𝑎𝑥 . 

При цьому 𝑃𝜑 = 0 − найменше значення. 

2) 
1

𝑐𝑜𝑠2 𝜑
= 1 + 𝑡𝑔2𝜑 ≠ 0 . 

Тобто 𝑃𝜑
′ ≤ 0 ,  𝑃𝜑 − спадає від 

𝑃𝜑|
𝜑=0

= 𝜋𝜔𝑅3 − max  до  𝑃𝜑|
𝜑=𝜑𝑚𝑎𝑥

= 0 − min. 

 
III. Порівняльна динаміка  

A) Розглянемо конічну ємність та два способи 
виливу. 
1. В [1] було розглянуто виливання рідини 
обертанням навколо вершини конуса. При 
такому способі виливу 

𝑃𝜑 = 𝜋𝑅2𝜔√𝑅2 + 𝐻2 𝑐𝑜𝑠 𝛼√
𝑐𝑜𝑠(𝛼 + 𝜑)

𝑐𝑜𝑠3(𝛼 − 𝜑)
× 

× 𝑠𝑖𝑛(𝛼 + 𝜑) . 

Було показано, що 𝑃𝑚𝑎𝑥 за умови 
1

3
< 𝑐𝑜𝑠 2𝛼 < 1 

буде при гострому куті 𝜑, що задовольняє 
рівності  

𝑡𝑔 𝜑 = 𝑐𝑡𝑔 𝛼
3 𝑐𝑜𝑠 2𝛼 − 1

3𝑐𝑜𝑠 2𝛼 + 1
 ,  

0 ≤ 𝜑 ≤
𝜋

2
− 𝛼 = 𝜑𝑚𝑎𝑥 . 

якщо ж умова 
1

3
< 𝑐𝑜𝑠 2𝛼 < 1 не виконана, то 

𝑃𝑚𝑎𝑥 = 𝑃(𝜑 = 0) = 𝜋𝑅2𝜔√𝑅2 + 𝐻2 𝑠𝑖𝑛 𝛼 , 

𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝑃 (𝜑 =
𝜋

2
− 𝛼) = 0 . 

2. У випадку, розглянутому в цій статті  

𝑃𝜑 = 𝜋𝑅3𝜔 cos 𝛼√
cos(𝛼+𝜑) cos2 𝜑

cos3(𝛼−𝜑)
,  𝑃𝜑 ↓ , причому 

𝑃𝑚𝑎𝑥 = 𝑃(𝜑 = 0) = 𝜋𝑅3𝜔 , 

𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝑃 (𝜑 =
𝜋

2
− 𝛼) = 0 . 

B) Розглянемо тепер параболічну ємність 
1. При обертанні навколо закріпленої вершини 

[2], маємо при 𝐻 > 𝑅,  𝑃𝑚𝑎𝑥 = 𝑃(𝜑1), де  
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0 ≤ 𝜑1 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
2

3

𝐻2 + 𝑅2

𝑅𝐻
) < 

< 𝜑𝑚𝑎𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 
2𝐻

𝑅
 , 

𝑃𝑚𝑎𝑥 =
𝜋𝑅2

4𝐻2
𝜔√𝑅2 + 𝐻2

(2𝐻 − 𝑅 𝑡𝑔 𝜑1)2

𝑐𝑜𝑠 𝜑1
× 

× 𝑐𝑜𝑠 (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 
𝐻

𝑅
− 𝜑1) .  

При 𝐻 ≥ 𝑅,  

𝑃𝑚𝑎𝑥 = 𝑃(𝜑 = 0) = 𝜋𝑅2𝜔√𝑅2 + 𝐻2 × 

× 𝑐𝑜𝑠 (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 
𝐻

𝑅
) , 

𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝑃(𝜑𝑚𝑎𝑥 ) = 0 . 
 

2. Якщо обертання буде відносно діаметра 𝐹𝑄, то 

𝑃𝜑 = 𝜋𝜔𝑅3 (1 −
𝑅

2𝐻
𝑡𝑔 𝜑)

2
− монотонно спадає і 

𝑃𝑚𝑎𝑥 = 𝑃(𝜑 = 0) = 𝜋𝜔𝑅3 , 

 

𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝑃(𝜑𝑚𝑎𝑥 ) = 0 . 
 

Висновки 
Маючи ці дані про динаміку розходу рідини 

для ємностей різних геометричних форм при 
різних способах виливу, можна в кожному 
конкретному випадку виробити алгоритм 
послідовних дій управління механізмів, які 
забезпечують процес виливання так, що він стає 

достатньо рівномірним. 
На завершення висловлюємо подяку 

професору Василик О.І. за увагу та корисні 
поради. 
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