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Дисертацiю присвячено теоретичному дослiдженню генерацiї векторних по-

лiв на iнфляцiйнiй стадiї еволюцiї Всесвiту, а також нелiнiйних явищ, що мають

мiсце в цьому сценарiї: зворотної реакцiї згенерованих полiв на iнфляцiйну ди-

намiку та народження заряджених частинок завдяки ефекту Швiнґера.

У першому роздiлi здiйснено аналiз сучасного стану наукових дослiджень,

присвячених проблемам iнфляцiйної генерацiї векторних полiв. Викладено основ-

нi положення сучасної космологiї та розглянуто сучаснi теоретичнi уявлення

про ефект Швiнґера. Проаналiзовано низку актуальних нерозв’язаних проблем

сучасної фiзики, зокрема проблему походження великомасштабних магнiтних

полiв у Всесвiтi та проблему природи й походження темної матерiї. Здiйснено

огляд теоретичних пiдходiв, запропонованих для розв’язання зазначених про-

блем. Особливу увагу придiлено теорiям iнфляцiйної генерацiї векторних полiв,

зокрема iнфляцiйному магнiтогенезу та механiзмам генерацiї векторної темної

матерiї пiд час iнфляцiйної стадiї еволюцiї Всесвiту.

У другому роздiлi розглянуто взаємодiю безмасового векторного поля зi

скалярним полем iнфлатоном у моделi з одночасною наявнiстю кiнетичного та

аксiального зв’язкiв. Для цього застосовано формалiзм градiєнтного розкладу.

Використання вказаного методу дозволило одночасно врахувати можливу при-
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сутнiсть двох нелiнiйних явищ: (i) зворотну реакцiю згенерованих електромагнi-

тних полiв на еволюцiю iнфлатона та (ii) створення пар заряджених фермiонiв

з фiзичного вакууму (ефект Швiнґера). Останнє явище змодельовано з викори-

станням узагальненого закону Ома для iндукованого струму: 𝐽 = 𝜎𝐸𝐸⃗ + 𝜎𝐵𝐵⃗,

де 𝜎𝐸 та 𝜎𝐵 – електрична й магнiтна швiнґерiвськi провiдностi вiдповiдно. Ви-

ведено систему рiвнянь формалiзму градiєнтного розкладу для найзагальнiшої

моделi з одночасною присутнiстю нетривiальних функцiй кiнетичного та аксi-

ального зв’язку, а також швiнґерiвської провiдностi. Отриману систему рiвнянь

застосовано для конкретного випадку з кiнетичною функцiєю зв’язку в експо-

ненцiальнiй ратрiвськiй формi та лiнiйною аксiальною функцiєю зв’язку — для

кiлькох контрольних точок у просторi параметрiв. Показано, що зворотна реа-

кцiя викликає помiтне збiльшення тривалостi iнфляцiйної епохи, тодi як ефект

Швiнґера сильно пригнiчує згенерованi поля та усуває їх зворотну реакцiю.

У третьому роздiлi розглянуто швiнґерiвське народження пар скалярних

заряджених частинок однорiдним електричним полем у Всесвiтi, що розширює-

ться. Для цього використано квантово-кiнетичний пiдхiд: введено адiабатичний

вакуум для скалярного поля на основi розв’язку Вентцеля-Крамерса-Брiллюена

для модового рiвняння в конформному часi, а потiм застосовано формалiзм ко-

ефiцiєнтiв Боголюбова для виведення системи квантових рiвнянь Власова для

трьох дiйсних кiнетичних функцiй. Нова система рiвнянь має двi значнi пе-

реваги порiвняно з iснуючими в лiтературi аналогами. По-перше, її розв’язки

швидше спадають при великих iмпульсах, що робить її бiльш придатною для

чисельних розрахункiв. По-друге, вона враховує конформну симетрiю систе-

ми, оскiльки передбачає вiдсутнiсть генерацiї частинок у випадку конформно

зв’язаного безмасового скалярного поля за вiдсутностi електричного поля. Iден-

тифiковано ультрафiолетовi розбiжностi у компонентах вектора електричного

струму та тензора енергiї-iмпульсу утворених частинок та введено вiдповiднi

контрчлени з метою усунення вказаних розбiжностей.
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У четвертому роздiлi дослiджено iнфляцiйну генерацiю масивного вектор-

ного поля шляхом його взаємодiї з iнфлатоном через кiнетичний та аксiальний

зв’язки, а також залежну вiд поля масу — т.зв. масовий зв’язок. Задля цьо-

го було розширено формалiзм градiєнтного розкладу (шляхом включення по-

здовжньої поляризацiї векторного поля) i виведено зв’язану систему рiвнянь

руху для набору квадратичних функцiй векторного поля. Отриманi рiвняння

руху дозволяють проаналiзувати нелiнiйну динамiку системи, зокрема врахува-

ти зворотну реакцiю згенерованих полiв на еволюцiю iнфлатона. Узагальнений

формалiзм градiєнтного розкладу було застосовано до векторного поля з малою

масою, кiнетичнi та масовi члени якого пов’язанi з iнфлатоном через експонен-

цiальну ратрiвську функцiю. Було доведено, що чистий масовий зв’язок може

пiдсилювати лише поздовжнi компоненти. Увiмкнувши також кiнетичну взає-

модiю, можна отримати рiзнi сценарiї. Для спадної функцiї зв’язку спостерiга-

ється послаблення внеску вiд поздовжньої поляризацiї у порiвняннi з внесками

поперечних поляризацiй. I навпаки, для зростаючої функцiї зв’язку внесок вiд

поздовжньої компоненти стає все бiльш i бiльш суттєвим, i система швидко пе-

реходить в режим сильної зворотної реакцiї.

Ключовi слова: векторнi поля, раннiй Всесвiт, космологiчна iнфляцiя, кiне-

тичний зв’язок, аксiальний зв’язок, формалiзм градiєнтного розкладу, зворотна

реакцiя, ефект Швiнґера, квантова кiнетична теорiя, векторна темна матерiя,

масовий зв’язок.
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ABSTRACT

Lysenko A.V. The influence of backreaction and the Schwinger effect on the

generation of vector fields during the inflationary stage of the Universe evolution. —

Qualification scientific work as a manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Philosophy in the field of knowledge 10

— Natural Sciences, specialty 104 — Physics and Astronomy. — Taras Shevchenko

National University of Kyiv of the Ministry of Education and Science of Ukraine,

Kyiv, 2026.

This thesis is devoted to a theoretical study of the generation of vector fi-

elds during the inflationary stage of the Universe evolution, as well as to nonlinear

phenomena occurring within this scenario, namely: the backreaction of the generated

fields on the inflationary dynamics and the production of charged particles due to

the Schwinger effect.

In the first chapter, an analysis of the current state of research on the problem

of inflationary generation of vector fields is presented. The main foundations of

modern cosmology are outlined, and contemporary theoretical approaches to the

Schwinger effect are reviewed. A number of outstanding problems in modern physics

are analyzed, in particular the origin of large-scale magnetic fields in the Universe

and the nature and origin of dark matter. An overview of theoretical approaches

proposed to address these problems is provided. Special attention is paid to theories

of inflationary generation of vector fields, in particular inflationary magnetogenesis

and mechanisms of vector dark matter generation during the inflationary stage of

the Universe evolution.

In the second chapter, the interaction between a massless vector field and the

scalar inflaton field is studied within a model that simultaneously includes kinetic and

axial couplings. For this purpose, the gradient expansion formalism is employed. The
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use of this method makes it possible to consistently take into account two nonlinear

phenomena simultaneously: (i) the backreaction of the generated electromagnetic

fields on the inflaton evolution and (ii) the creation of charged fermion pairs from

the physical vacuum (the Schwinger effect). The latter phenomenon is modeled using

a generalized Ohm’s law for the induced current, 𝐽 = 𝜎𝐸𝐸⃗ + 𝜎𝐵𝐵⃗, where 𝜎𝐸 and

𝜎𝐵 are the electric and magnetic Schwinger conductivities, respectively. A system

of equations of the gradient expansion formalism is derived for the most general

model containing nontrivial kinetic and axial coupling functions, as well as Schwinger

conductivity. The obtained system is applied to a specific case with an exponential

Ratra-type kinetic coupling function and a linear axial coupling function for several

benchmark points in the parameter space. It is shown that backreaction leads to a

noticeable increase in the duration of the inflationary epoch, whereas the Schwinger

effect strongly suppresses the generated fields and eliminates their backreaction.

In the third chapter, Schwinger pair production of charged scalar particles by

a homogeneous electric field in an expanding Universe is investigated. A quantum

kinetic approach is employed: an adiabatic vacuum for the scalar field is introduced

based on the Wentzel–Kramers–Brillouin solution of the mode equation in conformal

time, followed by the application of the Bogolyubov coefficients formalism to derive a

system of quantum Vlasov equations for three real kinetic functions. The new system

of equations possesses two significant advantages compared to analogous formulations

existing in the literature. First, its solutions exhibit faster decay at large momenta,

making it more suitable for numerical calculations. Second, it respects the conformal

symmetry of the system, since it predicts the absence of particle production in the

case of a conformally coupled massless scalar field in the absence of an electric

field. Ultraviolet divergences in the components of the electric-current vector and

the energy–momentum tensor of the created particles are identified, and appropriate

counterterms are introduced to remove these divergences.

In the fourth chapter, the inflationary generation of a massive vector field is
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studied via its interaction with the inflaton through kinetic and axial couplings, as

well as a field-dependent mass term (so-called mass coupling). For this purpose, the

gradient expansion formalism is extended (by including the longitudinal polarization

of the vector field), and a coupled system of equations of motion for a set of quadratic

functions of the vector field is derived. The resulting equations make it possible to

analyze the nonlinear dynamics of the system, in particular to take into account the

backreaction of the generated fields on the inflaton evolution. The generalized gradi-

ent expansion formalism is applied to a light vector field whose kinetic and mass terms

are coupled to the inflaton via an exponential Ratra-type function. It is demonstrated

that a pure mass coupling enhances only the longitudinal components. When kinetic

coupling is also included, different scenarios become possible. For a decreasing coupli-

ng function, the contribution of the longitudinal polarization is suppressed compared

to that of the transverse polarization. Conversely, for an increasing coupling function,

the contribution of the longitudinal component becomes progressively more signifi-

cant, and the system rapidly enters a regime of strong backreaction.

Keywords: vector fields, early Universe, cosmological inflation, kinetic coupli-

ng, axial coupling, gradient expansion formalism, backreaction, Schwinger effect,

quantum kinetic theory, vector dark matter, mass coupling.
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ВСТУП

Обґрунтування теми дослiдження. Проблема iнфляцiйної генерацiї абе-

левих калiбрувальних полiв (як безмасових, так i масивних) останнiми роками

активно дослiджується в науковiй лiтературi. Такi дослiдження спрямованi на

пояснення двох важливих астрофiзичних феноменiв: (1) iснування великомас-

штабних магнiтних полiв у космiчних войдах та (2) наявностi прихованої маси

у Всесвiтi в межах сценарiю векторної темної матерiї.

Згiдно з поширеним пiдходом, калiбрувальнi поля могли утворитися на iн-

фляцiйнiй стадiї внаслiдок пiдсилення квантових флуктуацiй. Необхiдною умо-

вою такої генерацiї є порушення конформної iнварiантностi дiї. Для масивних

𝑈(1)-полiв ця умова виконується автоматично, оскiльки масовий доданок по-

рушує конформну iнварiантнiсть. У найпростiшiй моделi при цьому ефективно

генеруються лише поздовжнi моди. Генерацiя поперечних мод iстотно посилю-

ється в моделях iз немiнiмальним зв’язком калiбрувального поля з гравiтацiєю

або iнфлатоном. Такi моделi також розглядаються при дослiдженнi генерацiї

безмасових калiбрувальних полiв, якi мають лише поперечнi ступенi вiльностi.

Для опису часової еволюцiї калiбрувальних полiв, згенерованих пiд час iн-

фляцiї, зазвичай застосовується метод помодового розкладу, який передбачає

аналiз еволюцiї окремих мод у просторi Фур’є з подальшим iнтегруванням за

спектром. Проте цей пiдхiд втрачає придатнiсть за наявностi нелiнiйних ефе-

ктiв, зокрема зворотної реакцiї згенерованих полiв на динамiку iнфлатона або

народження з вакууму пар заряджених частинок i античастинок (ефект Швiнґе-

ра). У таких умовах моди перестають еволюцiонувати незалежно одна вiд одної,
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що унеможливлює застосування помодового пiдходу та зумовлює необхiднiсть

використання альтернативного математичного пiдходу, здатного самоузгоджено

враховувати зазначенi явища.

Одним iз таких пiдходiв є формалiзм градiєнтного розкладу, що формулює-

ться в координатному просторi та забезпечує одночасне врахування внескiв усiх

фiзично значущих мод. Цей формалiзм є ефективним iнструментом для опису

зворотної реакцiї згенерованих полiв. Крiм того, вiн дозволяє врахувати вплив

ефекту Швiнґера за умови, що калiбрувальнi поля змiнюються адiабатично по-

вiльно, а iндукований струм заряджених частинок може бути поданий у формi

узагальненого закону Ома.

У разi, якщо еволюцiя полiв не є адiабатично повiльною, омiчне наближення

для електричного струму стає непридатним. Тодi необхiдно розглядати динамi-

ку заряджених частинок, народжених унаслiдок ефекту Швiнґера, на рiвнi з

динамiкою самого породжуючого поля. Одним iз пiдходiв, що забезпечує такий

самоузгоджений опис, є кiнетична теорiя, заснована на рiвняннях Больцмана

або Власова. Зазвичай цi рiвняння формулюються у фiзичному часi, однак у

низцi космологiчних задач зручнiше використовувати конформний час, що по-

требує вiдповiдного узагальнення кiнетичного формалiзму.

Актуальнiсть теми. Попри значну кiлькiсть проведених дослiджень, фор-

малiзм градiєнтного розкладу досi не був розроблений для найзагальнiшої моде-

лi iнфляцiйної генерацiї 𝑈(1)-полiв, яка одночасно враховує аксiальний i кiнети-

чний зв’язки з iнфлатоном та ефект Швiнґера. Крiм того, зазначений формалiзм

ранiше не застосовувався до задачi iнфляцiйної генерацiї масивних векторних

полiв у контекстi сценарiю векторної темної матерiї.

Квантово-кiнетичний опис ефекту Швiнґера добре вiдомий для плоского

простору-часу Мiнковського та був узагальнений на випадок Всесвiту, що роз-

ширюється, де вiдповiдну систему рiвнянь сформульовано в термiнах фiзичного

часу. Однак практичне застосування цього пiдходу ускладнюється двома обста-
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винами. По-перше, кiнетичнi функцiї повiльно спадають зi зростанням iмпульсу,

що створює труднощi для чисельних розрахункiв. По-друге, внески вiд електри-

чного поля та нестацiонарного iнфляцiйного фону виявляються змiшаними, що

ускладнює їхнє роздiлення та фiзичну iнтерпретацiю. Обидвi зазначенi пробле-

ми можуть бути усунутi шляхом формулювання кiнетичних рiвнянь у термiнах

конформного часу. Проте в лiтературi такий пiдхiд досi не було реалiзовано.

Таким чином, iснує потреба у побудовi узагальненого самоузгодженого пiд-

ходу до опису iнфляцiйної генерацiї як безмасових, так i масивних калiбруваль-

них полiв iз урахуванням нелiнiйних ефектiв. Розроблення вiдповiдного фор-

малiзму та його застосування до широкого класу моделей становить актуальну

наукову задачу, що має важливе значення для розумiння фiзики раннього Все-

свiту, а також природи космологiчних магнiтних полiв i темної матерiї.

Зв’язок роботи з науковими програмами та темами. Робота вико-

нана у рамках дослiджень, що проводяться на кафедрi квантової теорiї поля

та космомiкрофiзики фiзичного факультету Київського нацiонального унiверси-

тету iменi Тараса Шевченка: тема №22БФ051-06 (ДР № 0122U001957) “Фунда-

ментальнi закони фiзики в космологiї раннього Всесвiту” (науковий керiвник —

д. ф.-м. н., проф. Горбар Едуард Володимирович), тема №25БФ051-01 (ДР №

0125U002260) “Пошук темної матерiї та частинок за межами Стандартної моде-

лi” (науковий керiвник — д. ф.-м. н., проф. Горбар Едуард Володимирович). Ро-

бота також виконувалася в рамках проєкту №2020.02/0060 (ДР №0120U105439)

“Генерацiя i еволюцiя первинних магнiтних полiв”, фiнансованого Нацiональним

фондом дослiджень України (науковий керiвник — д. ф.-м. н., проф. Горбар

Едуард Володимирович), проєкту №2023.01/0077 (№ 26207S1) “Космiчний вальс

барiонної та ультралегкої темної матерiї: зв’язок i динамiчна взаємодiя”, фiнан-

сованого Швейцарським нацiональним науковим фондом (науковi керiвники —

др. Реваз Iв та д. ф.-м. н., проф. Горбар Едуард Володимирович).
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Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є дослiдження ефектiв,

пов’язаних з iнфляцiйною генерацiєю безмасових i масивних векторних полiв,

зокрема зворотної реакцiї згенерованих полiв на еволюцiю iнфлатона та мас-

штабного фактора, а також швiнґерiвське народження пар у сильних калiбру-

вальних полях. Для досягнення мети дослiдження було поставлено i виконано

наступнi завдання:

1. Розробити метод опису iнфляцiйної генерацiї безмасових калiбрувальних

полiв у найзагальнiшiй моделi, що мiстить аксiальний i кiнетичний зв’язки

векторного поля з iнфлатоном та передбачає наявнiсть нелiнiйних явищ,

зокрема зворотної реакцiї на фонову динамiку й ефекту Швiнґера.

2. Здiйснити кiлькiсний опис генерацiї безмасових векторних полiв iз немiнi-

мальним (аксiальним та кiнетичним) зв’язком з iнфлатоном у межах моделi

хаотичної iнфляцiї з урахуванням зворотної реакцiї та ефекту Швiнґера.

3. Дослiдити вплив часової залежностi безмасових калiбрувальних полiв на

динамiку народження швiнґерiвських пар скалярних частинок у межах кi-

нетичного пiдходу.

4. Розробити теоретичний опис народження швiнґерiвських пар скалярних

частинок у Всесвiтi, що розширюється, на основi квантових кiнетичних рiв-

нянь Власова, сформульованих у конформному часi.

5. Розробити метод опису iнфляцiйної генерацiї масивних калiбрувальних по-

лiв (векторної темної матерiї) у моделi, що мiстить аксiальний, кiнетичний

i масовий зв’язки векторного поля з iнфлатоном та враховує зворотну реа-

кцiю на фонову iнфляцiйну динамiку.

6. Здiйснити кiлькiсний опис генерацiї масивних векторних полiв (векторної

темної матерiї) з немiнiмальним (кiнетичним та/або масовим) зв’язком з

iнфлатоном у моделi хаотичної iнфляцiї з урахуванням зворотної реакцiї.
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Об’єктом дослiдження є безмасовi та масивнi векторнi поля, що генеру-

ються пiд час iнфляцiї в ранньому Всесвiтi.

Предметом дослiдження є величина згенерованих векторних полiв, яви-

ще зворотної реакцiї згенерованих полiв на iнфляцiйну динамiку, народження

швiнґерiвських пар заряджених скалярних частинок та фермiонiв.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi було застосовано методи

квантової теорiї поля, загальної теорiї вiдносностi, теорiї диференцiйних рiвнянь

та математичної фiзики, а саме: квантування векторних полiв у викривлено-

му просторi-часi, квантову кiнетичну теорiю, регуляризацiю та перенормуван-

ня розбiжностей у фiзичних спостережуваних величинах, рiзноманiтнi чисельнi

методи розв’язування диференцiальних рiвнянь, зокрема пов’язанi з використа-

нням спецiальних функцiй.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основними науковими ре-

зультатами, що виносяться на захист, є такi:

1. Вперше розроблено формалiзм градiєнтного розкладу — новий метод для

опису iнфляцiйного магнiтогенезу, що дозволяє вiдслiдкувати нелiнiйну ди-

намiку згенерованих векторних полiв, iнфлатона та масштабного факто-

ра — для найзагальнiшої моделi, яка одночасно мiстить кiнетичний та аксi-

альний зв’язок векторного поля з iнфлатоном, а також передбачає наяв-

нiсть ефекту Швiнґера.

2. Вперше показано, що в режимi сильної зворотної реакцiї, для найзагальнi-

шої моделi iнфляцiйного магнiтогенезу, мають мiсце наступнi ефекти: ко-

ливання густини енергiї згенерованих полiв та сповiльнення скочування

iнфлатона наприкiнцi iнфляцiї, подовження тривалостi iнфляцiйної епохи.

Наявнiсть швiнґерiвської провiдностi, навпаки, призводить до послаблення

полiв, зникнення зворотної реакцiї та вчасного завершення iнфляцiї.
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3. Вперше отримано систему квантових кiнетичних рiвнянь Власова в кон-

формному часi, що описують народження швiнґерiвських пар скалярних

частинок змiнним у часi електричним полем у Всесвiтi, що розширюється.

Отримано перенормованi вирази для фiзичних спостережуваних величин

(слiду тензора енергiї-iмпульсу, густини енергiї та електричного струму)

народжених скалярних частинок.

4. Вперше запропоновано розширений варiант формалiзму градiєнтного роз-

кладу, що може бути застосованим до задачi про iнфляцiйну генерацiю ве-

кторної темної матерiї в найзагальнiшiй моделi та включає в себе рiвняння

на поздовжнi моди згенерованого векторного поля.

5. Вперше протестовано розширений варiант формалiзму градiєнтного роз-

кладу для кiлькох моделей iнфляцiйної генерацiї векторної темної матерiї

(з кiнетичним та/або масовим зв’язком векторного поля з iнфлатоном) i

доведено його узгодженiсть зi стандартним помодовим розкладом за вiдсу-

тностi явища зворотної реакцiї.

6. Вперше доведено можливiсть iснування нового режиму зворотної реакцiї з

домiнуванням у густинi енергiї внеску вiд поздовжнiх мод.

Теоретичне та практичне значення одержаних результатiв. Отри-

манi в дисертацiйнiй роботi результати мають фундаментальне значення та

спрямованi на поглиблення кiлькiсного розумiння поведiнки калiбрувальних по-

лiв, згенерованих пiд час iнфляцiї. Розроблений та узагальнений у дисертацiї

формалiзм градiєнтного розкладу є новим iнструментом дослiдження iнфляцiй-

ної генерацiї калiбрувальних полiв iз урахуванням нелiнiйних ефектiв, зокрема

зворотної реакцiї та ефекту Швiнґера. Запропонований метод уже набув пра-

ктичного застосування в сучасних дослiдженнях, зокрема i в роботах iнших ав-

торiв, завдяки тому, що вiн дає змогу виконувати чисельний аналiз у режимах,

де традицiйнi пiдходи, такi як помодовий розклад у просторi Фур’є або ґратковi
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обчислення, виявляються недостатнiми або технiчно заскладними для реалiза-

цiї. Розвинутий у роботi квантово-кiнетичний опис ефекту Швiнґера забезпечує

врахування часової нелокальностi процесу народження заряджених частинок i

дозволяє бiльш послiдовно описувати їхню динамiку в нестацiонарному космоло-

гiчному фонi. Представленi результати становлять iнтерес для задач космологiї

раннього Всесвiту та квантової теорiї поля в умовах космологiчного розширення

i можуть бути використанi для

1. проведення чисельних розрахункiв у межах широкого класу задач, пов’язаних

з iнфляцiйною генерацiєю масивних i безмасових векторних полiв;

2. чисельного дослiдження нелiнiйних ефектiв, що виникають пiд час iнфля-

цiї, зокрема ефекту Швiнґера та зворотної реакцiї згенерованих полiв на

фонову iнфляцiйну динамiку;

3. аналiтичного й чисельного аналiзу процесу народження швiнґерiвських пар

скалярних частинок у Всесвiтi, що розширюється, пiд дiєю залежного вiд

часу електричного поля;

4. оцiнювання сучасних значень великомасштабних магнiтних полiв i густини

векторної темної матерiї у Всесвiтi, якi можуть бути згенерованi в межах

iнфляцiйних моделей.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано у чо-

тирьох наукових статтях у фахових виданнях, що iндексуються в мiжнароднiй

наукометричнiй базi даних Scopus. Усi статтi опублiковано в закордонних науко-

вих журналах, якi належать до першого квартиля (Q1) за рейтингом SCImago

Journal and Country Rank. Список праць за темою дисертацiї, що включає нау-

ковi статтi [1]*–[4]* та тези доповiдей на конференцiях [5]*–[6]*, наведено пiсля

анотацiї та в додатку А.
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Особистий внесок здобувача. У роботах, виконаних зi спiвавторами,

здобувачевi належить:

1. У роботi [1]*: чисельне розв’язування модового рiвняння та визначення спе-

ктру згенерованих полiв в моделi з немонотонною функцiєю зв’язку за до-

помогою методу помодового розкладу.

2. У роботi [2]*: виведення квантових кiнетичних рiвнянь Власова в конформ-

ному часi, отримання виразiв для фiзичних спостережуваних величин (слi-

ду тензора енергiї-iмпульсу, густини енергiї та електричного струму) наро-

джених скалярних частинок.

3. У роботi [4]*: iдея про можливiсть застосування формалiзму градiєнтного

розкладу для опису iнфляцiйної генерацiї векторної темної матерiї, прове-

дення всiх аналiтичних розрахункiв, отримання чисельних результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень доповiдали-

ся на наукових семiнарах кафедри квантової теорiї поля та космомiкрофiзи-

ки фiзичного факультету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса

Шевченка, а також на наступних наукових конференцiях:

1. Мiжнародна наукова конференцiя студентiв i молодих науковцiв з теоре-

тичної та експериментальної фiзики “ЕВРИКА-2022”, 18-20 жовтня 2022,

Львiв, Україна. URL: https://physics.lnu.edu.ua/conferences/heureka2022/

2. Мiжнародна конференцiя “Rencontres Jeunes Physicien.ne.s 2025”, 13 червня

2025, Лiон, Францiя. URL: https://indico.in2p3.fr/event/35494/

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi

вступу, чотирьох роздiлiв, загальних висновкiв, списку використаних джерел,

що мiстить 242 найменування на 25 сторiнках та додаток. Дисертацiйна робота

мiстить 11 рисункiв, загальний обсяг її складає 166 сторiнок.

https://physics.lnu.edu.ua/conferences/heureka2022/
https://indico.in2p3.fr/event/35494/
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РОЗДIЛ 1

IНФЛЯЦIЙНА ГЕНЕРАЦIЯ ВЕКТОРНИХ ПОЛIВ У

КОСМОЛОГIЇ РАННЬОГО ВСЕСВIТУ: СУЧАСНИЙ

СТАН ПРОБЛЕМИ

1.1 Базовi вiдомостi з космологiї

1.1.1 Основнi поняття

На сьогоднi достеменно вiдомо, що наш Всесвiт розширюється з додатнiм

прискоренням. Величиною, що характеризує розширення Всесвiту, є так званий

масштабний фактор 𝑎(𝑡) (вiдстань мiж деякими двома космiчними об’єктами

можна вважати пропорцiйною масштабному фактору). Досить часто в космо-

логiї використовується iнша величина — параметр Габбла, або ж вiдносна змiна

масштабного фактору за одиницю часу [1]:

𝐻(𝑡) =
𝑎̇

𝑎
. (1.1)

Нинiшнє значення параметру Габбла називається константою Габбла i по-

значається 𝐻0. Згiдно результатiв сучасних астрофiзичних спостережень [2]:

𝐻0 = (67.3 ± 1.2)
км

с · Мпк
. (1.2)

Легко помiтити, що константа Габбла має обернену до часу розмiрнiсть.

Отже, величина 1/𝐻0 є характерним часовим масштабом у нашому Всесвiтi
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(можна вважати, що це вiк Всесвiту у першому найпростiшому наближеннi):

𝑡0 =
1

𝐻0
≈ 14 · 109 рокiв . (1.3)

Масштаб вiдстаней у Всесвiтi (або ж груба оцiнка космологiчного горизон-

ту) визначатиметься за формулою

𝑙𝐻 = 𝑐 · 𝑡0 =
𝑐

𝐻0
≈ 4.3 · 103 Мпк , (1.4)

де c — швидкiсть свiтла у вакуумi.

Розширення Всесвiту спричиняє явище космологiчного червоного змiщен-

ня. За промiжок часу вiд випромiнювання до поглинання довжина хвилi фотона

збiльшується пропорцiйно до масштабного фактора. Кiлькiсною характеристи-

кою червоного змiщення є однойменна фiзична величина 𝑧, що визначається

наступним чином [1, 3]:

1 + 𝑧 =
𝜆ab
𝜆em

, (1.5)

де 𝜆ab та 𝜆em — це довжини хвилi фотона в момент поглинання та момент випро-

мiнення, вiдповiдно. Виходячи з фiзичних мiркувань, можна iдентифiкувати 𝜆em
фотона, що надiйшов вiд певного джерела. 𝜆ab визначається шляхом безпосере-

днього вимiрювання. Вказанi дiї дозволяють розрахувати значення червоного

змiщення даного джерела.

Знаючи червоне змiщення джерела, можна розрахувати вiдстань до нього

(проте слiд вiдмiтити, що дана задача є досить нетривiальною). Для об’єктiв з

невеликим значенням червоного змiщення справедливим є закон Габбла [4]

𝑧 = (𝐻0/𝑐) · 𝑟 , 𝑧 ≪ 1 , (1.6)

де 𝑟 — шукана вiдстань до джерела. Для дуже вiддалених космiчних об’єктiв

формула для обрахунку вiдстаней є бiльш складною [5].
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1.1.2 Метрика Фрiдмана-Леметра-Робертсона-Уокера

Однорiдний та iзотропний Всесвiт, що розширюється, описується метрикою

Фрiдмана-Леметра-Робертсона-Уокера (ФЛРУ) [6]:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑎2(𝑡)𝛾𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗, (1.7)

де 𝛾𝑖𝑗(𝑥) — метрика одиничної 3-сфери, 3-гiперболоїда чи 3-площини. Метрика

𝛾𝑖𝑗(𝑥) може бути записана двома рiзними способами. Перша формула виглядає

наступним чином:

𝑑𝑙2 = 𝑑𝜌2 + 𝑟2(𝜌)(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜑2), (1.8)

де

𝑟(𝜌) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
sin 𝜌, 3-сфера;

𝜌, 3-площина;

sinh 𝜌, 3-гiперболоїд.

(1.9)

Якщо за радiальну координату обрати 𝑟 (1.9), то формула (1.8) запишеться

так:

𝑑𝑙2 =
𝑑𝑟2

1− 𝜅𝑟2
+ 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜑2), (1.10)

де

𝜅 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
+1, 3-сфера;

0, 3-площина;

−1, 3-гiперболоїд.

(1.11)

Розрахуємо символи Крiстоффеля для метрики ФЛРУ

Γ𝜇
𝜈𝜆 =

1

2
𝑔𝜇𝜎(𝜕𝜈𝑔𝜆𝜎 + 𝜕𝜆𝑔𝜈𝜎 − 𝜕𝜎𝑔𝜈𝜆). (1.12)
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Маємо наступнi вирази для ненульових символiв Крiстоффеля:

Γ𝑖
0𝑗 =

1

2
𝑔𝑖𝑘𝜕0𝑔

𝑗𝑘 =
𝑎̇

𝑎
𝛿𝑖𝑗 , (1.13)

Γ0
𝑖𝑗 = 𝑎𝑎̇𝛾𝑖𝑗 , (1.14)

Γ𝑖
𝑗𝑘 =

(3)Γ𝑖
𝑗𝑘 , (1.15)

де (3)Γ𝑖
𝑗𝑘 — символи Крiстоффеля для просторової метрики 𝛾𝑖𝑗.

1.1.3 Рiвняння Фрiдмана

Щоб вивести диференцiальне рiвняння на масштабний фактор, треба запи-

сати рiвняння Айнштайна

𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 = 8𝜋𝐺𝑇𝜇𝜈 (1.16)

для метрики ФЛРУ. Тут 𝑅𝜇𝜈 — тензор Рiчi, 𝑅 — скалярна кривина, 𝑇𝜇𝜈 — тензор

енергiї-iмпульсу.

Тензор Рiчi рахуємо, пiдставляючи знайденi вище символи Крiстоффеля у

формулу

𝑅𝜇𝜈 = 𝜕𝜆Γ
𝜆
𝜇𝜈 − 𝜕𝜇Γ

𝜆
𝜈𝜆 + Γ𝜆

𝜇𝜈Γ
𝜎
𝜆𝜎 − Γ𝜆

𝜇𝜎Γ
𝜎
𝜆𝜈. (1.17)

Маємо наступнi вирази для ненульових компонент тензора Рiчi:

𝑅00 = −3
𝑎̇

𝑎
, (1.18)

𝑅𝑖𝑗 = (𝑎̈𝑎+ 2𝑎̇2 + 2𝜅)𝛾𝑖𝑗. (1.19)

Тепер ми маємо змогу розрахувати скаляр кривини, застосовуючи формулу

𝑅 = 𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈. (1.20)
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Нескладнi обчислення дають наступний результат:

𝑅 = −6

(︂
𝑎̈

𝑎
+
𝑎̇2

𝑎2
+
𝜅

𝑎2

)︂
. (1.21)

Розписавши 00-компоненту рiвнянь Айнштайна та врахувавши, що 𝑇00 =

𝜌(𝑡) — залежна вiд часу густина енергiї, отримуємо т. зв. рiвняння Фрiдмана

𝐻2 =
8𝜋𝐺

3
𝜌− 𝜅

𝑎2
. (1.22)

Дане рiвняння вiдображає той факт, що динамiка еволюцiї Всесвiту (квадрат

параметру Габбла в лiвiй частинi) залежить вiд двох факторiв: густини енергiї

матерiї, що наповнює Всесвiт, та просторової кривини (вираз у правiй частинi).

Якщо розписати (𝑖𝑗)-компоненти рiвнянь Айнштайна, пiдставивши 𝑇𝑖𝑗 =

−𝑝(𝑡)𝑔𝑖𝑗, де 𝑝 — залежний вiд часу тиск, отримаємо наступне рiвняння:

𝑎̈

𝑎
= −4𝜋𝐺

3
(𝜌+ 3𝑝). (1.23)

Щоб замкнути систему рiвнянь (1.22) та (1.23), використовують рiвняння

стану матерiї

𝑝 = 𝑝(𝜌). (1.24)

Часом трапляється, що розв’язання рiвняння (1.23) супроводжується те-

хнiчними незручностями, спричиненими наявнiстю другої похiдної по часу вiд

масштабного фактора. Тому досить часто замiсть вказаного рiвняння застосо-

вують iнше, а саме:

𝜌̇+ 3𝐻(𝜌+ 𝑝) = 0. (1.25)

Його можна отримати, записавши коварiантний закон збереження тензора енергiї-

iмпульсу

∇𝜇𝑇
𝜇𝜈 = 0. (1.26)
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1.1.4 Космологiчна модель ΛCDM

Вiдповiдно до сучасних уявлень, наш Всесвiт заповнений нерелятивiстською

матерiєю, релятивiстсьскими частинками (т. зв. радiацiєю), а також темною

енергiєю. Окрiм цього, цiлком можливо, що для Всесвiту характерним є пев-

не ненульове значення просторової кривини 𝜅. Тодi рiвняння Фрiдмана (1.22)

для нашого Всесвiту матиме наступний вигляд:

𝐻2 =
8𝜋𝐺

3
(𝜌M + 𝜌rad + 𝜌Λ + 𝜌curv), (1.27)

де 𝜌M, 𝜌rad та 𝜌Λ — внески вiд нерелятивiстської та релятивiстської матерiї i

темної енергiї, вiдповiдно. 𝜌𝑐𝑢𝑟𝑣 визначається за формулою

𝜌curv = − 3

8𝜋𝐺
· 𝜅
𝑎2
. (1.28)

З мiркувань зручностi введемо т. зв. критичну густину — сучасне значення

сумарної густини енергiї у Всесвiтi

𝜌𝑐 =
3𝐻2

0

8𝜋𝐺
, (1.29)

де 𝐻0 — сучасне значення параметра Габбла (константа Габбла). Введемо також

наступнi величини:

ΩM =
𝜌M,0

𝜌𝑐
, Ωrad =

𝜌rad,0
𝜌𝑐

, ΩΛ =
𝜌Λ,0
𝜌𝑐

, Ωcurv =
𝜌curv,0
𝜌𝑐

, (1.30)

де 𝜌M,0, 𝜌rad,0, 𝜌Λ,0 та 𝜌curv,0 — сучаснi значення густин енергiй рiзних складових

Всесвiту. Очевидно, що

ΩM + Ωrad + ΩΛ + Ωcurv = 1. (1.31)
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Чисельнi значення величин (1.30) на сьогоднi оцiнюються так [7]:

ΩM ≃ 0.31, Ωrad ≲ 10−4, ΩΛ ≃ 0.69, |Ωcurv| ≤ 0.003. (1.32)

Враховуючи, що 𝜌M ∝ 𝑎−3, 𝜌rad ∝ 𝑎−4, 𝜌curv ∝ 𝑎−2, а також припускаючи,

що густина темної енергiї не залежить вiд часу, переписуємо рiвняння Фрiдмана

(1.33):

𝐻2 =
8𝜋𝐺

3
𝜌𝑐

[︃
ΩM

(︁𝑎0
𝑎

)︁3
+ Ωrad

(︁𝑎0
𝑎

)︁4
+ ΩΛ + Ωcurv

(︁𝑎0
𝑎

)︁2]︃
. (1.33)

1.1.5 Проблеми моделi гарячого Великого вибуху

Теорiя гарячого Великого вибуху була розроблена Георгiєм Гамовим в 1947

роцi. Згiдно даної теорiї, Весвiт на раннiх етапах свого розвитку був заповнений

гарячою плазмою, а початковим моментом його еволюцiї була так звана сингу-

лярнiсть: момент, коли масштабний фактор був рiвним нулю, а густина енергiї

та тиск прямували до нескiнченностi. Стартуючи з сингулярностi, Весвiт роз-

ширювався, i для його опису можна застосовувати метрику ФЛРУ. Одним iз

найвагомiших передбачень теорiї Гамова стало твердження про iснування в ко-

смосi теплового випромiнювання з температурою в кiлька кельвiнiв, що виникло

на стадiї рекомбiнацiї, i для якого речовина Всесвiту є практично прозорою —

релiктового випромiнювання. Релiктове випромiнювання було експерименталь-

но зафiксоване в 1965 роцi Арно Пензiасом та Робертом Вудро Вiльсоном.

Проте згодом виявилося, що модель гарячого Великого вибуху мiстить вну-

трiшнi протирiччя. Серед основних проблем теорiї Гамова — проблема горизон-

ту, проблема плоскостi, проблема первинних неоднорiдностей [8–10].

Проблема горизонту полягає в тому, що згiдно моделi гарячого Великого ви-

буху, розмiри видимого сьогоднi Всесвiту за планкiвських часiв сягали близько

1090 причинно незв’язаних областей. Це протирiчить тому факту, що нинiшнiй

Всесвiт є однорiдним та iзотропним на великих масштабах (релiктове випромi-
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нювання є iзотропним з точнiстю близько 10−5–10−4).

Щодо проблеми плоскостi. Природньо припустити, що за планкiвських ча-

сiв внесок вiд кривини в загальну густину енергiї був досить значним, тобто

|Ωcurv(𝑡Pl)| ≃ 1. Проте теорiя гарячого Великого Вибуху дає iнший результат:

для того, щоб в наш час Всесвiт був таким, яким ми його спостерiгаємо, необхi-

дно покласти |Ωcurv(𝑡Pl)| ≤ 10−60. Iншими словами, у першi митi пiсля Великого

Вибуху Всесвiт мав би бути практично плоским. Дане твердження виглядає

дуже штучним та неочевидним i потребує серйозного пояснення.

Як вже казалося вище, Всесвiт на великих масштабах є однорiдним та iзо-

тропним. Але на малих масштабах спостерiгаються локальнi неоднорiдностi:

галактики, їх скупчення, надскупчення, великi мiжгалактичнi пустоти (т. зв.

войди). В рамках теорiї гарячого Всесвiту можна пояснити виникнення зазна-

чених структур iз початкових неоднорiдностей 𝛿𝜌/𝜌 ≃ 10−5. Проблема полягає

в тому, що появу в ранньому Всесвiтi початкових неоднорiдностей саме такої

амплiтуди неможливо пояснити, базуючись лише на теорiї Гамова. Початковi

умови доводиться накладати штучно без глибокого розумiння їх природи та

механiзму утворення.

1.1.6 Стадiя iнфляцiї

Всi перелiченi в попередньому роздiлi проблеми знаходять своє вирiшення

в теорiї космiчної iнфляцiї. Її суть полягає в наступному. Вiдповiдно до вказаної

теорiї, стадiї гарячого Великого вибуху передувала епоха iнфляцiї, пiд час якої

Всесвiт розширювався за квазiекспоненцiйним законом (лiнiйнi розмiри Всесвiту

збiльшилися як мiнiмум у 1026 разiв, при чому сама iнфляцiя тривала в перiодi

мiж 10−36 − 10−32 секунд).

Приймаючи теорiю iнфляцiї, ми приходимо до висновку, що, дiйсно, перед

гарячим Великим вибухом розмiри Всесвiту уже були надзвичайно великими.

При цьому останнiй походив вiд однiєї причинно зв’язаної областi планкiвських
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розмiрiв, яка розширилася за час iнфляцiї.

Проблема плоскостi також має просте пояснення в рамках iнфляцiйної мо-

делi. Якщо перед iнфляцiєю кривина була досить значною, то пiсля неї маємо

|Ωcurv| ≲ 10−60.

Первинi неоднорiдностi, що стали основою для утворення структур у Все-

свiтi, є нащадками вакуумних флуктуацiй полiв, що сильно посилилися пiд час

iнфляцiї. Даний процес забезпечується швидкою часовою змiною гравiтацiйного

поля на iнфляцiйнiй стадiї.

Вказане вище надзвичайно швидке розширення Всесвiту можна забезпе-

чити модифiкацiєю гравiтацiйного лагранжiану. Наприклад, у вiдомiй моделi

Старобiнського [11], окрiм доданку, пропорцiйного скаляру кривини 𝑅, iснує

доданок, пропорцiйний 𝑅2:

𝑆 = −𝑀Pl

2

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
𝑅− 𝑅2

6𝜇2

]︂
, (1.34)

де 𝑀Pl = (8𝜋𝐺)−1/2 — т. зв. редукована маса Планка, а 𝜇 — вiльний пара-

метр. В моделi Старобiнського ми отримуємо модифiковане рiвняння Фрiдма-

на, розв’язком якого є масштабний фактор, що зростає експоненцiйним чином

вiдносно довгий промiжок часу.

Модель iнфляцiї з модифiкованою гравiтацiєю є повнiстю еквiвалентною

до моделi Всесвiту, що розширюється за рахунок спецiального скалярного поля

(iнфлатонного поля або iнфлатона). У такому формалiзмi iнфляцiя завершу-

ється тодi, коли iнфлатон скочується в мiнiмум свого потенцiалу, де починає

коливатися, вiддаючи свою енергiю на народження частинок, якi заповнюють

Всесвiт.

Розглянемо бiльш детально теорiю космiчної iнфляцiї, в якiй розширен-

ня Всесвiту забезпечується iнфлатонним полем. Будемо працювати в метрицi

ФЛРУ у рiвняннi (1.7). Усi подальшi розрахунки будемо проводити для просто-
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рово-плоского Всесвiту, i, отже, у формулi (1.7) обираємо 𝛾𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗.

Швидкiсть розширення Всесвiту описується рiвнянням Фрiдмана (1.22) з

𝜅 = 0. Будемо враховувати лише iнфлатонне поле (iнфлатон) — дiйсне скалярне

поле, що вiдповiдає за розширення Всесвiту на iнфляцiйнiй стадiї. Вiдповiдна

дiя запишеться наступним чином:

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔ℒ =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
, (1.35)

де 𝑔 = det[𝑔𝜇𝜈], 𝑉 (𝜑) — потенцiал iнфлатонного поля.

Застосувавши принцип найменшої дiї, отримуємо рiвняння руху для iнфла-

тона. При цьому вважаємо iнфлатон просторово-однорiдним (залежним лише

вiд часу). Отримане рiвняння (рiвняння Кляйна-Гордона-Фока) буде таким:

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+
𝜕𝑉

𝜕𝜑
= 0. (1.36)

Тензор енергiї-iмпульсу iнфлатонного поля має вигляд

𝑇𝜇𝜈 =
2√
−𝑔

𝛿𝑆

𝛿𝑔𝜇𝜈
= 𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑔𝜇𝜈

[︂
1

2
𝜕𝛼𝜑𝜕

𝛼𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
. (1.37)

Густина енергiї iнфлатона — це 00-компонента тензора енергiї-iмпульсу:

𝜌 ≡ 𝑇 0
0 =

1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑). (1.38)

Отже, рiвняння (1.22) набуде наступного вигляду:

𝐻2 =
1

3𝑀 2
Pl

[︂
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑)

]︂
. (1.39)

Остаточно маємо, що еволюцiя масштабного фактора та iнфлатонного поля

описуватиметься системою iз рiвнянь Кляйна-Гордона-Фока (1.36) та Фрiдмана

(1.39).
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Рис. 1.1: Залежностi iнфлатона (лiва панель) та масштабного фактора (права панель) вiд часу,
отриманi в результатi чисельного розв’язку системи рiвнянь Кляйна-Гордона-Фока та Фрiдмана для
потенцiалу Старобiнського. Штрихованою лiнiєю позначено момент закiнчення iнфляцiї. Добре ви-
дно, що пiд час iнфляцiї масштабний фактор зростає експоненцiйно. Iнфлатон наприкiнцi iнфляцiї

скочується в мiнiмум потенцiалу, де починає коливатися.

Наприклад, для моделi Старобiнського (1.34), що в айнштайнiвськiй системi

полiв характеризується потенцiалом

𝑉 (𝜑) =
3𝜇2𝑀 2

Pl

4

(︂
1− 𝑒

−
√

2
3

𝜑
𝑀Pl

)︂2
, (1.40)

чисельний розв’язок рiвнянь руху зображено на рис. 1.1. Лiва панель демонструє

часову залежнiсть iнфлатона, який спочатку повiльно скочується вздовж схилу

потенцiалу (iнфляцiя), а потiм швидко осцилює в околi мiнiмуму потенцiалу

(розiгрiв). Права панель показує еволюцiю масштабного фактора, що зростає

квазiекспоненцiйно пiд час iнфляцiї.

Серед величезної кiлькостi моделей iнфляцiї, запропонованих у лiтературi

(систематична класифiкацiя великого набору моделей наведена в роботi [12])

найкраще узгодження зi спостереженнями анiзотропiї релiктового випромiню-

вання мають моделi плато (наприклад, модель Старобiнського), а також моделi

нової iнфляцiї з малим полем [13].
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1.2 Великомасштабнi магнiтнi поля

1.2.1 Магнiтнi поля у Всесвiтi. Спостережнi свiдчення

На сьогоднi, завдяки результатам численних астрофiзичних спостережень,

є очевидним той факт, що магнiтнi поля наявнi всюди у Всесвiтi. Вони присутнi

як в окремих планетах [14], зорях [15] i галактиках [16, 17], так i в скупченнях

[18] та надскупченнях галактик [19]. Значення магнiтної iндукцiї становить 1–

10 мкГс для галактик та порядку 0.1–1 мкГс для скупчень.

У лiтературi згадується велика кiлькiсть спостережних методiв, що дозво-

ляють виявляти магнiтнi поля в космiчному просторi [20]. Наприклад, засто-

сування синхротронного випромiнювання — випромiнювання електромагнiтних

хвиль релятивiстськими електронами, якi рухаються по спiральних траєкторiях

вздовж лiнiй магнiтного поля. В лiтературi наявнi приклади застосування син-

хротронного випромiнювання для дослiдження магнiтних полiв в мiжзоряному

середовищi нашої Галактики [21], в коронi подвiйної зоряної системи V404 Cygni

з чорною дiрою [22].

Також для вимiрювання величини магнiтного поля можна використовувати

явище фарадеївського обертання. Його суть полягає в наступному: при прохо-

дженнi електромагнiтної хвилi через область з наявним магнiтним полем, стани

з лiвою та правою круговою поляризацiєю характеризуються рiзними фазови-

ми швидкостями. Для лiнiйно-поляризованих хвиль це призводить до повороту

площини поляризацiї на кут

𝜑 = RM · 𝜆2, (1.41)

де 𝜆 — довжина хвилi, а RM — т. зв. мiра обертання, що визначається за фор-

мулою

RM ≃ 810
рад
м2

∫︁ 𝑙𝑠

0

(︁ 𝑛𝑒
см−3

)︁(︂ 𝐵‖

мкГс

)︂(︂
𝑑𝑙

кпк

)︂
. (1.42)

Тут 𝑛𝑒(𝑙) — концентрацiя теплових електронiв вздовж променя зору, 𝑙𝑠 — вiд-
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стань мiж спостерiгачем та джерелом, 𝐵‖(𝑙) — поздовжня складова вектора ма-

гнiтної iндукцiї. Вважається, що в загальному випадку мiра обертання є сумою

трьох внескiв: вiд Молочного Шляху, мiжзоряного середовища та джерела.

Ще одним дiєвим методом виявлення космiчних магнiтних полiв є застосу-

вання ефекту Зеємана. Суть указаного ефекту є загальновiдомою: мається на

увазi розщеплення енергетичного рiвня атома з повним моментом 𝐽 на 2𝐽 + 1

пiдрiвнi в зовнiшньому магнiтному полi. При цьому величина розщеплення мiж

сусiднiми пiдрiвнями визначається за допомогою виразу

Δ𝐸 = 𝑔𝜇𝐵, (1.43)

де 𝑔 — фактор Ланде, 𝜇 — магнетон Бора, 𝐵 — зовнiшнє магнiтне поле. Ефект

Зеємана було успiшно застосовано для виявлення магнiтних полiв у плямах на

Сонцi [23], а також великомасштабних полiв нашої Галактики [24].

Для виявлення великомасштабних магнiтних полiв у нашiй Галактицi, а

також в галактиках, що знаходяться недалеко вiд неї, можна застосовувати по-

ляризоване оптичне свiтло вiд зiрок. Той факт, що властивостi зоряного види-

мого свiтла залежать вiд галактичного магнiтного поля, було доведено в роботi

[25]. На думку авторiв, витягнутi пилинки, що заповнюють мiжзоряний простiр,

мають орiєнтуватися перпендикулярно до магнiтного поля. Оскiльки пилинки

поглинатимуть в основному свiтло, поляризоване вздовж їхнiх головних осей

(перпендикулярно до поля), земний спостерiгач буде детектувати видиме ви-

промiнювання з поляризацiєю, паралельною до напрямку магнiтного поля.

Вiдносно нещодавно (у 2010 роцi) з’явилися свiдчення того, що магнiтнi

поля присутнi навiть у мiжгалактичних пустотах — войдах [26–31]. Зокрема,

у статтi А. Неронова та Є. Вовка [26] проведено аналiз результатiв спостере-

жень гамма-випромiнювання вiд далеких блазарiв, що велися за допомогою те-

лескопа Fermi/LAT . Гамма-фотони ТеВ-них енергiй, взаємодiючи з фоновим

позагалактичним свiтлом (з енергiєю близько 0.1–1 еВ), народжують електрон-
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позитроннi пари (енергiя останнiх — порядку ТеВ). Пiсля цього електрони та

позитрони зазнають зворотного комптонiвського розсiяння на релiктових фото-

нах, породжуючи каскад гамма-променiв ГеВ-дiапазону. В результатi спостере-

жень було з’ясовано, що потiк гамма-променiв у ГеВ-дiапазонi є значно меншим

вiд очiкуваного. Цей феномен можна пояснити, припустивши iснування вели-

комасштабного магнiтного поля з iндукцiєю принаймнi 10−17 Гс, що вiдхиляє

електрони й позитрони вiд їхньої початкової прямолiнiйної траєкторiї.

Максимально можливе значення iндукцiї великомасштабного магнiтного

поля можна встановити, наприклад, аналiзуючи його вплив на космiчнi про-

менi надвисоких енергiй. Так, у роботi [32] було розглянуто джерело ультраре-

лятивiстських космiчних променiв у надскупченнi Персей-Риби. Поряд з ним на

небеснiй сферi знаходиться “гаряча пляма” — мiсце приходу космiчних променiв.

В реальному космiчному просторi мiж цими двома об’єктами знаходиться войд

Тельця. Магнiтне поле войду Тельця вiдхиляє космiчнi променi на вiдносно не-

великий кут — iнакше надскупчення Персей-Риби i гаряча пляма знаходилися б

далеко один вiд одного на небеснiй сферi. Виходячи з вище вказаних мiркувань,

автори статтi прийшли до висновку, що магнiтне поле у дослiджуваному войдi

не може перевищувати 10−10 Гс.

Походження магнiтного поля у войдах на сьогоднi є однiєю iз нерозв’язаних

проблем сучасної фiзики.

1.2.2 Походження великомасштабних магнiтних полiв

Для пояснення описаного вище явища науковцями було запропоновано чи-

мало найрiзноманiтнiших теорiй (для огляду див. роботи [20, 33–36]). Усi цi

теорiї можна подiлити на двi великi групи: астрофiзичнi та космологiчнi.

Згiдно астрофiзичних теорiй, великомасштабне магнiтне поле утворилося

на досить пiзнiх стадiях еволюцiї Всесвiту — пiсля рекомбiнацiї, в епоху форму-

вання структур (приблизно через кiлька сотень мiльйонiв рокiв пiсля Великого
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вибуху). Пiд час формування структур у Всесвiтi магнiтне поле могло утво-

рюватись завдяки ряду механiзмiв. Один iз них — так звана батарея Бiрмана

[37–39], процес спонтанного утворення магнiтного поля в плазмi. Вiн має мiсце

тодi, коли градiєнти густини та температури плазми не є колiнеарними:

𝜕𝐵⃗

𝜕𝑡
∼ [∇⃗𝑛𝑒 × ∇⃗𝑇 ]. (1.44)

Окрiм цього, вважається, що магнiтне поле пiдсилюється через адiабати-

чне стиснення пiд час гравiтацiйного колапсу, а також через рiзноманiтнi типи

динамо [40–42]. Процес динамо полягає в утвореннi магнiтного поля всереди-

нi провiдної рiдини, яка обертається. Вiдповiдне диференцiальне рiвняння має

наступний вигляд:
𝜕𝐵⃗

𝜕𝑡
= ∇⃗ × [𝑢⃗× 𝐵⃗] +

1

4𝜋𝜎
∇2𝐵⃗, (1.45)

де 𝜎 — провiднiсть рiдини, а 𝑢⃗ — швидкiсть її руху.

На жаль, перелiченi вище астрофiзичнi теорiї добре описують генерацiю

магнiтних полiв лише в галактиках та їх скупченнях — у войдах цi механiзми

не працюють через надзвичайно малу густину матерiї. (Хоча насправдi з цього

приводу iснує кiлька оригiнальних гiпотез — наприклад, що магнiтнi поля були

занесенi у войди разом з викидами речовини iз активних ядер галактик [43–45].)

Усi космологiчнi теорiї базуються на припущеннi, що великомасштабнi ма-

гнiтнi поля були згенерованi у ранньому Всесвiтi — наприклад, на стадiях iн-

фляцiї чи розiгрiву [46, 47] або ж пiд час фазових переходiв [48–50].

Найбiльш природно виглядає гiпотеза про генерацiю магнiтних полiв пiд

час епохи iнфляцiї. По-перше, саме тодi згенерувалися первиннi збурення, що

в подальшому стали основою для утворення сучасної великомасштабної стру-

ктури Всесвiту. По-друге, iнфляцiя — найдавнiша вiдома сучаснiй науцi стадiя

еволюцiї Всесвiту, з того часу вiн розширився у максимальну кiлькiсть разiв.

Це дозволяє нам сподiватися, що кореляцiйна довжина згенерованих магнiтних
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полiв буде достатньо великою — сягатиме мегапарсекiв.

1.2.3 Iнфляцiйний магнiтогенез

Розглянемо бiльш детально гiпотезу про iнфляцiйний магнiтогенез. Заува-

жимо, що метрика Фрiдмана-Леметра-Робертсона-Уокера (яка використовує-

ться для опису Всесвiту, що розширюється) є конформно-плоскою. Це означає,

що вона може бути записана в наступному виглядi:

𝑔𝜇𝜈 = 𝑎2𝜂𝜇𝜈, (1.46)

де 𝜂𝜇𝜈 — метрика Мiнковського. Стандартна максвелiвська дiя електромагнiтно-

го поля є конформно-iнварiантною, а тому “не вiдчуває” розширення Всесвiту:

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
−1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝛼𝛽 𝑔

𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽
]︂
=

=

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝜂
[︂
−1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝛼𝛽 𝜂

𝜇𝛼𝜂𝜈𝛽
]︂
, (1.47)

де 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 — тензор електромагнiтного поля (𝐴𝜇 — вiдповiдний 4-

потенцiал). Iншими словами, електромагнетизм у Всесвiтi, що розширюється,

описується такою ж дiєю, як i в плоскому просторi-часi Мiнковського. Тому

магнiтогенез в такому Всесвiтi вiдбуватися не може [51].

Для генерацiї магнiтних полiв шляхом пiдсилення квантових флуктуацiй

необхiдно порушити конформну iнварiантнiсть дiї електромагнiтного поля. Це

можна зробити кiлькома способами. Зокрема, дуже популярними в лiтературi є

моделi, в яких iнфляцiйний магнiтогенез вiдбувається за рахунок взаємодiї еле-

ктромагнiтного поля з iнфлатоном — дiйсним скалярним полем, що вiдповiдає

за надзвичайно швидке розширення Всесвiту пiд час iнфляцiї. Однiєю iз таких
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моделей є модель аксiального зв’язку:

ℒint = −1

4
𝐼(𝜑)𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈, (1.48)

де 𝜑 — iнфлатонне поле, 𝐼(𝜑) — функцiя аксiального зв’язку, 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 −
𝜕𝜈𝐴𝜇 — тензор електромагнiтного поля, 𝐹 𝜇𝜈 = 1

2
√
−𝑔
𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌𝐹𝜆𝜌 — дуальний тензор

електромагнiтного поля. Зазначена модель особливо цiкава тим, що магнiтнi

поля в нiй мають ненульову спiральнiсть, що робить їх бiльш стiйкими пiд час

подальшої еволюцiї. Пiсля завершення iнфляцiї функцiя 𝐼(𝜑) має прямувати до

нуля (або до довiльної константи), щоб бiльше не давати внеску в рiвняння руху

електромагнiтного поля. Найпростiшою функцiєю, що задовольняє цю умову

є 𝐼(𝜑) = 𝑏 𝜑, де 𝑏 — деяка константа [52–54]. Саме таким чином взаємодiє з

калiбрувальними полями гiпотетичне псевдоскалярне поле — аксiон. Саме це

зумовило назву цiєї моделi магнiтогенезу.

Iншою не менш вiдомою є модель кiнетичного зв’язку:

ℒint = −1

4
𝑓 2(𝜑)𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈, (1.49)

де 𝑓(𝜑) — функцiя кiнетичного зв’язку. Пiсля завершення iнфляцiї функцiя

𝑓(𝜑) має стати рiвною одиницi, щоб вiдновити стандартний вигляд лагранжiа-

ну електромагнiтного поля. У бiльшостi випадкiв функцiї кiнетичного зв’язку

обираються монотонними [55–58], але трапляються i винятки [59, 60]. Варто

зазначити, що функцiя зв’язку 𝑓(𝜑) не має бути значно меншою за одиницю,

щоб не породжувати проблему сильного зв’язку [61]. Справдi, за наявностi кi-

нетичного зв’язку ефективний заряд усiх частинок модифiкується 𝑞eff = 𝑞/𝑓 ;

при 𝑓 ≪ 1 заряди стають дуже великими. Це робить неможливим застосуван-

ня теорiї збурень для опису процесiв у квантовiй електродинамiцi, переводячи

її у непертурбативний режим. Хоча безпосередньо на еволюцiю iнфлатона це

не впливає, досить складно передбачити вплив радiацiйних поправок на форму
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потенцiалу, тому проблеми сильного зв’язку варто уникати.

Один iз можливих механiзмiв порушення конформної iнварiантностi дiї —

ввiмкнення взаємодiї електромагнiтного поля iз кривиною простору-часу [62,

63]. Загальний лагранжiан такої моделi, де тензори кривини входять лише в

першому степенi, виглядає наступним чином:

ℒint = 𝑐1𝑅𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈 + 𝑐2𝑅𝜇𝜈𝑔𝛼𝛽𝐹

𝜇𝛼𝐹 𝜈𝛽 + 𝑐3𝑅𝜇𝜈𝛼𝛽𝐹
𝜇𝜈𝐹 𝛼𝛽+

+ 𝑐4𝑅𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈 + 𝑐5𝑅𝜇𝜈𝑔𝛼𝛽𝐹

𝜇𝛼𝐹 𝜈𝛽 + 𝑐6𝑅𝜇𝜈𝛼𝛽𝐹
𝜇𝜈𝐹 𝛼𝛽, (1.50)

де 𝑐1, . . . , 𝑐6 — певнi константи, 𝑅𝜇𝜈𝛼𝛽 — тензор кривини Рiмана, 𝑅𝜇𝜈 — тензор

Рiччi, 𝑅 — скалярна кривина.

Пiд час iнфляцiї у Всесвiтi домiнує скалярне поле iнфлатон. Рiвняння ста-

ну має приблизно такий вигляд: 𝑝 ≃ −𝜌. Масштабний фактор зростає з ча-

сом квазiекспоненцiйно: 𝑎(𝑡) ∼ 𝑒𝐻𝑡. В такому разi тензор кривини Рiмана та

тензор Рiччi (з точнiстю до поправок вищого порядку за параметрами повiль-

ного скочування) можна виразити через скаляр кривини наступним чином:

𝑅𝜇𝜈𝛼𝛽 ≃ 1
12𝑅 (𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽 − 𝑔𝜇𝛽𝑔𝜈𝛼), 𝑅𝜇𝜈 ≃ 1

4𝑅𝑔𝜇𝜈 . Пiд час iнфляцiї 𝑅 є функцiєю

iнфлатона 𝑅(𝜑). Отже, формула (1.50) запишеться у спрощеному виглядi:

ℒint ≃ 𝐶1𝑅(𝜑)𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈 + 𝐶2𝑅(𝜑)𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈, (1.51)

де 𝐶1 та 𝐶2 — деякi конкретнi числа. Узагальнюючи 𝑅(𝜑) в цьому виразi на

довiльнi функцiї iнфлатона, отримуємо вирази для лагранжiанiв моделей аксi-

ального та кiнетичного зв’язку. Нижче будуть обговоренi особливостi двох за-

значених моделей.

Як правило, для опису iнфляцiйного магнiтогенезу в лiтературi дослiд-

жується еволюцiя окремих мод електромагнiтного поля, а згенерованi поля об-

числюються шляхом iнтегрування по спектру. На жаль, такий пiдхiд стає неза-

стосовним, якщо у Всесвiтi має мiсце ефект Швiнґера, або ж згенерованi поля
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чинять зворотну реакцiю на еволюцiю iнфлатона. Зазначенi явища є суттєво не-

лiнiйними, моди перестають еволюцiонувати незалежно одна вiд одної. Пiдхiд з

помодовим розкладом має бути замiнений на iнший математичний апарат, що

самоузгоджено враховує згаданi вище явища.

Таким зокрема є метод градiєнтного розкладу. Його суть полягає в тому,

щоб розглянути набiр квадратичних функцiй електромагнiтного поля в коор-

динатному просторi, не проводячи розклад Фур’є. Вони одночасно мiстять в

собi всi фiзично значущi моди електромагнiтного поля, що робить можливим

застосування цього методу навiть при наявностi нелiнiйностi в системi. Впер-

ше вiн був застосований у роботi [60] для моделi кiнетичного зв’язку. Також вiн

використовувався для дослiдження моделi з аксiальним [53, 64–66] та аксiально-

кiнетичним зв’язком [67].

1.3 Ефект Швiнґера

1.3.1 Загальнi вiдомостi

До цього часу ми говорили про генерацiю лише магнiтних полiв. Але не

треба забувати, що разом з ними пiд час iнфляцiї утворюються ще й електричнi

поля, i вони, часом, набагато сильнiшi за магнiтнi. Згенерованi електричнi поля

є настiльки потужними, що можуть народжувати з вакууму пари заряджених

частинок i античастинок (ефект Швiнґера) [68–70].

Спочатку розглянемо ефект Швiнґера, не вдаючись до космологiчних про-

явiв цього явища. Користуючись квазiкласичним наближенням у квантовiй ме-

ханiцi, можна розрахувати кiлькiсть пар (наприклад, електронiв i позитронiв),

якi утворюються за одиницю часу в одиницi об’єму в однорiдному електричному

полi [71]:
Γ

𝑉
=

𝑒2𝐸2

4𝜋3ℏ2𝑐
exp

(︂
−𝜋𝑚

2𝑐3

𝑒𝐸ℏ

)︂
. (1.52)
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Тут 𝑒 — заряд електрона, 𝑚 — його маса, 𝐸 — напруженiсть однорiдного еле-

ктричного поля, ℏ — стала Планка, 𝑐 — швидкiсть свiтла у вакуумi. В 1951-

му роцi Джулiан Швiнґер, стартуючи з принципiв квантової електродинамiки,

отримав вираз для iмовiрностi розпаду вакууму 𝑃dec(𝑡) = 1− exp(−𝑤𝑉 𝑡) за ра-

хунок народження частинок i античастинок у сильному електричному полi, де

величина 𝜔 має вигляд:

𝜔 =
𝑒2𝐸2

4𝜋3ℏ2𝑐

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
exp

(︂
−𝑛𝜋𝑚

2𝑐3

𝑒𝐸ℏ

)︂
. (1.53)

Як видно, доданок ряду з 𝑛 = 1 дає вираз для темпу народження пар Γ/𝑉 ,

наведений вище.

З формул (1.52) та (1.53) можна зробити наступний висновок: щоб процес

народження пар не був експоненцiйно подавленим, електричне поле має пере-

вищувати т. зв. критичне значення:

𝐸cr =
2𝑚2𝑐3

𝑒ℏ
∼ 1018 В/м. (1.54)

Це значення має зрозумiлий фiзичний змiст. Електричне поле розносить вiрту-

альнi частинку i античастинку, що присутнi у фiзичному вакуумi завдяки кван-

товим флуктуацiям, на вiдстань порядку їх комптонiвської довжини 𝑙 ∼ 𝜆𝑐 =

ℏ/(𝑚𝑐) i при цьому виконує роботу достатню, щоб надати їм енергiю 𝑊 = 2𝑚𝑐2,

тобто зробити їх реальними частинками.

Вiдмiтимо, що знайдене критичне значення є надзвичайно великим числом.

Людство ще не навчилося створювати настiльки сильнi електричнi поля, а то-

му ефект Швiнґера ще нiколи не спостерiгався в лабораторiї. Експериментально

вченим вдалося вiдтворити лише аналог ефекту Швiнґера в графенi [72]. В тако-

го роду дослiдах роль частинки та античастинки грають електрон i дiрка. Швид-

кiсть свiтла у формулах змiнюється на т. зв. швидкiсть Фермi 𝑣𝐹 ≃ 106 м/с. Кри-

тичне значення електричного поля, необхiдне для генерацiї електронно-дiркових
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пар в графенi, є набагато меншим за (1.54): 𝐸cr ∼ 107 В/м.

В рядi теоретичних робiт було показано, що в нейтронних зiрках [73] та

пульсарах [74] можуть виникати електромагнiтнi поля надкритичних значень,

спричиняючи ефект Швiнґера. На жаль, поки що можливiсть протiкання ефе-

кту Швiнґера у вказаних астрофiзичних об’єктах залишається не пiдтвердже-

ною спостереженнями.

1.3.2 Ефект Швiнґера пiд час iнфляцiї

В ранньому Всесвiтi легко могли реалiзуватися надзвичайно сильнi еле-

ктромагнiтнi поля, тому важливо розумiти, який вплив має ефект Швiнґера

на магнiтогенез. Вказаний процес призводить до послаблення електричного по-

ля, завершення iнфляцiйного магнiтогенезису та подальшого розiгрiву Всесвiту.

Можливiсть протiкання ефекту Швiнґера пiд час iнфляцiї була розглянута у ба-

гатьох роботах [56, 75–83].

Густину струму частинок, народжених в результатi ефекту Швiнґера, для

випадку сильного поля (|𝑒𝑄𝐸|≫𝐻2, де 𝑒 — калiбрувальна стала зв’язку, 𝑄 —

заряд частинки) можна розрахувати за формулою

𝐽 =
𝑒 |𝑄 |
6𝜋2𝐻

𝐸 |𝐵| 𝜓
(︂
𝜋 |𝐵|
𝐸

)︂
exp

[︂
− 𝜋𝑚2

𝑒 |𝑄 | 𝐸

]︂
, (1.55)

де 𝐵 — проєкцiя вектора iндукцiї магнiтного поля на напрямок електрично-

го поля, 𝜓(𝑥) = coth 𝑥 для дiракiвських фермiонiв та 𝜓(𝑥) = 1/(2 sinh 𝑥) для

комплексних скалярiв.

У лiтературi, як правило, iндуковану густину струму записують у виглядi

узагальненого закону Ома

𝐽 = 𝜎𝐸𝐸⃗, (1.56)

де 𝜎𝐸 = 𝜎𝐸(𝐸⃗, 𝐵⃗) — так звана швiнґерiвська провiднiсть, яка залежить вiд

електричної напруженостi 𝐸⃗, магнiтної iндукцiї 𝐵⃗, параметру Габбла𝐻, а також
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вiд зарядiв та мас утворених частинок

𝜎𝐸 =
𝑒 |𝑄 |
6𝜋2𝐻

|𝐵| 𝜓
(︂
𝜋 |𝐵|
𝐸

)︂
exp

[︂
− 𝜋𝑚2

𝑒 |𝑄 | 𝐸

]︂
. (1.57)

Узагальнений закон Ома також може бути записаним в дещо iншiй формi:

𝐽 = 𝜎𝐵𝐵⃗, (1.58)

𝜎𝐵 =
𝑒 |𝑄 |
6𝜋2𝐻

sign(𝐵)𝐸 𝜓

(︂
𝜋 |𝐵|
𝐸

)︂
exp

[︂
− 𝜋𝑚2

𝑒 |𝑄 | 𝐸

]︂
. (1.59)

Можливим також є бiльш загальне формулювання закону Ома:

𝐽 = 𝜎𝐸𝐸⃗ + 𝜎𝐵𝐵⃗. (1.60)

Вираз для швiнґерiвської провiдностi вiдомий лише для випадку сильних

постiйних електромагнiтних полiв у просторi-часi де Сiттера [76, 79, 80]. Якщо

врахувати, що поля змiнюються в часi, то можуть спостерiгатися вiдхилення

вiд омiчного закону [81, 82]. В такому разi слiд користуватися кiнетичним пiд-

ходом для опису ефекту Швiнґера, розглядаючи рiвняння Больцмана [81] або

кiнетичнi рiвняння Власова [82, 84].

1.4 Темна матерiя

1.4.1 Спостережнi свiдчення iснування прихованої маси у Все-

свiтi

Темна матерiя — одна зi складових частин нашого Всесвiту, що займає

близько чвертi густини енергiї всього Всесвiту. Iснування темної матерiї було

засвiдчено рядом астрофiзичних спостережень, якi вказали на присутнiсть у

космосi невидимої масивної субстанцiї, що проявляє себе лише в гравiтацiйнiй

взаємодiї [8, 85, 86]. Склад та природа темної матерiї досi залишаються невiдо-
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мими для сучасної науки.

Один iз найвiдомiших доказiв iснування темної матерiї — поведiнка кри-

вих обертання галактик на великих вiдстанях вiд їх центрiв [87, 88]. Згiдно

теоретичних передбачень швидкiсть зiрок на вiдстанi 𝑅 вiд центру галактики

визначається за формулою

𝑣(𝑅) =

√︂
𝐺𝑀(𝑅)

𝑅
, (1.61)

де 𝑀(𝑅) — маса всiєї матерiї, що знаходить всерединi шару радiусу 𝑅. Очiку-

ється, що на краю галактики 𝑀(𝑅) прямуватиме до константи, i 𝑣(𝑅) поводи-

тиме себе як 𝑅−1/2. Однак для великої кiлькостi спiральних галактик 𝑣(𝑅) не

спадає за вказаним законом, а виходить на константу. Вказаний спостережу-

вальний факт свiдчить про те, що маса галактики продовжує зростати навiть в

тих областях, де видимий диск вже закiнчився. Отже, ми маємо справу з певною

“прихованою масою”, що вiдома пiд назвою темної матерiї.

Темну матерiю також можна виявити, використовуючи результати спосте-

режень явища гравiтацiйного лiнзування [89, 90]. Суть явища полягає в насту-

пному: траєкторiї свiтлових променiв деформуються при їх проходженнi поблизу

локальних мас, а це в свою чергу призводить до спотворення зображень далеких

космiчних об’єктiв. Яскравим проявом описаного явища є сильне гравiтацiйне

лiнзування далеких галактик, що знаходяться за галактичними скупченнями. В

такому випадку спотворенi зображення галактик розташовуються вздовж т. зв.

кола Айнштайна. Кутовий радiус кола Айнштайна залежить вiд маси лiнзи, це

дозволяє нам вимiрювати маси галактичних скупчень. В результатi такого роду

вимiрювань виявилося, що скупчення галактик лише на 10-20 вiдсоткiв склада-

ються iз видимої матерiї, решта маси припадає на темну матерiю.

У зв’язку з явищем гравiтацiйного лiнзування варто згадати один з найпе-

реконливiших доказiв iснування темної матерiї — маються на увазi дослiдження
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скупчення галактик Куля в сузiр’ї Кiля [91]. Якщо говорити бiльш точно, Ку-

ля — це не одне, а два галактичних скупчення, що зiткнулися. Гарячий газ,

який спостерiгався рентгенiвською обсерваторiєю Chandra, зазнав дiї сил опору

i прийняв форму кулi. Незалежно вiд спостережень Chandra, за допомогою гра-

вiтацiйного лiнзування було задетектовано загальну масу Кулi. Виявилося, що

основна маса скупчення вiддiлена вiд газу — тобто на неї не дiють сили опору.

Це доводить, що окрiм видимої барiонної матерiї (гарячий газ) у скупченнi Куля

присутня прихована маса (темна матерiя).

Вплив темної матерiї проявляється не лише на масштабах галактик i гала-

ктичних скупчень. Вона вiдiграє важливу роль в еволюцiї Всесвiту та форму-

ваннi його структур. Пiсля рекомбiнацiї барiонна матерiя у Всесвiтi перебуває у

формi нейтральних атомiв i взаємодiє переважно гравiтацiйно. Згодом пiд дiєю

гравiтацiйного колапсу матерiя починає збиратися у згустки, формуючи велико-

масштабну структуру Всесвiту. Слiд зазначити, що формування структур лише

з барiонної речовини потребувало б значно бiльше часу, нiж вiк нашого Всесвiту.

Натомiсть темна матерiя, яка практично не взаємодiє з iншими видами матерiї,

окрiм гравiтацiйної взаємодiї, починає формувати згустки ранiше. Вона ство-

рює гравiтацiйнi потенцiальнi ями, у якi згодом потрапляє видима речовина,

формуючи в них галактики та iншi структури. Таким чином, наявнiсть темної

матерiї робить можливим формування великомасштабної структури Всесвiту за

час його iснування до сьогоднi.

У 2005-му роцi вийшла робота з результатами комп’ютерної симуляцiї Mi-

llenium, в рамках якої було проведено моделювання еволюцiї великомасштабної

структури Всесвiту [92]. Симуляцiї дозволяють отримати не реальну картину

нашого Всесвiту, а модель схожої великомасштабної структури, тому для порiв-

няння результатiв моделювання зi спостережуваними даними слiд використо-

вувати статистичний аналiз. З даною метою будують т. зв. спектр потужностi

(фур’є-образ кореляцiйної функцiї матерiї), який можна отримати i зi спосте-
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режень. Як виявилося, загальноприйнята серед науковцiв космологiчна модель

ΛCDM дає чудове узгодження результатiв теоретичних передбачень з даними

спостережень [93].

1.4.2 Теорiї щодо природи темної матерiї

Стосовно природи прихованої маси у Всесвiтi науковцями була висунута

величезна кiлькiсть рiзноманiтних теорiй (для огляду див. [85, 94, 95]).

Спочатку чимало вчених притримувалося думки, що темна матерiя, скорi-

ше за все, складається iз барiонної речовини. Iншими словами, темну матерiю

складають компактнi об’єкти (коричневi та бiлi карлики, нейтроннi зiрки, чорнi

дiри тощо), якi є набагато менш яскравими, нiж звичайнi зорi [96, 97]. Для та-

ких об’єктiв було введено спецiальну назву MACHOs [98] (скорочено вiд massi-

ve astrophysical compact halo objects — масивнi астрофiзичнi компактнi гало-

об’єкти). Проте згодом результати дослiджень рiзних науковцiв показали, що

MACHOs не складають бiльшу частину темної матерiї у Всесвiтi [99–101]. Сьо-

годнi вважається доведеним той факт, що звичайна барiонна речовина не є до-

мiнуючою компонентою темної матерiї. Єдиним барiонним кандидатом на роль

темної матерiї сьогоднi залишаються первиннi чорнi дiри, утворенi в ранньому

Всесвiтi [102].

Пiсля того, як наукова спiльнота накопичила достатньо доказiв безперспек-

тивностi теорiй барiонної темної матерiї, загальноприйнятим стало уявлення про

холодну темну матерiю, яка складається iз невiдомих сучаснiй науцi елементар-

них частинок.

Одним iз найвiдомiших кандидатiв на роль темної матерiї є т. зв. WIMP

(weakly interacting massive particle — слабко взаємодiюча масивна частинка)

[103, 104]. Вважається, що такi частинки зазнали теплового вiдщеплення в ран-

ньому Всесвiтi подiбно до вiдщеплення фотонiв пiд час рекомбiнацiї. Для них

є характерною вiдносно значна маса (бiльша за 1-100 кеВ), а також перерiз
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анiгiляцiї, який спiвпадає з масштабом слабкої взаємодiї. Вказанi умови є не-

обхiдними для того, щоб передбачена релiктова густина WIMPiв спiвпадала з

сучасним значенням густини темної матерiї. Оскiльки WIMPи можуть брати

участь в слабкiй взаємодiї, в науковцiв є гiпотетичний шанс їх задетектувати.

В останнi роки було створено чимало експериментальних програм, пов’язаних

з пошуком WIMPiв (для прикладу, див. [105–107]), але поки що вони не дали

однозначного позитивного результату.

Аксiони, нейтральнi псевдоскалярнi частинки, спочатку з’явилися в теорiї

Печчеi-Квiнн, при вирiшеннi сильної СР-проблеми в квантовiй хромодинамiцi

[108]. Ряд експериментiв та астрофiзичних спостережень показав, що аксiони

мають бути “невидимими” i надзвичайно легкими. Такi частинки характеризу-

ються високою стабiльнiстю в космологiчних часових масштабах. Iншими слова-

ми, якщо вони були утворенi в ранньому Всесвiтi, то мають iснувати i сьогоднi.

Зазначенi вище властивостi аксiона роблять його цiкавим кандидатом на роль

частинки темної матерiї.

Нейтрино Стандартної моделi, на перший погляд, також можуть бути ча-

стинками темної матерiї [109, 110], адже вони є стабiльними та не беруть участi

в електромагнiтнiй та сильнiй взаємодiї. Проте, як виявилося, модель темної

матерiї, що складається з нейтрино, не здатна пояснити сучасну великомас-

штабну структуру Всесвiту [111]. Щоправда, цей висновок не стосується т. зв.

стерильних нейтрино (гiпотетичних нейтрино з правою спiральнiстю, що не бе-

руть участi в слабкiй взаємодiї). Темна матерiя, яка складається зi стерильних

нейтрино, була розглянута в рядi робiт [112–115].

Досить цiкавим кандидатом в темну матерiю є т. зв. темний фотон [116, 117].

Вiдповiдний лагранжiан складається з двох доданкiв: перший є повнiстю анало-

гiчним до звичайного електромагнiтного лагранжiану, iнший є масовим додан-

ком. Гiпотетично темний фотон може бути задетектованим, адже вiн кiнетично

змiшаний зi звичайним видимим фотоном. Iншими словами, вказане кiнетичне
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змiшування формує портал мiж темним i видимим секторами.

Останнiми роками досить популярною є теорiя скалярної темної матерiї.

Згiдно даної теорiї, галактичнi гало сформувалися в результатi процесу бозе-

айнштайнiвської конденсацiї фундаментального скалярного поля в ранньому

Всесвiтi [118, 119]. Частинкою вказаного поля вважається надлегкий бозон ма-

сою порядку 10−22 еВ.

Слiд зазначити, що окрiм загальноприйнятої моделi ΛCDM iснує ряд аль-

тернативних пояснень ефектiв темної матерiї. Одна з таких теорiй була озвучена

в 1983-му роцi Мордехаєм Мiлгромом [120]. Вчений припустив, що в наближеннi

надзвичайно малих прискорень другий закон Ньютона для гравiтацiйної сили

виглядає так:

𝐹 =
𝑚𝑎2

𝑎0
. (1.62)

Тут 𝑎≪ 𝑎0, де 𝑎0 ∼ 1.2·10−10 м/с2 — деякий фундаментальний масштаб приско-

рення, де змiнюється форма закону Ньютона. Теорiя Мiлгрома отримала назву

модифiкованої ньютонiвської динамiки (або ж MOND, скорочено вiд MOdifi-

ed Newtonian Dynamics). Вона змогла пояснити кривi обертання галактик без

застосування концепцiї темної матерiї [121]. Пiзнiше рiзнi вченi намагалися по-

яснити результати астрофiзичних спостережень без використання уявлень про

приховану масу, висуваючи альтернативнi теорiї гравiтацiї [122, 123].

1.4.3 Темний фотон

Розглянемо бiльш детально гiпотезу про те, що частинкою темної матерiї є

темний фотон. Дана теорiя також отримала назву векторної темної матерiї. Як

уже зазначалося вище, лагранжiан векторної темної матерiї записується подiбно

до електромагнiтного лагранжiану, але при цьому додається масовий доданок.

До того ж, має мiсце кiнетичне змiшування мiж звичайним i темним фотонами.

Загальний лагранжiан, який описує звичайне електромагнiтне i “темне” поля та
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взаємодiю мiж ними, має наступний вигляд:

ℒ =− 1

4
𝐹 ′
𝜇𝜈𝐹

′𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝐴′

𝜇𝐴
′𝜇 − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝜀

2
𝐹 ′
𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈. (1.63)

Тут штрихами позначено величини, якi стосуються темного фотона. Для еле-

ктромагнiтних величин штрихи вiдсутнi. В подальшому, коли мова буде йти

лише про векторну темну матерiю (не розглядатиметься взаємодiя з електрома-

гнiтним полем), штрихи будемо опускати.

Iснування порталу (який створюється кiнетичним змiшуванням) мiж тем-

ним i видимим секторами, можливо, забезпечить в майбутньому експеримен-

тальне виявлення темного фотона. Станом на сьогоднi темний фотон жодного

разу не був задетектований i поки що залишається гiпотетичною частинкою.

Тим не менше, рiзноманiтнi експерименти, а також космологiчнi та астрофi-

зичнi спостереження дають науковцям обмеження на масу темного фотона та

параметр його кiнетичного змiшування зi звичайним фотоном (див. рис. 1.2).

Явище, яке в майбутньому, можливо, призведе до вiдкриття вказаної ча-

стинки — перетворення фотона Стандартної моделi (наприклад, релiктового

фотона) на темний фотон [124]. Цей процес чимось нагадує осциляцiї нейтрино.

У бiльшостi випадкiв, iмовiрнiсть такого перетворення є незначною. Але при

проходженнi фотоном мiжгалактичного середовища, вiн взаємодiє з частинка-

ми останнього, в результатi чого набуває ненульової ефективної маси 𝑚eff . При

цьому змiнюється i значення параметру змiшування 𝜀:

𝜀2eff =
𝜀2𝑚4

(𝑚2
eff −𝑚2)2

. (1.64)

Тут 𝑚 — маса темного фотона. Отже, в мiжгалактичному середовищi iмовiр-

нiсть перетворення релiктового фотона на темний може значно зрости. Iншими

словами, має мiсце явище резонансної конверсiї.

Слiд також вiдмiтити, що використання концепцiї темного фотона дозво-
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Рис. 1.2: Обмеження на масу та параметр кiнетичного змiшування темного фотона [117].

ляє з непоганою точнiстю пояснити кривi обертання галактик. Так, у статтi

[125] стверджується, що частинки темної матерiї, що утворюють галактичне га-

ло, можуть взаємодiяти одна з одною через темний фотон. Окрiм цього, саме

за рахунок темних фотонiв гало може охолоджуватися (темне гальмiвне випро-

мiнювання) та нагрiватися. Нагрiвання гало реалiзується звичайними наднови-

ми типу II. Енергiя колапсу ядра наднової “перекачується” в темний сектор за

допомогою темних фотонiв (цей механiзм можливий завдяки кiнетичному змi-

шуванню темного i звичайного фотонiв). Автори розглядають темну матерiю

гало як рiдину, що описується рiвняннями гiдродинамiки Ейлера, i показують,

що її густина залежить вiд розподiлу наднових. Отриманi в рамках описаного

пiдходу кривi обертання галактик добре узгоджуються з даними астрофiзичних

спостережень.
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1.4.4 Генерацiя векторної темної матерiї пiд час iнфляцiї

З першого погляду можна переконатися, що лагранжiан векторної темної

матерiї

ℒ =− 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝐴𝜇𝐴

𝜇 (1.65)

дуже схожий на лагранжiан електромагнiтного поля i по сутi вiдрiзняється вiд

нього лише присутнiстю масового доданку. Враховуючи можливiсть генерацiї

електромагнiтного поля пiд час iнфляцiї за рахунок розглянутих ранiше ме-

ханiзмiв, природно припустити, що утворення темного векторного поля також

могло мати мiсце в iнфляцiйну епоху.

Як уже зазначалося вище, генерацiя електромагнiтного поля за вiдсутностi

взаємодiї з iншими полями є неможливою у Всесвiтi, що розширюється, через

конформну iнварiантнiсть метрики. Для векторної темної матерiї ця пробле-

ма не є актуальною, адже наявнiсть масового доданку автоматично призводить

до порушення конформної iнварiантностi. Отже, описати генерацiю темного ве-

кторного поля можна навiть без залучення взаємодiї з гравiтацiєю чи iнфлато-

ном [126–129].

Проте слiд вiдмiтити, що в такiй найпростiшiй моделi генерацiя буде ефе-

ктивною лише для поздовжнiх мод. Густина енергiї поперечних мод буде спа-

дати експоненцiйно. Суттєва генерацiя поперечних мод може бути забезпечена

немiнiмальним зв’язком векторного поля з iнфлатоном (енергiя iнфлатона пе-

редаватиметься до поперечних мод). Як i в аналогiчнiй задачi для електрома-

гнiтних полiв, в лiтературi розглядаються моделi кiнетичного [130–132], аксiаль-

ного [133–135] та аксiально-кiнетичного [136, 137] зв’язку з iнфлатонним полем.

Для останньої моделi маємо наступний лагранжiан:

ℒ =
1

2
𝜕𝜇𝜑 𝜕𝜈𝜑 𝑔

𝜇𝜈 − 𝑉 (𝜑)− 1

4
𝐼1(𝜑)𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈− 1

4
𝐼2(𝜑)𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2(𝜑)

2
𝐴𝜇𝐴

𝜇, (1.66)

де першi два доданки стосуються iнфлатонного поля, наступнi два доданки вiд-
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повiдають за взаємодiю векторної темної матерiї з iнфлатоном (𝐼1(𝜑) та 𝐼2(𝜑) —

функцiї кiнетичного та аксiального зв’язку вiдповiдно), а останнiй доданок є

масовим доданком векторного поля.

Також досить розповсюдженими в лiтературi є моделi з взаємодiєю масив-

ного векторного поля та гравiтацiї [138–141]. Для прикладу, у роботах [140, 141]

використовувався лагранжiан такого типу:

ℒ =− 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝐴𝜇𝐴

𝜇 − 1

2
𝜉1𝑅𝐴𝜇𝐴

𝜇 − 1

2
𝜉2𝑅

𝜇𝜈𝐴𝜇𝐴𝜈. (1.67)

Цiкаво вiдмiтити, що для iнфляцiйної генерацiї темного векторного поля

(як i для електромагнiтного) має мiсце явище зворотної реакцiї [137, 142], а

також ефект Швiнґера, в результатi якого у Всесвiтi вiдбувається народження

т. зв. “темних електронiв” та їхнiх античастинок [143, 144].

На основi всього вище сказаного можна зробити очевидний висновок, що

задача про генерацiю векторної темної матерiї пiд час iнфляцiї є дуже подiбною

до задачi про iнфляцiйний магнiтогенез (єдина вiдмiннiсть: у першiй задачi вiд-

бувається утворення поперечних i поперечних мод, тодi як пiд час магнiтогенезу

генеруються лише поперечнi моди). Для розв’язання обох задач у лiтературi за-

звичай використовується стандартний метод помодового розкладу. I якщо для

iнфляцiйного магнiтогенезу було не раз застосовано формалiзм градiєнтного

розкладу (який працює в суттєво нелiнiйних режимах, коли помодовий роз-

клад є неефективним), то для векторної темної матерiї вказаний формалiзм ще

жодного разу не був використаний. Застосування цього пiдходу дозволило б

проаналiзувати вплив зворотної реакцiї та ефекту Швiнґера на процес генерацiї

темного векторного поля на iнфляцiйнiй стадiї.
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1.5 Система одиниць та позначення

У всiх наступних роздiлах ми припускаємо, що простiр-час описується про-

сторово плоскою метрикою ФЛРУ,

𝑑𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥
𝜇𝑑𝑥𝜈 = 𝑑𝑡2 − 𝑎2(𝑡)𝛿𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝑎2(𝜂)
(︀
𝑑𝜂2 − 𝛿𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖𝑑𝑥𝑗
)︀
, (1.68)

де 𝑎— масштабний фактор, 𝑡— фiзичний час, 𝜂 — конформний час; грецькi iнде-

кси використовуються для 4-векторiв, а латинськi — для евклiдових 3-векторiв.

Усi результати подано в натуральних одиницях, 𝑐 = ℏ = 1, i виражено через

зведену планкiвську масу 𝑀Pl =
√︀
ℏ𝑐/(8𝜋𝐺) ≈ 2.435×1018 ГеВ. Вiдповiдно, час

i довжина вимiрюються в 𝑀−1
Pl , густина енергiї в 𝑀 4

Pl тощо.

1.6 Висновки

Отже, проблема iнфляцiйної генерацiї векторних полiв, а також пов’язаних

iз нею явищ зворотної реакцiї та ефекту Швiнґера є надзвичайно актуальною

для сучасної космологiї та квантової теорiї поля у викривленому просторi-часi.

З одного боку, iнфляцiйнi моделi вiдкривають природний механiзм формування

великомасштабних магнiтних полiв i можливого походження векторної темної

матерiї. З iншого боку, наявнiсть нелiнiйних процесiв, таких як народження за-

ряджених частинок i вплив згенерованих полiв на фонову динамiку, суттєво

ускладнює теоретичний опис i вимагає розробки нових самоузгоджених методiв

дослiдження. Попри значну кiлькiсть робiт, присвячених iнфляцiйному магнiто-

генезу та генерацiї масивних векторних полiв, низка принципових питань зали-

шається вiдкритою. Саме розв’язанню цього кола задач i побудовi вiдповiдного

теоретичного апарату присвячено подальшi роздiли цiєї роботи.
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РОЗДIЛ 2

ФОРМАЛIЗМ ГРАДIЄНТНОГО РОЗКЛАДУ У

НАЙЗАГАЛЬНIШIЙ МОДЕЛI IНФЛЯЦIЙНОГО

МАГНIТОГЕНЕЗУ

2.1 Вступ

Спостереження гамма-випромiнювання вiд далеких блазарiв [26–30, 145,

146] вказують на наявнiсть у мiжгалактичних порожнечах Всесвiту магнiтних

полiв з iндукцiєю не меншою за 10−17 Гс. З iншого боку, аналiз впливу велико-

масштабних магнiтних полiв на космiчнi променi надвисоких енергiй дозволяє

встановити верхню межу для їх iндукцiї на рiвнi близько 10−10 Гс [32].

Для пояснення походження великомасштабних магнiтних полiв було запро-

поновано чимало теоретичних моделей. Загалом їх подiляють на двi основнi

категорiї: астрофiзичнi та космологiчнi. У рамках астрофiзичних сценарiїв вва-

жається, що такi поля сформувалися на вiдносно пiзнiх стадiях еволюцiї Все-

свiту — пiсля рекомбiнацiї, пiд час епохи утворення структур (приблизно через

кiлька сотень мiльйонiв рокiв пiсля Великого вибуху). У процесi формування

космiчних структур магнiтнi поля могли виникати завдяки рiзним механiзмам,

зокрема завдяки так званiй батареї Бiрмана [37, 38, 147]. Подальше пiдсилення

магнiтного поля, як вважається, вiдбувається через адiабатичне стиснення пiд

час гравiтацiйного колапсу [33, 148], а також завдяки рiзним механiзмам дина-

мо [40–42, 149]. Проте цi моделi здатнi ефективно пояснити генерацiю магнiтних



53

полiв переважно у галактиках та їх скупченнях. У мiжгалактичних порожне-

чах такi механiзми практично не працюють через надзвичайно малу густину

речовини.

Згiдно з космологiчними сценарiями, великомасштабнi магнiтнi поля могли

виникнути ще в ранньому Всесвiтi: пiд час фазових переходiв [48–50, 150–152], на

стадiї розiгрiву [46, 47] або ж у перiод iнфляцiї [62, 153, 154]. Особливо привабли-

вою виглядає гiпотеза iнфляцiйного магнiтогенезу. Саме в епоху iнфляцiї були

згенерованi первиннi збурення [155–159], якi згодом призвели до формування

сучасної великомасштабної структури Всесвiту. Крiм того, iнфляцiя є найранi-

шою вiдомою стадiєю космiчної еволюцiї, пiсля якої Всесвiт зазнав надзвичайно

сильного розширення. Завдяки цьому кореляцiйна довжина згенерованих ма-

гнiтних полiв може досягати дуже великих масштабiв, аж до мегапарсекiв.

Магнiтогенез не може вiдбуватися в однорiдному та iзотропному Всесвiтi,

що розширюється, через конформну iнварiантнiсть стандартної дiї Максвелла

[51]. Отже, для виникнення магнiтних полiв пiд час iнфляцiї шляхом посилення

квантових флуктуацiй має бути порушена конформна iнварiантнiсть дiї еле-

ктромагнiтного поля. Це можна зробити, увiмкнувши взаємодiю електромагнi-

тного поля з iнфлатоном — скалярним полем, вiдповiдальним за надзвичайно

швидке розширення Всесвiту пiд час iнфляцiї. У лiтературi переважно дослi-

джуються два типи таких моделей: кiнетичний та аксiальний зв’язок.

Для моделi кiнетичного зв’язку [62, 153]

ℒint = −1

4
𝑓 2(𝜑)𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈, (2.1)

де 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 — тензор електромагнiтного поля (𝐴𝜇 — вiдповiдний

4-потенцiал), 𝜑 — iнфлатонне поле, 𝑓(𝜑) — функцiя кiнетичного зв’язку. Пiсля

закiнчення iнфляцiї функцiя 𝑓(𝜑) повинна стати рiвною одиницi, щоб вiдновити

стандартний вигляд електромагнiтного лагранжiану. Як правило, функцiї кiне-

тичного зв’язку обираються монотонними [55–58, 160], але трапляються винятки
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[59, 60].

Для моделi аксiального зв’язку [62, 154]

ℒint = −1

4
𝐼(𝜑)𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈, (2.2)

де 𝐹 𝜇𝜈 = 1
2
√
−𝑔
𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌𝐹𝜆𝜌 — дуальний тензор електромагнiтного поля, 𝐼(𝜑) — фун-

кцiя зв’язку аксiального зв’язку. Пiсля завершення iнфляцiї функцiя 𝐼(𝜑) має

наближатися до константи, щоб бiльше не робити внеску в рiвняння руху еле-

ктромагнiтного поля. Найпростiшою функцiєю, що задовольняє вказану умову,

є лiнiйна функцiя 𝐼(𝜑) = 𝛽 𝜑, де 𝛽 — деяка константа [52–54, 161, 162].

Iнодi в лiтературi розглядається одночасна присутнiсть аксiального та кi-

нетичного зв’язкiв [67, 163–166].

Конформна iнварiантнiсть максвеллiвської дiї може також порушуватися

через взаємодiю електромагнiтного поля з гравiтацiєю [62, 63, 164, 167, 168].

Проте такий механiзм генерацiї еквiвалентний описаному вище механiзму, який

забезпечується взаємодiєю електромагнiтного поля з iнфлатоном [169]. Iншими

словами, скалярна кривина 𝑅 пiд час iнфляцiї повiльного скочування виражає-

ться як функцiя iнфлатона 𝑅(𝜑) i, таким чином, представляє специфiчну форму

кiнетичної та/або аксiальної функцiй зв’язку.

Якщо електричне поле, що створюється пiд час iнфляцiї, перевищує певне

критичне значення, воно може генерувати пари заряджених частинок i анти-

частинок iз вакууму (ефект Швiнґера) [51, 70, 75, 76, 170]. Наприклад, для

електронiв це критичне значення поля становить 𝐸cr ∼ 1018 В/м. Утворенi ча-

стинки можуть бути як скалярами [82, 84, 171], так i фермiонами [80, 83]. Ефект

Швiнґера призводить до послаблення електричного поля та сприяє повторному

розiгрiву Всесвiту.

Зазвичай iнфляцiйний магнiтогенез у моделях iз кiнетичним та аксiаль-

ним зв’язками описують за допомогою помодового розкладу у просторi Фур’є.

У такому пiдходi дослiджується еволюцiя окремих мод електромагнiтного по-
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ля, а фiзичнi характеристики згенерованих полiв отримують iнтегруванням по

всьому спектру мод. Однак цей метод втрачає застосовнiсть у ситуацiях, коли

згенерованi поля стають достатньо сильними, щоб iстотно впливати на динамi-

ку Всесвiту, або коли важливу роль вiдiграє ефект Швiнґера. У таких випад-

ках система поводиться нелiнiйно, тому рiзнi моди електромагнiтного поля вже

не еволюцiонують незалежно. Через це виникає потреба у використаннi iншо-

го математичного пiдходу, який, на вiдмiну вiд помодового розкладу, дозволяє

коректно врахувати подiбнi нелiнiйнi ефекти.

Одним iз таких пiдходiв є формалiзм градiєнтного розкладу. У його межах

аналiзується еволюцiя набору квадратичних комбiнацiй електромагнiтного поля

без застосування розкладу у просторi Фур’є. Цей формалiзм неодноразово вико-

ристовувався для дослiдження рiзноманiтних задач iнфляцiйного магнiтогенезу

[53, 60, 64–67, 83, 162]. Водночас варто пiдкреслити, що досi вiн не був побудо-

ваний для найзагальнiшої моделi iнфляцiйного магнiтогенезу, у якiй одночасно

враховуються ефект Швiнґера та обидва типи зв’язку — аксiальний i кiнети-

чний. Усуненню цiєї прогалини присвячено цей роздiл дисертацiї.

2.2 Модель з кiнетичним та аксiальним зв’язками

Ми розглядаємо генерацiю електромагнiтних полiв1 пiд час iнфляцiї в мо-

делi з кiнетичними та аксiальним зв’язками. Вiдповiдна дiя має такий вигляд:

𝒮 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︁1
2
𝜕𝜇𝜑 𝜕𝜈𝜑 𝑔

𝜇𝜈 − 𝑉 (𝜑)−

− 1

4
𝑓 2(𝜑)𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1

4
𝐼(𝜑)𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 + ℒch(𝜒,𝐴𝜈)
]︁
, (2.3)

де 𝑔 = det[𝑔𝜇𝜈], 𝜑 — iнфлатонне поле, 𝑉 (𝜑) — потенцiал iнфлатона, 𝑓(𝜑) —

функцiя кiнетичного зв’язку, 𝐼(𝜑) — функцiя аксiального зв’язку, 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 −
Примiтка 1. Пiд “електромагнiтним полем” ми маємо на увазi будь-яке абелеве калiбрувальне поле, не
обов’язково те, що вiдповiдає пiдгрупi 𝑈(1)EM Стандартної моделi.
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𝜕𝜈𝐴𝜇 — тензор напруженостi калiбрувального поля, 𝐹 𝜇𝜈 = 1
2𝜂

𝜇𝜈𝜎𝜌𝐹𝜎𝜌 — вiдповiд-

ний дуальний тензор, ℒch(𝜒,𝐴𝜈) — частина лагранжiану, що вiдповiдає частин-

кам, утвореним ефектом Швiнґера, та їх взаємодiї з електромагнiтним полем,

𝜂𝜇𝜈𝜎𝜌 = 𝜀𝜇𝜈𝜎𝜌/
√
−𝑔 i 𝜀𝜇𝜈𝜎𝜌 — повнiстю антисиметричний символ Левi-Чiвiта з

𝜀0123 = +1.

Проварiювавши дiю (2.3) по 𝜑, отримуємо рiвняння руху для поля iнфла-

тона:

1√
−𝑔

𝜕𝛼
[︀√

−𝑔 𝑔𝜇𝛼 𝜕𝜇𝜑
]︀
+
𝑑𝑉

𝑑𝜑
+
𝑓

2

𝑑𝑓

𝑑𝜑
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
1

4

𝑑𝐼

𝑑𝜑
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 = 0. (2.4)

Проварiювавши дiю (2.3) по 4-потенцiалу, ми отримуємо рiвняння

1√
−𝑔

𝜕𝛽
[︀√

−𝑔 𝑓 2𝐹 𝛽𝛼
]︀
+
𝑑𝐼

𝑑𝜑
𝐹 𝛽𝛼 𝜕𝛽𝜑 = 𝑗𝛼, (2.5)

де 𝑗𝛼 — 4-вектор електричного струму, що задається виразом

𝑗𝛼 = −𝜕ℒch(𝜒,𝐴𝛼)

𝜕𝐴𝛼
. (2.6)

Крiм рiвнянь (2.4) i (2.5), ми також маємо тотожнiсть Бiанкi для дуального

тензора
1√
−𝑔

𝜕𝜇

[︁√
−𝑔 𝐹 𝜇𝜈

]︁
= 0. (2.7)

Розрахувавши варiацiю вiд дiї (2.3) по метрицi, отримаємо вираз для тен-

зора енергiї-iмпульсу:

𝑇𝜇𝜈=
2√
−𝑔

𝛿𝑆

𝛿𝑔𝜇𝜈
=𝜕𝜇𝜑 𝜕𝜈𝜑−𝑓 2(𝜑)𝑔𝜆𝜌𝐹𝜇𝜆𝐹𝜈𝜌−

− 𝑔𝜇𝜈

[︂
1

2
𝜕𝛼𝜑 𝜕

𝛼𝜑−𝑉 (𝜑)−1

4
𝑓 2(𝜑)𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽

]︂
+𝑇 𝜒

𝜇,𝜈, (2.8)

де останнiй доданок вiдповiдає за внесок вiд пар, створених ефектом Швiнґера.

Оскiльки Всесвiт весь час залишається квазiнейтральним (усi частинки
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утворюються в парi з вiдповiдними античастинками), ми можемо працювати

в кулонiвськiй калiбровцi (𝐴0 = 0, 𝜕𝑖𝐴
𝑖 = 0). Тодi електричне i магнiтне поля

можна визначити як

𝐸⃗ =
1

𝑎
𝜕0𝐴⃗ та 𝐵⃗ = − 1

𝑎2
rot𝐴⃗, (2.9)

вiдповiдно. Ненульовi компоненти тензора калiбрувального поля та вiдповiдного

дуального тензора представленi в термiнах цих полiв наступним чином:

𝐹0𝑖 = −𝑎𝐸𝑖, 𝐹𝑖𝑗 = 𝑎2𝜖𝑖𝑗𝑘𝐵
𝑘, 𝐹0𝑖 = −𝑎𝐵𝑖, 𝐹𝑖𝑗 = −𝑎2𝜖𝑖𝑗𝑘𝐸𝑘 . (2.10)

Беручи до уваги рiвняння (2.10), розраховуємо густину енергiї як 00-компоненту

тензора енергiї-iмпульсу:

𝜌 = 𝑇 0
0 =

[︂
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑)

]︂
+
𝑓 2

2
⟨𝐸⃗2 + 𝐵⃗2⟩+ 𝜌𝜒 , (2.11)

де кутовi дужки позначають вакуумне середнє значення операторiв електрично-

го та магнiтного полiв. Цей вираз згодом буде використано для запису рiвняння

Фрiдмана.

Розпишемо рiвняння (2.4), (2.5) i (2.7) докладнiше. Рiвняння (2.5) мiстить

4-вектор електричного струму 𝑗𝛼 =
(︁
0,1𝑎𝐽

)︁
. Знову ж таки, тут ми використали

квазiнейтральнiсть Всесвiту, встановивши 0-компоненту 4-струму рiвним нулю.

У той же час 3-вектор густини струму 𝐽 може бути вiдмiнним вiд нуля за на-

явностi електромагнiтного поля.

Отримуємо таку систему рiвнянь Фрiдмана, Кляйна–Гордона i Максвелла:

𝐻2 =
1

3𝑀 2
Pl

{︂
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑) +

𝑓 2

2
⟨𝐸⃗2 + 𝐵⃗2⟩+ 𝜌𝜒

}︂
, (2.12)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+
𝑑𝑉

𝑑𝜑
= 𝑓(𝜑)

𝑑𝑓(𝜑)

𝑑𝜑
⟨𝐸⃗2 − 𝐵⃗2⟩+ 𝑑𝐼

𝑑𝜑
⟨𝐸⃗ · 𝐵⃗⟩, (2.13)
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˙⃗
𝐸 + 2𝐻𝐸⃗ − 1

𝑎
rot𝐵⃗ + 2

𝑑𝑓

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓
𝐸⃗ +

𝑑𝐼

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓 2
𝐵⃗ +

𝐽

𝑓 2
= 0, (2.14)

˙⃗
𝐵 + 2𝐻𝐵⃗ +

1

𝑎
rot𝐸⃗ = 0, (2.15)

div𝐸⃗ = 0, div𝐵⃗ = 0. (2.16)

Далi будемо вважати, що 𝐽 = 𝜎𝐸𝐸⃗ + 𝜎𝐵𝐵⃗ [83, 162], де 𝜎𝐸 i 𝜎𝐵 — електрична

та магнiтна швiнґерiвськi провiдностi вiдповiдно.

2.3 Формалiзм градiєнтного розкладу

2.3.1 Рiвняння руху

Наше завдання — розв’язати систему рiвнянь (2.12)–(2.16). У лiтературi, як

правило, використовується метод помодового розкладу, тобто еволюцiя кожної

окремої Фур’є-моди електромагнiтного поля розглядається незалежно вiд iн-

ших. Однак цей пiдхiд є незастосовним, якщо система є нелiнiйною. Прикладом

такого нелiнiйного явища є зворотна реакцiя. Якщо згенерованi поля достатньо

сильнi (права частина рiвняння Кляйна–Гордона (2.13) порiвнюється з тертям

Габбла та градiєнтом потенцiалу в лiвiй частинi), поле iнфлатона починає “вiд-

чувати” присутнiсть електромагнiтних полiв i припиняє розвиватися незалежно

вiд останнiх. Динамiка розширення Всесвiту також змiнюється, оскiльки стає

помiтним внесок електромагнiтних полiв у густину енергiї, а вона, у свою чергу,

включається в рiвняння Фрiдмана (2.12). Виявляється, що у випадку зворотної

реакцiї моди бiльше не є незалежними одна вiд одної. Ефект Швiнґера викли-

кає додаткову взаємодiю мiж модами, оскiльки величини 𝜎𝐸 i 𝜎𝐵 є нелiнiйними

функцiями електромагнiтного поля. У такiй ситуацiї для правильного опису iн-

фляцiйного магнiтогенезу потрiбен пiдхiд, який одночасно враховує внески всiх

фiзично значущих мод. Одним iз таких пiдходiв є формалiзм градiєнтного роз-

кладу.
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Введемо такi фiзичнi величини:

ℰ (𝑛) =
𝑓 2

𝑎𝑛
⟨𝐸⃗ · rot𝑛𝐸⃗⟩, (2.17)

𝒢(𝑛) = −𝑓
2

𝑎𝑛
⟨𝐸⃗ · rot𝑛𝐵⃗⟩, (2.18)

ℬ(𝑛) =
𝑓 2

𝑎𝑛
⟨𝐵⃗ · rot𝑛𝐵⃗⟩. (2.19)

Використовуючи рiвняння Максвелла (2.14)–(2.16), ми можемо вивести такi рiв-

няння для величин (2.17)–(2.19):

ℰ̇ (𝑛)+[(𝑛+ 4)𝐻 + 2𝜎̃𝐸] ℰ (𝑛)−2

[︃
𝑑𝐼

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓 2
+ 𝜎̃𝐵

]︃
𝒢(𝑛)+2

𝑑𝑓

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓
ℰ (𝑛)+2𝒢(𝑛+1) = [ℰ̇ (𝑛)]𝑏 ,

(2.20)

𝒢̇(𝑛)+[(𝑛+ 4)𝐻 + 𝜎̃𝐸]𝒢(𝑛)−ℰ (𝑛+1)+ℬ(𝑛+1)−

[︃
𝑑𝐼

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓 2
+ 𝜎̃𝐵

]︃
ℬ(𝑛) = [𝒢̇(𝑛)]𝑏 , (2.21)

ℬ̇(𝑛) + (𝑛+ 4)𝐻 ℬ(𝑛) − 2𝒢(𝑛+1) − 2
𝑑𝑓

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓
ℬ(𝑛) = [ℬ̇(𝑛)]𝑏 , (2.22)

де 𝜎̃𝐸 = 𝜎𝐸/𝑓
2 та 𝜎̃𝐵 = 𝜎𝐵/𝑓

2 .

Система диференцiальних рiвнянь (2.20)–(2.22) є нескiнченною. Це видно з

того, що рiвняння для величин з iндексом 𝑛 мiстить величини з iндексом (𝑛+1).

Для того, щоб хоча б приблизно розв’язати цю систему, необхiдно її обiрвати. Ми

будемо використовувати наступну схему обриву. Для великих значень iндексу 𝑛

можна вважати, що основний внесок в електромагнiтнi величини (2.17)–(2.19) в

деякий момент часу 𝑡 дають моди з найбiльшими iмпульсами, що входять до них.

(Ми маємо на увазi моди, якi щойно перетнули горизонт 𝑘 ≃ 𝑘ℎ(𝑡).) Тодi, беручи

до уваги, що 𝑋(𝑛+1) вiдрiзняється вiд 𝑋(𝑛−1) двома просторовими похiдними, а

також оберненим квадратом масштабного фактора, можна запропонувати таке
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наближене спiввiдношення:

𝑋(𝑛+1) ≈
(︂
𝑘ℎ
𝑎

)︂2

𝑋(𝑛−1). (2.23)

(𝑋 — будь-яка з величин ℰ , ℬ або 𝒢.) Таку замiну можна зробити в рiвнян-

нях для певного порядку 𝑛max, i тодi система рiвнянь буде обiрвана в цьому

порядку. Далi число 𝑛max буде називатися порядком обриву. Отриману таким

чином замкнену систему диференцiальних рiвнянь можна розв’язати чисельни-

ми методами. Необхiдно знайти таке значення порядку обриву, щоб вiд нього не

залежали результати обчислень.

У правих частинах рiвнянь (2.20)–(2.22) розмiщено спецiальнi доданки —

так званi граничнi доданки. Необхiднiсть їх впровадження пояснюється насту-

пними мiркуваннями. Пiд час iнфляцiї в певний момент часу електромагнiтнi

поля генеруються тiльки тими модами, якi до цього моменту перетнули гори-

зонт. Очевидно, що з часом кiлькiсть таких мод збiльшуватиметься, оскiльки

новi моди будуть постiйно проходити через горизонт. Саме для врахування цьо-

го явища в систему рiвнянь (2.20)–(2.22) введено граничнi доданки. Виведення

вiдповiдних виразiв буде розглянуто пiзнiше.

2.3.2 Швiнґерiвська провiднiсть

Електромагнiтнi поля, що утворюються пiд час iнфляцiї, можуть бути ду-

же сильними. Пiд дiєю таких полiв з вакууму генеруються пари частинок та

античастинок (так званий ефект Швiнґера). Густина струму частинок, що утво-

рюються в результатi цього процесу, для випадку сильного поля (|𝑒𝑄𝐸 |≫𝐻2,

де 𝑒 — калiбрувальна константа зв’язку, 𝑄 — заряд частинки) i колiнеарних

електричного та магнiтного полiв можна розрахувати таким чином:

𝐽 =
𝑒 |𝑄 |
6𝜋2𝐻

𝐸 |𝐵| 𝜓
(︂
𝜋 |𝐵|
𝐸

)︂
exp

[︂
− 𝜋𝑚2

𝑒 |𝑄 | 𝐸

]︂
, (2.24)
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де 𝐵 — проекцiя вектора iндукцiї магнiтного поля на напрямок електричного

поля, 𝜓(𝑥) = coth 𝑥 [76] для дiракiвських фермiонiв та 𝜓(𝑥) = 1/(2 sinh 𝑥) для

комплексних скалярiв [172].

Щоб включити цей струм у формалiзм градiєнтного розкладу, потрiбно лi-

неаризувати його в операторах електромагнiтного поля. Для цього струм пред-

ставляється у виглядi закону Ома 𝐽 = 𝜎𝐸𝐸̂, де символ ^ показує квантовий

оператор, а 𝜎𝐸 = 𝜎𝐸(𝐸⃗, 𝐵⃗) розглядається як класична функцiя середнього еле-

ктричного та магнiтного полiв. Однак цей вираз дiйсний лише в системi, де

електричнi, магнiтнi поля та iндукцiйний струм колiнеарнi, що загалом не вiд-

повiдає дiйсностi. Для загальної ситуацiї, коли 3-вектори електричного та ма-

гнiтного полiв не є колiнеарними, iндукцiйний струм можна розкласти на них у

формi узагальненого закону Ома [83]

𝐽 = 𝜎𝐸𝐸⃗ + 𝜎𝐵𝐵⃗. (2.25)

Явнi вирази для електричної та магнiтної провiдностi залежать вiд вмiсту части-

нок у моделi. У нашiй роботi ми будемо припускати, що абелеве калiбрувальне

поле вiдповiдає полю гiперзарядiв Стандартної моделi та враховуватимемо вне-

ски в струм вiд усiх фермiонiв Стандартної моделi. У цьому випадку вирази для

провiдностей Швiнґера матимуть такий вигляд [83]:

𝜎̃𝐸 =
41𝑒3

72𝜋2𝑓 3𝐻

⃒⃒
𝒢(0)
⃒⃒

√
Σ

√︃
ℰ (0) − ℬ(0) + Σ

ℰ (0) + ℬ(0) + Σ
coth

⎛⎝𝜋
√︃

ℬ(0) − ℰ (0) + Σ

ℰ (0) − ℬ(0) + Σ

⎞⎠ , (2.26)

𝜎̃𝐵 = − 41𝑒3

72𝜋2𝑓 3𝐻

𝒢(0)

√
Σ

√︃
ℬ(0) − ℰ (0) + Σ

ℰ (0) + ℬ(0) + Σ
coth

⎛⎝𝜋
√︃

ℬ(0) − ℰ (0) + Σ

ℰ (0) − ℬ(0) + Σ

⎞⎠ , (2.27)

де

Σ =

√︁(︀
ℰ (0) − ℬ(0)

)︀2
+ 4

(︀
𝒢(0)
)︀2
. (2.28)

Саме цi вирази, (2.26) i (2.27), з’являться в рiвняннях руху (2.20)–(2.22).
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Слiд зазначити, що калiбрувальна стала зв’язку насправдi є бiжучою кон-

стантою [173] гiперзарядової калiбрувальної взаємодiї 𝑒 = 𝑔′,

𝑔′(𝜇) =

(︃[︂
𝑔′(𝑚𝑍) +

41

48𝜋2
ln
𝑚𝑍

𝜇

]︂−2
)︃−1/2

. (2.29)

Тут𝑚𝑍 ≈ 91,2 ГеВ — маса 𝑍-бозона, 𝑔′(𝑚𝑍) ≈ 0,35, а характерний енергетичний

масштаб процесу народження пар вважається рiвним

𝜇 = (𝜌𝐸 + 𝜌𝐵)
1/4 =

(︂
ℰ (0) + ℬ(0)

2

)︂1/4

. (2.30)

Щоб замкнути систему рiвнянь (2.12), (2.13), (2.20)–(2.22), необхiдно ви-

вести диференцiальне рiвняння для величину 𝜌𝜒 – густину енергiї заряджених

частинок, створених ефектом Швiнґера. Ми зробимо це подiбно до статтi [53]

за допомогою коварiантного закону збереження енергiї. Спочатку ми множи-

мо рiвняння (2.13) на 𝜑̇ i отримуємо рiвняння для густини енергiї iнфлатона

𝜌inf =
𝜑̇2

2 + 𝑉 (𝜑):

𝜌̇inf + 3𝐻(𝜌inf + 𝑝inf) =
𝑑𝑓

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓

(︁
ℰ (0) − ℬ(0)

)︁
− 𝑑𝐼

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓 2
𝒢(0). (2.31)

Тут 𝑝inf = 𝜑̇2

2 − 𝑉 (𝜑) — тиск поля iнфлатона. Рiвняння для густини енергiї еле-

ктромагнiтного поля 𝜌em = 𝑓2

2 ⟨𝐸⃗
2+𝐵⃗2⟩ = 1

2

(︀
ℰ (0) + ℬ(0)

)︀
отримано за допомогою

рiвнянь (2.20) i (2.22), для 𝑛 = 0:

𝜌̇em +4𝐻𝜌em = [𝜌̇em]𝑏 −
𝑑𝑓

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓

(︁
ℰ (0) − ℬ(0)

)︁
+
𝑑𝐼

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓 2
𝒢(0) − 𝜎̃𝐸 ℰ (0) + 𝜎̃𝐵 𝒢(0). (2.32)

Перший доданок у правiй частинi рiвняння (2.32) є граничним доданком (при-

рода таких доданкiв уже обговорювалася в попередньому пiдроздiлi). Другий i

третiй доданки вiдрiзняються лише знаком вiд правої частини рiвняння (2.31).

Це дозволяє зробити висновок, що цi доданки вiдповiдають за передачу енергiї
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вiд iнфлатона до електромагнiтного поля. Останнi два доданки описують втра-

ти енергiї через ефект Швiнґера. Цi доданки (але з протилежними знаками)

будуть розмiщенi в рiвняннi для 𝜌𝜒:

𝜌̇𝜒 + 4𝐻𝜌𝜒 = 𝜎̃𝐸 ℰ (0) − 𝜎̃𝐵 𝒢(0). (2.33)

Звернiть увагу, що тут ми припустили, що отриманi частинки є ультрареляти-

вiстськими.

Додамо ще одне зауваження щодо впливу ефекту Швiнґера на рiзнi Фур’є-

моди електромагнiтного поля. У принципi, як обговорювалося в [83], iснує ха-

рактерний iмпульс, пов’язаний з утворенням пар, 𝑘S ∼ (|𝑒𝑄𝐸|)1/2. Фур’є-моди

електромагнiтного поля з 𝑘 > 𝑘S коливаються дуже швидко i не “вiдчувають”

присутностi зарядженого середовища. Лише моди з iмпульсами 𝑘 < 𝑘S(𝑡) за-

тухають у момент часу 𝑡. Однак у [83] також було показано, що чисельно цей

пороговий iмпульс вiдносно близький до моменту перетину горизонту 𝑘ℎ(𝑡). То-

му цiлком виправдано використовувати наступне наближення: Фур’є-мода еле-

ктромагнiтного поля вiдчуває затухання Швiнґера лише за межами горизонту,

тобто коли виконується нерiвнiсть 𝑘 < 𝑘ℎ(𝑡). Ми застосовуємо це наближення i

в данiй роботi.

2.3.3 Граничнi доданки

Граничнi доданки в правих частинах рiвнянь (2.20)–(2.22) є внеском вiд

нових мод, що перетинають горизонт пiд час iнфляцiї. Оскiльки, вiдповiдно до

наближення, яке обговорювалося вище, ефект Швiнґера не впливає на моди пiд

горизонтом, провiднiсть Швiнґера не буде вiдображатися у виразах для гра-

ничних доданкiв. Тому при виведеннi цих виразiв наявнiсть ефекту Швiнґера

можна не враховувати.
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Розглянемо квантоване електромагнiтне поле

𝐴𝑗(𝑡,𝑥) =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3/2𝑓(𝑡)

∑︁
𝜆=±1

[︁
𝜖𝜆𝑗 (𝑘)𝑎̂𝑘,𝜆𝒜𝜆(𝑡,𝑘)𝑒

𝑖𝑘𝑥+

+ 𝜖*𝜆𝑗 (𝑘)𝑎̂†𝑘,𝜆𝒜
*
𝜆(𝑡,𝑘)𝑒

−𝑖𝑘𝑥
]︁
, (2.34)

де 𝒜𝜆(𝑡,𝑘) — модовi функцiї, 𝜖𝜆𝑗 (𝑘) — вектори правої (𝜆 = +1) i лiвої (𝜆 = −1)

кругових поляризацiй iз такими властивостями:

(⃗𝜖𝜆 · 𝜖⃗𝜆′
) = 𝛿𝜆𝜆

′
, (⃗𝜖𝜆 · 𝑘⃗) = 0,

2∑︁
𝜆=1

𝜖𝜆𝑖 (𝑘⃗)𝜖
*𝜆
𝑗 (𝑘⃗) = 𝛿𝑖𝑗 −

𝑘𝑖𝑘𝑗
𝑘2

. (2.35)

Для бозонних операторiв знищення та народження виконується таке комутацiй-

не спiввiдношення: [︁
𝑎̂𝑘⃗,𝜆, 𝑎̂

†
𝑞⃗,𝜆′

]︁
= 𝛿(3)

(︁
𝑘⃗ − 𝑞⃗

)︁
· 𝛿𝜆𝜆′. (2.36)

Використовуючи вираз (2.34), а також рiвняння (2.17)–(2.19), отримуємо спе-

ктральнi розклади для величин ℰ (𝑛),𝒢(𝑛) i ℬ(𝑛):

ℰ (𝑛) =
∑︁
𝜆=±1

∫︁ 𝑘ℎ

0

𝑑𝑘

𝑘
𝜆𝑛

𝑘𝑛+3

2𝜋2𝑎𝑛+2
𝑓 2
⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝒜𝜆

𝑓

)︂ ⃒⃒⃒⃒2
=

=
∑︁
𝜆=±1

∫︁ 𝑘ℎ

0

𝑑𝑘

𝑘
𝜆𝑛

𝑘𝑛+5

2𝜋2𝑎𝑛+4
| 𝒟𝜆|2, (2.37)

𝒢(𝑛) =
∑︁
𝜆=±1

∫︁ 𝑘ℎ

0

𝑑𝑘

𝑘
𝜆𝑛+1 𝑘𝑛+4

4𝜋2𝑎𝑛+3
𝑓 2

𝜕

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝒜𝜆

𝑓

⃒⃒⃒⃒2
=

=
∑︁
𝜆=±1

∫︁ 𝑘ℎ

0

𝑑𝑘

𝑘
𝜆𝑛+1 𝑘𝑛+5

2𝜋2𝑎𝑛+4
ℜ𝑒 [𝒜*

𝜆𝒟𝜆] , (2.38)

ℬ(𝑛) =
∑︁
𝜆=±1

∫︁ 𝑘ℎ

0

𝑑𝑘

𝑘
𝜆𝑛

𝑘𝑛+5

2𝜋2𝑎𝑛+4
|𝒜𝜆|2 . (2.39)
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Для зручностi було використано позначення

𝒟𝜆(𝑡,𝑘) =
𝑓𝑎

𝑘

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝒜𝜆

𝑓

)︂
=
𝑓

𝑘

𝜕

𝜕𝜂

(︂
𝒜𝜆

𝑓

)︂
. (2.40)

Зауважте, що у виразах (2.37)–(2.39) верхньою межею iнтегрування є 𝑘ℎ =

𝑘ℎ(𝑡)— хвильове число моди, що перетинає горизонт у даний момент часу 𝑡.

Очевидно, що саме факт залежностi 𝑘ℎ(𝑡) вiд часу призводить до появи грани-

чних доданкiв у рiвняннях руху.

Для модової функцiї 𝒜𝜆(𝑡,𝑘) маємо наступне рiвняння (як уже зазначалося

вище, пiд час виведення виразiв для граничних доданкiв ми нехтуємо ефектом

Швiнґера):

𝒜𝜆 +𝐻𝒜̇𝜆 +

[︃
𝑘2

𝑎2
− 𝜆

𝑘

𝑎

𝑑𝐼

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓 2
− 𝑓 +𝐻𝑓

𝑓

]︃
𝒜𝜆 = 0. (2.41)

Зробимо пiдстановку 𝑧 = 𝑘𝜂 у рiвняннi (2.41), де 𝜂 — конформний час, 𝑑𝜂 =

𝑑𝑡/𝑎(𝑡). Тодi вказане рiвняння можна переписати як:

𝜕2𝒜𝜆

𝜕𝑧2
+

[︂
1 +

2𝜆𝜉

𝑧
− 𝜍

𝑧2

]︂
𝒜𝜆 = 0, (2.42)

де

𝜉 =
𝐼 ′𝜑 𝜑̇

2𝐻𝑓 2
, 𝜍 =

𝑓 +𝐻𝑓

𝑓𝐻2
. (2.43)

Глибоко пiд горизонтом, коли перший доданок у квадратних дужках у рiв-

няннi (2.42) домiнує, виконується умова Банча–Девiса [174]:

𝒜𝜆 ≃ 1√
2𝑘

𝑒−𝑖𝑧, 𝑧 → −∞. (2.44)

Будемо вважати, що мода перетинає горизонт у момент, коли другий та

третiй доданки в квадратних дужках у рiвняннi (2.42) дорiвнюють першому до-

данку, тобто одиницi. Користуючись цим визначенням, знаходимо явний вигляд
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𝑘ℎ:

𝑘ℎ = 𝑎𝐻 · 𝑟, 𝑟 = |𝜉|+
√︀
𝜉2 + |𝜍| =

⃒⃒⃒𝐼 ′𝜑 𝜑̇
2𝑓 2

⃒⃒⃒
+

√︃(︁𝐼 ′𝜑 𝜑̇
2𝑓 2

)︁2
+
⃒⃒⃒𝑓 +𝐻𝑓

𝑓

⃒⃒⃒
. (2.45)

Якщо розглядати моменти часу, близькi до моменту перетину горизонту,

коефiцiєнти 𝜉 та 𝜍 у рiвняннi (2.42) можна вважати приблизно постiйними. Тодi

ми можемо знайти наближений розв’язок цього рiвняння, який узгоджується

з граничною умовою Банча–Девiса та виражається через спецiальну функцiю

Вiттекера:

𝒜𝜆 =
1√
2𝑘

𝑒𝜆𝜋𝜉(𝑡ℎ)/2𝑊𝜅, 𝜇(2𝑖𝑧), (2.46)

де

𝜅 = −𝑖𝜆𝜉(𝑡ℎ), 𝜇 =

√︂
1

4
+ 𝜍(𝑡ℎ). (2.47)

Тепер у нас є все необхiдне для обчислення граничних доданкiв, що мiстя-

ться в правих частинах рiвнянь (2.20)–(2.22). Нехай 𝑋 — будь-яка з бiлiнiйних

електромагнiтних величин (2.17)–(2.19), спектральний розклад якої має вигляд:

𝑋 =

∫︁ 𝑘ℎ

0

𝑑𝑘

𝑘

𝑑𝑋

𝑑 ln 𝑘
. (2.48)

Величина 𝑋 залежить вiд часу з двох причин. По-перше, її спектральна густина

𝑑𝑋/𝑑 ln 𝑘 є функцiєю часу. По-друге, верхня межа iнтеграла (2.48) також зале-

жить вiд часової змiнної. Лiвi частини рiвнянь руху (2.20)–(2.22) дозволяють

врахувати першу залежнiсть вiд часу. А щоб врахувати другу, необхiдно ввести

граничнi доданки. Граничний доданок для величини 𝑋 задається наступним

виразом:

(𝑋̇)𝑏 =
𝑑 ln 𝑘ℎ
𝑑𝑡

· 𝑑𝑋

𝑑 ln 𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑘=𝑘ℎ(𝑡)

. (2.49)

Як видно з рiвняння (2.49), для обчислення граничного доданку нам потрiбно

знати спектральну густину величини𝑋 у момент, коли мода перетинає горизонт.
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Застосовуючи рiвняння (2.48)–(2.49), отримуємо вирази для потрiбних нам гра-

ничних доданкiв:

[ℰ̇ (𝑛)]𝑏 =
𝑑 ln 𝑘ℎ
𝑑𝑡

1

4𝜋2

(︂
𝑘ℎ(𝑡)

𝑎(𝑡)

)︂𝑛+4 ∑︁
𝜆=±1

𝜆𝑛
𝑒𝜆𝜋𝜉

𝑟2
×

×
⃒⃒⃒⃒(︁
𝑖𝑟 − 𝑖𝜆𝜉 − 𝑓

𝑓𝐻

)︁
𝑊−𝑖𝜆𝜉, 𝜇(−2𝑖𝑟) +𝑊1−𝑖𝜆𝜉, 𝜇(−2𝑖𝑟)

⃒⃒⃒⃒2
, (2.50)

[𝒢̇(𝑛)]𝑏 =
𝑑 ln 𝑘ℎ
𝑑𝑡

1

4𝜋2

(︂
𝑘ℎ(𝑡)

𝑎(𝑡)

)︂𝑛+4 ∑︁
𝜆=±1

𝜆𝑛
𝑒𝜆𝜋𝜉

𝑟
×

×
{︂
ℜ𝑒 [𝑊𝑖𝜆𝜉, 𝜇(2𝑖𝑟)𝑊1−𝑖𝜆𝜉, 𝜇(−2𝑖𝑟)]− 𝑓

𝑓𝐻
|𝑊−𝑖𝜆𝜉, 𝜇(−2𝑖𝑟)|2

}︂
, (2.51)

[ℬ̇(𝑛)]𝑏 =
𝑑 ln 𝑘ℎ
𝑑𝑡

1

4𝜋2

(︂
𝑘ℎ(𝑡)

𝑎(𝑡)

)︂𝑛+4 ∑︁
𝜆=±1

𝜆𝑛 𝑒𝜆𝜋𝜉
⃒⃒⃒
𝑊−𝑖𝜆𝜉, 𝜇(−2𝑖𝑟)

⃒⃒⃒2
. (2.52)

Тепер система рiвнянь (2.12), (2.13), (2.20)–(2.22) та (2.33) повнiстю визна-

чена. Її числовi розв’язки будуть представленi в роздiлi 2.4.

2.3.4 Помодовий розклад

Щоб зробити висновок про точнiсть розв’язкiв, отриманих за допомогою

формалiзму градiєнтного розкладу, необхiдно порiвняти їх з результатами по-

модового розкладу. Нам потрiбно описати останнiй пiдхiд, враховуючи наявнiсть

ефекту Швiнґера.

Ми використовуємо проквантоване електромагнiтне поле (2.34). Тодi рiв-

няння Максвелла передбачають наступне рiвняння руху для модової функцiї
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𝒜𝜆(𝑡,𝑘):

𝒜𝜆 + (𝐻 + 𝜎̃𝐸 𝜃) 𝒜̇𝜆 +

[︃
𝑘2

𝑎2
− 𝜆

𝑘

𝑎

(︃
𝑑𝐼

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓 2
+ 𝜎̃𝐵 𝜃

)︃
− 𝑓 + (𝐻 + 𝜎̃𝐸 𝜃)𝑓

𝑓

]︃
𝒜𝜆 = 0,

(2.53)

де 𝜃(𝑡, 𝑘) = 𝜃(𝑘ℎ(𝑡)−𝑘). Цей множник, разом зi швiнґерiвськими провiдностями,

дозволяє врахувати, що мода починає вiдчувати ефект Швiнґера лише пiсля

перетину горизонту.

Граничною умовою для 𝒜𝜆(𝑡,𝑘) є умова Банча–Девiса (2.44) глибоко пiд

горизонтом.

Рiвняння (2.53) є диференцiальним рiвнянням другого порядку. Чисельне

розв’язання такого рiвняння може бути досить проблематичним. Для полег-

шення обчислень краще ввести систему диференцiальних рiвнянь першого по-

рядку. Використаємо величину 𝒟𝜆(𝑡,𝑘), яка була визначена рiвнянням (2.40) у

попередньому роздiлi. Часова еволюцiя величин 𝒜𝜆(𝑡,𝑘) та 𝒟𝜆(𝑡,𝑘) описується

наступною системою диференцiальних рiвнянь:

𝒜̇𝜆 =
𝑘

𝑎
𝒟𝜆 +

𝑓

𝑓
𝒜𝜆, (2.54)

𝒟̇𝜆 = −

[︃
𝑘

𝑎
− 𝜆

(︃
𝑑𝐼

𝑑𝜑

𝜑̇

𝑓 2
+ 𝜎̃𝐵 𝜃

)︃]︃
𝒜𝜆 −

(︃
𝑓

𝑓
+ 𝜎̃𝐸 𝜃

)︃
𝒟𝜆. (2.55)

Знаючи часову еволюцiю величин 𝒜𝜆(𝑡,𝑘) та 𝒟𝜆(𝑡,𝑘) для кожної моди, ми

можемо обчислити густини електричної, магнiтної та так званої “змiшаної” енер-

гiй:

𝜌E(𝑡) =
𝑓 2

2
⟨𝐸⃗2⟩ = 1

4𝜋2

∫︁ 𝑘ℎ(𝑡)

0

𝑑𝑘

(︂
𝑘

𝑎

)︂4 [︁
|𝒟+1|2 + |𝒟−1|2

]︁
, (2.56)

𝜌B(𝑡) =
𝑓 2

2
⟨𝐵⃗2⟩ = 1

4𝜋2

∫︁ 𝑘ℎ(𝑡)

0

𝑑𝑘

(︂
𝑘

𝑎

)︂4 [︁
|𝒜+1|2 + |𝒜−1|2

]︁
, (2.57)

𝜌EB(𝑡) = −𝑓
2

2
⟨𝐸⃗ · 𝐵⃗⟩ = 1

4𝜋2

∫︁ 𝑘ℎ(𝑡)

0

𝑑𝑘

(︂
𝑘

𝑎

)︂4
ℜ𝑒
[︁
𝒜*

+1𝒟+1 −𝒜*
−1𝒟−1

]︁
. (2.58)
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Якщо ми працюємо в рамках формалiзму градiєнтного розкладу, тi ж самi

густини енергiї можна легко виразити через бiлiнiйнi електромагнiтнi функцiї

(2.17)–(2.19):

𝜌E(𝑡) =
ℰ (0)

2
, 𝜌B(𝑡) =

ℬ(0)

2
, 𝜌EB(𝑡) =

1

2
𝒢(0). (2.59)

Отже, результати двох математичних пiдходiв (формалiзму градiєнтного роз-

кладу та помодового розкладу) можна порiвняти один з одним наступним чи-

ном. Якщо нелiнiйнi ефекти вимкненi (наприклад, зворотна реакцiя вiдсутня та

утворення частинок не вiдбувається), можна використовувати помодовий роз-

клад незалежно вiд формалiзму градiєнтного розкладу, використовуючи лише

звичайний розв’язок у режимi повiльного скочування як фон для утворення

електромагнiтного поля. Тодi результат, отриманий за допомогою пiдходу по-

модового розкладу, можна розглядати як орiєнтир для оцiнки точностi формалi-

зму градiєнтного розкладу. З iншого боку, якщо дiють зворотна реакцiя та/або

ефект Швiнґера, можна використовувати часовi залежностi масштабного фа-

ктора та iнфлатона, визначенi у формалiзмi градiєнтного розкладу, як фон для

методу помодового розкладу. У цьому випадку останнiй не є повнiстю незале-

жним вiд формалiзму градiєнтного розкладу, але тим не менш це порiвняння

все ще можна використовувати як внутрiшню перевiрку на узгодженiсть. Ми

виконаємо його в наступному пiдроздiлi.

2.4 Чисельнi результати

У цьому пiдроздiлi ми тестуємо формалiзм градiєнтного розкладу, розро-

блений нами в цiй роботi. Ми використовуємо модель хаотичної iнфляцiї, яка

вiдома в лiтературi як одна з найпростiших та iнтуїтивно зрозумiлих. Iнфляцiй-
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ний потенцiал в цiй моделi має вигляд

𝑉 (𝜑) =
𝑚2𝜑2

2
. (2.60)

Константу 𝑚 обрано таким чином, щоб амплiтуда спектру первинних скаляр-

них збурень узгоджувалася з даними колаборацiї Planck [13]. Значення, яке

задовольняє цю умову, дорiвнює 𝑚 = 6× 10−6𝑀Pl.1

Функцiєю кiнетичного зв’язку 𝑓(𝜑) ми обираємо експоненцiальну функцiю

типу Ратри [153]:

𝑓(𝜑) = exp
(︁
𝑐
𝜑

𝑀Pl

)︁
(2.61)

з одним безрозмiрним параметром 𝑐. Для невiд’ємних 𝑐 функцiя Ратра не по-

роджує проблеми сильного зв’язку пiд час iнфляцiї, а пiсля її завершення вона

наближається до одиницi.

Ми обираємо функцiю аксiального зв’язку 𝐼(𝜑) лiнiйною

𝐼(𝜑) = 𝑏
𝜑

𝑀Pl
, (2.62)

де безрозмiрний параметр 𝑏 регулює iнтенсивнiсть взаємодiї.

Початкова умова для поля iнфлатона 𝜑(0) = 15.55𝑀Pl обрана так, щоб

забезпечити щонайменше 60 𝑒-фолдингiв до кiнця iнфляцiї. Початкова умова

для похiдної iнфлатона за часом отримана з наближення повiльного кочення:

𝜑̇(0) = −𝑉 ′
𝜑/
√
3𝑉 = −

√︀
2/3𝑚𝑀Pl. Густина енергiї заряджених частинок у по-

чатковий момент часу вважається нульовою. Початковi значення електромагнi-

тних величин можна або обрати рiвними нулю, або визначити як внески вiд

квантових флуктуацiй у вакуумному станi.
Примiтка 1. Зауважте, що ця конкретна модель передбачає занадто велику амплiтуду первинних тензорних
збурень i вже виключається спостереженнями релiктового випромiнювання [13]. Тим не менш, багато iнших
життєздатних моделей можна добре апроксимувати параболою, близькою до мiнiмуму їхнього потенцiалу,
тобто близько до кiнця iнфляцiї, де вiдбувається найiнтенсивнiша генерацiя електромагнiтних полiв. Ми
використовуємо цей простий потенцiал для iлюстрацiї. Загальний формалiзм, запропонований у цiй роботi,
справедливий для будь-якого iнфляцiйного потенцiалу.
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Вiдразу вiдзначимо важливу особливiсть, яка має мiсце для будь-яких зна-

чень констант 𝑏 та 𝑐. Зi збiльшенням порядку обриву 𝑛max часовi залежностi

електромагнiтних величин наближаються до деяких кривих. Починаючи з пев-

ного значення порядку обриву, результати розрахункiв перестають суттєво змi-

нюватися. Надалi, коли ми говоримо про результати, отриманi за допомогою

формалiзму градiєнтного розкладу, ми маємо на увазi тi розв’язки, якi вже не

залежать вiд 𝑛max. Як правило, за вiдсутностi зворотної реакцiї та ефекту Швi-

нґера розв’язок стабiлiзується при 𝑛max ≃ 10 − 30, за наявностi зворотної реа-

кцiї —при 𝑛max ≃ 110−130, за наявностi ефекту Швiнґера— при 𝑛max ≃ 30−60.

В подальшому будемо використовувати залежну вiд часу вiдносну похибку

𝜀(𝑡) =
𝑋(𝑡)−𝑋ref(𝑡)

𝑋ref(𝑡)
. (2.63)

Тут 𝑋 — будь-яка з електромагнiтних величин (наприклад, густина електри-

чної або магнiтної енергiї, величина 1
2 |⟨𝐸⃗ · 𝐵⃗⟩| тощо), обчислена за допомогою

формалiзму градiєнтного розкладу; 𝑋ref — та сама величина, але обчислена за

допомогою методу помодового розкладу.

Числовi розрахунки були розпочатi з тестування розробленого в дисерта-

цiї формалiзму градiєнтного розкладу. Спочатку ми розглянули випадки без

зворотної реакцiї та ефекту Швiнґера. Ми мали можливiсть застосувати помо-

довий розклад та порiвняти результати двох методiв (помодового розкладу та

формалiзму градiєнтного розкладу). В результатi такого аналiзу було встановле-

но: при домiнуваннi аксiального зв’язку вiдносна похибка 𝜖 наприкiнцi iнфляцiї

менше 1%, при домiнуваннi кiнетичного зв’язку — близько 5 %, при наявностi

обох типiв зв’язку —близько 10 % (див. рисунок 2.1). Така точнiсть є цiлком

задовiльною для практичного застосування.

В усiх трьох випадках ми спостерiгали збiльшення енергiї генерованих полiв

пiд час iнфляцiї, що є цiлком природним явищем. Цей простий факт свiдчить
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Рис. 2.1: Верхня панель: Залежностi електричної (синi суцiльнi лiнiї) та магнiтної (червонi пун-
ктирнi лiнiї) складових густини енергiї, значення 1

2 |⟨𝐸⃗ · 𝐵⃗⟩| (зеленi пунктирнi лiнiї) та повної густини
енергiї (фiолетовi пунктирнi лiнiї) вiд кiлькостi 𝑒-фолдингiв 𝑁𝑒 пiд час iнфляцiї (яка закiнчується
на 𝑁𝑒 ≈ 61), розрахованих за допомогою формалiзму градiєнтного розкладу з порядком обриву
𝑛max = 25, у випадку 𝑏 = 15, 𝑐 = 0.1 без зворотної реакцiї та ефекту Швiнґера. Нижня панель:
Вiдносна похибка 𝜀 результату, отриманого за допомогою формалiзму градiєнтного розкладу, порiв-

няно з еталонним результатом методу помодового розкладу як функцiя 𝑁𝑒.

про те, що якби ефект Швiнґера був “увiмкнений”, згенерованi електромагнiтнi

поля, ймовiрно, досягли б критичних значень ближче до кiнця iнфляцiї. Тодi б

вiдбувалося ефективне утворення швiнґерiвських пар.

Пiсля успiшного тестування нашого методу ми дослiдили явища зворотної

реакцiї та ефекту Швiнґера для змiшаного зв’язку, 𝑏 = 60, 𝑐 = 0.2 (див. рисунок

2.2). Для заданих значень параметрiв 𝑏 та 𝑐, за вiдсутностi ефекту Швiнґера,

електромагнiтнi поля починають чинити зворотний вплив на еволюцiю iнфлато-

на близько 𝑁𝑒 ≈ 60. Тривалiсть iнфляцiї збiльшується майже на 9 𝑒-фолдингiв.

Розглянемо детальнiше випадок змiшаного зв’язку з наявнiстю ефекту Швi-

нґера. Протягом тривалого часу, поки згенерованi електричне та магнiтне поля

ще не досягли критичних значень, еволюцiя вiдповiдних компонентiв густини

енергiї вiдбувається так само, як i у випадку без швiнґерiвської провiдностi (див.
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Рис. 2.2: Залежностi електричної (синi суцiльнi лiнiї) та магнiтної (червонi пунктирнi лiнiї) скла-
дових густини енергiї, значення 1

2 |⟨𝐸⃗ · 𝐵⃗⟩| (зеленi штрихпунктирнi лiнiї) та повної густини енергiї
(фiолетовi пунктирнi лiнiї) вiд кiлькостi 𝑒-фолдингiв 𝑁𝑒 пiд час iнфляцiї, розрахованих методом
градiєнтного розкладу у випадку 𝑏 = 60, 𝑐 = 0.2 за вiдсутностi (лiва панель) та за наявностi (права
панель) ефекту Швiнґера, для порядкiв обриву 𝑛max = 125 та 𝑛max = 65 вiдповiдно. Для випадку з
ефектом Швiнґера (права панель) крива густини енергiї заряджених швiнґерiвських частинок дода-
тково показана чорною штрихпунктирною лiнiєю з двома крапками. У випадку без ефекту Швiнґера
(лiва панель) вiдбувається зворотна реакцiя, тривалiсть iнфляцiї збiльшується. (Рожева вертикальна
лiнiя вказує на момент завершення iнфляцiї. Якби зворотної реакцiї не було, iнфляцiя закiнчилася

б у момент, показаний сiрою вертикальною лiнiєю.)

рисунок 2.3). Але в певний момент часу електромагнiтнi поля стають настiльки

потужними, що починають викликати народження пар заряджених фермiонiв.

Це явище призводить до ослаблення електромагнiтних полiв (зворотна реакцiя

в цьому випадку не спостерiгається), а також до вiдновлення типової тривалостi

iнфляцiйної епохи.

Для випадку 𝑏 = 60, 𝑐 = 0.2 ми бiльше не можемо перевiрити формалiзм

градiєнтного розкладу за допомогою стандартного помодового розкладу (по-

модовий розклад не працює за наявностi нелiнiйних явищ, таких як зворотна

реакцiя та/або ефект Швiнґера). Однак, у нас все ще є можливiсть перевiрити

результати формалiзму градiєнтного розкладу на самоузгодженiсть. Для вико-

нання такої перевiрки ми використовуємо тi ж диференцiальнi рiвняння, що

з’являються в помодовому розкладi. Але як функцiї часу 𝑎(𝑡), 𝜑(𝑡), 𝜑̇(𝑡), ℰ (0)(𝑡),
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Рис. 2.3: Порiвняння залежностей електричної (синi лiнiї) та магнiтної (червонi лiнiї) складових
густини енергiї, а також значення 1

2 |⟨𝐸⃗·𝐵⃗⟩| (зеленi лiнiї) вiд кiлькостi 𝑒-фолдингiв 𝑁𝑒 пiд час iнфляцiї,
розрахованих за допомогою формалiзму градiєнтного розкладу у випадку 𝑏 = 60, 𝑐 = 0.2 за наявностi

(суцiльнi лiнiї) та вiдсутностi (пунктирнi лiнiї) ефекту Швiнґера.

ℬ(0)(𝑡), 𝒢(0)(𝑡) ми вибираємо вiдповiднi залежностi, отриманi пiд час розв’язання

задачi у формалiзмi градiєнтного розкладу. Таким чином, позначення 𝑋ref у ви-

значеннi вiдносної похибки 𝜀 тепер стосується значень, розрахованих у рамках

описаного вище “модифiкованого” помодового розкладу.

Джерелом досить значної похибки, показаної на рис. 2.1 та обговореної в

текстi, є апроксимацiя 𝑑 ln 𝑘ℎ
𝑑𝑡 ≈ 𝐻, яка використовується при обчисленнi грани-

чних доданкiв. Якщо врахувати доданки, що пригнiчують повiльне скочування,

то похибку можна зменшити до значень порядку 1 %. Вперше це було повiдом-

лено в роботi [67]. У вказанiй статтi це було перевiрено для однiєї контрольної

точки.

2.5 Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi розроблено формалiзм градiєнтного розкладу для опису ге-

нерацiї електромагнiтного поля (або будь-якого безмасового абелевого калiбру-

вального поля) пiд час iнфляцiї в моделi з кiнетичним та аксiальним зв’язками.
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Враховано можливiсть народження пар заряджених фермiонiв з вакууму силь-

ними електромагнiтними полями (ефект Швiнґера). У роздiлi вперше представ-

лено найповнiшу версiю зазначеного формалiзму для випадку одночасної наяв-

ностi кiнетичного та аксiального зв’язкiв мiж iнфлатоном та електромагнiтним

полем, та з урахуванням швiнґерiвської провiдностi.

Формалiзм градiєнтного розкладу є ефективним методом вивчення iнфля-

цiйного магнiтогенезу за наявностi нелiнiйних явищ: зворотної реакцiї згенеро-

ваних електромагнiтних полiв на еволюцiю iнфлатона та/або ефекту Швiнґера.

У цьому випадку кожна окрема мода електромагнiтного поля бiльше не еволю-

цiонує незалежно вiд iнших. На еволюцiю окремої моди впливають усi фiзично

значущi моди одночасно. За таких умов стандартний помодовий розклад не мо-

же бути застосованим.

Формалiзм градiєнтного розкладу допомагає простежити еволюцiю квадра-

тичних електромагнiтних функцiй, пропорцiйних ⟨𝐸⃗ · rot𝑛𝐸⃗⟩, ⟨𝐸⃗ · rot𝑛𝐵⃗⟩ або

⟨𝐵⃗ · rot𝑛𝐵⃗⟩, де 𝐸⃗ та 𝐵⃗ — це електричне та магнiтне поля вiдповiдно, а 𝑛 —

будь-яке цiле число. Оскiльки цей формалiзм працює в координатному, а не в

iмпульсному просторi, вiн дозволяє враховувати всi фiзично значущi моди одно-

часно.

Диференцiальнi рiвняння для квадратичних електромагнiтних функцiй утво-

рюють нескiнченну систему рiвнянь. Для великих значень 𝑛 електромагнiтнi

величини з iндексом 𝑛 + 2 можна виразити через функцiї з iндексом 𝑛. От-

же, систему рiвнянь можна обiрвати при деякому iндексi 𝑛max. Зi збiльшенням

порядку обриву 𝑛max розв’язки системи рiвнянь перестають залежати вiд його

значення та прямують до деяких конкретних часових залежностей.

Слiд зазначити, що в певний момент часу в iнфляцiйному магнiтогенезi бе-

руть участь лише тi моди, якi до цього моменту перетнули горизонт. З часом

кiлькiсть таких мод постiйно зростає. Описане явище було враховано шляхом

введення спецiальних граничних доданкiв, розмiщених у правiй частинi дифе-
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ренцiальних рiвнянь (2.20)–(2.22).

Чисельнi розрахунки були виконанi в моделi хаотичної iнфляцiї. Функцiя

аксiального зв’язку 𝐼(𝜑) електромагнiтного поля з iнфлатоном є лiнiйною, кi-

нетична функцiя зв’язку 𝑓(𝜑) є експоненцiйною (типу Ратри). За вiдсутностi

ефекту Швiнґера та зворотної реакцiї, розв’язки, отриманi в рамках формалi-

зму градiєнтного розкладу, збiгаються з результатами помодового розкладу з

дуже хорошою точнiстю. Це показує, що формалiзм, розроблений у роздiлi, є

досить точним i може бути застосованим при розв’язаннi рiзних космологiчних

задачах.

Числовi розрахунки показують, що поява зворотної реакцiї подовжує три-

валiсть iнфляцiї. Наявнiсть ефекту Швiнґера нiвелює зворотну реакцiю та вiд-

новлює звичайну тривалiсть iнфляцiйної стадiї. У цьому випадку електрома-

гнiтнi поля припиняють зростати в кiнцi iнфляцiї. Це вiдбувається тому, що

коли електромагнiтнi поля досягають критичних значень, їхня енергiя починає

витрачатися на створення пар частинок та античастинок з вакууму.

Найбiльш узагальнений формалiзм градiєнтного розкладу, розроблений у

цьому роздiлi дисертацiї, може бути застосований у майбутнiх наукових дослi-

дженнях, що можуть стосуватися iнфляцiйного магнiтогенезу. Метод також мо-

же бути використаний для генерацiї початкових умов для задач, пов’язаних з

розiгрiвом — наступною космологiчною епохою пiсля iнфляцiї.

Результати, висвiтленi в роздiлi, опублiковано в роботах [60, 175].
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РОЗДIЛ 3

КIНЕТИЧНИЙ ПIДХIД ДЛЯ ОПИСУ ЕФЕКТУ

ШВIНҐЕРА У ВСЕСВIТI, ЩО РОЗШИРЮЄТЬСЯ

3.1 Вступ

Одним iз найцiкавiших явищ, що вiдбувається в сильному електромагнiтно-

му полi, є ефект Швiнґера – явище утворення пар частинок та античастинок з

фiзичного вакууму [68–70]. Його було передбачено майже сто рокiв тому, i до

сьогоднiшнього дня вiн жодного разу не спостерiгався в лабораторiї через над-

звичайно високе значення необхiдного електричного поля 𝐸 ∼ 1018 В/м [176].

Тим не менш, такi величезнi поля можуть iснувати у Всесвiтi, наприклад, навко-

ло компактних об’єктiв, таких як нейтроннi зорi або чорнi дiри [73, 177]. Також

електромагнiтнi поля надкритичних значень могли iснувати на раннiх стадiях

еволюцiї Всесвiту (див., наприклад, [75, 76, 79]).

Ефект Швiнґера в ранньому Всесвiтi часто розглядається в контекстi моде-

лей iнфляцiйного магнiтогенезу, якi включають зв’язок електромагнiтного поля

з iнфлатоном або з кривиною простору-часу [62, 153, 154]. Найпростiшим сцена-

рiєм народження швiнґерiвської пари пiд час iнфляцiї, який можна аналiтично

дослiдити, є випадок постiйного та однорiдного електричного поля (з можливою

наявнiстю колiнеарного магнiтного поля) у просторi-часi де Сiттера. Вказаний

сценарiй був детально дослiджений у лiтературi [79, 80, 172, 178–185]. Результа-

ти цього простого пiдходу використовувалися для багатьох феноменологiчних
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застосувань [53, 56, 75–78, 170, 186–191]; однак у реалiстичних iнфляцiйних моде-

лях обидва основнi припущення — наявнiсть постiйного в часi калiбрувального

поля та суто де-Сiттерiвське розширення Всесвiту — зазвичай не виконуються.

У залежному вiд часу електромагнiтному полi народження швiнґерiвської

пари має складнiшу динамiку. Це було продемонстровано за допомогою кiне-

тичного пiдходу як для простору Мiнковського [192–200], так для Всесвiту, що

розширюється [81, 82]. На вiдмiну вiд випадку постiйного поля, маємо iндуко-

ваний швiнґерiвський струм, що проявляє немаркiвський характер, i залежить

не лише вiд поля в даний момент часу, але й вiд його передiсторiї. Бiльше то-

го, через iнерцiйнi властивостi носiїв заряду струм сповiльнюється вiдносно змiн

електричного поля, що призводить до коливальної поведiнки iндукованого стру-

му та електричного поля.

У кiнетичному пiдходi народження частинок описується швiнґерiвським

джерелом, яке можна побудувати феноменологiчно [81, 192, 193] або вивести

з перших принципiв [82, 194–200]. Останнiй спосiб, хоч i набагато складнiший,

дозволяє врахувати вплив статистики частинок та нелокальний у часi характер

процесу створення пар. Проте iснує фундаментальна проблема, яка робить за-

стосування такого пiдходу, заснованого на перших принципах, неоднозначним

у випадку Всесвiту, що розширюється. Це добре вiдома в лiтературi пробле-

ма визначення вакуумного стану та частинок у нестацiонарних фонах, якi не

вiдповiдають простору-часу Мiнковського в асимптотичному минулому та май-

бутньому [51, 201–203]. Результат для кiлькостi утворених частинок залежить

вiд визначення фiзичного вакуумного стану або, iншими словами, вiд вибору

спостерiгача.

У цьому роздiлi ми знову розглядаємо створення пар скалярних частинок

залежним вiд часу електричним полем у Всесвiтi Фрiдмана-Леметра–Робертсона–

Уокера (ФЛРУ), що розширюється. Ранiше цей випадок уже дослiджувався у

роботi [82]. Ми здебiльшого дотримуємося тiєї ж стратегiї для виведення систе-
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ми квантових кiнетичних рiвнянь, що описують народження швiнґерiвських пар

в цiй системi. Однак у своєму дослiдженнi ми виконуємо всi обчислення в термi-

нах не фiзичного часу, як у роботi [82], а конформного. Незважаючи на, здава-

лося б, тривiальну змiну, ми виявляємо, що визначення адiабатичного вакууму

вiдрiзняється порiвняно з попередньою роботою, i, як наслiдок, остаточна си-

стема рiвнянь виходить iншою. Ми аналiзуємо ультрафiолетову (УФ) поведiнку

її розв’язкiв i показуємо, що кiнетичнi функцiї демонструють швидше зменше-

ння при великих iмпульсах порiвняно з розв’язками системи в роботi [82], що

робить нову систему рiвнянь бiльш привабливою для чисельного аналiзу. Також

новий пiдхiд враховує конформну симетрiю задачi та не призводить до утворе-

ння частинок у випадку конформно зв’язаного безмасового скалярного поля за

вiдсутностi електричного поля.

Мета дослiдження полягає не в тому, щоб показати, що обчислення в [82]

є неправильними, а в тому, щоб продемонструвати, що iснує iнший i зручнiший

спосiб виведення системи квантових кiнетичних рiвнянь. Хоч ми й очiкуємо,

що числовий результат у випадку сильного електричного поля |𝑒𝐸| ≫ 𝐻2,𝑚2

(де 𝑒 — електричний заряд, 𝐻 — параметр Габбла, а 𝑚 — маса частинки) буде

однаковим для обох пiдходiв, можуть бути деякi числовi вiдмiнностi у випадку

слабкого поля, для якого швидкiсть народження частинок за рахунок електри-

чного поля i за рахунок нестацiонарної метрики є порiвнянними.

3.2 Квантовi рiвняння Власова для скалярного поля

Для опису швiнґерiвського народження скалярних заряджених частинок

сильним електричним полем у Всесвiтi, що розширюється, розглянемо дiю

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔

[︃
−
𝑀 2

𝑝

2
𝑅 + ℒEM + ℒch

]︃
, (3.1)
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де 𝑔 = det(𝑔𝜇𝜈) = −𝑎8 — визначник метрики, 𝑅 = −6𝑎′′/𝑎3 — скаляр криви-

ни для метрики ФЛРУ. Таким чином, перший доданок у дiї представляє дiю

Айнштайна-Гiльберта для гравiтацiї. Другий доданок у дужках у (4.2) пред-

ставляє густину лагранжiана для електромагнiтного поля

ℒEM = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 + ℒint(𝐴𝜇,𝜑), (3.2)

де доданок ℒint описує зв’язок електромагнiтного поля з деяким загальним по-

лем 𝜑. Хоча ця взаємодiя необхiдна для створення достатньо сильного електро-

магнiтного поля, необхiдного для швiнґерiвського народження пар, у цiй роботi

ми не будемо дотримуватися якоїсь конкретної моделi та припустимо, що еле-

ктромагнiтне поле вже iснує у Всесвiтi. Крiм того, ми розглядаємо таку конфi-

гурацiю калiбрувального поля: (i) магнiтне поле 𝐵⃗ є нехтовно малим порiвняно

з електричним полем 𝐸⃗; (ii) кореляцiйна довжина електричного поля 𝜆𝐸 набага-

то бiльша за будь-який iнший фiзично релевантний масштаб довжини в задачi,

наприклад, масштаб утворення пар 𝑙S ∼ |𝑒𝐸|−1/2 або масштаб Габбла 𝑙𝐻 ∼ 𝐻−1.

Остання умова дозволяє нам розглядати електричне поле як просторово одно-

рiдне та залежне лише вiд часу 𝐸⃗ = 𝐸⃗(𝜂). Таку конфiгурацiю поля можна

описати векторним потенцiалом (у кулонiвському калiбруваннi) 𝐴𝜇 = (0, 𝐴⃗(𝜂)),

де 𝐴⃗′(𝜂) = −𝑎2𝐸⃗. З коефiцiєнтом 𝑎2 електричне поле 𝐸⃗ є фiзичним полем, що

вимiрюється супутнiм спостерiгачем.

Нарештi, розглянемо останнiй доданок у дужках у формулi (4.2), який пред-

ставляє собою густину лагранжiана комплексного скалярного зарядженого поля

𝜒 з масою 𝑚 та зарядом 𝑒:

ℒch = 𝑔𝜇𝜈(𝒟𝜇𝜒)
†(𝒟𝜈𝜒)−

(︀
𝑚2 − 𝜉𝑅

)︀
|𝜒|2. (3.3)

Тут |𝜒|2 ≡ 𝜒†𝜒, 𝒟𝜇 = 𝜕𝜇− 𝑖𝑒𝐴𝜇 — коварiантна похiдна, що дiє на скалярне поле,

а 𝜉 — константа зв’язку, що вiдповiдає за немiнiмальний зв’язок скалярного
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поля 𝜒 з гравiтацiєю.

Проварiювавши дiю в рiвняннi (4.2) вiдносно 𝜒†, отримуємо рiвняння руху

для скалярного поля 𝜒:

1√
−𝑔

𝒟𝜇

[︀√
−𝑔𝑔𝜇𝜈𝒟𝜈𝜒

]︀
+
(︀
𝑚2 − 𝜉𝑅

)︀
𝜒 = 0. (3.4)

Використавши явнi вирази метрики ФЛРУ та коварiантної похiдної, ми перепи-

шемо рiвняння (3.4) у наступному виглядi:

𝜒′′ + 2
𝑎′

𝑎
𝜒′ +

(︂
𝑚2

𝑎2
+ 6𝜉

𝑎′′

𝑎

)︂
𝜒− (∇⃗ − 𝑖𝑒𝐴⃗)2𝜒 = 0. (3.5)

Розглядаючи скалярне поле 𝜒 як вiдповiдний квантовий оператор, ми роз-

кладаємо його по множинi операторiв народження та знищення частинок (𝑏̂†
𝑘⃗
, 𝑏̂𝑘⃗)

та античастинок (𝑐†
𝑘⃗
, 𝑐𝑘⃗) з рiзними iмпульсами 𝑘⃗:

𝜒̂ (𝜂,𝑥⃗) =

∫︁
𝑑3𝑘⃗

(2𝜋)3/2𝑎(𝜂)

[︁
𝑏̂𝑘⃗𝜒𝑘⃗(𝜂)𝑒

𝑖𝑘⃗·𝑥⃗ + 𝑐†
𝑘⃗
𝜒*
−𝑘⃗
(𝜂)𝑒−𝑖𝑘⃗·𝑥⃗

]︁
. (3.6)

Оператори знищення та народження задовольняють канонiчнi комутацiйнi спiв-

вiдношення, серед яких єдиними нетривiальними є

[𝑏̂𝑘⃗, 𝑏̂
†
𝑘⃗′
] = [𝑐𝑘⃗, 𝑐

†
𝑘⃗′
] = 𝛿(3)(𝑘⃗ − 𝑘⃗′) . (3.7)

Множник 𝑎(𝜂) у знаменнику в виразi (3.6) було введено для бiльшої зручностi.

Пiдставляючи розклад (3.6) у рiвняння руху (3.5), отримуємо диференцi-

альне рiвняння, що описує еволюцiю модової функцiї 𝜒𝑘⃗(𝜂):

𝜒′′
𝑘⃗
(𝜂) + Ω2

𝑘⃗
(𝜂)𝜒𝑘⃗(𝜂) = 0 . (3.8)

Рiвняння має форму гармонiчного осцилятора з ефективною частотою, що за-
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лежить вiд часу

Ω2
𝑘⃗
(𝜂) = (𝑘⃗ − 𝑒𝐴⃗)2 +𝑚2𝑎2 + (6𝜉 − 1)

𝑎′′

𝑎
. (3.9)

З рiвняння (3.9) легко бачити, що за вiдсутностi електромагнiтного поля

у Всесвiтi, що не розширюється, частота Ω𝑘⃗ не залежить вiд часу 𝜂. Тодi рiв-

няння (3.8) має два незалежних розв’язки, якi описують моди з позитивною

та негативною частотами. Якщо початкова умова, що накладається в певний

момент часу, вiдповiдає, наприклад, модi з позитивною частотою, розв’язок за-

лишається з позитивною частотою весь час. Отже, ми робимо висновок, що

народження частинок у просторi-часi Мiнковського не вiдбувається.

Бiльше того, навiть у Всесвiтi, що розширюється, для безмасової скалярної

частинки, 𝑚 = 0, з конформним немiнiмальним зв’язком з гравiтацiєю, 𝜉 =

1/6, та за вiдсутностi електричного поля, рiвняння руху (3.8) має дуже просту

осцилятороподiбну форму 𝜒′′
𝑘⃗
+𝑘2𝜒𝑘⃗ = 0, розв’язком якої для позитивної частоти

є добре вiдомий вакуум Банча–Девiса [174]:

𝜒BD
𝑘⃗,+

(𝜂) =
1√
2𝑘
𝑒−𝑖𝑘𝜂 . (3.10)

Перебуваюся у цьому станi з самого початку, скалярне поле залишатиме-

ться в ньому назавжди, а це означає, що навiть у Всесвiтi, що розширюється,

не вiдбувається утворення частинок. Це є наслiдком конформної iнварiантностi

дiї безмасового конформно зв’язаного скалярного поля [203]. Тут ми хотiли б

зазначити, що ця конформна симетрiя стає явною лише тодi, коли ми працюємо

в метрицi ФЛРУ, записанiй через конформний час, який є конформно плоским.

Ситуацiя змiнюється за наявностi ненульового електричного поля у Все-

свiтi, що розширюється. Дiйсно, значення Ω𝑘⃗ стає залежним вiд конформного

часу 𝜂, i тому, загалом, неможливо знайти точний загальний розв’язок модового
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рiвняння (3.8) та окремi моди з позитивною та негативною частотами1. Тим не

менш, все ще можна побудувати наближений розв’язок, використовуючи набли-

ження Вентцеля-Крамерса-Брiллюена до певного адiабатичного порядку. На-

приклад, у нульовому адiабатичному порядку розв’язок з додатною частотою

має вигляд

𝜒
(0)

𝑘⃗,+
(𝜂) =

1√︀
2Ω𝑘⃗(𝜂)

𝑒−𝑖
∫︀ 𝜂

Ω𝑘⃗(𝜂
′)𝑑𝜂′ , (3.11)

де фазу цiєї функцiї можна зафiксувати, вибравши нижню межу iнтегрування в

показнику степеня. Для мод з дуже великими iмпульсами цей вираз зводиться до

рiвняння (3.10) для вакууму Банча–Девiса. Тепер вимагатимемо, щоб у заданий

момент часу 𝜂0 точна модова функцiя 𝜒𝑘⃗ вiдповiдала тiй, що в рiвняннi (3.11).

Тодi оператори знищення та народження, що з’являються в розкладi (3.6) з

такими модовими функцiями, визначають адiабатичний вакуум (нульового по-

рядку). Отже, у момент часу 𝜂0 у системi не буде частинок. Однак у будь-який

пiзнiший момент часу точна модова функцiя не вiдповiдає рiвнянню (3.11) i за-

галом являє собою сумiш адiабатичних мод з додатною та вiд’ємною частотами.

У такому випадку її зручно описати за допомогою коефiцiєнтiв Боголюбова 𝛼𝑘⃗

та 𝛽𝑘⃗ таким чином:

𝜒𝑘⃗(𝜂) =
1√︀

2Ω𝑘⃗(𝜂)

[︁
𝛼𝑘⃗(𝜂)𝑒

−𝑖Θ𝑘⃗(𝜂) + 𝛽𝑘⃗(𝜂)𝑒
𝑖Θ𝑘⃗(𝜂)

]︁
, (3.12)

де

Θ𝑘⃗(𝜂) =

∫︁ 𝜂

𝜂0

Ω𝑘⃗(𝜂
′)𝑑𝜂′ . (3.13)

Коефiцiєнти Боголюбова задовольняють умову нормування

|𝛼𝑘⃗(𝜂)|
2 − |𝛽𝑘⃗(𝜂)|

2 = 1 , (3.14)

Примiтка 1. Зауважимо, що в деяких окремих випадках, коли часовi залежностi масштабного фактора
та електричного поля мають просту форму, можна знайти точний аналiтичний розв’язок рiвняння (3.8);
див., наприклад, роботи [79, 178, 179] для випадку мiнiмально зв’язаного комплексного скалярного поля в
постiйному електричному полi в просторi-часi де Сiттера.
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а також в момент часу 𝜂0 вони задовольняють початковi умови 𝛼𝑘⃗(𝜂0) = 1 та

𝛽𝑘⃗(𝜂0) = 0 (за побудовою адiабатичного вакууму в момент 𝜂0).

Легко показати, що модове рiвняння (3.8) тотожно задовольняється, якщо

еволюцiя коефiцiєнтiв Боголюбова описується такою системою рiвнянь:

𝛼′
𝑘⃗
=

Ω′
𝑘⃗

2Ω𝑘⃗

𝑒2𝑖Θ𝑘⃗𝛽𝑘⃗ , (3.15а)

𝛽′
𝑘⃗
=

Ω′
𝑘⃗

2Ω𝑘⃗

𝑒−2𝑖Θ𝑘⃗𝛼𝑘⃗ . (3.15б)

Беручи до уваги умову нормування в рiвняннi (3.14), ми робимо висновок,

що двi комплекснi функцiї 𝛼𝑘⃗ та 𝛽𝑘⃗ мають лише три незалежнi дiйснi ступенi

вiльностi, якi зручно параметризувати наступним чином:

ℱ𝑘⃗(𝜂) = |𝛽𝑘⃗(𝜂)|
2 , (3.16)

𝒢𝑘⃗(𝜂) = Re
(︁
𝛼𝑘⃗ 𝛽

*
𝑘⃗
𝑒−2𝑖Θ𝑘⃗(𝜂)

)︁
, (3.17)

ℋ𝑘⃗(𝜂) = Im
(︁
𝛼𝑘⃗ 𝛽

*
𝑘⃗
𝑒−2𝑖Θ𝑘⃗(𝜂)

)︁
. (3.18)

Тодi, використовуючи рiвняння (3.15), можна вивести рiвняння руху для вели-

чин (3.16)–(3.18):

ℱ ′
𝑘⃗
(𝜂) =

Ω′
𝑘⃗

Ω𝑘⃗

𝒢𝑘⃗(𝜂) , (3.19а)

𝒢 ′
𝑘⃗
(𝜂) =

Ω′
𝑘⃗

2Ω𝑘⃗

[︀
1 + 2ℱ𝑘⃗(𝜂)

]︀
+ 2Ω𝑘⃗ℋ𝑘⃗(𝜂) , (3.19б)

ℋ′
𝑘⃗
(𝜂) = −2Ω𝑘⃗ 𝒢𝑘⃗(𝜂) . (3.19в)

Основною перевагою цiєї системи рiвнянь порiвняно з (3.15) є те, що вона є

дiйсною та не мiстить швидко осцилюючих коефiцiєнтiв. Щоб переписати її в

остаточному виглядi, ми переходимо вiд канонiчного iмпульсу 𝑘⃗ до кiнетичного

iмпульсу в конформному просторi-часi 𝑝 = 𝑘⃗−𝑒𝐴⃗ та вводимо вiдповiдну енергiю
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𝜖𝑝 ≡
√︀
𝑝2 +𝑚2𝑎2 1. Тепер виконаємо такi замiни в системi рiвнянь (3.19):

Ω𝑘⃗ → 𝜔(𝜂,𝑝) =

√︂
𝜖2𝑝 + (6𝜉 − 1)

𝑎′′

𝑎
, (3.20)

ℱ𝑘⃗(𝜂) → ℱ(𝜂, 𝑝) , 𝒢𝑘⃗(𝜂) → 𝒢(𝜂, 𝑝) , ℋ𝑘⃗(𝜂) → ℋ(𝜂, 𝑝) , (3.21)

Ω′
𝑘⃗

Ω𝑘⃗

→ 𝑄(𝜂,𝑝) ≡ 1

𝜔(𝜂,𝑝)2

[︃
𝑒 𝑎2(𝑝 · 𝐸⃗) +𝑚2𝑎𝑎′ +

6𝜉 − 1

2

(︂
𝑎′′′

𝑎
− 𝑎′𝑎′′

𝑎2

)︂]︃
. (3.22)

Далi, зазначимо, що похiдна за часом змiнюється згiдно з правилом

ℱ ′
𝑘⃗
(𝜂) → 𝑑

𝑑𝜂
ℱ(𝜂, 𝑝) =

[︂
𝜕

𝜕𝜂
+
𝜕𝑝

𝜕𝜂
· 𝜕
𝜕𝑝

]︂
ℱ(𝜂, 𝑝) =

[︂
𝜕

𝜕𝜂
+ 𝑒 𝑎2𝐸⃗ · 𝜕

𝜕𝑝

]︂
ℱ(𝜂, 𝑝),

(3.23)

i аналогiчнi спiввiдношення також мають мiсце для величин 𝒢(𝜂, 𝑝),ℋ(𝜂, 𝑝).

Зрештою, ми отримуємо систему квантових рiвнянь Власова для кiнети-

чних функцiй (3.21):(︂
𝜕

𝜕𝜂
+ 𝑒 𝑎2𝐸⃗ · 𝜕

𝜕𝑝

)︂
ℱ(𝜂, 𝑝) = 𝑄(𝜂,𝑝)𝒢(𝜂, 𝑝) , (3.24а)(︂

𝜕

𝜕𝜂
+ 𝑒 𝑎2𝐸⃗ · 𝜕

𝜕𝑝

)︂
𝒢(𝜂, 𝑝) =

1

2
𝑄(𝜂,𝑝) [1 + 2ℱ(𝜂, 𝑝)] + 2𝜔(𝜂,𝑝)ℋ(𝜂, 𝑝) , (3.24б)(︂

𝜕

𝜕𝜂
+ 𝑒 𝑎2𝐸⃗ · 𝜕

𝜕𝑝

)︂
ℋ(𝜂, 𝑝) = −2𝜔(𝜂,𝑝)𝒢(𝜂, 𝑝) . (3.24в)

Цi рiвняння описують утворення заряджених скалярних частинок у Всесвiтi, що

розширюється, за наявностi просторово однорiдного електричного поля. Варто

вiдзначити важливу властивiсть цiєї системи рiвнянь: вона гарантує, що ком-

бiнацiя (1 + 2ℱ)2 − (2𝒢)2 − (2ℋ)2 зберiгається в часi та дорiвнює одиницi. Це

також можна побачити безпосередньо з визначень у рiвняннях (3.16)–(3.18) ра-

зом з умовою нормалiзацiї (3.14). Згiдно з [199], це є проявом закону збере-

Примiтка 1. Величини 𝑝 та 𝜖𝑝 не збiгаються з фiзичним кiнетичним iмпульсом та енергiєю скалярної ча-
стинки, вимiряними супутнiм космологiчним спостерiгачем. Вони введенi для зручностi подальшого аналiзу.
Вiдповiднi фiзичнi величини можна виразити як 𝑝phys = 𝑝/𝑎 та 𝜖𝑝,phys = 𝜖𝑝/𝑎.
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ження заряду та пов’язано з iнварiантнiстю оператора Казимира для алгебри

SU(1,1) [204].

3.3 Фiзичнi спостережуванi величини

У цьому пiд пiдроздiлi ми визначаємо основнi фiзичнi спостережуванi вели-

чини для скалярного поля, а саме електричний струм та тензор енергiї-iмпульсу,

i виражаємо їх через кiнетичнi функцiї ℱ , 𝒢 та ℋ, введенi в попередньому пiд-

роздiлi.

3.3.1 Електричний струм

Почнемо з електричного струму, який є вакуумним середнiм значенням

вiдповiдного квантового оператора:

𝑗𝜇 = ⟨𝜕ℒch

𝜕𝐴𝜇
⟩ = (0,

1

𝑎2
𝑗⃗) . (3.25)

Використовуючи явну форму густини лагранжiана скалярного поля в рiвнян-

нi (3.3), отримуємо

𝑗⃗ = 𝑖𝑒⟨𝜒̂† ∇⃗𝜒̂− 𝜒̂ ∇⃗𝜒̂† − 2𝑖𝑒𝐴⃗ 𝜒̂†𝜒̂⟩ . (3.26)

Далi пiдставляємо операторний розклад (3.6) та виражаємо електричний струм

через модову функцiю:

𝑗⃗ = −2𝑒

𝑎2

∫︁
𝑑3𝑘⃗

(2𝜋)3
(𝑘⃗ − 𝑒𝐴⃗) |𝜒𝑘⃗(𝜂)|

2 . (3.27)

Нарештi, ми використовуємо рiвняння (3.12), (3.16)–(3.18) та переписуємо
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вираз (3.27) через кiнетичнi функцiї ℱ , 𝒢 та ℋ наступним чином:

𝑗⃗ = −2𝑒

𝑎2

∫︁
𝑑3𝑘⃗

(2𝜋)3
(𝑘⃗−𝑒𝐴⃗)

1 + 2ℱ𝑘⃗ + 2𝒢𝑘⃗

2Ω𝑘⃗

= −2𝑒

𝑎2

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
𝑝
ℱ(𝜂,𝑝) + 𝒢(𝜂,𝑝)

𝜔(𝜂,𝑝)
, (3.28)

де доданок з одиницею в чисельнику було опущено, оскiльки вiн є непарним при

змiнi 𝑝→ −𝑝 i перетворюється на нуль пiсля iнтегрування по всiх iмпульсах.

3.3.2 Тензор енергiї-iмпульсу

Тензор енергiї-iмпульсу скалярного зарядженого поля 𝜒 можна знайти, про-

варiювавши дiю по метрицi:

𝑇 𝜒
𝜇𝜈 =

2√
−𝑔

⟨ 𝛿𝑆𝜒

𝛿𝑔𝜇𝜈
⟩

= ⟨(𝒟𝜇𝜒̂)
†(𝒟𝜈𝜒̂) + (𝒟𝜈𝜒̂)

†(𝒟𝜇𝜒̂)− 𝑔𝜇𝜈[(𝒟𝛼𝜒̂)
†(𝒟𝛼𝜒̂)−𝑚2𝜒̂†𝜒̂]⟩

+ 2𝜉⟨
(︁
𝑅𝜇𝜈 −

1

2
𝑅𝑔𝜇𝜈 −∇𝜇∇𝜈 + 𝑔𝜇𝜈 ∇𝛼∇𝛼

)︁
𝜒̂†𝜒̂⟩ . (3.29)

Тодi ми одразу маємо густину енергiї утворених частинок 𝜌𝜒 ≡ 𝑇 𝜒 0
0 :

𝜌𝜒 =
1

𝑎2
⟨(𝒟0𝜒̂)

†(𝒟0𝜒̂) + (𝒟𝑖𝜒̂)
†(𝒟𝑖𝜒̂) +

(︁
𝑚2𝑎2 + 6𝜉

𝑎′2

𝑎2

)︁
𝜒̂†𝜒̂⟩

− 2𝜉

𝑎2
⟨
(︁
𝜕2𝑖 − 3

𝑎′

𝑎
𝜕0

)︁
𝜒̂†𝜒̂⟩ . (3.30)

Замiсть тиску, 𝑃𝜒 = (1/3)𝑔𝑖𝑗𝑇 𝜒
𝑖𝑗 , зручнiше працювати зi слiдом тензора енергiї-

iмпульсу 𝑇𝜒 = 𝑔𝜇𝜈𝑇 𝜒
𝜇𝜈 , який має вигляд:

𝑇𝜒 = ⟨2(6𝜉 − 1)
[︀
(𝒟𝛼𝜒̂)

†(𝒟𝛼𝜒̂) + 𝜉𝑅𝜒̂†𝜒̂
]︀
+ 4(1− 3𝜉)𝑚2𝜒̂†𝜒̂⟩ . (3.31)

Знову ж таки, використовуючи розклад 𝜒̂ за операторами знищення та

народження в рiвняннi (3.6), ми виражаємо густину енергiї та слiд через модову
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функцiю:

𝜌𝜒 =

∫︁
𝑑3𝑘⃗

(2𝜋)3 𝑎4

{︁⃒⃒⃒
𝜒′
𝑘⃗
− 𝑎′

𝑎
𝜒𝑘⃗

⃒⃒⃒2
+
[︁
𝑚2𝑎2−6𝜉

𝑎′2

𝑎2
+(𝑘⃗−𝑒𝐴⃗)2+6𝜉

𝑎′

𝑎
𝜕0

]︁⃒⃒
𝜒𝑘⃗

⃒⃒2}︁
, (3.32)

𝑇𝜒 =

∫︁
𝑑3𝑘⃗

(2𝜋)3 𝑎4

{︁
2(6𝜉−1)

[︁⃒⃒⃒
𝜒′
𝑘⃗
− 𝑎′

𝑎
𝜒𝑘⃗

⃒⃒⃒2
−
(︁
Ω2

𝑘⃗
+
𝑎′′

𝑎

)︁⃒⃒
𝜒𝑘⃗

⃒⃒2]︁
+2𝑚2𝑎2

⃒⃒
𝜒𝑘⃗

⃒⃒2}︁
. (3.33)

Зрештою, виражаючи їх через кiнетичнi функцiї ℱ , 𝒢 та ℋ, отримуємо

𝜌𝜒 =

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3 𝑎4

{︁
𝜔(𝜂,𝑝)

[︀
1 + 2ℱ(𝜂,𝑝)

]︀
+ 2

𝑎′

𝑎
(6𝜉 − 1)ℋ(𝜂,𝑝)

− 6𝜉 − 1

𝜔(𝜂,𝑝)

(︁𝑎′2
𝑎2

+
𝑎′′

𝑎

)︁[︁1
2
+ ℱ(𝜂,𝑝) + 𝒢(𝜂,𝑝)

]︁}︁
, (3.34)

𝑇𝜒 =

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3 𝑎4

{︁
− 4(6𝜉 − 1)

[︁
𝜔(𝜂,𝑝)𝒢(𝜂,𝑝) + 𝑎′

𝑎
ℋ(𝜂,𝑝)

]︁
+

2

𝜔(𝜂,𝑝)

[︁
𝑚2𝑎2 − (6𝜉 − 1)

(︁𝑎′′
𝑎

− 𝑎′2

𝑎2

)︁]︁[︁1
2
+ ℱ(𝜂,𝑝) + 𝒢(𝜂,𝑝)

]︁}︁
. (3.35)

Нижче ми побачимо, що всi фiзичнi спостережуванi величини, отриманi

в цьому роздiлi, мiстять УФ розбiжностi i, отже, повиннi бути перенормованi,

iнакше вони не матимуть фiзичного сенсу. Ми виконаємо перенормування в

наступному пiдроздiлi.

3.4 Перенормування

У цьому пiдроздiлi ми вивчаємо поведiнку кiнетичних функцiй при великих

значеннях iмпульсу та показуємо, що iнтеграли в рiвняннях (3.28), (3.34) та

(3.35) розходяться в УФ областi. Далi ми вiдокремлюємо розбiжнi частини за

допомогою розмiрної регуляризацiї та вводимо контрчлени в дiї, що скорочують

цi розбiжностi.
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3.4.1 Асимптотична поведiнка кiнетичних функцiй при високих

енергiях

Коефiцiєнти 𝜔(𝜂,𝑝) та 𝑄(𝜂,𝑝) у квантових рiвняннях Власова (3.24) у гра-

ницi великих iмпульсiв, 𝑝 ≡ |𝑝|→∞, поводяться як

𝜔(𝜂,𝑝) = 𝑝+𝒪(𝑝−1) , 𝑄(𝜂,𝑝) = 𝑒𝑎2(^⃗𝑝 · 𝐸⃗) 𝑝−1 +𝒪(𝑝−2) (3.36)

де ^⃗𝑝 = 𝑝/𝑝. Тодi, з рiвняння (3.24) можна побачити, що при високих iмпульсах

ℱ ∝ 𝑝−4, 𝒢 ∝ 𝑝−3 та ℋ ∝ 𝑝−2, тобто кiнетичнi функцiї демонструють степеневу

поведiнку, яка потенцiйно може призвести (i дiйсно призводить, як ми побачи-

мо нижче) до УФ розбiжностей у спостережуваних величинах. Щоб вирiшити

останню проблему, нам необхiднi точнi вирази для перших кiлькох доданкiв

розкладу кiнетичних функцiй за великим 𝑝. Для цього нам потрiбнi вiдповiд-

нi розклади величин 𝜔(𝜂,𝑝) та 𝑄(𝜂,𝑝), якi є коефiцiєнтами в системi квантових

рiвнянь Власова (3.24):

𝜔(𝜂,𝑝) = 𝑝+ 𝜔(−1) +𝒪(𝑝−3) , 𝜔(−1) =
𝑚2𝑎3 + (6𝜉 − 1)𝑎′′

2𝑎𝑝
, (3.37)

𝑄(𝜂,𝑝) = 𝑄(−1) +𝑄(−2) +𝒪(𝑝−3) , (3.38)

𝑄(−1) =
𝑒 𝑎2(𝑝·𝐸⃗)

𝑝2
, 𝑄(−2) =

1

𝑝2

[︂
𝑚2𝑎𝑎′ +

6𝜉 − 1

2

(︂
𝑎′′′

𝑎
− 𝑎′𝑎′′

𝑎2

)︂]︂
. (3.39)

Представимо оператор повної похiдної по конформному часу як суму двох

операторiв 𝐿̂(0) та 𝐿̂(−1):

𝑑

𝑑𝜂
= 𝐿̂(0) + 𝐿̂(−1) , де 𝐿̂(0) =

𝜕

𝜕𝜂
, 𝐿̂(−1) = 𝑒 𝑎2𝐸⃗

𝜕

𝜕𝑝
. (3.40)

Очевидно, що оператор 𝐿̂(0) не змiнює асимптотичну поведiнку заданого додан-

ку при великих iмпульсах, тодi як 𝐿̂(−1) зменшує степiнь iмпульсу на одиницю.

Далi, ми представляємо кiнетичнi функцiї як степеневi ряди за оберненим
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iмпульсом: для ℱ(𝜂,𝑝), 𝒢(𝜂,𝑝) та ℋ(𝜂,𝑝) ряд починається з доданку ∝ 𝑝−4,

∝ 𝑝−3 та ∝ 𝑝−2 вiдповiдно. Потiм, пiдставляючи цi розклади разом з рiвнян-

нями (3.37)–(3.40) у систему квантових рiвнянь Власова (3.24), отримуємо на-

ступний набiр рiвнянь:

𝐿̂(0)ℱ (−4) = 𝑄(−1)𝒢(−3) , (3.41)

0 =
1

2
𝑄(−1) + 2𝑝ℋ(−2) , (3.42)

0 =
1

2
𝑄(−2) + 2𝑝ℋ(−3) , (3.43)

𝐿̂(0)ℋ(−2) = −2𝑝𝒢(−3) , (3.44)

𝐿̂(0)ℋ(−3) + 𝐿̂(−1)ℋ(−2) = −2𝑝𝒢(−4) . (3.45)

З рiвнянь (3.42) та (3.43) ми вiдразу знаходимо вирази для доданкiв ℋ(−2)

та ℋ(−3):

ℋ(−2) = − 1

4𝑝
𝑄(−1) = −𝑒 𝑎

2(^⃗𝑝·𝐸⃗)
4𝑝2

, (3.46)

ℋ(−3) = − 1

4𝑝
𝑄(−2) = − 1

4𝑝3

[︂
𝑚2𝑎𝑎′ +

6𝜉 − 1

2

(︂
𝑎′′′

𝑎
− 𝑎′𝑎′′

𝑎2

)︂]︂
, (3.47)

де ^⃗𝑝 = 𝑝/𝑝 — одиничний вектор у напрямку 𝑝.

Тодi доданки 𝒢(−3) та 𝒢(−4) можна знайти з рiвнянь (3.44) та (3.45) вiдпо-

вiдно:

𝒢(−3) = − 1

2𝑝
𝐿̂(0)ℋ(−2) =

𝑒𝑎2

8𝑝3
^⃗𝑝 ·
(︁
𝐸⃗ ′ + 2

𝑎′

𝑎
𝐸⃗
)︁
, (3.48)

𝒢(−4) = − 1

2𝑝

[︁
𝐿̂(0)ℋ(−3) + 𝐿̂(−1)ℋ(−2)

]︁
=
𝑒2𝑎4

[︀
𝐸⃗2 − 3(^⃗𝑝 · 𝐸⃗)2

]︀
8𝑝4

+
1

8𝑝4

[︂
𝑚2(𝑎′2 + 𝑎𝑎′′) + (6𝜉 − 1)

(︂
𝑎IV

2𝑎
− 𝑎′′2

2𝑎2
− 𝑎′𝑎′′′

𝑎2
+
𝑎′2𝑎′′

𝑎3

)︂]︂
. (3.49)

Зрештою, доданок ℱ (−4) можна знайти, розв’язавши диференцiальне рiвня-
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ння (3.41). Легко побачити, що розв’язком цього рiвняння є наступна функцiя:

ℱ (−4) =
𝑒2𝑎4(^⃗𝑝·𝐸⃗)2

16𝑝4
. (3.50)

Таким чином, ми вивели кiлька перших доданкiв ряду Лорана для кiнетичних

функцiй ℱ(𝜂,𝑝), 𝒢(𝜂,𝑝) та ℋ(𝜂,𝑝) при великих iмпульсах 𝑝 → ∞. Однак їх не-

зручно використовувати в обчисленнях, оскiльки вони призводять до хибних

iнфрачервоних розбiжностей в iнтегралах для фiзичних спостережуваних вели-

чин. Щоб подолати цю проблему, зручнiше виконувати розклад за оберненими

степенями 𝜖𝑝 замiсть 𝑝. Отже, в рiвняннях (3.46)–(3.50) ми замiнюємо 𝑝 на 𝜖𝑝 у

знаменниках i отримуємо наступнi рiвняння:

ℱ(𝜂,𝑝) =
𝑒2𝑎4(𝑣⃗ · 𝐸⃗)2

16 𝜖4𝑝
+𝒪(𝜖−5

𝑝 ) , (3.51)

𝒢(𝜂,𝑝) = 𝑒 𝑎2

8 𝜖3𝑝
𝑣⃗ ·
(︁
𝐸⃗ ′ + 2

𝑎′

𝑎
𝐸⃗
)︁
+
𝑒2𝑎4

[︀
𝐸⃗2 − 3(𝑣⃗ · 𝐸⃗)2

]︀
8 𝜖4𝑝

(3.52)

+
1

8 𝜖4𝑝

[︂
𝑚2(𝑎′ 2 + 𝑎𝑎′′) + (6𝜉 − 1)

(︂
𝑎IV

2𝑎
− 𝑎′′ 2

2𝑎2
− 𝑎′𝑎′′′

𝑎2
+
𝑎′ 2𝑎′′

𝑎3

)︂]︂
+𝒪(𝜖−5

𝑝 ) ,

ℋ(𝜂,𝑝) = −𝑒 𝑎
2 (𝑣⃗ · 𝐸⃗)
4 𝜖2𝑝

− 1

4 𝜖3𝑝

[︂
𝑚2𝑎𝑎′+

6𝜉 − 1

2

(︂
𝑎′′′

𝑎
− 𝑎′𝑎′′

𝑎2

)︂]︂
+𝒪(𝜖−4

𝑝 ) , (3.53)

де 𝑣⃗ = 𝑝/𝜖𝑝 — швидкiсть частинки. Тут ми представили лише тi доданки, якi

можуть призвести до розбiжного внеску у спостережуванi величини.

3.4.2 Електричний струм

Використовуючи рiвняння (3.28) для електричного струму та асимптотичнi

розклади для кiнетичних функцiй у рiвняннях (3.51)–(3.53), легко побачити, що

(i) iнтеграл за iмпульсом логарифмiчно розходиться в УФ областi та (ii) розбi-

жнiсть походить лише вiд доданку в 𝒢(𝜂,𝑝), який поводиться як ∝ 𝜖−3
𝑝 , тобто вiд

першого доданку в рiвняннi (3.52). Тодi 𝑖-та компонента електричного струму
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має вигляд:

𝑗𝑖 = −𝑒
2

4

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3

[︃
𝑣𝑖𝑣𝑗

𝜖3𝑝

(︂
𝐸𝑗′ + 2

𝑎′

𝑎
𝐸𝑗

)︂
+𝒪(𝜖−4

𝑝 )

]︃
, (3.54)

де ми явно записали лише той доданок, який призводить до розбiжностi.

Щоб видiлити розбiжний внесок, ми використовуємо розмiрнiсну регуляри-

зацiю, переходячи вiд (3+1)-вимiрного простору-часу до загального 𝑑-вимiрного.

Тодi для розбiжного iнтеграла в рiвняннi (3.54), при переходi до фiзичного iм-

пульсу 𝑞⃗ = 𝑝/𝑎, отримуємо:∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
𝑣𝑖𝑣𝑗

𝜖3𝑝
=

∫︁
𝑑3𝑞⃗

(2𝜋)3
𝑣𝑖𝑣𝑗

(𝑞2 +𝑚2)3/2
→ 𝜇4−𝑑

r

∫︁
𝑑𝑑−1𝑞⃗

(2𝜋)𝑑−1

𝑣𝑖𝑣𝑗

(𝑞2 +𝑚2)3/2

=
𝛿𝑖𝑗Ω(𝑑−1) 𝜇

4−𝑑
r

(𝑑− 1)(2𝜋)𝑑−1

+∞∫︁
0

𝑑𝑞 𝑞𝑑(𝑞2 +𝑚2)−
5
2 =

𝛿𝑖𝑗

12𝜋2

(︁ 𝑚2

4𝜋𝜇2r

)︁𝑑−4
2

Γ
(︁4− 𝑑

2

)︁
=

𝛿𝑖𝑗

12𝜋2

[︁ 2

4− 𝑑
− 𝛾E − ln

(︁ 𝑚2

4𝜋𝜇2r

)︁
+𝒪(4− 𝑑)

]︁
, (3.55)

де Ω(𝑑−1) = 2𝜋(𝑑−1)/2/Γ(𝑑−1
2 ) — повний тiлесний кут у (𝑑−1)-вимiрному просторi;

𝜇r — вiльний параметр з розмiрнiстю маси, введений для компенсацiї масової

розмiрностi вихiдного iнтеграла та має значення масштабу енергiї перенорму-

вання (для спрощення далi ми покладемо його 𝜇r = 𝑚); а 𝛾E ≈ 0.577 — стала

Ейлера–Маскеронi. Очевидно, що перший доданок у дужках у рiвняннi (3.55)

прямує до нескiнченностi в границi 𝑑 → 4, що вiдновлює правильну розмiр-

нiсть нашого простору-часу; тому його необхiдно вiдняти. Однак разом з цим

доданком можна вiдняти будь-якi скiнченнi внески. Цю неоднозначнiсть можна

вирiшити лише за домовленiстю. Одна з найпопулярнiших схем вiднiмання, схе-

ма MS, вимагає вiднiмання комбiнацiї

1

𝜀
≡ 2

4− 𝑑
− 𝛾E + ln 4𝜋 . (3.56)
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Тодi, з рiвнянь (3.54) та (3.55) робимо висновок, що розбiжну частину еле-

ктричного струму можна записати як

𝑗⃗div = − 𝑒2

48𝜋2
1

𝜀

(︂
𝐸⃗ ′ + 2

𝑎′

𝑎
𝐸⃗

)︂
. (3.57)

Вiднiмаючи вiд повного електричного струму в рiвняннi (3.28) перший до-

данок у рiвняннi (3.54), отримуємо регулярну (тобто збiжну) частину струму:

𝑗⃗reg = −2𝑒

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
𝑝

{︃
ℱ(𝜂,𝑝) + 𝒢(𝜂,𝑝)

𝑎2𝜔(𝜂,𝑝)
− 𝑒

(︀
𝑝·[𝐸⃗ ′ + 2(𝑎′/𝑎)𝐸⃗]

)︀
8 𝜖5𝑝

}︃
. (3.58)

Розбiжний внесок в електричний струм можна виключити з рiвняння Ма-

ксвелла, ввiвши контрчлен у дiю наступного вигляду:

𝛿𝑆𝑍3
= (𝑍3 − 1)

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
(︂
−1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈

)︂
. (3.59)

Цей контрчлен разом iз рiвняннями (4.2) та (3.2) означає наступне рiвняння

Максвелла для електричного поля:

(1 + 𝑍3 − 1)
(︁
𝐸⃗ ′ + 2

𝑎′

𝑎
𝐸⃗
)︁
= 𝑗⃗div + 𝑗⃗reg . (3.60)

Пiдставляючи сюди рiвняння (3.57) та вимагаючи, щоб пiсля скорочення це

рiвняння набуло перенормованої форми, що мiстить лише скiнченнi величини

𝐸⃗ ′ + 2
𝑎′

𝑎
𝐸⃗ = 𝑗⃗reg , (3.61)

отримуємо значення параметра перенормування

𝑍3 = 1− 𝑒2

48𝜋2
1

𝜀
, (3.62)

що вiдтворює добре вiдомий результат для параметра перенормування заряду

в скалярнiй квантовiй електродинамiцi для простору-часу Мiнковського, див.,



94

наприклад, [173].

3.4.3 Густина енергiї

Знову ж таки, використовуючи асимптотичнi розклади в рiвняннях (3.51)–

(3.53), ми розкладаємо iнтеграл у рiвняннi (3.34), зберiгаючи доданки, що при-

зводять до УФ розбiжностi. Ми отримуємо наступний вираз для густини енергiї:

𝜌𝜒 =

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3 𝑎4

{︂
𝜖𝑝 −

6𝜉 − 1

2𝜖𝑝

𝑎′2

𝑎2
− 6𝜉 − 1

2𝜖2𝑝

𝑎′

𝑎
𝑒(𝑣⃗ ·𝐸⃗) + 𝑒2𝑎4(𝑣⃗ ·𝐸⃗)2

8 𝜖3𝑝

− 6𝜉 − 1

2 𝜖3𝑝

[︂
𝑚2𝑎′2 +

6𝜉 − 1

2

(︁𝑎′𝑎′′′
𝑎2

−2𝑎′2𝑎′′

𝑎3
− 𝑎′′2

2𝑎2

)︁]︂
+𝒪(𝜖−4

𝑝 )

}︂
. (3.63)

Тут третiй доданок у фiгурних дужках зникає пiсля iнтегрування, оскiльки вiн

є непарним при змiнi 𝑝 → −𝑝. Всi iншi доданки є розбiжними та можуть бути

обчисленi у розмiрнiй регуляризацiї шляхом переходу до 𝑑-вимiрного простору-

часу, як показано в рiвняннi (3.55) або подiбним чином:

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
𝜖𝑝 → −𝑚

4𝑎4

4𝜋2

(︁ 𝑚2

4𝜋𝜇2r

)︁𝑑−4
2
Γ
(︁
4−𝑑
2

)︁
𝑑(𝑑− 2)

= −𝑚
4𝑎4

32𝜋2

[︂
1

𝜀
+

3

2
+𝒪(4− 𝑑)

]︂
, (3.64)

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
1

𝜖𝑝
→ −𝑚

2𝑎2

4𝜋2

(︁ 𝑚2

4𝜋𝜇2r

)︁𝑑−4
2
Γ
(︁
4−𝑑
2

)︁
𝑑− 2

= −𝑚
2𝑎2

8𝜋2

[︂
1

𝜀
+ 1 +𝒪(4− 𝑑)

]︂
, (3.65)∫︁

𝑑3𝑝

(2𝜋)3
1

𝜖3𝑝
→ 1

4𝜋2

(︁ 𝑚2

4𝜋𝜇2r

)︁𝑑−4
2

Γ
(︁4− 𝑑

2

)︁
=

1

4𝜋2

[︂
1

𝜀
+𝒪(4− 𝑑)

]︂
. (3.66)

Зiбравши всi доданки, пропорцiйнi 1/𝜀, отримуємо розбiжну частину густи-

ни енергiї:

𝜌div𝜒 =

[︂
𝑒2𝐸⃗2

96𝜋2
− 𝑚4

32𝜋2
− 6𝜉 − 1

16𝜋2
𝑚2𝑎′2

𝑎4
− (6𝜉 − 1)2

16𝜋2

(︁𝑎′𝑎′′′
𝑎6

− 2𝑎′2𝑎′′

𝑎7
− 𝑎′′2

2𝑎6

)︁]︂1
𝜀
. (3.67)

Цей розбiжний внесок можна усунути, ввiвши вiдповiднi контрчлени в дiю.

Перш за все, зазначимо, що перший доданок у рiвняннi (3.67), єдиний, який за-
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лежить вiд електричного поля, повнiстю скорочується контрчленом (3.59), роз-

глянутим у попередньому пiдроздiлi. Решта розбiжних доданкiв не залежить вiд

електричного поля, а лише вiд маси частинки та похiдних масштабного факто-

ра за часом. Отже, вони представляють радiацiйнi поправки до дiї Айнштайна-

Гiльберта для гравiтацiї. Отже, є сенс пошукати контрчлени, якi скорочують цi

розбiжностi, використовуючи наступний анзац:

𝛿𝑆grav =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔(𝑎1 + 𝑎2𝑅 + 𝑎3𝑅

2) . (3.68)

Перший доданок, 𝑎1, перенормовує космологiчну константу, 𝑎2 — масу Планка,

а 𝑎3 — коефiцiєнт 𝑅2 доданку Старобiнського [11]. Ефективний тензор енергiї-

iмпульсу, який випливає з таких контрчленiв у дiї, можна отримати, проварiю-

вавши рiвняння (3.68) по метрицi:

𝛿𝑇 𝜇𝜈
grav =

2√
−𝑔

𝛿(𝛿𝑆grav)

𝛿𝑔𝜇𝜈
=− 𝑎1𝑔

𝜇𝜈 + 𝑎2(2𝑅
𝜇𝜈 −𝑅𝑔𝜇𝜈)

+ 4𝑎3

[︁
𝑅𝑅𝜇𝜈 − 1

4
𝑅2𝑔𝜇𝜈 − (∇𝜇∇𝜈 − 𝑔𝜇𝜈∇𝛼∇𝛼)𝑅

]︁
.

(3.69)

00-компонента цього виразу визначає вiдповiдну густину енергiї:

𝛿𝜌grav = −𝑎1 + 6𝑎2
𝑎′2

𝑎4
− 72𝑎3

(︁𝑎′𝑎′′′
𝑎6

− 2𝑎′2𝑎′′

𝑎7
− 𝑎′′2

2𝑎6

)︁
. (3.70)

Тепер, вимагаючи 𝜌div𝜒 + 𝛿𝜌𝑍3
+ 𝛿𝜌grav = 0, отримуємо коефiцiєнти 𝑎1, 𝑎2 та 𝑎3 у

такому виглядi:

𝑎1 = − 𝑚4

32𝜋2
1

𝜀
, (3.71)

𝑎2 =

(︂
𝜉 − 1

6

)︂
𝑚2

16𝜋2
1

𝜀
, (3.72)

𝑎3 = −
(︂
𝜉 − 1

6

)︂2
1

32𝜋2
1

𝜀
, (3.73)
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що повнiстю фiксує контрчлени у рiвняннi (3.68).

Зрештою, вiднiмаючи вiд пiдiнтегрального виразу в рiвняннi (3.34) додан-

ки, наведеннi у виразi (3.63), та пiдсумовуючи скiнченнi внески в рiвняннях (3.64)–

(3.65), отримуємо вираз для збiжної частини густини енергiї:

𝜌reg𝜒 = − 3𝑚4

64𝜋2
+

6𝜉 − 1

16𝜋2
𝑚2𝑎′2

𝑎4
+

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3 𝑎4

{︂
𝜔(𝜂,𝑝)

[︀
1 + 2ℱ(𝜂,𝑝)

]︀
+ 2

𝑎′

𝑎
(6𝜉 − 1)ℋ(𝜂,𝑝)− 6𝜉 − 1

𝜔(𝜂,𝑝)

(︁𝑎′2
𝑎2

+
𝑎′′

𝑎

)︁[︁1
2
+ ℱ(𝜂,𝑝) + 𝒢(𝜂,𝑝)

]︁
− 𝜖𝑝 +

6𝜉 − 1

2𝜖𝑝

𝑎′2

𝑎2
+

6𝜉 − 1

2𝜖2𝑝

𝑎′

𝑎
𝑒(𝑣⃗ ·𝐸⃗)− 𝑒2𝑎4(𝑣⃗ ·𝐸⃗)2

8 𝜖3𝑝

+
6𝜉 − 1

2 𝜖3𝑝

[︂
𝑚2𝑎′2 +

6𝜉 − 1

2

(︁𝑎′𝑎′′′
𝑎2

−2𝑎′2𝑎′′

𝑎3
− 𝑎′′2

2𝑎2

)︁]︂}︂
. (3.74)

Цей вираз представляє фiзично значущу та скiнченну густину енергiї утворених

скалярних частинок, яку можна використовувати, зокрема, в рiвняннi Фрiдма-

на, що описує еволюцiю Всесвiту.

3.4.4 Слiд тензора енергiї-iмпульсу

Нарештi, розглянемо УФ розбiжностi слiду тензора енергiї-iмпульсу утворе-

них скалярних частинок. Розкладаючи iнтеграл у рiвняннi (3.35) за допомогою

виразiв (3.51)–(3.53), збираємо доданки, якi можуть призвести до розбiжностi:

𝑇𝜒 =

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3 𝑎2

{︂
− 𝑒

𝑎′

𝑎

(𝑣⃗ · 𝐸⃗)
4𝜖2𝑝

− (6𝜉 − 1)𝑒

2𝜖2𝑝
𝑣⃗ ·
(︁
𝐸⃗ ′ + 2

𝑎′

𝑎
𝐸⃗
)︁

− (6𝜉 − 1)𝑎2𝑒2

2𝜖3𝑝

[︀
𝐸⃗2 − 3(𝑣⃗ · 𝐸⃗)2

]︀
+
𝑚2

𝜖𝑝
− 6𝜉 − 1

𝜖𝑝

(︂
𝑎′′

𝑎3
− 𝑎′2

𝑎4

)︂
(3.75)

− 6𝜉 − 1

2𝜖3𝑝
𝑚2

(︂
2𝑎′′

𝑎
− 𝑎′2

𝑎2

)︂
+

(6𝜉 − 1)2

2𝜖3𝑝

(︂
3𝑎′′2

2𝑎4
− 3𝑎′′𝑎′2

𝑎5
− 𝑎IV

2𝑎3
+

2𝑎′′′𝑎′

𝑎4

)︂}︂
.

Очевидно, що першi два доданки тотожно зникають, оскiльки вони непарнi за

iмпульсом, третiй не дає розбiжного внеску згiдно з рiвняннями (3.55) та (3.66).
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Таким чином, розбiжна частина слiду не залежить вiд електричного поля. Роз-

бiжностi в рештi доданкiв можна отримати, застосовуючи розмiрнiсну регуля-

ризацiю та використовуючи рiвняння (3.65)–(3.66). Тодi отримуємо наступний

вираз:

𝑇 div
𝜒 =

[︂
−𝑚4

8𝜋2
−(6𝜉−1)

𝑚2

8𝜋2
𝑎′′

𝑎3
+
(6𝜉−1)2

8𝜋2

(︂
3𝑎′′2

2𝑎6
−3𝑎′′𝑎′2

𝑎7
− 𝑎IV

2𝑎5
+
2𝑎′′′𝑎′

𝑎6

)︂]︂
1

𝜀
. (3.76)

Легко перевiрити, що цей вираз повнiстю скорочується слiдом ефективного

тензора енергiї-iмпульсу (3.69), якщо коефiцiєнти 𝑎1, 𝑎2 та 𝑎3 заданi рiвняння-

ми (3.71)–(3.73). Таким чином, нам не потрiбно додавати новi контрчлени, щоб

скоротити розбiжнiсть у слiдi тензора енергiї-iмпульсу.

Щоб отримати скiнченну частину 𝑇𝜒, вiднiмаємо вiд iнтеграла в рiвнян-

нi (3.35) доданки розкладу за великими 𝑝 до 𝑂(𝜖−3
𝑝 ) включно (наведенi у вира-

зi (3.75)) та враховуємо скiнченний внесок, що надходить вiд одиницi у вира-

зi (3.65). Це призводить до наступної формули:

𝑇 reg
𝜒 = −𝑚4

8𝜋2
− (6𝜉 − 1)

𝑚2

8𝜋2

(︂
𝑎′′

𝑎3
− 𝑎′2

𝑎4

)︂
+

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3 𝑎4

{︂
− 4(6𝜉 − 1)

[︁
𝜔(𝜂,𝑝)𝒢(𝜂,𝑝) + 𝑎′

𝑎
ℋ(𝜂,𝑝)

]︁
+

2

𝜔(𝜂,𝑝)

[︁
𝑚2𝑎2 − (6𝜉 − 1)

(︁𝑎′′
𝑎

− 𝑎′2

𝑎2

)︁]︁[︁1
2
+ ℱ(𝜂,𝑝) + 𝒢(𝜂,𝑝)

]︁
+ 𝑒

𝑎′

𝑎

(𝑣⃗ · 𝐸⃗)
4𝜖2𝑝

+
(6𝜉 − 1)𝑒

2𝜖2𝑝
𝑣⃗ ·
(︁
𝐸⃗ ′ + 2

𝑎′

𝑎
𝐸⃗
)︁
+

(6𝜉 − 1)𝑎2𝑒2

2𝜖3𝑝

[︀
𝐸⃗2 − 3(𝑣⃗ · 𝐸⃗)2

]︀
− 𝑚2

𝜖𝑝
+

6𝜉 − 1

𝜖𝑝

(︂
𝑎′′

𝑎3
− 𝑎′2

𝑎4

)︂
+

6𝜉 − 1

2𝜖3𝑝
𝑚2

(︂
2𝑎′′

𝑎
− 𝑎′2

𝑎2

)︂
− (6𝜉 − 1)2

2𝜖3𝑝

(︂
3𝑎′′2

2𝑎4
− 3𝑎′′𝑎′2

𝑎5
− 𝑎IV

2𝑎3
+

2𝑎′′′𝑎′

𝑎4

)︂}︂
. (3.77)

Цей вираз разом з рiвнянням (3.74) можна використовувати для визначення

тиску утворених скалярних частинок, 𝑃𝜒 = (𝜌reg𝜒 − 𝑇 reg
𝜒 )/3.
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3.5 Висновки до роздiлу 3

У цiй роботi ми описуємо утворення безспiнових заряджених частинок (та

античастинок) в однорiдному електричному полi у Всесвiтi ФЛРУ, що розши-

рюється, виходячи з перших принципiв. З цiєю метою ми вивчаємо збудження

частинок квантового скалярного поля, яке еволюцiонує на класичному залежно-

му вiд часу фонi, що складається з масштабного фактора 𝑎(𝜂) та електромагнi-

тного векторного потенцiалу 𝐴⃗(𝜂). Через вiдсутнiсть статичних асимптотичних

станiв цiєї системи в нескiнченному минулому та майбутньому ми стикаємо-

ся з типовою проблемою визначення вакуумного стану та частинок у Всесвiтi,

що розширюється. Дотримуючись стандартної процедури [201, 202], ми будує-

мо фiзично обґрунтоване наближення для вакуумного стану — адiабатичного

вакууму — в якому моди з дуже великими iмпульсами майже не збуджуються.

Однак ця процедура не є унiкальною, оскiльки можна визначити адiабатичнi

вакууми рiзного адiабатичного порядку та в рiзнi моменти часу. Зокрема, у ро-

ботах [82] та [84] розглядалася та сама фiзична система, тодi як рiзниця полягає

у виборi адiабатичного вакууму, що призводить до дещо iнших результатiв. Ми

стверджуємо, що пiдхiд, представлений у статтi [84], а також в даному роздiлi

дисертацiї, призводить до системи рiвнянь, яка бiльше пiдходить для числового

моделювання задачi.

У всьому третьому роздiлi ми працюємо з конформним часом, в термiнах

якого метрика ФЛРУ явно є конформно плоскою. У простому випадку конформ-

но зв’язаного безмасового скалярного поля за вiдсутностi електричного поля,

модове рiвняння допускає точний розв’язок, який вiдповiдає вакууму Банча-

Девiса. За умови, що спочатку система перебувала в цьому станi, у будь-який

момент часу в майбутньому не вiдбувається народження частинок. Це є проя-

вом конформної симетрiї розглянутої фiзичної системи, що робить її еволюцiю в

просторi-часi ФЛРУ iдентичною еволюцiї в просторi-часi Мiнковського. Ця си-



99

метрiя не дотримувалася в системi рiвнянь у роботi [82], де визначення вакуум-

ного стану базується на розв’язку Вентцеля-Крамерса-Брiллюена для рiвняння

моди, записаного у фiзичному часi.

У загальному випадку, коли конформна симетрiя порушується масою ча-

стинки, немiнiмальним зв’язком 𝜉 ̸= 1/6 та/або зовнiшнiм електричним полем,

народження частинок описується системою трьох квантових рiвнянь Власова

для кiнетичних функцiй ℱ(𝜂,𝑝), 𝒢(𝜂,𝑝) та ℋ(𝜂,𝑝). Перше з них є аналогом кла-

сичної одночастинкової функцiї розподiлу в кiнетичнiй теорiї Больцмана, тодi

як двi iншi виникають як допомiжнi динамiчнi змiннi, що описують нелокальний

у часi процес народження частинок.

Ми вивчаємо асимптотичну поведiнку кiнетичних функцiй при великих iм-

пульсах i показуємо, що вони спадають набагато швидше, нiж у випадку [82].

Дiйсно, головним доданком у розкладi за оберненими степенями iмпульсу є

∝ 𝑝−4 для ℱ(𝜂,𝑝), ∝ 𝑝−3 для 𝒢(𝜂,𝑝) та ∝ 𝑝−2 для ℋ(𝜂,𝑝) порiвняно з ∝ 𝑝−2,

𝑝−2 та 𝑝−1 у вiдповiдних випадках [82]. Це робить нашу нову систему рiвнянь

бiльш придатною для чисельного аналiзу на ґратцi в просторi iмпульсiв.

Степенева поведiнка кiнетичних функцiй при великих iмпульсах призво-

дить до УФ розбiжностей в основних спостережуваних величинах, таких як

електричний струм або тензор енергiї-iмпульсу утворених частинок. Ми викори-

стовуємо розмiрнiсну регуляризацiю, щоб видiлити розбiжнi внески та компен-

сувати їх шляхом введення контрчленiв до дiї. Контрчлени збiгаються з тими,

що отриманi в [82], а також з вiдомими результатами для скалярної кванто-

вої електродинамiки, отриманими за допомогою традицiйного пiдходу функцiй

Грiна [173, 201, 205].

Отриману систему квантових рiвнянь Власова можна додатково використо-

вувати для опису динамiки утворення частинок сильним електричним полем у

моделях iнфляцiйного магнiтогенезу. Ще однiєю цiкавою проблемою, яка має

пряме фiзичне застосування в рамках Стандартної моделi, є опис утворення
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заряджених фермiонiв за допомогою подiбного квантово-кiнетичного пiдходу.

Наявнiсть зовнiшнього магнiтного поля на додачу до електричного робить ди-

намiку набагато цiкавiшою та може призвести до утворення кiральностi через

кiральну аномалiю [206, 207]. Квантово-кiнетичний опис утворення частинок у

неортогональних електричних та магнiтних полях є дуже актуальним, напри-

клад, для моделi аксiонної iнфляцiї; однак вiн досi вiдсутнiй у лiтературi.

Результати, представленi у роздiлi, опублiковано в роботi [84].
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РОЗДIЛ 4

ГЕНЕРАЦIЯ ВЕКТОРНОЇ ТЕМНОЇ МАТЕРIЇ ПIД ЧАС

IНФЛЯЦIЇ

4.1 Вступ

Згiдно з даними спостережень, темна матерiя є найпоширенiшою формою

матерiї у Всесвiтi i складає близько чвертi його загальної густини енергiї. Iснува-

ння темної матерiї пiдтверджується численними незалежними астрофiзичними

спостереженнями, включаючи кривi обертання галактик, гравiтацiйне лiнзува-

ння, динамiку гарячого газу в скупченнях, кластеризацiю матерiї пiд час фор-

мування великомасштабних структур, первинний нуклеосинтез та вимiрювання

космiчного мiкрохвильового фону. Усе це вказує на наявнiсть невидимого масив-

ного компонента, який взаємодiє переважно через гравiтацiю [86, 95, 208, 209].

Данi первинного нуклеосинтезу та космiчного мiкрохвильового фону додатко-

во пiдтверджують, що темна матерiя має бути небарiонною за своєю природою.

Стандартна модель фiзики елементарних частинок не може пояснити всю темну

матерiю: єдинi життєздатнi кандидати — нейтрино — є занадто легкими i жорс-

тко обмеженi зi спостережних даних про формуванням структур та релiктового

випромiнювання: нейтрино можуть складати не бiльше кiлькох вiдсоткiв вiд за-

гальної кiлькостi темної матерiї. Таким чином, склад домiнуючого компонента

темної матерiї залишається невiдомим, що робить його природу центральною

вiдкритою проблемою як у космологiї, так i у фiзицi елементарних частинок.

Широкий спектр розширень Стандартної моделi пропонує рiзних кандидатiв
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на роль темної матерiї [85, 210–218]. Серед них найбiльш широко вивченими

є слабко взаємодiючi масивнi частинки (WIMP), аксiони та темнi фотони. Iн-

шi можливостi включають первиннi чорнi дiри, самовзаємодiючу, асиметричну

темну матерiю та iншi (нещодавнiй вичерпний огляд див. за посиланням [208]).

Векторна темна матерiя, або масивний темний фотон [117, 214],1 потенцiйно

може пояснити не лише iснування прихованої маси, але й темну енергiю, а також

деякi iншi аномалiї, що спостерiгаються в експериментах з фiзики елементар-

них частинок [219–225]. Лагранжiан цiєї теорiї нагадує електромагнетизм, але

включає як масовий доданок, так i доданок кiнетичного змiшування з фотонами

Стандартної моделi [226]. Його можна розглядати як структуру, подiбну до зви-

чайного електромагнетизму, що включає одну або кiлька додаткових векторних

частинок, що взаємодiють з електромагнiтним струмом. Збереження цього стру-

му захищає векторний масовий доданок — або, бiльш загально, масову матрицю

векторних станiв — вiд адитивного перенормування. Якщо визначник масової

матрицi є нульовим, теорiя обов’язково мiстить один безмасовий вектор, який

iдентифiкується як фотон, а також кiлька масивних векторiв, якi зазвичай нази-

вають темними фотонами. У моделi мiнiмального темного фотона Стандартна

модель розширюється лише на одну додаткову калiбрувальну групу 𝑈(1)D. Вiд-

повiдний лагранжiан має вигляд:

ℒ ⊃ −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1

4
𝐹D
𝜇𝜈𝐹
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2
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
D + 𝑒𝐴𝜇𝐽𝜇

+𝑒D𝐴
𝜇
D𝐽

D
𝜇 +

𝜖 𝑒√
1− 𝜖2

𝐴𝜇
D𝐽𝜇 +

𝑚2

2
𝐴D

𝜇𝐴
𝜇
D, (4.1)

де 𝐴𝜇 та 𝐹𝜇𝜈 — 4-потенцiал i тензор напруженостi для електромагнiтного поля

Стандартної моделi, 𝐽𝜇 — струм зарядженої матерiї, 𝑒 — константа калiбруваль-

ного зв’язку; тi ж позначення з нижнiм або верхнiм iндексом “D” позначають
Примiтка 1. Iснує два типи темних фотонiв: безмасовi та масивнi; їхнi теоретичнi основи, експериментальнi
та космологiчнi прояви рiзнi. У цiй роботi ми розглядаємо лише випадок масивного темного фотона, який є
вiдповiдним кандидатом на темну матерiю.
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вiдповiднi величини в темному секторi; 𝑚D — маса темного фотона, а 𝜖 — пара-

метр кiнетичного змiшування. У своїй найпростiшiй реалiзацiї без темного стру-

му модель повнiстю визначається масою темного фотона та параметром кiнети-

чного змiшування (на додачу до вiдомих параметрiв Стандартної моделi), яких

достатньо для визначення перерiзiв утворення темного фотона та властивостей

його розпаду. Кiнетичне змiшування дiє як портал мiж видимим i темним секто-

рами, пропонуючи можливий шлях для експериментального виявлення темних

фотонiв. Однак на сьогоднiшнiй день жоден темний фотон не спостерiгався, i вiн

залишається гiпотетичною частинкою. Тим не менш, експериментальнi пошуки,

разом з космологiчними та астрофiзичними даними, накладають значнi обме-

ження на його масу та параметр кiнетичного змiшування [117, 124, 227, 228],

див. рисунок 1.2 у роздiлi 1.

Дуже легкий темний фотон з малою, але ненульовою масою може служи-

ти кандидатом на темну матерiю, якщо вiн генерується нетермiчно у ранньому

Всесвiтi. В одному класi сценарiїв [116, 229] маса темного фотона генерується

через механiзм Штюкельберга, який вимагає немiнiмальної взаємодiї з гравi-

тацiєю. Коли параметр Габбла зменшується нижче маси темного фотона, поле

починає коливатися, i цi коливання поводяться як нерелятивiстська матерiя,

фактично поводячи себе як холодна темна матерiя. Альтернативна можливiсть

полягає в тому, що темнi фотони утворюються з вакуумних флуктуацiй пiд час

iнфляцiї[126–129, 132, 133, 135, 137, 139–142, 230–238]. На вiдмiну вiд електро-

магнiтного поля, масивне векторне поле може бути згенероване без необхiдностi

немiнiмального зв’язку з гравiтацiєю або iнфлатоном. Це можливо тому, що

наявнiсть масового доданку в лагранжiанi автоматично порушує конформну iн-

варiантнiсть дiї (цiєю властивiстю не володiє стандартний електромагнетизм).

Однак у таких випадках ефективно генеруються лише поздовжнi моди; див.,

наприклад, посилання [126, 129, 232]. Щоб досягти суттєвого пiдсилення попе-

речних мод, необхiдно ввести взаємодiю або з кривиною простору-часу [128, 138–
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141, 231, 236], або з iнфлатоном [130–135, 137, 234, 235], як це зазвичай робиться

в аналогiчних сценарiях iнфляцiйного магнiтогенезу (для огляду див. посилан-

ня [35, 36, 62]).

У цьому роздiлi ми зосереджуємося на останньому механiзмi та розглядаємо

одне масивне абелеве векторне поле, що взаємодiє з iнфлатоном через загаль-

ний кiнетичний зв’язок, аксiальний зв’язок, а також через масу, що залежить вiд

iнфлатона. Цi зв’язки включенi одночасно, щоб охопити широкий спектр сцена-

рiїв, розглянутих у лiтературi. Ми придiляємо особливу увагу режиму сильної

зворотної реакцiї при iнфляцiйнiй генерацiї масивного векторного поля.

Водночас, ми нехтуємо кiнетичним змiшуванням векторного поля темної

матерiї зi звичайним електромагнiтним полем. Таким чином, ми можемо вивча-

ти утворення темного векторного поля, повнiстю вiдокремленого вiд сектора

Стандартної моделi. Включення кiнетичного змiшування є важливим наступним

кроком, який ми плануємо розглянути в майбутньому.

Генерацiю векторної темної матерiї зазвичай описують за допомогою помо-

дового розкладу у просторi Фур’є, де еволюцiя кожної окремої моди вивчається

незалежно вiд iнших. Однак цей пiдхiд перестає бути адекватним, коли зге-

нерованi поля стають занадто сильними i починають впливати на iнфляцiйну

динамiку. У таких випадках виникає режим сильної зворотної реакцiї [137, 142],

i еволюцiя кожної моди залежить вiд усiх iнших. Таким чином, рiвняння стають

нелiнiйними, а це вимагає iншого математичного методу, здатного враховувати

цi нелiнiйностi.

Таким методом є формалiзм градiєнтного розкладу (ФГР), в рамках яко-

го розглядається набiр квадратичних функцiй векторного поля безпосередньо

в координатному просторi. Цi функцiї одночасно охоплюють усi фiзично зна-

чущi моди, що дозволяє працювати навiть за наявностi нелiнiйної динамiки.

ФГР ранiше успiшно застосовувався до рiзних задач, пов’язаних з iнфляцiйним

магнiтогенезу [53, 60, 64–67, 83, 162, 175]. Однак вiн ще нiколи не використову-
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вався для опису генерацiї масивної векторної темної матерiї. Одна з цiлей цiєї

роботи полягає в розширеннi вказаного формалiзму, (початково задуманого та

розробленого для безмасових калiбрувальних полiв), щоб врахувати поздовжню

поляризацiю масивних векторних полiв.

4.2 Модель векторної темної матерiї

Дiя, яка описує темне векторне поле 𝐴𝜇 та iнфлатон 𝜑, що взаємодiють

через аксiальний та кiнетичний зв’язки, має вигляд:

𝒮 =
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де 𝑔 = det[𝑔𝜇𝜈], 𝑉 (𝜑) — потенцiал iнфлатона, 𝐼1(𝜑) — функцiя кiнетичного

зв’язку, 𝐼2(𝜑) — функцiя аксiального зв’язку, 𝑚(𝜑) — ефективна маса темно-

го фотона, 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 — тензор темного векторного поля, 𝐹 𝜇𝜈 =
1
2𝜂

𝜇𝜈𝜎𝜌𝐹𝜎𝜌 — вiдповiдний дуальний тензор, 𝜂𝜇𝜈𝜎𝜌 = 𝜀𝜇𝜈𝜎𝜌/
√
−𝑔 та 𝜀𝜇𝜈𝜎𝜌 — це

повнiстю антисиметричний символ Левi-Чiвiта з 𝜀0123 = +1.

Дiя (4.2) дозволяє нам отримати рiвняння руху для поля iнфлатона 𝜑

1√
−𝑔

𝜕𝛼
[︀√

−𝑔 𝑔𝜇𝛼 𝜕𝜇𝜑
]︀
+
𝑑𝑉

𝑑𝜑
+

1

4

𝑑𝐼1
𝑑𝜑

𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈 +

1

4

𝑑𝐼2
𝑑𝜑

𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈−

−𝑚
𝑑𝑚

𝑑𝜑
𝐴𝜇𝐴

𝜇 = 0 (4.3)

та для векторного 4-потенцiалу 𝐴𝛼

1√
−𝑔

𝜕𝛽
[︀√

−𝑔 𝐼1𝐹 𝛽𝛼
]︀
+
𝑑𝐼2
𝑑𝜑

𝐹 𝛽𝛼 𝜕𝛽𝜑+𝑚2𝐴𝛼 = 0. (4.4)
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Рiвняння (4.4) разом з тотожностями Бiанкi

1√
−𝑔

𝜕𝜇

[︁√
−𝑔 𝐹 𝜇𝜈

]︁
= 0 (4.5)

утворюють систему рiвнянь Прока для масивного векторного поля в данiй моде-

лi. Обчисливши варiацiю вiд дiї (4.2) по метрицi, отримуємо вираз для тензора

енергiї-iмпульсу:

𝑇𝜇𝜈=
2√
−𝑔

𝛿𝑆

𝛿𝑔𝜇𝜈
=𝜕𝜇𝜑 𝜕𝜈𝜑−𝐼1(𝜑)𝑔𝜆𝜌𝐹𝜇𝜆𝐹𝜈𝜌 +𝑚2𝐴𝜇𝐴𝜈−

− 𝑔𝜇𝜈

[︂
1

2
𝜕𝛼𝜑 𝜕

𝛼𝜑−𝑉 (𝜑)−1

4
𝐼1(𝜑)𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽 +
𝑚2

2
𝐴𝛼𝐴

𝛼

]︂
. (4.6)

Враховуючи, що 𝐴𝜇 = (𝐴0, 𝑎−2𝐴⃗), ми визначаємо темне електричне та ма-

гнiтне поля (названi так по аналогiї зi звичайними електромагнiтними полями)

як

𝐸⃗ = −1

𝑎

(︁
˙⃗
𝐴+ ∇⃗𝐴0

)︁
, та 𝐵⃗ =

1

𝑎2
rot𝐴⃗. (4.7)

Тензор поля 𝐹𝜇𝜈 та вiдповiдний дуальний тензор 𝐹𝜇𝜈 виражаються через еле-

ктричне та магнiтне поля наступним чином:

𝐹0𝑖 = 𝑎𝐸𝑖, 𝐹𝑖𝑗 = −𝑎2𝜖𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘,

𝐹 0𝑖 = −𝑎−1𝐵𝑖, 𝐹 𝑖𝑗 = 𝑎−2𝜖𝑖𝑗𝑘𝐸
𝑘 . (4.8)

Тепер, припускаючи однорiдний та iзотропний Всесвiт ФЛРУ та просторово

однорiдне iнфлатонне поле 𝜑 = 𝜑(𝑡), отримуємо рiвняння Фрiдмана, що описує

розширення Всесвiту, у такому виглядi:

3𝐻2𝑀 2
P = 𝜌tot =

𝜑̇2

2
+ 𝑉 (𝜑) +

𝐼1
2
⟨𝐸⃗2 + 𝐵⃗2⟩+ 𝑚2

2
⟨𝐴2

0⟩+
𝑚2

2𝑎2
⟨𝐴⃗2⟩ , (4.9)

− (2𝐻̇ + 3𝐻2)𝑀 2
P = 𝑝tot =

𝜑̇2

2
− 𝑉 (𝜑) +

𝐼1
6
⟨𝐸⃗2 + 𝐵⃗2⟩+ 𝑚2

2
⟨𝐴2

0⟩ −
𝑚2

6𝑎2
⟨𝐴⃗2⟩. (4.10)
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Тут кутовi дужки позначають вакуумне усереднення операторiв електричного

та магнiтного полiв, скалярного потенцiалу 𝐴0 та векторного 𝐴⃗.

Рiвняння Кляйна–Гордона для iнфлатона має вигляд

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+
𝑑𝑉

𝑑𝜑
=
1

2

𝑑𝐼1
𝑑𝜑

⟨𝐸⃗2 − 𝐵⃗2⟩+ 𝑑𝐼2
𝑑𝜑

⟨𝐸⃗ · 𝐵⃗⟩−

− 𝑚

𝑎2
𝑑𝑚

𝑑𝜑
⟨𝐴⃗2⟩+𝑚

𝑑𝑚

𝑑𝜑
⟨𝐴2

0⟩. (4.11)

Нарештi, рiвняння Прока у векторнiй формi мають вигляд

˙⃗
𝐸 + 2𝐻𝐸⃗ − 1

𝑎
rot 𝐵⃗ +

𝐼1
𝐼1
𝐸⃗ +

𝐼2
𝐼1
𝐵⃗ − 𝑚2

𝑎 𝐼1
𝐴⃗ = 0 , (4.12)

˙⃗
𝐵 + 2𝐻𝐵⃗ +

1

𝑎
rot 𝐸⃗ = 0 , (4.13)

div 𝐸⃗ = −𝑚
2 𝑎

𝐼1
𝐴0, div 𝐵⃗ = 0 . (4.14)

Для бiльшої зручностi розкладемо векторний потенцiал, електричне та ма-

гнiтне поля на поздовжню та поперечну складовi

𝐴⃗ = 𝐴⃗⊥ + 𝐴⃗‖, 𝐸⃗ = 𝐸⃗⊥ + 𝐸⃗‖, 𝐵⃗ = 𝐵⃗⊥. (4.15)

Поздовжнi частини задовольняють тотожностi

rot 𝐴⃗‖ = 0 , rot 𝐸⃗‖ = 0 , (4.16)

тодi як для поперечних маємо

div 𝐴⃗⊥ = 0 , div 𝐸⃗⊥ = 0 , div 𝐵⃗⊥ = 0 . (4.17)

У наступних двох пiдроздiлах ми окремо дослiдимо еволюцiю поперечних та

поздовжнiх величин.
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4.3 Поперечнi поляризацiї векторного поля

4.3.1 Еволюцiя мод у просторi Фур’є

Спочатку розглянемо поперечнi компоненти векторного поля. У координа-

тному просторi вони задовольняють поперечну частину рiвнянь Прока (4.12)–

(4.13), тодi як рiвняння (4.14) задовольняються тотожно. Пiдставляючи 𝐸⃗⊥ =

−𝑎−1 ˙⃗
𝐴⊥ та 𝐵⃗⊥ = 𝑎−2 rot 𝐴⃗⊥ у рiвняння (4.12), отримуємо

¨⃗
𝐴⊥ +

(︁
𝐻 +

𝐼1
𝐼1

)︁
˙⃗
𝐴⊥ − 1

𝑎2
△𝐴⃗⊥ − 1

𝑎

𝐼2
𝐼1
rot𝐴⃗⊥ +

𝑚2

𝐼1
𝐴⃗⊥ = 0 , (4.18)

де △ = 𝜕𝑖𝜕𝑖 позначає просторовий оператор Лапласа.

Вiдповiдний квантовий оператор поля розкладається по множинi мод Фур’є

стандартним способом:

𝐴⊥𝑗(𝑡,𝑥⃗) =

∫︁
𝑑3𝑘⃗

(2𝜋)3/2
√
𝐼1

∑︁
𝜆=±1

[︁
𝜖𝜆𝑗 (𝑘⃗)𝑏̂𝑘⃗,𝜆𝒜𝜆(𝑡,𝑘)𝑒

𝑖𝑘⃗·𝑥⃗ + 𝜖𝜆*𝑗 (𝑘⃗)𝑏̂†
𝑘⃗,𝜆

𝒜*
𝜆(𝑡,𝑘)𝑒

−𝑖𝑘⃗·𝑥⃗
]︁
,

(4.19)

де 𝒜𝜆(𝑡,𝑘) — модова функцiя; 𝜖⃗𝜆(𝑘⃗) — вектори кругової поляризацiї 𝜆 = ±, що

мають властивостi

𝜖⃗𝜆(𝑘⃗) · 𝑘⃗ = 0, 𝜖⃗𝜆*(𝑘⃗) = 𝜖⃗𝜆(−𝑘⃗) = 𝜖⃗−𝜆(𝑘⃗), (4.20)

𝜖⃗𝜆*(𝑘⃗) · 𝜖⃗𝜆′
(𝑘⃗) = 𝛿𝜆𝜆

′
, 𝑖𝑘 × 𝜖⃗𝜆(𝑘⃗) = 𝜆𝑘𝜖⃗𝜆(𝑘⃗), (4.21)∑︁

𝜆=±1

𝜖𝜆𝑖 (𝑘⃗)𝜖
𝜆*
𝑗 (𝑘⃗) = 𝛿𝑖𝑗 −

𝑘𝑖𝑘𝑗
𝑘2

; (4.22)

та 𝑏̂𝑘⃗,𝜆 (𝑏̂†
𝑘⃗,𝜆

) — оператори знищення (народження), що задовольняють канонiчнi

комутацiйнi спiввiдношення

[︀
𝑏̂
𝑘⃗,𝜆
, 𝑏̂†

𝑘⃗′,𝜆′

]︀
= 𝛿(3)

(︀
𝑘⃗ − 𝑘⃗′

)︀
𝛿𝜆𝜆′ . (4.23)
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Тодi, з рiвняння (4.18), отримуємо наступне рiвняння на модову функцiю:

𝒜𝜆 +𝐻𝒜̇𝜆 +
[︁𝑘2
𝑎2

+
𝑚2

𝐼1
− 𝜆

𝑘

𝑎

𝐼2
𝐼1

− 𝐼1 +𝐻𝐼1
2𝐼1

+
(︁ 𝐼1
2𝐼1

)︁2]︁
𝒜𝜆 = 0 . (4.24)

Введемо функцiю

𝒟𝜆(𝑡,𝑘) =

√
𝐼1 𝑎

𝑘

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝒜𝜆√
𝐼1

)︂
=

√
𝐼1
𝑘

𝜕

𝜕𝜂

(︂
𝒜𝜆√
𝐼1

)︂
. (4.25)

Тодi можна представити рiвняння (4.24) в еквiвалентнiй формi двох звичайних

диференцiальних рiвнянь першого порядку:

𝒜̇𝜆 =
𝐼1
2𝐼1

𝒜𝜆 +
𝑘

𝑎
𝒟𝜆 , (4.26)

𝒟̇𝜆 = − 𝐼1
2𝐼1

𝒟𝜆 −
(︁𝑘
𝑎
− 𝜆

𝐼2
𝐼1

+
𝑚2𝑎

𝑘𝐼1

)︁
𝒜𝜆 , (4.27)

що дуже зручно для чисельних розрахункiв.

Для бiльшої зручностi введемо такi позначення:

𝛾(𝑡) =
𝐼1

2𝐻𝐼1
, (4.28)

𝜉(𝑡) =
𝐼2

2𝐻𝐼1
, (4.29)

𝜇(𝑡) =
𝑚

𝐻
√
𝐼1
, (4.30)

𝑆(𝑡) =
𝐼1 +𝐻𝐼1
2𝐼1𝐻2

−
(︁ 𝐼1
2𝐻𝐼1

)︁2
− 𝑚2

𝐼1𝐻2

= 𝛾2 + 𝛾(1− 𝜖𝐻 − 𝜖𝛾)− 𝜇2 , (4.31)

де 𝜖𝑥 ≡ −𝑥̇/(𝑥𝐻) представляє параметр повiльного скочування для величини 𝑥.

Переходячи до нової змiнної 𝑧 = 𝑘𝜂, де 𝜂 — конформний час, рiвняння (4.24)
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можна переписати як

𝜕2𝒜𝜆

𝜕𝑧2
+

[︂
1− 2𝜆𝜉(𝑡)

(𝑘/𝑎𝐻)
− 𝑆(𝑡)

(𝑘/𝑎𝐻)2

]︂
𝒜𝜆 = 0 . (4.32)

Для Фур’є-моди глибоко пiд горизонтом, 𝑘/𝑎𝐻 ≫ 1 (що вiдповiдає −𝑧 ≫ 1 пiд

час iнфляцiї), перший доданок у дужках у рiвняннi (4.32) є домiнуючим, i рiв-

няння зводиться до рiвняння гармонiчного осцилятора з одиничною частотою.

Щоб обрати лише розв’язок цього рiвняння з додатною частотою, ми наклада-

ємо вакуумну граничну умову Банча–Девiса

𝒜𝜆 ≃ 1√
2𝑘

𝑒−𝑖𝑧, −𝑧 ≫ 1. (4.33)

Це повнiстю визначає розв’язок модового рiвняння для всiх наступних моментiв

часу.

З плином часу два iншi доданки в дужках стають дедалi важливiшими.

Зрештою, в певний момент вони стають порiвнянними з одиницею. У фiзично

цiкавому випадку весь вираз у дужках може перетинати нуль, i мода зазнає

тахiонної нестабiльностi. Ми визначаємо iмпульс моди, яка перетинає горизонт,

наступним чином:

𝑘ℎ(𝑡) = max
𝑡′≤𝑡

[︀
𝑎(𝑡′)𝐻(𝑡′)𝑟(𝑡′)

]︀
, (4.34)

де

𝑟(𝑡) = |𝜉(𝑡)|+
√︀
𝜉2(𝑡) + |𝑆(𝑡)| , (4.35)

i беремо максимальне значення виразу в рiвняннi (4.34), щоб врахувати його

можливу немонотонну поведiнку в реалiстичних моделях. Для будь-якого зада-

ного iмпульсу 𝑘 можна знайти момент часу 𝑡ℎ(𝑘), коли вiн перетинає горизонт,

тобто,

𝑡ℎ(𝑘) = min
𝑖
{𝑡𝑖 : 𝑎(𝑡𝑖)𝐻(𝑡𝑖)𝑟(𝑡𝑖) = 𝑘} . (4.36)

Момент часу 𝑡ℎ(𝑘) є дуже особливим для моди з iмпульсом 𝑘, оскiльки навко-
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ло нього мода якiсно змiнює свою поведiнку вiд швидких коливань, що вiдпо-

вiдають вакуумним флуктуацiям, до плавної еволюцiї з можливим тахiонним

пiдсиленням.

Для ФГР у наступному пiдроздiлi нам знадобиться модова функцiя в мо-

мент перетину горизонту 𝑡ℎ. Щоб її знайти, ми припускаємо, що (i) величини 𝜉

та 𝑆 у рiвняннi (4.32) є плавними та повiльно змiнюються пiд час iнфляцiї, та

(ii) розширення Всесвiту є квазiекспоненцiйним. Перше припущення дозволяє

нам встановити 𝜉 та 𝑆 постiйними пiд час пошуку розв’язку поблизу перети-

ну горизонту, а друге припущення дозволяє нам використовувати розв’язок де

Сiттера 𝜂 ≈ −1/(𝑎𝐻). Тодi рiвняння (4.32) набуває вигляду

𝜕2𝒜𝜆

𝜕𝑧2
+

[︂
1 +

2𝜆𝜉(𝑡ℎ)

𝑧
− 𝑆(𝑡ℎ)

𝑧2

]︂
𝒜𝜆 = 0 . (4.37)

Отримане рiвняння є рiвнянням Вiттекера. Його розв’язок, що задовольняє гра-

ничну умову Банча–Девiса, виражається через функцiю Вiттекера 𝑊 :

𝒜𝜆(𝑧,𝑘) =
1√
2𝑘

𝑒𝜆𝜋𝜉(𝑡ℎ)/2𝑊𝜅, 𝜈(2𝑖𝑧) , (4.38)

де

𝜅 = −𝑖𝜆𝜉(𝑡ℎ), 𝜈 =

√︂
1

4
+ 𝑆(𝑡ℎ). (4.39)

Вiдповiдний вираз для функцiї 𝒟𝜆 має вигляд

𝒟𝜆(𝑧,𝑘) =
1√
2𝑘

𝑒𝜆𝜋𝜉/2

𝑧

[︁
(𝑖𝑧 + 𝑖𝜆𝜉 + 𝛾)𝑊−𝑖𝜆𝜉, 𝜈(2𝑖𝑧)𝑊1−𝑖𝜆𝜉, 𝜈(2𝑖𝑧)

]︁
, (4.40)

де параметри 𝜉, 𝛾, 𝜈 обчислюються в момент перетину горизонту, 𝑡ℎ(𝑘).

4.3.2 Формалiзм градiєнтного розкладу

Якщо згенероване калiбрувальне поле достатньо сильне, i його зворотна

реакцiя стає суттєвою, то динамiка системи стає дуже нелiнiйною, i всi Фур’є-
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моди перестають еволюцiонувати незалежно одна вiд одної. У такому випадку

зручнiше продовжувати роботу в координатному просторi та ввести наступний

набiр бiлiнiйних величин:

ℰ (𝑛) =
𝐼1
𝑎𝑛

⟨𝐸⃗⊥ · rot𝑛 𝐸⃗⊥⟩, (4.41)

𝒢(𝑛) = − 𝐼1
2𝑎𝑛

⟨𝐸⃗⊥ · rot𝑛 𝐵⃗⊥ + rot𝑛 𝐵⃗⊥ · 𝐸⃗⊥⟩, (4.42)

ℬ(𝑛) =
𝐼1
𝑎𝑛

⟨𝐵⃗⊥ · rot𝑛 𝐵⃗⊥⟩. (4.43)

Тут кутовi дужки позначають вакуумне середнє, а 𝑛 — цiле число, яке може

приймати значення вiд 0 (для ℰ (𝑛)), −1 (для 𝒢(𝑛)) або −2 (для ℬ(𝑛)) до як завго-

дно великих додатних чисел. Вiд’ємний степiнь оператора ротора слiд розумiти

як обернений оператор; наприклад, з рiвняння (4.7) отримуємо

rot−1 𝐵⃗⊥ =
1

𝑎2
𝐴⃗⊥ . (4.44)

Це спiввiдношення дає унiкальний результат у поперечному секторi. Використо-

вуючи рiвняння (4.44), ми можемо легко отримати явнi вирази для бiлiнiйних

величин з вiд’ємними iндексами:

𝒢(−1) = − 𝐼1
2𝑎

⟨𝐸⃗⊥ · 𝐴⃗⊥ + 𝐴⃗⊥ · 𝐸⃗⊥⟩ , (4.45)

ℬ(−1) =
𝐼1
𝑎
⟨𝐵⃗⊥ · 𝐴⃗⊥⟩ ≡ ℋ𝐵 , (4.46)

ℬ(−2) =
𝐼1
𝑎2
⟨𝐴⃗2

⊥⟩ . (4.47)

Тут ℋ𝐵 — це магнiтна спiральнiсть.

Тепер, використовуючи рiвняння Прока (4.12)–(4.14), легко вивести рiвня-
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ння руху для бiлiнiйних величин (4.41)–(4.43):

ℰ̇ (𝑛) + (𝑛+ 4 + 2𝛾)𝐻ℰ (𝑛) − 4𝜉𝐻𝒢(𝑛) + 2𝒢(𝑛+1) + 2
𝑚2

𝐼1
𝒢(𝑛−1) = [ℰ̇ (𝑛)]b , (4.48)

𝒢̇(𝑛) + (𝑛+ 4)𝐻 𝒢(𝑛) − 2𝜉𝐻ℬ(𝑛) − ℰ (𝑛+1) + ℬ(𝑛+1) +
𝑚2

𝐼1
ℬ(𝑛−1) = [𝒢̇(𝑛)]b , (4.49)

ℬ̇(𝑛) + (𝑛+ 4− 2𝛾)𝐻ℬ(𝑛) − 2𝒢(𝑛+1) = [ℬ̇(𝑛)]b . (4.50)

Цi рiвняння доповненi додатковими доданками праворуч, так званими грани-

чними доданками, якi виникають внаслiдок внеску вакуумних мод калiбруваль-

ного поля, що перетинають горизонт. Вони дiють як квантове джерело, яке

викачує енергiю з вакуумних мод i, таким чином, принаймнi частково протидiє

червоному змiщенню, спричиненому розширенням Всесвiту.

Щоб краще зрозумiти причину появи граничних доданкiв та вивести для

них явнi вирази, нам потрiбно знайти спектральнi розклади величин ℰ (𝑛),𝒢(𝑛)

та ℬ(𝑛). Використовуючи рiвняння (4.19), а також (4.41)–(4.43), отримуємо такi

вирази:

ℰ (𝑛) =
∑︁
𝜆=±1

∫︁ 𝑘ℎ

0

𝑑𝑘

𝑘
𝜆𝑛

𝑘𝑛+3

2𝜋2𝑎𝑛+2
𝐼1

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝒜𝜆√
𝐼1

)︂ ⃒⃒⃒⃒2
=
∑︁
𝜆=±1

∫︁ 𝑘ℎ

0

𝑑𝑘

𝑘
𝜆𝑛

𝑘𝑛+5

2𝜋2𝑎𝑛+4
| 𝒟𝜆|2 , (4.51)

𝒢(𝑛) =
∑︁
𝜆=±1

∫︁ 𝑘ℎ

0

𝑑𝑘

𝑘
𝜆𝑛+1 𝑘𝑛+4

4𝜋2𝑎𝑛+3
𝐼1
𝜕

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝒜𝜆√
𝐼1

⃒⃒⃒⃒2
=
∑︁
𝜆=±1

∫︁ 𝑘ℎ

0

𝑑𝑘

𝑘
𝜆𝑛+1 𝑘𝑛+5

2𝜋2𝑎𝑛+4
Re [𝒜*

𝜆𝒟𝜆] , (4.52)

ℬ(𝑛) =
∑︁
𝜆=±1

∫︁ 𝑘ℎ

0

𝑑𝑘

𝑘
𝜆𝑛

𝑘𝑛+5

2𝜋2𝑎𝑛+4
|𝒜𝜆|2 . (4.53)

Тут верхня межа iнтегрування замiнюється скiнченним iмпульсом. Таким чи-

ном, ми регуляризуємо УФ розбiжнi iнтеграли для бiлiнiйних величин. Хоча
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це далеко не строге перенормування (як це робиться в квантовiй теорiї поля

в просторi Мiнковського), даний трюк дозволяє нам роздiлити моди Фур’є та

знехтувати внесками вакуумоподiбних мод.

Отже, будь-яку величину калiбрувального поля 𝑋 можна представити у

виглядi

𝑋 =

∫︁ 𝑘ℎ

0

𝑑𝑘

𝑘

𝑑𝑋

𝑑 ln 𝑘
, (4.54)

де 𝑘ℎ = 𝑘ℎ(𝑡) — хвильове число моди, що перетинає горизонт у заданий момент

часу 𝑡 (див. його явну форму в рiвняннi (4.34)). Значення 𝑋 залежить вiд часу з

двох причин. По-перше, його спектральна густина 𝑑𝑋/𝑑 ln 𝑘 змiнюється з часом.

А по-друге, iнтеграл за iмпульсом має змiнну верхню межу iнтегрування. До-

данки лiворуч у рiвняннях (4.48)–(4.50) враховують першу залежнiсть вiд часу.

Щоб врахувати другу, нам потрiбно ввести граничнi доданки:

(𝑋̇)b =
𝑑 ln 𝑘ℎ
𝑑𝑡

· 𝑑𝑋

𝑑 ln 𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑘=𝑘ℎ(𝑡)

. (4.55)

Щоб обчислити цей граничний доданок, нам потрiбно знати спектральну густи-

ну величини 𝑋 у момент перетину модою горизонту. Для цього ми використо-

вуємо явнi вирази для модових функцiй 𝒜𝜆 та 𝒟𝜆, наведенi в рiвняннях (4.38)

та (4.40). Вони є справедливими поблизу моменту перетину горизонту.

Iмпульс моди, що перетинає горизонт у момент часу 𝑡, представлений як

верхня обвiдна виразу 𝑎𝐻𝑟, де 𝑟 задано в рiвняннi (4.35). З визначення верх-

ньої монотонної обвiдної випливає, що коли 𝑘ℎ(𝑡) зростає з часом, воно просто

збiгається зi значенням 𝑎(𝑡)𝐻(𝑡)𝑟(𝑡). Коли 𝑘ℎ(𝑡) не дорiвнює 𝑎(𝑡)𝐻(𝑡)𝑟(𝑡), воно

просто константа, тобто 𝑑 ln 𝑘ℎ/𝑑𝑡 = 0. В останньому випадку граничний дода-

нок просто зникає. Тому, пiдставляючи 𝑘ℎ у вирази для функцiй мод 𝒜𝜆 та 𝒟𝜆,

ми можемо просто використовувати 𝑘ℎ(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝐻(𝑡)𝑟(𝑡).

Тепер, використовуючи рiвняння (4.55), отримуємо вирази для граничних
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доданкiв:

[ℰ̇ (𝑛)]b =
𝑑 ln 𝑘ℎ
𝑑𝑡

𝐻𝑛+4𝑟𝑛+2

4𝜋2

∑︁
𝜆=±1

𝜆𝑛 𝑒𝜆𝜋𝜉

×
⃒⃒⃒⃒(︁
𝑖𝑟 − 𝑖𝜆𝜉 − 𝛾

)︁
𝑊−𝑖𝜆𝜉, 𝜈(−2𝑖𝑟) +𝑊1−𝑖𝜆𝜉, 𝜈(−2𝑖𝑟)

⃒⃒⃒⃒2
, (4.56)

[𝒢̇(𝑛)]b =
𝑑 ln 𝑘ℎ
𝑑𝑡

𝐻𝑛+4𝑟𝑛+3

4𝜋2

∑︁
𝜆=±1

𝜆𝑛+1 𝑒𝜆𝜋𝜉

×
{︂
Re [𝑊𝑖𝜆𝜉, 𝜈(2𝑖𝑟)𝑊1−𝑖𝜆𝜉, 𝜈(−2𝑖𝑟)]−𝛾 |𝑊𝑖𝜆𝜉, 𝜈(2𝑖𝑟)|2

}︂
, (4.57)

[ℬ̇(𝑛)]b =
𝑑 ln 𝑘ℎ
𝑑𝑡

𝐻𝑛+4𝑟𝑛+4

4𝜋2

∑︁
𝜆=±1

𝜆𝑛 𝑒𝜆𝜋𝜉
⃒⃒
𝑊𝑖𝜆𝜉, 𝜈(2𝑖𝑟)

⃒⃒2
. (4.58)

Слiд вiдмiтити, що система рiвнянь (4.48)–(4.50), в принципi, нескiнчен-

на. Дiйсно, рiвняння руху для величини порядку 𝑛 мiстить величину порядку

(𝑛 + 1). На практицi цю систему необхiдно обiрвати на деякому скiнченному

порядку 𝑛max. Для цього потрiбно виразити величини порядку (𝑛max + 1) че-

рез величини нижчого порядку. На щастя, умову обриву легко вгадати зi спе-

ктральних розкладiв (4.51)–(4.53). Дiйсно, для великих 𝑛 iнтеграл по iмпульсу

в основному задається верхньою межею iнтегрування. Тому можна приблизно

записати

ℰ (𝑛max+1) ≈
(︁𝑘ℎ
𝑎

)︁2
ℰ (𝑛max−1). (4.59)

Аналогiчнi спiввiдношення маємо для 𝒢(𝑛max+1) та ℬ(𝑛max+1). Також можна вико-

ристовувати складнiшi умови обриву, як-от запропонована в [66].

Незважаючи на те, що рiвняння (4.48) та (4.49) для величин 𝑛-го порядку

також мiстять доданки порядку (𝑛− 1), система не є нескiнченною в напрямку

негативних порядкiв. Дiйсно, рiвняння (4.50) не мiстить таких доданкiв нижчого

порядку, i це дозволяє замкнути систему. Релевантними є лише три величини

вiд’ємного порядку: 𝒢(−1), ℬ(−1) та ℬ(−2).

Наприкiнцi цього пiдроздiлу хотiлося б зазначити, що ФГР для поперечних
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мод векторного поля, представлений тут, дуже схожий на той, що розроблений

для безмасового калiбрувального поля в роботах [53, 60, 67, 175], з єдиними

вiдмiнностями, що полягають у наявностi масового доданку. У границi 𝜇 =

𝑚/(𝐻
√
𝐼1) ≪ 1 (що є типовою ситуацiєю для реалiстичних моделей темного

фотона), цей формалiзм просто зводиться до того, що наведено в статтях [67,

175] i роздiлi 2. Ця ситуацiя не буде повторюватися для поздовжнiх мод, якi ми

розглянемо в наступному пiдроздiлi.

4.4 Поздовжнi поляризацiї векторного поля

4.4.1 Еволюцiя мод у просторi Фур’є

Тепер перейдемо до поздовжнiх мод калiбрувального поля. Їх еволюцiя

визначається поздовжньою частиною рiвняння (4.12) та першим рiвнянням у

(4.14). Закон Фарадея (4.13) та друге рiвняння у (4.14) виконуються iдентично.

Використовуючи 𝐸⃗‖ = −(
˙⃗
𝐴‖ + ∇⃗𝐴0)/𝑎 та 𝐵⃗‖ = 0, перепишемо два вiдповiднi

рiвняння у такому виглядi:

¨⃗
𝐴‖ +

(︁
𝐻 +

𝐼1
𝐼1

)︁
˙⃗
𝐴‖ +

𝑚2

𝐼1
𝐴⃗‖ = −∇⃗

[︁
𝐴̇0 +

(︁
𝐻 +

𝐼1
𝐼1

)︁
𝐴0

]︁
, (4.60)

div
˙⃗
𝐴‖ =

(︁𝑚2𝑎2

𝐼1
−△

)︁
𝐴0 . (4.61)

Цi рiвняння описують динамiку одного фiзичного ступеня вiльностi, тобто по-

здовжньої складової калiбрувального поля. Компонента 𝐴0 не є незалежною i

може бути визначена з вiдомої 𝐴⃗‖ за допомогою рiвняння (4.61). Розглядаючи

квантованi поля, ми розкладаємо польовi оператори за множиною поздовжнiх

Фур’є-мод наступним чином:

^⃗
𝐴‖(𝑡,𝑥⃗) =

∫︁
𝑑3𝑘⃗

(2𝜋)3/2
√
𝐼1𝑚

[︁ 𝑘⃗
𝑘
𝑏̂
𝑘⃗,𝐿

𝒜𝐿(𝑡,𝑘)𝑒
𝑖𝑘⃗·𝑥⃗ + h.c.

]︁
, (4.62)
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𝐴0(𝑡,𝑥⃗) =

∫︁
𝑑3𝑘⃗

(2𝜋)3/2
√
𝐼1𝑚

[︁ 𝑖
𝑎
𝑏̂
𝑘⃗,𝐿

𝒟𝐿(𝑡,𝑘)𝑒
𝑖𝑘⃗·𝑥⃗ + h.c.

]︁
, (4.63)

де 𝒜𝐿(𝑡,𝑘) та 𝒟𝐿(𝑡,𝑘) — модовi функцiї, 𝑏̂
𝑘⃗,𝐿

(𝑏̂†
𝑘⃗,𝐿

) — оператори знищення (наро-

дження) поздовжньої моди з iмпульсом 𝑘⃗, а “h.c.” позначає ермiтово-спряженi

доданки. Оператори 𝑏̂
𝑘⃗,𝐿

та 𝑏̂†
𝑘⃗,𝐿

задовольняють канонiчнi комутацiйнi спiввiдно-

шення [︀
𝑏̂
𝑘⃗,𝐿
, 𝑏̂†

𝑘⃗′,𝐿

]︀
= 𝛿(3)

(︀
𝑘⃗ − 𝑘⃗′

)︀
. (4.64)

Слiд зауважити, що вони також комутують з усiма операторами знищення та

народження поперечних мод.

Рiвняння (4.61) дає зв’язок мiж модовими функцiями 𝒜𝐿(𝑡,𝑘) та 𝒟𝐿(𝑡,𝑘):

𝒜̇𝐿 −

(︃
𝑚̇

𝑚
+

𝐼1
2𝐼1

)︃
𝒜𝐿 −

(︁𝑘
𝑎
+
𝑚2

𝐼1

𝑎

𝑘

)︁
𝒟𝐿 = 0 . (4.65)

Далi з рiвняння (4.60) отримуємо друге рiвняння руху

𝒟̇𝐿 +

[︃
2𝐻 +

𝑚̇

𝑚
− 𝐼1

2𝐼1

]︃
𝒟𝐿 +

𝑘

𝑎
𝒜𝐿 = 0 , (4.66)

що разом з попереднiм являє собою найпростiшу систему рiвнянь, придатну для

числової реалiзацiї.

Рiвняння (4.65)–(4.66) можна об’єднати в одне диференцiальне рiвняння

другого порядку на модову функцiю 𝒜𝐿(𝑡,𝑘):

𝒜𝐿 +

[︂
𝐻 − 2

𝑚̇

𝑚
+

2𝑘2𝐼1
𝑘2𝐼1 +𝑚2𝑎2

(︂
𝐻 +

𝑚̇

𝑚
− 𝐼1

2𝐼1

)︂]︂
𝒜̇𝐿

+

[︂
𝑘2

𝑎2
+
𝑚2

𝐼1
+ 2

𝑚̇2

𝑚2
−𝐻

𝑚̇

𝑚
− 𝑚̈

𝑚
− 𝐼1 +𝐻𝐼1

2𝐼1
+

𝐼21
4𝐼21

− 2𝑘2𝐼1
𝑘2𝐼1 +𝑚2𝑎2

(︂
𝑚̇2

𝑚2
+𝐻

𝑚̇

𝑚
+𝐻

𝐼1
2𝐼1

− 𝐼21
4𝐼21

)︂]︂
𝒜𝐿 = 0 . (4.67)
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Використовуючи безрозмiрнi параметри (4.28)–(4.30) та

𝑀 =
1

𝐻

𝑚̇

𝑚
, (4.68)

ми переписуємо рiвняння (4.67) у бiльш компактнiй формi

𝒜𝐿 +
(𝑘/𝑎𝐻)2(3− 2𝛾) + 𝜇2(1− 2𝑀)

(𝑘/𝑎𝐻)2 + 𝜇2
𝐻𝒜̇𝐿

+

[︂
(𝑘/𝑎𝐻)2 + 𝜇2 + 𝛾2 − 𝛾(3− 𝜖𝐻 − 𝜖𝛾)−𝑀 2 −𝑀(3− 𝜖𝐻 − 𝜖𝑀)

+
2𝜇2

(𝑘/𝑎𝐻)2 + 𝜇2
(︀
𝑀 2 +𝑀 + 𝛾 − 𝛾2

)︀]︂
𝐻2𝒜𝐿 = 0 . (4.69)

Введемо канонiчно нормалiзовану поздовжню модову функцiю

𝜓𝐿(𝑡,𝑘) =
(︁
𝑚2 +

𝑘2𝐼1
𝑎2

)︁−1/2

𝒜𝐿(𝑡,𝑘) , (4.70)

рiвняння руху для якої має вигляд

𝜓𝐿 +𝐻𝜓̇𝐿 +𝑄𝜓𝐿 = 0 , (4.71)

де

𝑄(𝑡,𝑘) =
𝑘2

𝑎2
+
𝑚2

𝐼1
+

𝑎2𝑚2

𝑘2𝐼1 + 𝑎2𝑚2

[︂
− 𝐼1

2𝐼1
−
(︂
𝑎̈

𝑎
+
𝑚̈

𝑚

)︂
𝑘2𝐼1
𝑎2𝑚2

]︂
+

+
𝑎4𝑚4

(𝑘2𝐼1 + 𝑎2𝑚2)2

[︃(︁ 𝐼1
2𝐼1

)︁2(︂4𝑘2𝐼1
𝑎2𝑚2

+ 1

)︂
− 𝐻𝐼1

2𝐼1

(︂
7𝑘2𝐼1
𝑎2𝑚2

+ 1

)︂
− 𝐼1

2𝐼1

𝑚̇

𝑚

6𝑘2𝐼1
𝑎2𝑚2

+

+𝐻2

(︂
− 𝑘2𝐼1
𝑎2𝑚2

+ 2

)︂
𝑘2𝐼1
𝑎2𝑚2

+ 3𝐻
𝑚̇

𝑚

(︂
− 𝑘2𝐼1
𝑎2𝑚2

+ 1

)︂
𝑘2𝐼1
𝑎2𝑚2

+ 3
(︁𝑚̇
𝑚

)︁2
· 𝑘

2𝐼1
𝑎2𝑚2

]︃
.

(4.72)

Для тривiального кiнетичного зв’язку, 𝐼1 ≡ 1, цей вираз збiгається з тим, що

наведено в роботах [237, 238]. У границi 𝜇 ≪ 1 та для 𝑘 ≳ 𝑎𝐻, вираз для 𝑄
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спрощується до

𝑄
⃒⃒

𝑘
𝑎𝐻≳1, 𝜇≪1

≈ 𝑘2

𝑎2
− 𝑎̈

𝑎
− 𝑚̈

𝑚
−𝐻2 − 3𝐻

𝑚̇

𝑚
. (4.73)

Глибоко пiд горизонтом рiвняння руху для 𝜓𝐿 у конформному часi 𝜂 набуває

осцилятороподiбної форми 𝜓′′
𝐿(𝜂,𝑘) + 𝑎2𝑄𝜓𝐿(𝜂, 𝑘) = 0. Щоб отримати додатно-

частотний розв’язок цього рiвняння, ми накладаємо граничну умову Банча–

Девiса

𝜓𝐿 ≃ 1√
2𝑘
𝑒−𝑖𝑧 , −𝑧 ≫ 1 . (4.74)

Використовуючи цю умову, а також вираз (4.70) i рiвняння (4.65), ми легко

знаходимо граничнi умови для 𝒜𝐿 та 𝒟𝐿:

𝒜𝐿(𝑡,𝑘) ≃
1

𝑎

√︂
𝑘𝐼1(𝑡)

2
𝑒−𝑖𝑘𝜂(𝑡), (4.75)

𝒟𝐿(𝑡,𝑘) ≃
√︂
𝐼1(𝑡)

2𝑘

(︁
− 𝑖

𝑘

𝑎
−𝐻 − 𝑚̇

𝑚

)︁
𝑒−𝑖𝑘𝜂(𝑡). (4.76)

Обидва умови мають мiсце при −𝑘𝜂(𝑡) ≫ 1.

Для ФГР у наступному пiдроздiлi нам знадобиться модова функцiя в мо-

мент перетину горизонту 𝑡ℎ. З цiєю метою, як i в попередньому роздiлi, перехо-

димо до змiнної 𝑧 = 𝑘𝜂(𝑡) та отримуємо канонiчне модове рiвняння у виглядi:

𝜕2𝜓𝐿

𝜕𝑧2
+

[︂
1− 𝑅2

(𝑘/𝑎𝐻)2

]︂
𝜓𝐿 = 0 , (4.77)

де

𝑅2(𝑡) = 2 + 3𝑀 +𝑀 2 − 𝜖𝐻(1 +𝑀)−𝑀𝜖𝑀 . (4.78)

З рiвняння (4.77) ми можемо знайти розумне визначення iмпульсу моди, яка

перетинає горизонт. Фактично, коли другий доданок у дужках стає порiвнянним

з одиницею, поведiнка моди починає вiдхилятися вiд вакуумного рiшення. Тому
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ми визначаємо

𝑘ℎ,𝐿(𝑡) = max
𝑡′≤𝑡

[︀
𝑎(𝑡′)𝐻(𝑡′)|𝑅(𝑡′)|

]︀
, (4.79)

де знову ж таки верхня монотонна обвiдна використовується для того, щоб пiсля

перетину модою горизонту вона нiколи бiльше не перетинала його назад пiд час

iнфляцiї. Крiм того, для будь-якої заданої моди 𝑘 ми можемо знайти момент

часу 𝑡ℎ,𝐿, коли вона перетинає горизонт:

𝑡ℎ,𝐿 = min
𝑖
{𝑡𝑖 : 𝑎(𝑡𝑖)𝐻(𝑡𝑖)|𝑅(𝑡𝑖)| = 𝑘} . (4.80)

Тодi, щоб отримати наближений розв’язок рiвняння (4.77), дiйсний в околi мо-

менту перетину горизонту, ми (i) припускаємо чистий розклад де Сiттера, 𝐻 =

const, 𝑎𝐻 = −1/𝜂; та (ii) розглядаємо 𝑅 як константу, взявши її значення в

момент перетину горизонту (оскiльки глибоко пiд горизонтом мода взагалi не

вiдчуває 𝑅). Рiвняння (4.77) набуває вигляду

𝜕2𝜓𝐿

𝜕𝑧2
+

[︂
1− 𝑅2(𝑡ℎ,𝐿)

𝑧2

]︂
𝜓𝐿 = 0 . (4.81)

Його розв’язок, що задовольняє граничну умову Банча–Девiса, виражається

через функцiю Вiттекера або функцiю Ганкеля першого роду наступним чином:

𝜓𝐿(𝑧,𝑘) =
1√
2𝑘
𝑊0,𝛼(2𝑖𝑧)

=
𝑒𝑖𝜋(2𝛼+1)/4

√
2𝑘

√︂
𝜋

2
(−𝑧)𝐻(1)

𝛼 (−𝑧) , (4.82)

де

𝛼 =

√︂
1

4
+𝑅2(𝑡ℎ,𝐿) . (4.83)
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Зрештою, вирази для модових функцiй 𝒜𝐿 та 𝒟𝐿 мають вигляд

𝒜𝐿(𝑧,𝑘) = 𝑒𝑖𝜋(2𝛼+1)/4𝐻

2

√︂
𝜋𝐼1
𝑘

(−𝑧)3/2𝐻(1)
𝛼 (−𝑧) , (4.84)

𝒟𝐿(𝑧,𝑘) = −𝑒𝑖𝜋(2𝛼+1)/4𝐻

2

√︂
𝜋𝐼1
𝑘

(−𝑧)3/2

×
[︂
3/2 + 𝛼 +𝑀

(−𝑧)
𝐻(1)

𝛼 (−𝑧)−𝐻
(1)
𝛼+1(−𝑧)

]︂
, (4.85)

де параметри 𝑀 , 𝛾 та 𝛼 обчислюються в момент перетину горизонту, 𝑡ℎ,𝐿(𝑘).

4.4.2 Формалiзм градiєнтного розкладу

Введемо допомiжну величину

Φ =
1

𝑎
(−△)−1/2 div 𝐴⃗‖. (4.86)

Вона має спектральний розклад подiбний до 𝐴0, див. рiвняння (4.63), iз замiною

модової функцiї 𝒟𝐿 на 𝒜𝐿. У цьому виразi та далi дробовi та вiд’ємнi степенi

оператора Лапласа повиннi розглядатися формально, враховуючи представлен-

ня Фур’є вiдповiдних величин. З рiвнянь (4.60)–(4.61) отримуємо таку систему

рiвнянь для двох скалярних функцiй, 𝐴0 та Φ:

𝐴̇0 = −𝐻(3 + 2𝑀)𝐴0 −
(−△)1/2

𝑎
Φ, (4.87)

Φ̇ = −𝐻Φ +
𝑚2

𝐼1

𝑎

(−△)1/2
𝐴0 +

(−△)1/2

𝑎
𝐴0. (4.88)

З метою побудови аналога ФГР з попереднього роздiлу введемо наступний
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набiр бiлiнiйних величин:

𝒬(2𝑝) =
𝑚2

𝑎2𝑝
⟨𝐴0 (−△)𝑝𝐴0⟩ , (4.89)

ℱ (2𝑝) =
𝑚2

𝑎2𝑝
⟨Φ (−△)𝑝Φ⟩ , (4.90)

𝒦(2𝑝+1) =
𝑚2

2𝑎2𝑝+1
⟨Φ (−△)𝑝+1/2𝐴0 + 𝐴0 (−△)𝑝+1/2Φ⟩ . (4.91)

Їх можна виразити через вiдповiднi модовi функцiї наступним чином:

𝒬(2𝑝) =

∫︁ 𝑘ℎ,𝐿

0

𝑑𝑘

𝑘

1

2𝜋2𝐼1

𝑘2𝑝+3

𝑎2𝑝+2

⃒⃒
𝒟𝐿

⃒⃒2
, (4.92)

ℱ (2𝑝) =

∫︁ 𝑘ℎ,𝐿

0

𝑑𝑘

𝑘

1

2𝜋2𝐼1

𝑘2𝑝+3

𝑎2𝑝+2

⃒⃒
𝒜𝐿

⃒⃒2
, (4.93)

𝒦(2𝑝+1) =

∫︁ 𝑘ℎ,𝐿

0

𝑑𝑘

𝑘

1

2𝜋2𝐼1

𝑘2𝑝+4

𝑎2𝑝+3
Re
[︀
𝒜*

𝐿𝒟𝐿

]︀
. (4.94)

Тепер, спираючись на визначення функцiй 𝒬(2𝑝), ℱ (2𝑝), 𝒦(2𝑝+1) у координа-

тному просторi (рiвняння (4.89)–(4.91)) або на наведенi вище спектральнi роз-

клади, ми використовуємо рiвняння (4.87)–(4.88) або, що еквiвалентно, рiвнян-

ня (4.65)–(4.66) для виведення рiвнянь руху для бiлiнiйних величин:

𝒬̇(2𝑝) + 2𝐻(𝑝+ 3 +𝑀)𝒬(2𝑝) + 2𝒦(2𝑝+1) = [𝒬̇(2𝑝)]b , (4.95)

ℱ̇ (2𝑝) + 2𝐻(𝑝+ 1−𝑀)ℱ (2𝑝) − 2𝒦(2𝑝+1) − 2𝑚2

𝐼1
𝒦(2𝑝−1) = [ℱ̇ (2𝑝)]b , (4.96)

𝒦̇(2𝑝+1) + 2𝐻(𝑝+ 5/2)𝒦(2𝑝+1) + ℱ (2𝑝+2) −𝒬(2𝑝+2) − 𝑚2

𝐼1
𝒬(2𝑝) = [𝒦̇(2𝑝+1)]b . (4.97)

Присутнiсть доданкiв у правих частинах рiвнянь, т. зв. граничних доданкiв, зно-

ву пояснюється тим фактом, що в бiлiнiйних величних враховуються лише моди

з iмпульсами 𝑘 ≤ 𝑘ℎ,𝐿, i що пороговий iмпульс 𝑘ℎ,𝐿 зростає з часом. Аналогiчно

до поперечного випадку, граничнi доданки можна вивести, використовуючи спе-

ктральнi розклади бiлiнiйних величин (4.92)–(4.94), диференцiюючи їх за часом
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i взявши лише доданок, що походить з верхньої межi iнтегрування. Загальний

вираз випливає з рiвнянь (4.54)–(4.55) iз замiною 𝑘ℎ → 𝑘ℎ,𝐿. Зрештою, отриму-

ємо такi вирази:

[𝒬̇(2𝑝)]b =
𝑑 ln 𝑘ℎ,𝐿
𝑑𝑡

𝐻2𝑝+4|𝑅|2𝑝+5

8𝜋

×
⃒⃒⃒⃒
𝐻

(1)
𝛼+1(|𝑅|)−

3/2 + 𝛼 +𝑀

|𝑅|
𝐻(1)

𝛼 (|𝑅|)
⃒⃒⃒⃒2
, (4.98)

[ℱ̇ (2𝑝)]b =
𝑑 ln 𝑘ℎ,𝐿
𝑑𝑡

𝐻2𝑝+4|𝑅|2𝑝+5

8𝜋

⃒⃒⃒
𝐻(1)

𝛼 (|𝑅|)
⃒⃒⃒2
, (4.99)

[𝒦̇(2𝑝+1)]b =
𝑑 ln 𝑘ℎ,𝐿
𝑑𝑡

𝐻2𝑝+5|𝑅|2𝑝+6

8𝜋
Re

{︂
𝐻(1)*

𝛼 (|𝑅|)

×
[︂
𝐻

(1)
𝛼+1(|𝑅|)−

3/2 + 𝛼 +𝑀

|𝑅|
𝐻(1)

𝛼 (|𝑅|)
]︂}︂

. (4.100)

Система рiвнянь ФГР також нескiнченна, як i в поперечному випадку. Дiй-

сно, рiвняння для 𝒬(2𝑝) та ℱ (2𝑝) мiстять 𝒦(2𝑝+1), тодi як рiвняння для останнього

мiстить 𝒬(2𝑝+2) та ℱ (2𝑝+2) тощо. Систему можна обiрвати двома способами:

(i) при парному порядку 2𝑝max шляхом накладання спiввiдношення

𝒦(2𝑝max+1) =
(︁𝑘ℎ,𝐿
𝑎

)︁2
𝒦(2𝑝max−1) (4.101)

i, таким чином, обриваючи систему на рiвняннях для 𝒬(2𝑝max) та ℱ (2𝑝max);

(ii) у непарному порядку (2𝑝max + 1) шляхом накладання спiввiдношень

𝒬(2𝑝max+2) =
(︁𝑘ℎ,𝐿
𝑎

)︁2
𝒬(2𝑝max) ,

ℱ (2𝑝max+2) =
(︁𝑘ℎ,𝐿
𝑎

)︁2
ℱ (2𝑝max) , (4.102)

обриваючи систему на рiвняннях для 𝒦(2𝑝max+1).

Через наявнiсть доданкiв нижчого порядку, тобто 𝒦(2𝑝−1) у рiвняннi для

ℱ (2𝑝) та 𝒬(2𝑝+2) у рiвняннi для 𝒦(2𝑝+1), система рiвнянь також поширюється на
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вiд’ємнi порядки. Однак той факт, що такi доданки вiдсутнi в рiвняннi для 𝒬(2𝑝),

дозволяє нам замкнути систему вже при 𝑝 = −1. Отже, єдиними бiлiнiйними

величинами з вiд’ємними порядками є 𝒬(−2) та 𝒦(−1). Бiльше того, ми побачимо,

що вони є не лише допомiжними величинами, що дозволяють нам замкнути

систему рiвнянь ФГР; один з них, 𝒬(−2), пов’язаний з густиною електричної

енергiї та входить до фонових рiвнянь руху.

4.5 Повна система рiвнянь

Пiдсумуємо всi рiвняння, якi ми отримали в цьому роздiлi. Почнемо з фо-

нових рiвнянь для параметра Габбла та скалярного iнфлатонного поля. Нам

потрiбно виразити всi величини калiбрувального поля, що входять до цих рiв-

нянь, через поперечнi та поздовжнi бiлiнiйнi величини. Оскiльки поперечний та

поздовжнiй внески нiколи не змiшуються всерединi квадратичних виразiв, ми

можемо виписати їх окремо.

Величини, до яких включено магнiтне поле, є найпростiшими, оскiльки во-

ни мiстять лише поперечнi компоненти:

𝐼1⟨𝐵⃗2⟩ = 𝐼1⟨𝐵⃗2
⊥⟩ = ℬ(0) , (4.103)

𝐼1
2
⟨𝐸⃗ · 𝐵⃗ + 𝐵⃗ · 𝐸⃗⟩ = 𝐼1

2
⟨𝐸⃗⊥ · 𝐵⃗⊥ + 𝐵⃗⊥ · 𝐸⃗⊥⟩ = −𝒢(0) . (4.104)

Доданок з квадратом електричного поля потрiбно розбити як 𝐼1⟨𝐸⃗2⟩ =

𝐼1⟨𝐸⃗2
⊥⟩+ 𝐼1⟨𝐸⃗2

‖⟩, де

𝐼1⟨𝐸⃗2
⊥⟩ = ℰ (0) , (4.105)

𝐼1⟨𝐸⃗2
‖⟩ = 𝐼1⟨[(−△)−1/2 div 𝐸⃗‖]

2⟩ =

=
𝑚4𝑎2

𝐼1
⟨𝐴0(−△)−1𝐴0⟩ =

𝑚2

𝐼1
𝒬(−2) , (4.106)

i в останньому рядку ми використовували рiвняння (4.14) для дивергенцiї еле-
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ктричного поля.

Далi ми виражаємо квадратичнi доданки за векторним потенцiалом. Ква-

драт 0-компоненти має простий вигляд

𝑚2⟨𝐴2
0⟩ = 𝒬(0) . (4.107)

Квадрат 3-вектора розкладається аналогiчно до внеску вiд електричного поля:

𝑚2

𝑎2
⟨𝐴⃗2

⊥⟩ =
𝑚2

𝐼1
ℬ(−2) , (4.108)

𝑚2

𝑎2
⟨𝐴⃗2

‖⟩ = 𝑚2⟨
[︁1
𝑎
(−△)−1/2 div 𝐴⃗‖

]︁2
⟩ = 𝑚2⟨Φ2⟩ = ℱ (0) . (4.109)

Зiбравши всi необхiднi доданки, запишемо рiвняння Фрiдмана (4.9)–(4.10)

у виглядi

3𝐻2𝑀 2
P = 𝜌tot =

1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑) +

1

2

(︁
ℰ (0)+ ℬ(0)+𝒬(0)+ ℱ (0)

)︁
+
𝑚2

2𝐼1

(︁
𝒬(−2) + ℬ(−2)

)︁
,

(4.110)

− (2𝐻̇ + 3𝐻2)𝑀 2
P = 𝑝tot =

1

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) +

1

6

(︁
ℰ (0)+ ℬ(0)+ 3𝒬(0)−ℱ (0)

)︁
+
𝑚2

6𝐼1

(︁
𝒬(−2) − ℬ(−2)

)︁
. (4.111)

Рiвняння Кляйна–Гордона (4.11) має вигляд

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+
𝑑𝑉

𝑑𝜑
=

1

2𝐼1

𝑑𝐼1
𝑑𝜑

(︁
ℰ (0) − ℬ(0) +

𝑚2

𝐼1
𝒬(−2)

)︁
− 1

𝐼1

𝑑𝐼2
𝑑𝜑

𝒢(0)

+
1

𝑚

𝑑𝑚

𝑑𝜑

(︁
𝒬(0) −ℱ (0) − 𝑚2

𝐼1
ℬ(−2)

)︁
. (4.112)

Нарештi, нам також потрiбно взяти систему диференцiальних рiвнянь (4.48)–

(4.50) для поперечних компонент калiбрувального поля, обiрвану на деякому

скiнченному порядку 𝑛max, та систему рiвнянь (4.95)–(4.97) для поздовжнiх мод,

обiрвану на скiнченному порядку 2𝑝max або 2𝑝max + 1.
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У наступному пiдроздiлi ми застосуємо ФГР, розроблений у цьому та попе-

реднiх пiдроздiлах, до кiлькох обраних сценарiїв iнфляцiйної генерацiї вектор-

ного поля.

4.6 Чисельнi результати

4.6.1 Конкретизацiя моделi

Розглянемо найпростiшу хаотичну iнфляцiйну модель з квадратичним iн-

фляцiйним потенцiалом

𝑉 (𝜑) =
𝑚2

𝜑𝜑
2

2
(4.113)

з масовим параметром 𝑚𝜑 = 6×10−6𝑀P. Хоча ця модель виключається спосте-

реженнями релiктового випромiнювання [13] (адже вона передбачає занадто ве-

лику амплiтуду тензорних збурень), ми використовуємо її тут для iлюстрацiї та

заради простоти. Бiльше того, параболiчна форма потенцiалу в рiвняннi (4.113)

забезпечує гарне наближення до багатьох реалiстичних iнфляцiйних потенцiа-

лiв поблизу їхнiх мiнiмумiв, тобто в областi, близькiй до кiнця iнфляцiї, а це

особливо актуально для генерацiї векторного поля.

Початковi умови для поля iнфлатона встановлюються приблизно за 60 𝑒-

фолдингiв вiд кiнця iнфляцiї (без калiбрувальних полiв) шляхом вибору 𝜑(0) =

𝜑0 = 15.5𝑀P; вiдповiдне значення для похiдної iнфлатона береться з розв’язку

для режиму повiльного скочування 𝜑̇(0) ≈ −𝑉 ′𝑀P/
√
3𝑉
⃒⃒
𝜑0

= −
√︀

2/3𝑚𝜑𝑀P ≈
−4.9× 10−6𝑀 2

P.

У чисельному аналiзi ми розглядаємо границю дуже легкого векторного

поля, тобто

𝜇 =
𝑚√
𝐼1𝐻

≪ 1 . (4.114)

Це дозволяє нам явно опустити всi доданки, що мiстять фактор 𝑚2/𝐼1, у рiв-

няннях Фрiдмана (4.110)–(4.111), рiвняннi Кляйна–Гордона (4.112), а також у
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системах рiвнянь ФГР (4.48)–(4.50) та (4.95)–(4.97). Зауважимо, що це не вiдпо-

вiдає переходу до безмасового векторного поля та вiдкиданню його поздовжнiх

мод. Ми побачимо, що якщо маса мала, але залежить вiд часу (а фактично,

вiд iнфлатона), то може мати мiсце ефективна генерацiя векторного поля, осо-

бливо його поздовжнiх мод. Iншими словами, хоча ми встановлюємо 𝜇≪ 1, ми

залишаємо величину 𝑀 = 𝑚̇/(𝑚𝐻) скiнченною.

У наближеннi малої маси (див. останню формулу) поперечна система ФГР

(4.48)–(4.50) набуває такої ж форми, як i у випадку безмасового калiбруваль-

ного поля. Така система вже була широко дослiджена в лiтературi ранiше, див.

роботи [53, 60, 66, 67, 175]. Зауважимо, що масовi ефекти, що залежать вiд часу,

не вiдображаються в системi рiвнянь для поперечних мод; цi рiвняння чутли-

вi лише до кiнетичного та аксiального зв’язкiв. З iншого боку, поздовжнi моди

векторного поля абсолютно нечутливi до аксiального зв’язку. Бiльше того, кi-

нетичний зв’язок входить лише до граничних доданкiв, а також не з’являється

явно в системi ФГР (4.95)–(4.97). Оскiльки нас в першу чергу цiкавить вивчення

генерацiї поздовжнiх мод, у нашому чисельному аналiзi ми залишаємо лише ма-

совий зв’язок векторного поля з iнфлатоном та/або кiнетичний зв’язок. Таким

чином, далi в цьому роздiлi ми завжди покладатимемо 𝐼2(𝜑) = 0.

Для кiнетичного зв’язку ми припускаємо функцiональну залежнiсть, за-

пропоновану Ратрою [153] в контекстi iнфляцiйного магнiтогенезу:

𝐼1(𝜑) = exp
(︁ 𝛽𝜑
𝑀P

)︁
, (4.115)

де 𝛽 — безрозмiрна константа зв’язку. В принципi, щоб уникнути проблеми

сильного зв’язку, слiд брати лише значення 𝛽 > 0. Однак, у нашому чисельно-

му аналiзi, ми також розглянемо деякi вiд’ємнi значення, щоб побачити якiснi

вiдмiнностi в картинi генерацiї векторного поля.1

Примiтка 1. У реалiстичнiй конфiгурацiї, що дозволяє уникнути проблеми сильного зв’язку, можна розмi-
стити функцiю зв’язку з вiд’ємними 𝛽 на скiнченних iнтервалах часу, якщо за ними йдуть iнтервали з 𝛽 > 0
(наприклад, у випадку кусково-подрiбненої функцiї зв’язку); див., наприклад, роботи [57, 59, 75, 239, 240].
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Залежна вiд iнфлатона функцiя масового зв’язку також обирається в екс-

поненцiйнiй формi

𝑚(𝜑) = 𝑚0 exp
(︁ 𝛽𝜑

2𝑀P

)︁
, (4.116)

де 𝑚0 ≪ 𝐻, i ми використовуємо ту саму константу зв’язку 𝛽, що й для кiне-

тичної функцiї ратрiвського типу (4.115) (якщо остання також включена; якщо

нi, то це просто незалежний зв’язок). Це зроблено головним чином лише для

того, щоб мiнiмiзувати кiлькiсть незалежних параметрiв у нашiй системi. Дода-

тковою мотивацiєю для такого вибору функцiй кiнетичного та масового зв’язку

є прагнення зробити iнфлатон унiверсально зв’язаним з усiм лагранжiаном ве-

кторного поля:

ℒint = 𝐼1(𝜑)
[︁
− 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

0

2
𝐴𝜇𝐴

𝜇
]︁
. (4.117)

Тепер, коли ми визначили нашу модель, перейдемо до представлення чи-

сельних результатiв.

4.6.2 Чистий масовий зв’язок

Спочатку розглянемо випадок, коли присутнiй лише масовий зв’язок ви-

ду (4.116), тодi як кiнетичний та аксiальний зв’язки є тривiальними. У такому

випадку можна повнiстю знехтувати поперечними модами та виключити їхнiй

внесок з фонових рiвнянь, оскiльки вони не збуджуються вище вакууму.

Ми починаємо зi слабшого зв’язку 𝛽 = 12, для якого поздовжнi моди зали-

шаються достатньо слабкими, щоб не викликати зворотну реакцiю на еволюцiю

iнфляцiйного фону. Верхня панель рис. 4.1 показує еволюцiю компонентiв гу-

стини енергiї

𝜌𝒬 =
𝑚2

2
⟨𝐴2

0⟩ =
1

2
𝒬(0) , (4.118)

𝜌ℱ =
𝑚2

2𝑎2
⟨𝐴⃗2

‖⟩ =
1

2
ℱ (0) (4.119)
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Рис. 4.1: Верхня панель: залежнiсть густин енергiї 𝜌𝒬 (зелена штрих-пунктирна лiнiя) та 𝜌ℱ (фiоле-
това пунктирна лiнiя) вiд кiлькостi 𝑒-фолдингiв, вiдрахованих вiд кiнця iнфляцiї, в моделi масового
зв’язку (4.116) векторного поля з iнфлатоном iз 𝛽 = 12, iз використанням ФГР з порядком обриву
2𝑝max +1 = 69. Нижня панель: еволюцiя вiдносної похибки розв’язку ФГР вiдносно розв’язку, отри-

маного iз застосуванням помодового розкладу в iмпульсному просторi.

поздовжнiх мод (зелена штрих-пунктирна та фiолетова пунктирна лiнiї вiдпо-

вiдно) протягом останнiх 30 𝑒-фолдингiв iнфляцiї. Обчислення проводилися за

допомогою системи рiвнянь ФГР (4.95)–(4.97) з порядком обриву 2𝑝max+1 = 69.

Нижня панель цього рисунка показує вiдносну похибку розв’язку ФГР порiв-

няно з числовим результатом, отриманим шляхом обробки окремих Фур’є-мод

в iмпульсному просторi та розв’язання системи рiвнянь (4.65)–(4.66) з грани-

чними умовами (4.75)–(4.76). Ми називатимемо останнiй розв’язок помодовим

розв’язком та визначатимемо вiдносну похибку як

𝜀𝜌 =

⃒⃒⃒⃒
𝜌GEF

𝜌MbM
− 1

⃒⃒⃒⃒
× 100% . (4.120)
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Рис. 4.2: Залежнiсть густин енергiї 𝜌𝒬 (зелена штрих-пунктирна лiнiя) та 𝜌ℱ (фiолетова пунктирна
лiнiя) поздовжнiх мод векторного поля, а також густини енергiї iнфлатона 𝜌inf (чорна штрихова
лiнiя) вiд кiлькостi 𝑒-фолдингiв у моделi масового зв’язку (4.116) векторного поля з iнфлатоном з
𝛽 = 16, iз використанням ФГР з порядком обриву 2𝑝max + 1 = 63. Точка 𝑁 = 0 вибрана в момент
часу, коли iнфляцiя закiнчилася б за вiдсутностi калiбрувальних полiв. Зворотна реакцiя подовжує

тривалiсть прискореного розширення Всесвiту на кiлька 𝑒-фолдингiв.

Слiд зауважити, що вiдносна похибка зазвичай становить порядку кiлькох вiдсо-

ткiв i приймає лише дещо бiльшi значення, або порядку 10 % в областях рiзкого

падiння кривих густини енергiї, показаних на верхнiй панелi рис. 4.1. Остан-

нє падiння вiдбувається в областi, де iмпульс перетину горизонту 𝑘ℎ,𝐿 перестає

зростати через немонотонну поведiнку величини 𝑎𝐻|𝑅|. За винятком областей

поблизу падiння, точнiсть методу ФГР дуже добра, i метод можна з упевненiстю

використовувати для дослiдження утворення векторної темної матерiї.

Далi, на рис. 4.2, ми показуємо чисельнi результати для випадку сильнi-

шого зв’язку, 𝛽 = 16. Тут ми також зображуємо густину енергiї iнфлатона

𝜌inf = 𝜑̇2/2 + 𝑉 (𝜑) тонкою чорною штриховою лiнiєю. Утворене векторне поле

є достатньо сильним, щоб змiнити фонову iнфляцiйну еволюцiю та продовжити

прискорене розширення Всесвiту на кiлька 𝑒-фолдингiв. Справдi, точка 𝑁 = 0
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на горизонтальнiй осi обрана в момент часу, коли iнфляцiя закiнчилася б за

вiдсутностi калiбрувальних полiв. Як видно з рисунка, за наявностi векторного

поля iнфляцiя триває ще кiлька 𝑒-фолдингiв пiсля цього моменту. У режимi

зворотної реакцiї густина енергiї калiбрувального поля перестає зростати та де-

монструє загасну коливну поведiнку, яка дуже схожа на режим зворотної реа-

кцiї для безмасових калiбрувальних полiв з кiнетичним та аксiальним зв’язком

з iнфлатоном [53, 60, 175, 241].

4.6.3 Кiнетичний та масовий зв’язки

У випадку, коли присутнi як кiнетичний, так i масовий зв’язки, починають

також посилюватися i поперечнi моди. Введимо двi компоненти густини енергiї,

що характеризують внески поперечних мод векторного поля в загальну густину

енергiї, наступним чином:

𝜌ℰ =
𝐼1
2
⟨𝐸⃗2

⊥⟩ =
1

2
ℰ (0) , (4.121)

𝜌ℬ =
𝐼1
2
⟨𝐵⃗2⟩ = 1

2
ℬ(0) . (4.122)

Знову ж таки, ми починаємо з випадку достатньо слабкого зв’язку, щоб зге-

нерованi векторнi поля не чинили впливу на фонову iнфляцiйну еволюцiю. На

рисунку 4.3 показано часову еволюцiю густини енергiї для випадку 𝛽 = 8, тодi

як результати для 𝛽 = −6 показанi на рис. 4.4. Тут синi суцiльнi лiнiї позна-

чають поперечну густину електричної енергiї 𝜌ℰ ; червонi штриховi лiнiї показу-

ють еволюцiю густини магнiтної енергiї 𝜌ℬ; зеленi штрих-пунктирнi та фiолетовi

пунктирнi лiнiї, як i ранiше, позначають поздовжнi компоненти 𝜌𝒬 та 𝜌ℱ вiдпо-

вiдно. Нижнi панелi рис. 4.3 та 4.4 показують вiдносну похибку розв’язку ФГР

вiдносно помодового розв’язку.

Для додатного значення константи зв’язку, 𝛽 = 8, електричнi поперечнi мо-

ди чiтко домiнують серед усiх внескiв калiбрувального поля. Поздовжнi моди є
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Рис. 4.3: Верхня панель: залежнiсть густин енергiї 𝜌ℰ (синя суцiльна лiнiя), 𝜌ℬ (червона штрихова лi-
нiя), 𝜌𝒬 (зелена штрих-пунктирна лiнiя) та 𝜌ℱ (фiолетова пунктирна лiнiя) вiд кiлькостi 𝑒-фолдингiв,
вiдрахованих вiд кiнця iнфляцiї в моделi з кiнетичним (4.115) та масовим (4.116) зв’язком векторного
поля з iнфлатоном з 𝛽 = 8, iз використанням ФГР, з порядками обриву 𝑛max = 53 та 2𝑝max + 1 = 53
для поперечних i поздовжнiх мод вiдповiдно. Нижня панель: еволюцiя вiдносної похибки розв’язку
ФГР вiдносно розв’язку, отриманого iз застосуванням помодового розкладу в iмпульсному просторi.

субдомiнантними, причому 𝜌𝒬 трохи бiльша за 𝜌ℱ (та ж iєрархiя, що й у випадку

чистого масового зв’язку для 𝛽 = 12, див. рис. 4.1). Тут знову ж таки, похибка

для домiнуючої густини енергiї, 𝜌ℰ , залишається малою, здебiльшого порядку

1 %, досягаючи значень ∼ 10% лише поблизу рiзкого падiння густини енергiї.

Її походження, подiбно до попередньо розглянутого випадку чистого масового

зв’язку, полягає в рiзкому заморожуваннi еволюцiї 𝑘ℎ в областi, коли 𝑎𝐻𝑟 має

немонотонну поведiнку. Зауважте, що для поздовжнiх мод також присутнє рiзке

падiння (пов’язане з замерзанням 𝑘𝑘,𝐿 у цьому випадку) i вiдбувається прибли-

зно на 1 𝑒-фолдинг ранiше. Субдомiнантнi внески визначаються ФГР з дещо
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Рис. 4.4: Тi ж величини, що й показано на рис. 4.3 для випадку вiд’ємної константи зв’язку 𝛽 = −6.
Система ФГР була обiрвана на порядках 𝑛max = 71 та 2𝑝max +1 = 71 для поперечних та поздовжнiх

мод вiдповiдно.

бiльшою похибкою, вiд кiлькох до 10 %, i досягають похибки до 30 % поблизу

пiкiв. Ми хотiли б наголосити, що вказане збiльшення похибки є абсолютно очi-

куваним у цiй областi, оскiльки ми порiвнюємо два рiшення з рiзкими пiками

(тi, що отриманi за допомогою пiдходiв ФГР та помодового розкладу). Дiйсно,

будь-яка незначна невiдповiднiсть мiж ними призводить до великої похибки,

оскiльки обидвi функцiї рiзко падають на два порядки поблизу мiнiмуму. У ви-

падку монотонних функцiй, наприклад, для вiд’ємної константи зв’язку 𝛽 = −6,

показаної на рис. 4.4, похибка розв’язку ФГР залишається значно нижчою за

10 % для всiх компонентiв густини енергiї, включаючи сублiдируючi, тодi як для

домiнантного внеску завжди залишається на рiвнi 1%.

У випадку вiд’ємної константи зв’язку цiкаво також те, що iєрархiя густин
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Рис. 4.5: Еволюцiя рiзних компонентiв густини енергiї векторного поля: 𝜌ℰ (синя суцiльна лiнiя), 𝜌ℬ
(червона штрихова лiнiя), 𝜌𝒬 (зелена штрих-пунктирна лiнiя), 𝜌ℱ (фiолетова пунктирна лiнiя) та
густина енергiї iнфлатона 𝜌inf (тонка чорна штрихова лiнiя) в моделi з кiнетичним (4.115) та масовим
зв’язком (4.116) векторного поля з iнфлатоном з 𝛽 = 10.4, iз використанням ФГР, з порядками обриву
𝑛max = 87 та 2𝑝max + 1 = 87 для поперечних i поздовжнiх мод вiдповiдно. Точка 𝑁 = 0 вибрана в

момент часу, коли iнфляцiя закiнчилася б за вiдсутностi калiбрувальних полiв.

енергiї повнiстю змiнюється на протилежну: вiд поперечних до поздовжнiх мод,

а окрiм цього – i в межах кожного класу. Тепер поздовжня складова 𝜌ℱ є най-

бiльшою, тодi як густина електричної енергiї 𝜌ℰ є найменшою. Це “перевертання”

всерединi кожного класу може бути пов’язане з тим, що параметри 𝛾 i 𝑀 тепер

змiнюють свої знаки, а також зi спостереженням, що 𝛾 входить у рiвняння ФГР

для ℰ (𝑛) та ℬ(𝑛) з рiзними знаками – те ж саме можна сказати про величину

𝑀 у рiвняннях для 𝒬(2𝑝) та ℱ (2𝑝). Таким чином, змiна знака 𝛾 та 𝑀 змiнює

затухання на пiдсилення i навпаки.

Тепер перейдемо до випадкiв з бiльш сильними зв’язками. Результати для

𝛽 = 10.4 показано на рис. 4.5, а для 𝛽 = −7 — на рис. 4.6. Тут iєрархiя мiж

рiзними компонентами густини енергiї така ж, як i у вiдповiдних випадках зi

слабшими зв’язками. Однак, для бiльш сильних зв’язкiв, згенерованi поля зда-
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Рис. 4.6: Тi ж величини, що й показано на рис. 4.5 для випадку вiд’ємної константи зв’язку 𝛽 = −7.
Система ФГР була обiрвана на порядках 𝑛max = 181 та 2𝑝max+1 = 181 для поперечних та поздовжнiх

мод вiдповiдно.

тнi суттєво впливати на iнфляцiйну динамiку. Знову ж таки, як i у випадку

чистого масового зв’язку, ми бачимо, що густина енергiї векторного поля стає

порiвнянною з густиною енергiї поля iнфлатона. Часова еволюцiя компонентiв

густини енергiї приймає характер загасних коливань, якi, ймовiрно, є результа-

том затримки мiж змiнами швидкостi iнфлатона та реакцiєю пiдсистеми калi-

брувального поля.

Прискорене iнфляцiйне розширення триває довше за наявностi калiбру-

вального поля. Незважаючи на те, що для векторного поля з малою масою його

густина енергiї повинна змiщуватися в червоний бiк подiбно до випромiнювання,

передача енергiї вiд iнфлатона через масовий та кiнетичний зв’язки пiдтримує

густину енергiї калiбрувального поля майже постiйною. Таким чином, реалi-

зується вакуумоподiбний стан, що складається з iнфлатона та калiбрувальних

полiв. Це збiльшує тривалiсть iнфляцiї на кiлька 𝑒-фолдингiв.
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4.7 Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi дисертацiї дослiджувалася можливiсть генерацiї темних

фотонiв з вакуумних флуктуацiй пiд час iнфляцiї. Така генерацiя виникає, (i)

тому що наявнiсть масового доданку в лагранжiанi автоматично порушує кон-

формну iнварiантнiсть, що призводить до ефективної генерацiї поздовжнiх ве-

кторних мод, та (ii) через прямi зв’язки з iнфлатоном через кiнетичнi, аксiальнi

та масовi доданки, залежнi вiд iнфлатона.

У нашому аналiзi ми нехтували кiнетичним змiшуванням мiж видимим i

темним секторами, зосередившись на утвореннi єдиного масивного абелевого

векторного поля, що взаємодiє з iнфлатоном. Ми вивчали динамiку цього тем-

ного векторного поля в повнiй iзоляцiї вiд сектора Стандартної моделi.

Ми розширили формалiзм градiєнтного розкладу, ранiше розроблений для

опису iнфляцiйної генерацiї безмасового абелевого калiбрувального поля, вклю-

чивши поздовжню поляризацiю масивного векторного поля. З цiєю метою ми

вивели зв’язану систему рiвнянь руху для бiлiнiйних функцiй векторного поля

та дослiдили нелiнiйну динамiку генерацiї масивного векторного поля, включа-

ючи зворотну реакцiю на iнфляцiйний фон. Еволюцiю мод як поперечної, так

i поздовжньої поляризацiй було проаналiзовано в iмпульсному та координатно-

му просторi, причому в останньому випадку ФГР було доповнено вiдповiдними

граничними доданками.

Ми застосували цей формалiзм до векторного поля з малою масою, кiнети-

чнi та масовi доданки якого зв’язуються з iнфлатоном через експоненцiйну фун-

кцiю типу Ратри. Наше дослiдження зосередилося на утвореннi поперечної та

поздовжньої поляризацiй у квадратичнiй iнфляцiйнiй моделi. Ми виявили, що

якщо присутнiй лише масовий зв’язок, поперечнi поляризацiї не пiдсилюються,

тодi як поздовжнi можуть становити значну частку густини енергiї Всесвiту

та, за достатньо сильного зв’язку, навiть чинити зворотну реакцiю на еволюцiю
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iнфляцiйного фону. За наявностi як кiнетичного, так i масового зв’язку можна

спостерiгати набагато цiкавiшу фiзику. Зокрема, коли функцiя зв’язку зменшує-

ться, поперечнi поляризацiї домiнують у густинi енергiї. I навпаки, за зростання

функцiї зв’язку поздовжнiй компонент швидко зростає та переводить систему в

режим сильної зворотної реакцiї.

У випадках без зворотної реакцiї ми виконали обчислення двома методами:

методом ФГР та шляхом вивчення еволюцiї окремих Фур’є-мод в iмпульсному

просторi. Порiвнюючи результати двох пiдходiв, ми оцiнили вiдносну похибку

результату ФГР. Вона становить порядку 1% для домiнуючої компоненти гу-

стини енергiї та кiлька вiдсоткiв для сублiдируючих внескiв, якщо всi густини

енергiї еволюцiонують монотонно. З iншого боку, якщо в еволюцiї компонентiв

густини енергiї присутнi рiзкi пiки або падiння, похибка в цих областях може

зрости до ∼ 20−30% для сублiдируючих компонентiв. Тим не менш, цей резуль-

тат є повнiстю задовiльним для чисельного дослiдження iнфляцiйної генерацiї

векторної темної матерiї.

Представленi тут результати, отриманi за умови нехтовно малого кiнети-

чного змiшування з електромагнiтним полем, закладають основу для майбу-

тньої роботи. Зокрема, майбутнi дослiдження можуть бути присвяченi моделям

з ненульовим кiнетичним змiшуванням, яке дiє як портал мiж видимим i темним

секторами та вiдкриває можливостi для експериментального виявлення темних

фотонiв.

Результати роздiлу опублiкованi в роботi [242].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi вивчено особливостi iнфляцiйної генерацiї безмасо-

вих та масивних векторних полiв, з урахуванням нелiнiйних явищ: (i) зворотної

реакцiї створених полiв на фонову iнфляцiйну динамiку та (ii) швiнґерiвського

народження пар частинок та античастинок.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi основнi результати:

1. Розроблено формалiзм градiєнтного розкладу для опису iнфляцiйного ма-

гнiтогенезу в найзагальнiшiй моделi, що одночасно включає кiнетичний та

аксiальний зв’язки векторного поля з iнфлатоном, а також враховує наяв-

нiсть швiнґерiвської провiдностi.

2. Показано, що в межах моделi iнфляцiйного магнiтогенезу з кiнетичним та

аксiальним зв’язками у режимi сильної зворотної реакцiї виникають ха-

рактернi нелiнiйнi ефекти, зокрема осциляцiї густини енергiї згенерованих

полiв, сповiльнення скочування iнфлатона наприкiнцi iнфляцiї та збiль-

шення тривалостi iнфляцiйної стадiї. Встановлено, що наявнiсть швiнґе-

рiвської провiдностi призводить до ефективного пригнiчення iнтенсивностi

векторних полiв, усуває зазначенi ефекти та сприяє вчасному завершенню

iнфляцiйної епохи.

3. Виведено систему квантових кiнетичних рiвнянь Власова у конформному

часi, яка дозволяє описати процес народження скалярних швiнґерiвських

пар пiд дiєю нестацiонарного електричного поля у Всесвiтi, що розширює-

ться. Отримано перенормованi вирази для фiзично спостережуваних вели-
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чин: густини електричного струму, густини енергiї та слiду тензора енергiї-

iмпульсу утворених частинок.

4. Запропоновано модифiкований варiант формалiзму градiєнтного розкладу,

адаптований до задачi iнфляцiйної генерацiї векторної темної матерiї. Роз-

ширений формалiзм включає рiвняння еволюцiї поздовжнiх мод масивного

векторного поля та дозволяє здiйснювати самоузгоджений аналiз динамiки

системи.

5. Продемонстровано на прикладi низки моделей, що за вiдсутностi зворотної

реакцiї результати, отриманi в межах нового пiдходу, з високою точнiстю

вiдтворюють результати стандартного помодового розкладу. Це пiдтвер-

джує коректнiсть i надiйнiсть розробленого формалiзму градiєнтного роз-

кладу та його узгодженiсть з iншими методами, представленими в лiтера-

турi.

6. Для випадку зростаючої в часi функцiї кiнетичного зв’язку виявлено но-

вий специфiчний режим зворотної реакцiї, який характеризується домiну-

ванням внеску поздовжнiх мод у повнiй густинi енергiї векторного поля.

Поля, згенерованi в цьому режимi є перспективними кандидатами на роль

темної матерiї.
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