
Журнал обчислювальної та 2019, № 2 (131)
прикладної математики

Journal of Numerical
& Applied Mathematics

УДК 517.95
MSC 35Q55

THE OPTIMAL CONTROL PROBLEM FOR
ONE-DIMENSIONAL NONLINEAR SHRÖDINGER
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Abstract. In this paper we consider the optimal control problem
for a one-dimensional nonlinear Schrödinger equation with a special
gradient term and with a complex coefficient in the nonlinear part,
when the quality criterion is a final functional and the controls are
quadratically summable functions. In this case, the questions of the
correctness of the formulation and the necessary condition for solvi-
ng the optimal control problem under consideration are investigated.
The existence and uniqueness theorem for the solution is proved
and a necessary condition is established in the form of a variati-
onal inequality. Along with these, a formula is found for the gradient
of the considered quality criterion.
Keywords: optimal control problem, Schrödinger equation.

Аннотация. В данной работе рассматривается задача оптималь-
ного управления для одномерного нелинейного уравнения Шрё-
дингера со специальным градиентным слагаемым с комплексным
коэффициентом в нелинейной части, когда критерий качества яв-
ляется финальным функционалом и управления являются ква-
дратично суммируемыми функциями. При этом исследованы во-
просы корректности постановки и необходимого условия опти-
мальности для решения рассматриваемой задачи оптимального
управления. Доказана теорема существования и единственности
решения и установлено необходимое условие в виде вариационно-
го неравенства. Также найдена формула для градиента рассма-
триваемого критерия качества.
Ключевые слова: задача оптимального управления, уравнение
Шрёдингера.
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Введение

Задачи оптимального управления для линейного и нелинейного уравне-
ния Шрёдингера часто возникают в квантовой механике, ядерной физике,
нелинейной оптике и в других областях современной физики и техники,
и изучение этих задач носит как теоретический, так и практический ин-
терес [1–3]. Одной из таких задач является задача оптимального управле-
ния движениями заряженных частиц, возникающая в квантовой механике.
Известно, что если заряженная частица в постоянном однородном магни-
тном поле движется и направление магнитного поля выбрано вдоль оси z,
тогда движение такой частицы происходит в плоскости (x, y) ∈ R2 и это
движение обычно описывается двумерным линейным уравнением Шрёдин-
гера со специальным градиентным слагаемым (см. [1]). Подобные задачи
оптимального управления для линейного уравнения Шрёдингера со специ-
альным градиентным слагаемым ранее изучены в работах [4, 5]. Отметим,
что задачи оптимального управления для линейного и нелинейного урав-
нений Шрёдингера без специального градиентного слагаемого ранее подро-
бно изучены в работах [6–11] и др. Задачи оптимального управления для
нелинейного уравнения Шрёдингера со специальным градиентным слага-
емым, когда управления являются измеримыми ограниченными функци-
ями, зависящими только от пространственной переменной или только от
временной переменной и коэффициент в нелинейной части уравнения яв-
ляется или чисто мнимым числом или вообще комплексным числом, впер-
вые исследованы в работах [12–16]. Однако задачи оптимального управле-
ния для нелинейного уравненияШрёдингера со специальным градиентным
слагаемым, когда управления являются квадратично суммируемыми фун-
кциями, зависящими от пространственной переменной, почти не исследова-
ны. Поэтому данная работа, посвященная изучению задачи оптимального
управления для одномерного нелинейного уравнения Шрёдингера со спе-
циальным градиентным слагаемым, когда управления являются квадрати-
чно суммируемыми функциями и коэффициент нелинейной части является
комплексным числом, представляет немалый научный интерес.

1. Постановка задачи оптимального управления

Пусть l > 0, T > 0 — заданные числа, 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T , Ωt =
(0, l) × (0, t), Ω = ΩT ; Ck([0, T ], B) — банахово пространство функций, k-
раз непрерывно дифференцируемых на отрезке [0, T ] со значениями в ба-
наховом пространстве B; Lp(0, l) — лебегово пространство функций, сум-
мируемых по модулю на промежутке (0, l) со степенью p ≥ 1; L2(0, T ;B) —
банахово пространство функций, определенных и суммируемых по модулю
с квадратом на отрезке [0, T ] со значениями в банаховом пространстве B;
L∞ (0, T ;B) — банахово пространство измеримых ограниченных на (0, T )
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функций со значениями в банаховом пространстве B; пространства Собо-
леваW k

p (0, l),W k,m
p (Ω), p ≥ 1, k ≥ 0, m ≥ 0 , определены, например, в рабо-

тах [17–19];
◦
W 1

2 (0, l) — подпространство пространстваW 1
2 (0, l), всюду пло-

тным множеством в котором является множество всех гладких функций,
равных нулю вблизи концов отрезка [0, l];

◦
W 2

2(0, l) ≡W 2
2 (0, l)

⋂ ◦
W 1

2(0, l).
Рассмотрим задачу оптимального управления о минимизации функцио-

нала
Jα (v) = ‖ψ (., T )− y‖2L2(0,l) + α ‖v − ω‖2L2(0,l) (1)

на множестве

V ≡
{
v = v (x) : v ∈ L2 (0, l) , ‖v‖L2(0,l) ≤ b0

}
при условиях

i
∂ψ

∂t
+a0

∂2ψ

∂x2
+ ia1 (x)

∂ψ

∂x
−a (x)ψ+v (x)ψ+a2 |ψ|2 ψ=f (x, t) , (x, t) ∈ Ω, (2)

ψ (x, 0) = ϕ (x) , x ∈ (0, l) , (3)

ψ (0, t) = ψ (l, t) = 0, t ∈ (0, T ) , (4)

где i =
√
−1; a0 > 0, b0 > 0, α ≥ 0, — заданные числа, a2 — комплексное

число, удовлетворяющее условию

a2 = Rea2 + iIma2, Rea2 < 0, Ima2 > 0, Ima2 ≥ 2 |Rea2| (5)

a (x), a1 (x) — измеримые вещественнозначные функции, удовлетворяющие
условиям

0 ≤ a (x) ≤ µ0,
◦
∀x ∈ D, µ0 = const > 0; (6)

|a1 (x)| ≤ µ1,

∣∣∣∣da1 (x)

dx

∣∣∣∣ ≤ µ2,
◦
∀x ∈ (0, l) , µ1, µ2 = const > 0; (7)

φ (x) , f (x, t) — измеримые комплекснозначные функции, удовлетворяю-
щие условиям

ϕ ∈
◦
W

2
2 (0, l) , f ∈W 0,1

2 (Ω) . (8)

y (x) — заданная комплекснозначная функция из пространства L2 (0, l), а
ω (x) — заданная вещественнозначная функция из L2 (0, l).

Задачу об определении функции ψ = ψ (x, t) ≡ ψ (x, t; v) из условий (2)–
(4) при каждом v ∈ V назовем редуцированной задачей.

Определение 1. При каждом v ∈ V под решением редуцированной за-
дачи будем понимать функцию ψ = ψ (x, t) ≡ ψ (x, t; v) из пространства
B0 ≡ C0

(
[0, T ] ,

◦
W 2

2 (0, l)
)⋂

C1 ([0, T ] , L2 (0, l)), удовлетворяющую уравне-
нию (2) для почти всех x ∈ (0, l) и любого t ∈ [0, T ], а начальному и крае-
вому условиям (3),(4) для почти всех x ∈ (0, l) и для почти всех t ∈ (0, T ),
соответственно.
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Редуцированная задача (2)–(4) является первой начально-краевой зада-
чей для нелинейного уравнения Шрёдингера со специальным градиентным
слагаемым. Начально-краевые задачи для линейного уравненияШрёдинге-
ра со специальным градиентным слагаемым ранее изучены в работах [4,5].
Однако начально-краевые задачи для нелинейного уравнения Шрёдинге-
ра со специальным градиентным слагаемым ранее исcледованы в рабо-
тах [20–25], когда коэффициенты уравнения являются измеримыми ограни-
ченными функциями. Поэтому изучение задач оптимального управления
нелинейного уравнения Шрёдингера со специальным градиентным слага-
емым, когда управления являются квадратично суммируемыми функция-
ми, создает необходимость исследования вопроса разрешимости начально-
краевых для этого уравнения и представляет немалый научный интерес
для теоретической и практической точки зрения. Следует отметить, что
первая начально-краевая задача для нелинейного уравнения Шрёдингера
со специальным градиентным слагаемым, когда коэффициенты уравнения
являются квадратично суммируемыми функциями, ранее исследована в
работе [26] и доказано существование и единственность почти всюду реше-
ния в пространстве

◦
W

2,1
2 (Ω). Используя результат этой работы и методику

работ [11, 20] для доказательства подобных теорем существования и един-
ственности начально-краевых задач для нелинейного уравнения Шрёдин-
гера можно установить справедливость следующего утверждения.

Теорема 1. Пусть комплекcное числоa2 удовлетворяет условию (5), а
функции a (x), a1 (x), ϕ (x), f (x, t) удовлетворяют условиям (6)–(8). Тогда
редуцированная задача (2)–(4) при каждом v ∈ V имеет единственное
решение из пространства B0 и для этого решения справедлива оценка

‖ψ (., t)‖2◦
W 2

2(0,l)
+

∥∥∥∥∂ψ (., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2(0,l)

≤

≤ c0

(
‖ϕ‖2◦

W 2
2(0,l)

+ ‖f‖2
W 0,1

2 (Ω)
+ ‖ϕ‖6◦

W 1
2(0,l)

)
, ∀t ∈ [0, T ] , (9)

где A0 > 0 — постоянная, не зависящая от t.

Из результатов этой теоремы следует, что функционал (1) в классе ре-
шений B0 ≡ C0

(
[0, T ] ,

◦
W 2

2 (0, l)
)⋂

C1 ([0, T ] , L2 (0, l)) имеет смысл.

2. Существование и единственность решения задачи
оптимального управления

В этом разделе будем изучать вопрос существования и единственности
решения задачи оптимального управления (1)–(4). Поэтому сначала уста-
новим результат о существовании единственного решения задачи. С этой
целью приведем известную теорему о существовании и единственности ре-
шения задачи невыпуклой оптимизации.

Теорема 2 (Goebel M., [27]). Пусть X̃ равномерно выпуклое пространс-
тво, U — замкнутое ограниченное множество из X̃, функционал I (v) на
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U полунепрерывен снизу и снизу ограничен, α > 0, β ≥ 1 — заданные чи-
сла. Тогда существует плотное подмножество G пространства X̃ такое,
что для любого ω ∈ G функционал

Jα (v) = I (v) + α ‖v − ω‖β
X̃

достигает своего наименьшего значения на U . Если β > 1, то минималь-
ное значение функционала Jα (v) на U достигается на единственном эле-
менте.

С помощью этой теоремы покажем, что задача оптимального управления
(1)–(4) при α > 0 имеет единственное решение.

Теорема 3. Пусть число a2 и функции a (x), a1 (x), ϕ (x), f (x, t) удовле-
творяют условиям (5)–(8). Пусть, кроме того,y ∈ L2 (0, l), ω ∈ L2 (0, l).
Тогда существует плотное подмножество G пространства L2 (0, l) та-
кое, что для любого ω ∈ G при α > 0 задача оптимального управления
(1)–(4) имеет единственное решение.

Доказательство. Сначала докажем непрерывность функционала J0 (v) на
множестве V

J0 (v) = ‖ψ (., T )− y‖2L2(0,l) . (10)

Пусть ∆v ∈ L2 (0, l) — приращение любого управления v ∈ V такое, что
v + ∆v ∈ V и ∆ψ = ∆ψ (x, t) ≡ ψ (x, t; v + ∆v) − ψ (x, t; v), где ψ (x, t; v)
— решение редуцированной задачи (2)–(4) при v ∈ V . Из условий (2)–
(4) следует, что функция ∆ψ = ∆ψ (x, t) является решением следующей
начально-краевой задачи

i
∂∆ψ

∂t
+ a0

∂2∆ψ

∂x2
+ ia1 (x)

∂∆ψ

∂x
− a (x) ∆ψ + (v (x) + ∆v (x))ψ+

+a2

(
|ψ∆|2 + |ψ|2

)
∆ψ + a2ψ∆ψ∆ψ̄ = −∆v (x)ψ (x, t; v) , (x, t) ∈ Ω, (11)

∆ψ (x, 0) = 0, x ∈ (0, l), (12)

∆ψ (0, t) = ∆ψ (l, t) = 0, t ∈ (0, T ) . (13)
где ψ∆ = ψ∆ (x, t) ≡ ψ (x, t; v + ∆v) — решение редуцированной задачи
(2)–(4) при v + ∆v ∈ V ,∆v ∈ L2 (0, l).

Установим оценку для решения начально-краевой задачи (11)–(13). С
этой целью, обе части уравнения (11) умножим на функцию ∆ψ̄ (x, t) и
полученное равенство проинтегрируем по области Ωt. Тогда получим спра-
ведливость равенства∫

Ωt

(
i
∂∆ψ

∂t
∆ψ̄ + a0

∂2∆ψ

∂x2
∆ψ̄ + ia1 (x)

∂∆ψ

∂x
∆ψ̄ − a (x) |∆ψ|2

)
dxdτ+

+

∫
Ωt

(
(v (x) + ∆v (x)) |∆ψ|2+ a2

(
|ψ∆|2+ |ψ|2

)
|∆ψ|2+ a2ψ∆ψ

(
∆ψ̄
)2)

dxdτ=

= −
∫

Ωt

∆v (x)ψ (x, τ ; v) ∆ψ̄ (x, τ) dxdτ, ∀t ∈ [0, T ].
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Используя формулу интегрирования по частям и краевое условие из это-
го равенства, имеем∫

Ωt

(
i
∂∆ψ

∂t
∆ψ̄ − a0

∣∣∣∣∂∆ψ

∂x

∣∣∣∣2 + ia1 (x)
∂∆ψ

∂x
∆ψ̄ − a (x) |∆ψ|2

)
dxdτ+

+

∫
Ωt

(
(v (x)+∆v (x)) |∆ψ|2+ a2

(
|ψ∆|2+ |ψ|2

)
|∆ψ|2+ a2ψ∆ψ

(
∆ψ̄
)2)

dxdτ=

= −
∫

Ωt

∆v (x)ψ (x, τ ; v) ∆ψ̄ (x, τ) dxdτ, ∀t ∈ [0, T ].

Вычитая из этого равенства его комплексное сопряжение нетрудно по-
лучить справедливость равенства∫

Ωt

∂

∂t
|∆ψ|2 dxdτ +

∫
Ωt

a1 (x)
∂

∂x
|∆ψ|2 dxdτ+

+2Ima2

∫
Ωt

(
|ψ∆|2 + |ψ|2

)
|∆ψ|2 dxdτ =

=−2Rea2

∫
Ωt

Im
(
ψ∆ψ

(
∆ψ̄
)2)

dxdτ− 2Ima2

∫
Ωt

Re
(
ψ∆ψ

(
∆ψ̄
)2)

dxdτ−

−2

∫
Ωt

Im
(
ψ (x, t) ∆ψ̄ (x, t)

)
∆v (x) dxdτ, ∀t ∈ [0, T ].

Если к обеим частям этого равенства прибавить слагаемое∫
Ωt

da1(x)
dx |∆ψ|2 dxdτ , то получим справедливость равенства∫

Ωt

∂

∂t
|∆ψ|2 dxdτ +

∫
Ωt

∂

∂x
(a1 (x) |∆ψ|2)dxdτ+

+2Ima2

∫
Ωt

(
|ψ∆|2 + |ψ|2

)
|∆ψ|2 dxdτ =

= −2Rea2

∫
Ωt

Im
(
ψ∆ψ

(
∆ψ̄
)2)

dxdτ − 2Ima2

∫
Ωt

Re
(
ψ∆ψ

(
∆ψ̄
)2)

dxdτ−

−2

∫
Ωt

Im
(
ψ (x, t) ∆ψ̄ (x, t)

)
∆v (x) dxdτ+

∫
Ωt

da1 (x)

dx
|∆ψ|2 dxdτ, ∀t ∈ [0, T ].

и применяя неравенство Коши-Буняковского, с помощью условия (5), на-
чального и краевого условий из (12), (13), а также условия на функции
a1 (x) получим справедливость неравенства

‖∆ψ (., t)‖2L2(0,l) +
Ima2

2

∫
Ωt

|ψ∆|2 |∆ψ|2 dxdτ ≤

≤ (1 + µ3)

∫ t

0
‖∆ψ (., τ)‖2L2(0,l) dτ +

∫
Ωt

|∆v (x)|2 |ψ|2 dxdτ, ∀t ∈ [0, T ]. (14)

Теперь оценим второе слагаемое правой части этого неравенства. Учи-
тывая, что ∆v ∈ L2 (0, l), второе слагаемое можем оценить следующим
образом∫

Ωt

|∆v (x)|2 |ψ|2 dxdτ ≤ ‖∆v‖2L2(0,l)

∫ t

0
max
x∈[0,l]

|ψ (x, τ)|2 dτ, ∀t ∈ [0, T ]. (15)
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Поскольку пространство
◦
W 2

2 (0, l) вложено в пространство C [0, l] , с по-
мощью этого неравенства и оценки (9) получим справедливость неравен-
ства ∫

Ωt

|∆v (x)|2 |ψ|2 dxdτ ≤ c1 ‖∆v‖2L2(0,l) , ∀t ∈ [0, T ].

С учетом этого неравенства из неравенства (14) имеем

‖∆ψ (., t)‖2L2(0,l) +
Ima2

2

∫
Ωt

|ψ∆|2 |∆ψ|2 dxdτ ≤

≤ (1 + µ3)

∫ t

0
‖∆ψ (., τ)‖2L2(0,l) dτ + c2 ‖∆v‖2L2(0,l) , ∀t ∈ [0, T ]. (16)

Отсюда с применением леммы Гронуолла нетрудно получить справедли-
вость оценки

‖∆ψ (., t)‖2L2(0,l) +
Ima2

2

∫
Ωt

|ψ∆|2 |∆ψ|2 dxdτ ≤ c3 ‖∆v‖2L2(0,l) , ∀t ∈ [0, T ],

(17)
где c3 > 0 — постоянная, не зависящая от ∆v.

Теперь рассмотрим приращение функционала J0 (v) на любом элементе
v ∈ V . По формуле (10) имеем

∆J0(v) = ∆J0(v + ∆v)− J0(v) =

= 2

∫ l

0
Re
[
(ψ (x, T )− y (x)) ∆ψ̄ (x, T )

]
dx+ ‖∆ψ (., T )‖2L2(0,l) . (18)

Из этой формулы, применяя неравенство Коши-Буняковского и исполь-
зуя оценки (9), (17), при t = T получим справедливость неравенства

|∆J0 (v)| ≤ c4

(
‖∆v‖L2(0,l) + ‖∆v‖2L2(0,l)

)
, ∀v ∈ V, (19)

где c4 > 0 — постоянная, не зависящая от ∆v. Из этого неравенства следу-
ет непрерывность функционала J0 (v) на множестве V . Множество V яв-
ляется замкнутым ограниченным и выпуклым множеством равномерного
выпуклого пространства L2 (0, l) [28]. Тогда в силу теоремы 2 существует
плотное подмножество G из пространства L2 (0, l) такое, что при любом
ω ∈ G и при любом α > 0 задача оптимального управления (1)–(4) имеет
единственное решение. Теорема 3 доказана. �

Теперь покажем, что при α ≥ 0 и для любого ω ∈ L2 (0, l) задача опти-
мального управления (1)–(4) имеет хотя бы одно решение.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда при α ≥ 0 и
любом ω ∈ L2 (0, l) задача оптимального управления (1)–(4) имеет хотя
бы одно решение.

Доказательство. Возьмем любую минимизирующую последовательность
{vm} ⊂ V

lim
m→∞

Jα (vm) = Jα∗ = inf
v∈V

Jα (v)
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Положим ψm = ψm (x, t) ≡ ψ (x, t; vm), m = 1, 2, .... В силу теоремы 1 при
каждом vm ∈ V редуцированная задача (2)–(4) имеет единственное реше-
ние ψm (x, t) из пространства B0 и для этого решения справедлива оценка

‖ψm (., t)‖2◦
W 2

2(0,l)
+

∥∥∥∥∂ψm (., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2(0,l)

≤

≤ c0

(
‖ϕ‖2◦

W 2
2(0,l)

+ ‖f‖2
W 0,1

2 (Ω)
+ ‖ϕ‖6◦

W 1
2(0,l)

)
, m = 1, 2, ... (20)

для ∀t ∈ [0, T ] , где правая часть оценки не зависит от m.
Поскольку множество V есть замкнутое ограниченное выпуклое мно-

жество из гильбертового пространства L2 (0, l), то из последовательности
{vm} ⊂ V можно извлечь такую подпоследовательность {vmk}, которую
для простоты изложения снова обозначим через {vm}, что

vm → v слабо в L2 (0, l) (21)

при m → ∞. Кроме того, V является замкнутым выпуклым множеством
из L2 (0, l). Поэтому V есть слабо замкнутое множество, то есть v ∈ V .
Поэтому можем написать следующее соотношение

lim
m→∞

∫ l

0
vm(x)q(x)dx =

∫ l

0
v(x)q(x)dx, ∀q ∈ L2 (D) . (22)

Из оценки (20) следует, что последовательность {ψm (x, t)} равномерно
ограничена в норме пространства B0. Тогда из этой последовательности
можно извлечь такую подпоследовательность {ψmk

(x, t)} , которую для
простоты изложения снова обозначим через {ψm (x, t)}, что

ψm (., t)→ ψ (., t) слабо в W 2
2 (0, l) ; (23)

∂ψm (., t)

∂t
→ ∂ψ (., t)

∂t
слабо в L2 (0, l) (24)

для каждого t ∈ [0, T ] при m→∞.
Ясно, что каждой элемент {ψm (x, t)} из B0 удовлетворяет тождеству∫ l

0

(
i
∂ψm (x, t)

∂t
+ a0

∂2ψm (x, t)

∂x2
+ ia1 (x)

∂ψm (x, t)

∂x
−

−a (x)ψm (x, t) + vm (x)ψm (x, t) + a2 |ψm (x, t)|2 ψm (x, t)−

−f (x, t)

)
η̄ (x) dx = 0, ∀t ∈ [0, T ] , m = 1, 2, ... (25)

для любой функции η = η (x) из L2 (0, l), начальному условию

ψm (x, 0) = ϕ (x) ,
◦
∀x ∈ (0, l) , m = 1, 2, ..., (26)

и краевым условиям

ψm (0, t) = ψm (l, t) = 0,
◦
∀ t ∈ (0, T ) , m = 1, 2, .... (27)

В силу компактности вложения пространства B0 в C0 ([0, T ] , L2 (0, l))
имеем

‖ψm (., t)− ψ (., t)‖L2(0,l) → 0 (28)
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равномерно относительно t ∈ [0, T ] при m → ∞. В силу компактности
вложения пространства

◦
W 2

2 (0, l) в L∞ (0, l) имеем

‖ψm (., t)− ψ (., t)‖L∞(0,l) → 0 (29)

для каждого t ∈ [0, T ] при m→∞. Используя это и предельные соотноше-
ния (22), (28) можем установить справедливость соотношений∫ l

0
vm (x)ψm (x, t) η̄ (x) dx→

∫ l

0
v (x)ψ (x, t) η̄ (x) dx, (30)∫ l

0
|ψm (x, t)|2 ψm (x, t) η̄ (x) dx→

∫ l

0
|ψ (x, t)|2 ψ (x, t) η̄ (x) dx (31)

для каждого t ∈ [0, T ] , и для любой функции η ∈ L2 (0, l) при m → ∞. С
помощью предельных соотношений (23), (24) и (30), (31) если переходить
к пределу в интегральном тождестве (25), то оттуда получим тождество∫ l

0

(
i
∂ψ (x, t)

∂t
+ a0

∂2ψ

∂x2
+ ia1 (x)

∂ψ

∂x
− a (x)ψ (x, t) + v (x)ψ (x, t) +

+a2 |ψ (x, t)|2 ψ (x, t)− f (x, t)
)
η̄ (x) dx = 0,∀t ∈ [0, T ]

для каждого t ∈ [0, T ] и для любой функции η (x) из L2 (0, l). Отсюда
следует, что предельная функция ψ (x, t) для каждого t ∈ [0, T ] и для почти
всех x ∈ (0, l) удовлетворяет уравнению (2). Удовлетворение начального
условия (3) следует из предельного соотношения (28) при t = 0, начального
условия (26) и из неравенства

‖ψ (., 0)− ϕ‖L2(0,l) ≤ ‖ψ (., 0)− ψm (., 0)‖L2(0,l) ≤ ‖ψm (., 0)− ϕ‖L2(0,l) .

Наконец, докажем, что предельная функция ψ (x, t) удовлетворяет кра-
евому условию (4). Действительно, в силу компактности вложения B0 в
пространство L2 (0, T ) имеем

‖ψm (s, .)− ψ (s, .)‖L2(0,T ) → 0, s = 0, l

при m→∞. Тогда, используя это и краевое условие (27), из неравенств

‖ψ (s, .)‖L2(0,T ) ≤ ‖ψ (s, .)− ψm (s, .)‖L2(0,T ) + ‖ψm (s, .)‖L2(0,T ) , s = 0, l

с переходом к пределу получим справедливость краевого условия

ψ (0, t) = ψ (l, t) = 0,
◦
∀ t ∈ (0, T ) .

Таким образом, нами доказано, что предельная функция ψ (x, t) являе-
тся решением редуцированной задачи (2)–(4), соответствующим предель-
ной функции v ∈ V , то есть ψ = ψ (x, t) ≡ ψ (x, t; v). Кроме того, для этой
функции справедлива оценка (9), которая непосредственно следует из оцен-
ки (20) с переходом к пределу по слабо сходящиеся подпоследовательности
{ψm (x, t)}. В силу теоремы 1 такое решение единственно и принадлежит
пространству B0. Используя слабую полунепрерывность снизу нормы про-
странства L2 (0, l), а также

ψm (., T )→ ψ (., T ) сильно в L2 (0, l) при m→∞
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для ∀α ≥ 0 и ∀ω ∈ L2 (0, l) имеем

Jα∗ ≤ Jα (v) ≤ lim inf
m→∞

Jα (vm) = inf
w∈V

Jα (w) = Jα∗.

Отсюда следует, что v ∈ V является решением задачи оптимального управ-
ления (1)–(4) при α ≥ 0 и ∀ω ∈ L2 (0, l). Теорема 4 доказана. �

3. Дифференцируемость функционала и необходимое условие
оптимальности

В этом разделе установим необходимое условие для решения задачи
оптимального управления (1)–(4) в виде вариационного неравенства. Пусть
Φ = Φ (x, t) является решением следующей сопряженной задачи

i
∂Φ

∂t
+ a0

∂2Φ

∂x2
+ i

∂

∂x
(a1 (x) Φ)−

−a (x) Φ + v (x) Φ + 2ā2 |ψ|2 Φ + a2 (ψ)2 Φ̄ = 0, (x, t) ∈ Ω (32)
Φ (x, T ) = −2i (ψ (x, T )− y (x)) , x ∈ (0, l) , (33)

Φ (0, t) = Φ (l, t) = 0, t ∈ (0, T ) . (34)
где ψ = ψ (x, t) ≡ ψ (x, t; v) — решение редуцированной задачи (2)–(4) при
v ∈ V .

Под решением сопряженной задачи (32)–(34) понимается функция Φ (x, t)
из пространства B0, удовлетворяющая уравнению (32) для ∀t ∈ [0, T ] и
◦
∀x∈(0, l) и условиям (33), (34) для

◦
∀x∈(0, l) и

◦
∀ t∈(0, T ), соответственно.

Теорема 5. Пусть число a2 и функции a (x), a1 (x), ϕ (x), f (x, t) удовле-
творяют условиям (5)–(8). Пусть, кроме того, y ∈

◦
W 2

2 (D) — заданная
функция. Тогда сопряженная задача (32)–(34) имеет единственное реше-
ние из пространства B0 и для этого решения справедлива оценка

‖Φ (., t)‖2◦
W 2

2(0,l)
+

∥∥∥∥∂Φ (., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2(0,l)

≤

≤ c5

(
‖ϕ‖2◦

W 2
2(0,l)

+ ‖f‖2
W 0,1

2 (Ω)
+ ‖y‖2◦

W 2
2(0,l)

+ ‖ϕ‖6◦
W 2

2(0,l)

)
(35)

для ∀t ∈ [0, T ], где c5 > 0 — постоянная, не зависящая от t.

Доказательство этой теоремы также проводится методом Галеркина ана-
логично доказательству теоремы 1.

Для установления необходимого условия оптимальности в задаче опти-
мального управления (1)–(4). Сначала докажем дифференцируемость фун-
кционала Jα (v) на множестве V . С этой целью введем функцию

H
(
x, ψ (x, ·) , v (x) , Φ̄ (x, .)

)
=

= −
∫ T

0
Re
(
ψ (x, t) Φ̄ (x, t)

)
dtv (x)− α (v (x)− ω (x))2 . (36)

Эту функцию будем называть функцией Гамильтона-Понтрягина для
задачи оптимального управления (1)–(4).
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Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 5 и ω ∈ L2 (0, l) — за-
данный элемент. Тогда функционал Jα (v) дифференцируем по Фреше на
множестве v и для его градиента справедливо выражение

J ′α (v) = −∂H
∂v

=

∫ T

0
Re
(
ψ (x, t) Φ̄ (x, t) dt+ 2α (v (x)− ω (x))

)
. (37)

Доказательство. Рассмотрим приращение функционала Jα (v) на любом
элементе v ∈ V . С помощью формул (1) и (18) имеем

∆Jα (v) = Jα (v + ∆v)− Jα (v) = 2

∫ l

0
Re
[
(ψ (x, T )− y (x)) ∆ψ̄ (x, T )

]
dx+

+2α

∫ l

0
(v (x)− ω (x)) ∆v (x) dx+ ‖∆ψ (., T )‖2L2(0,l) + α ‖∆v‖2L2(0,l) , (38)

где ∆ψ = ∆ψ (x, t) — решение начально-краевой задачи (11)–(13). Сначала
преобразуем первое слагаемое правой части этой формулы. Ясно, что ∆ψ ∈
B0 удовлетворяет следующему интегральному тождеству∫

Ω

(
i
∂∆ψ

∂t
+ a0

∂2∆ψ

∂x2
+ ia1 (x)

∂∆ψ

∂x
−

−a (x) ∆ψ + (v (x) + ∆v (x)) ∆ψ

)
η̄ (x, t) dxdt =−

∫
Ω

∆v (x)ψη̄ (x, t) dxdt−

−
∫

Ω
a2

[(
|ψ∆|2 +

∣∣ψ2
∣∣)∆ψ + ψ∆ψ∆ψ̄

]
η̄ (x, t) dxdt (39)

для любой функции η ∈ L2 (Ω). Кроме того, решение сопряженной задачи
Φ (x, t) из B0 также удовлетворяет следующему интегральному тождеству∫

Ω

(
i
∂Φ

∂t
+ a0

∂2Φ

∂x2
+ i

∂

∂x
(a1 (x) Φ) + v (x) Φ +

+ 2ā2 |ψ|2 Φ + a2 (ψ)2 Φ̄
)
η̄1 (x, t) dt = 0 (40)

для любой функции η1 ∈ L2 (Ω). В этом интегральном тождестве вместо
пробной функции η1 (x, t) возьмем функцию ∆ψ (x, t) из B0. Тогда после
применения интегрирования по частям в первом, во втором и в третьем
слагаемых левой части полученного равенства с использованием начально-
краевых условий вида (12), (13) и (33), (34) получим равенство, компле-
ксное сопряжение которого имеет вид∫

Ω

(
i
∂∆ψ

∂t
+ a0

∂2∆ψ

∂x2
+ ia1 (x)

∂∆ψ

∂x
−

− a (x) ∆ψ + v (x) ∆ψ + 2a2 |ψ|2 ∆ψ
)

Φ̄dxdt =

+

∫
Ω
ā2

(
ψ̄
)2

∆ψΦdxdt = −2

∫ l

0

(
ψ̄ (x, T )− ȳ (x)

)
∆ψ (x, T ) dx. (41)
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В интегральном тождестве (40) вместо пробной функции η (x, t) возьмем
Φ (x, t) из B0. Тогда, из полученного равенства вычитая (41), имеем

2

∫
D

(
ψ̄ (x, T )− ȳ (x)

)
∆ψ (x, T ) dx =

∫
Ω

∆v (x)ψ (x, t) Φ̄ (x, t) dxdt+

+

∫
Ω

∆v (x) ∆ψ (x, t) Φ̄ (x, t) dxdt+

∫
Ω

(
a2

(
ψ∆Φ̄ |∆ψ|2

)
+a2ψ̄Φ̄ (∆ψ)2

)
dxdt+

+

∫
Ω

(
a2ψ∆ψ∆ψ̄

)
Φ̄ (x, t) dxdt−

∫
Ω
ā2

(
ψ̄2
)

Φ∆ψdxdt.

Суммируя это равенство с его комплексным сопряжением, получим

2

∫ l

0
Re
[
(ψ (x, T )− y (x)) ∆ψ̄ (x, T )

]
dx=

∫
Ω

∆v (x)Re
(
ψ (x, t) Φ̄ (x, t)

)
dxdt+

+

∫
Ω

∆v (x)Re
(
∆ψ (x, t) Φ̄ (x, t)

)
dxdt+

∫
Ω
Re
(
a2

(
ψ∆Φ̄ |∆ψ|2

))
dxdt+

+

∫
Ω
Re
(
a2

(
ψ̄Φ̄ (∆ψ)2

))
dxdt+

∫
Ω
Re(a2ψΦ̄ |∆ψ|2)dxdt. (42)

С учетом этого равенства в правой части (38) имеем

∆Jα (v) = Jα (v + ∆v)− Jα (v) =

∫
Ω

∆v (x)Re
(
ψ (x, t) φ̄ (x, t)

)
dxdt+

+2α

∫ l

0
(v (x)− ω (x)) ∆v (x) dx+R (∆v) , (43)

где R (∆v) определяется формулой

R (∆v) = ‖∆ψ (., T )‖2L2(0,l) + α ‖∆v‖2L2(0,l) +

+

∫
Ω

∆v (x)Re
(
∆ψ (x, t) Φ̄ (x, t)

)
dxdt+

∫
Ω
Re
(
a2

(
ψ∆Φ̄ |∆ψ|2

))
dxdt+

+

∫
Ω
Re
(
a2

(
ψ̄Φ̄ (∆ψ)2

))
dxdt+

∫
Ω
Re(a2ψΦ̄ |∆ψ|2)dxdt. (44)

Если оценить оставшееся слагаемое R (∆v), то с помощью неравенства
Коши-Буняковского получим справедливость неравенства

|R (∆v)| ≤ ‖∆ψ (., T )‖2L2(0,l) + α ‖∆v‖2L2(0,l) +

+
√
T ‖φ‖L∞(Ω) ‖∆ψ‖L2(Ω) ‖∆v‖L2(0,l) +

+ |a2| ‖φ‖L∞(Ω) ‖ψ∆‖L∞(Ω) ‖∆ψ‖
2
L2(Ω) +

+ 2 |a2| ‖φ‖L∞(Ω) ‖ψ‖L∞(Ω) ‖∆ψ‖
2
L2(Ω) . (45)

В силу вложения пространства
◦
W 1

2 (0, l) в L∞ (0, l) [17–19] можем написать

‖ψ (., t)‖L∞(0,l) ≤ c6 ‖ψ (., t)‖ ◦
W 1

2(0,l)
, (46)

‖ψ∆ (., t)‖L∞(0,l) ≤ c7 ‖ψ∆ (., t)‖ ◦
W 1

2(0,l)
, (47)

‖Φ (., t)‖L∞(0,l) ≤ c8 ‖Φ (., t)‖ ◦
W 1

2(0,l)
(48)
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для любого t ∈ [0, T ]. Используя оценку (9) для функций ψ (x, t), ψ∆ (x, t)
и оценку (35) для функции Φ (x, t) получим справедливость неравенств

‖ψ‖L∞(Ω) ≤ c9, ‖ψ∆‖L∞(Ω) ≤ c10, ‖Φ‖L∞(Ω) ≤ c11. (49)

С учетом этих неравенств и оценки (17) из (45) получим

|R (∆v)| ≤ c12 ‖∆v‖2L2(0,l) . (50)

Это означает, что
R (∆v) = o

(
‖∆v‖L2(0,l)

)
. (51)

Тогда с учетом этого соотношения приращение Jα (v) можем записать в
виде

∆Jα (v) =

∫
Ω

∆v (x)Re
(
ψ (x, t) Φ̄ (x, t)

)
dxdt+

+2α

∫ l

0
(v (x)− ω (x)) ∆v (x) dx+ o

(
‖∆v‖L2(0,l)

)
,

где

lim
‖∆v‖L2(0,l)

→∞

o
(
‖∆v‖L2(0,l)

)
‖∆v‖L2(0,l)

= 0.

Отсюда с учетом формулы для функции Гамильтона-Понтрягина имеем

∆Jα (v) =

∫ l

0

(
−
∂H

(
x, ψ (x, .) , v (x) , Φ̄ (x, .)

)
∂v

)
∆v (x) dx+

+o
(
‖∆v‖L2(0,l)

)
, ∀v ∈ V. (52)

Используя определение дифференцируемости по Фреше функционалов, из
последней формулы (52) для приращения функционала Jα (v) получаем,
что этот функционал дифференцируем по Фреше на любом элементе v ∈ V
и для его градиента справедливо выражение

J ′α (v) = −∂H
∂v

=

∫ T

0
Re
(
ψ (x, t) Φ̄ (x, t) dt+ 2α (v (x)− ω (x))

)
.

Отсюда следует утверждение теоремы. Теорема 6 доказана. �

С помощью этой теоремы докажем необходимое условие в виде вариар-
ционного неравенства.

Теорема 7. Пусть выполнены условия теоремы 6. Пусть, кроме того,
v∗ ∈ V — любое решение задачи оптимального управления (1)–(4). Тогда
для любого v ∈ V справедливо неравенство∫ l

0

[∫ T

0
Re
(
ψ∗ (x, t) Φ̄∗ (x, t)

)
dt+ 2α (v∗ (x)− ω (x))

]
×

× [v(x)− v∗(x)] dx ≥ 0, ∀v ∈ V, (53)
где ψ∗ (x, t) ≡ ψ (x, t; v∗), Φ∗ (x, t) = Φ (x, t; v∗) — решение редуцированной
и сопряженной задач при v∗ ∈ V .
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Доказательство. При выполнении условий теоремы 6 функционал Jα (v)
дифференцируем по Фреше на множестве V и для его градиента спра-
ведлива формула (37). С помощью этой формулы сначала докажем не-
прерывность градиента J ′α (v) на множестве V . Действительно, используя
формулы (37) имеем

J ′α (v + ∆v)− J ′α (v) =

∫ T

0
Re
(
ψ∆ (x, t) ∆Φ̄ (x, t)

)
dt+

+

∫ T

0
Re
(
∆ψ (x, t) Φ̄ (x, t)

)
dt+ 2α∆v (x) . (54)

Где ψ∆ (x, t) = ψ (x, t; v + ∆v), ψ (x, t) = ψ (x, t; v), Φ (x, t) = Φ (x, t; v), а
∆Φ (x, t) = Φ∆ (x, t)− Φ (x, t) ≡ Φ (x, t; v + ∆v) − Φ (x, t; v) является реше-
нием следующей задачи

i
∂∆Φ

∂t
+ a0

∂2∆Φ

∂x2
+ i

∂

∂x
(a1 (x) ∆Φ)− a (x) ∆Φ+

+ (v (x) + ∆v (x)) ∆Φ + 2ā2 |ψ∆|2 Φ∆ + a2 (ψ∆)2 Φ̄∆−
−2ā2 |ψ|2 Φ− a2 (ψ)2 Φ̄ = −∆v (x) Φ (x, t) , (x, t) ∈ Ω, (55)

∆Φ (x, T ) = −2i∆ψ (x, T ) , x ∈ (0, l) , (56)

∆Φ (0, t) = ∆Φ (l, t) = 0, t ∈ (0, T ) . (57)
Здесь Φ∆ = Φ∆ (x, t) = Φ (x, t; v + ∆v) — решение сопряженной задачи

(32)–(34) при v + ∆v ∈ V .
Установим оценку для решения этой задачи. С этой целью умножим

обе части уравнения (55) на функцию ∆Φ̄ (x, t) и полученное равенство
проинтегрируем по области Ω̃z = D× (t, T ). Тогда в полученном равенстве
произведя интегрирования по частям по переменной x имеем∫

Ω̃t

(
i
∂∆Φ

∂t
∆Φ̄− a0

∣∣∣∣∂∆Φ

∂x

∣∣∣∣2 + i
∂

∂x
(a1 (x) ∆Φ) ∆Φ̄−

− a (x) |∆Φ|2 + (v + ∆v) |∆Φ|2
)
dxdτ + 2ā2

∫
Ω̃t

|ψ∆|2 |∆Φ|2 dxdτ+

+2ā2

∫
Ω̃t

ψ̄Φ∆ψ∆Φ̄dxdτ + 2ā2

∫
Ω̃t

ψ∆Φ∆ψ̄∆Φ̄dxdτ+

+a2

∫
Ω̃t

(ψ∆)2 (∆Φ̄)2dxdτ + a2

∫
Ω̃t

ψ̄Φ∆ψ∆Φ̄dxdτ+

+a2

∫
Ω̃t

ψ∆Φ̄∆ψ∆Φ̄dxdτ = −
∫

Ω̃t

∆v (x) Φ (x, τ) ∆Φ̄ (x, τ) dxdτ

для любого t ∈ [0, T ]. Из этого равенства вычитая его комплексное со-
пряжение и используя начальное и краевое условия (56), (57), получим
справедливость равенства

‖∆Φ (., t)‖2L2(0,l) = −
∫

Ω̃t

da1 (x)

dx
|∆Φ|2 dxdτ + 4 ‖∆ψ (., T )‖2L2(0,l) +
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+

∫
Ω̃t

∆v (x)Re(Φ (x, τ) ∆Φ̄ (x, τ))dxdτ + 4Ima2

∫
Ω̃t

|ψ∆|2 |∆Φ|2 dxdτ+

+4

∫
Ω̃t

Im(ā2ψ̄Φ∆ψ∆Φ̄)dxdτ + 4

∫
Ω̃t

(ā2ψ∆Φ∆ψ̄∆Φ̄)dxdτ+

+2

∫
Ω̃t

Im(a2 (ψ∆)2 (∆Φ̄)2)dxdτ + 2

∫
Ω̃t

Im(a2ψ̄Φ∆ψ∆Φ̄)dxdτ+

+2

∫
Ω̃t

Im(a2ψ∆Φ̄∆ψ∆Φ̄)dxdτ,∀t ∈ [0, T ] .

Отсюда в силу условия для коэффициента a1 (x) нетрудно получить спра-
ведливость неравенства

‖∆Φ (., t)‖2L2(0,l) ≤ µ2

∫
Ω̃t

|∆Φ (x, τ)|2 dxdτ + 4 ‖∆ψ (., T )‖2L2(0,l) +

+

∫
Ω̃t

|∆v (x)| |Φ (x, τ)| |∆Φ (x, τ)| dxdτ+

+ (4Ima2 + 2 |a2|)
∫

Ω̃t

|ψ∆|2 |∆Φ|2 dxdτ+

+6 |a2|
∫

Ω̃t

|ψ| |Φ| |∆ψ| |∆Φ| dxdτ+

+6 |a2|
∫

Ω̃t

|ψ∆| |Φ| |∆ψ| |∆Φ| dxdτ, ∀t ∈ [0, T ] .

Из этого неравенства с помощью неравенств (49) и оценки (17) получим
справедливость следующего неравенства

‖∆Φ (., t)‖2L2(0,l) ≤ c13 ‖∆v‖2L2(0,l) +

∫ T

t
‖∆Φ (., τ)‖2L2(0,l) dτ,∀t ∈ [0, T ] .

Применяя лемму Гронуолла, получим справедливость оценки

‖∆Φ (., t)‖2L2(0,l) ≤ c14 ‖∆v‖2L2(0,l) , ∀t ∈ [0, T ] . (58)

Тогда с помощью формулы (54) имеем∣∣J ′α (v + ∆v)− J ′α (v)
∣∣ ≤ ∫ T

0
|ψ∆| |∆Φ| dt+

∫ T

0
|Φ| |∆ψ| dt+ 2α |∆v (x)| .

Используя неравенство Коши-Буняковского в этом неравенстве, после про-
стых преобразований имеем∥∥J ′α (v + ∆v)− J ′α (v)

∥∥2

L2(0,l)
≤ +3T ‖ψ∆‖2L∞(Ω) ‖∆Φ‖2L2(Ω) +

+3T ‖Φ‖2L∞(Ω) ‖∆ψ‖
2
L2(Ω) + 12α2 ‖∆v‖2L2(0,l) .

Из этого неравенства в силу неравенств (49) и оценок (17), (58) имеем∥∥J ′α (v + ∆v)− J ′α (v)
∥∥2

L2(0,l)
≤ c15 ‖∆v‖2L2(0,l) . (59)

Из этой оценки следует непрерывность J ′α (v) на любом элементе v ∈ V , то
есть ∥∥J ′α (v + ∆v)− J ′α (v)

∥∥
L2(0,l)

→ 0 при ‖∆v‖L2(0,l) → 0, ∀v ∈ V. (60)
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Таким образом, с учетом последнего соотношения и непрерывности фун-
кционала Jα (v) на множестве V нами доказана непрерывна дифференци-
руемость по Фреше функционала Jα (v) на множестве V . С другой стороны,
множество V является выпуклым множеством в пространстве L2 (0, l). Это
означает, что выполняются все условия известной теоремы работы [29]. То-
гда из этой теоремы имеем

〈J ′α (v∗) , v − v∗〉L2(0,l) ≥ 0,∀v ∈ V,
где v∗ ∈ V доставляет минимум функционалу (1) на множестве V . Учи-
тывая здесь формулу (37) для градиента функционала Jα (v), получим
справедливость утверждения теоремы. Теорема 7 доказана. �

Заключение
Задачи оптимального управления для уравнения Шрёдингера часто во-

зникают в квантовой механике, ядерной физике, нелинейной оптике и в
других областях современной физики и техники, и изучение этих задач
носит как теоретический, так и практический интерес. Одной из таких за-
дач является задача оптимального управления движениями заряженных
частиц, возникающая в квантовой механике.

В данной работе рассматривается задача оптимального управления для
одномерного нелинейного уравнения Шрёдингера со специальным гради-
ентным слагаемым с комплексным коэффициентом в нелинейной части, ко-
гда критерий качества является финальным функционалом и управления
являются квадратично суммируемыми функциями. При этом исследованы
вопросы корректности постановки и необходимого условия оптимальности
для решения рассматриваемой задачи оптимального управления. Доказана
теорема существования и единственности решения и установлено необхо-
димое условие в виде вариационного неравенства. Также найдена формула
для градиента рассматриваемого критерия качества.
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