
Журнал обчислювальної та 2020, № 2 (134)
прикладної математики

Journal of Numerical
& Applied Mathematics

УДК 519.6
MSC 65K05, 49M05

FIRST-ORDER METHODS FOR GENERALIZED OPTIMAL
CONTROL PROBLEMS FOR SYSTEMS WITH DISTRIBUTED

PARAMETERS

S. V. Denisov, V. V. Semenov
Faculty of Computer Science and Cybernetics, Taras Shevchenko National University of Kyiv,
Kyiv, Ukraine, E-mail: {sireukr, volodya.semenov}@gmail.com

МЕТОДИ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ ДЛЯ ЗАДАЧ
УЗАГАЛЬНЕНОГО ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ

СИСТЕМАМИ З РОЗПОДIЛЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ

С. В. Денисов, В. В. Семенов
Факультет комп’ютерних наук та кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет iме-
нi Тараса Шевченка, Київ, Україна, E-mail: {sireukr, volodya.semenov}@gmail.com

Abstract. The problems of optimization of linear distributed sys-
tems with generalized control and first-order methods for their soluti-
on are considered. The main focus is on proving the convergence of
methods. It is assumed that the operator describing the model sati-
sfies a priori estimates in negative norms. For control problems wi-
th convex and preconvex admissible sets, the convergence of several
first-order algorithms with errors in iterative subproblems is proved.
Keywords: optimal control, distributed parameters system, gene-
ralized control, first-order method, convergence.

Анотацiя. Розглядаються задачi оптимiзацiї лiнiйних розподi-
лених систем з узагальненим керуванням та методи першого по-
рядку їх розв’язання. Основну увагу придiлено обґрунтовуван-
ню збiжностi методiв. Припускається, що оператор, який опи-
сує модель, задовольняє апрiорнi оцiнки в негативних нормах.
Для задач керування з опуклими та передопуклими допустими-
ми множинами доведено збiжнiсть декiлькох алгоритмiв першого
порядку iз похибками в iтерацiйних пiдзадачах.
Ключовi слова: оптимальне керування, система з розподiлени-
ми параметрами, узагальнене керування, метод першого порядку,
збiжнiсть.

Вступ
У роботi розглянутi та обґрунтовуванi основнi чисельнi методи оптимi-

зацiї лiнiйних розподiлених систем з узагальненим керуванням. Ми при-
пускали, що оператор, який описує модель, задовольняє апрiорнi оцiнки
в негативних нормах. Зауважимо, що з використанням теорiї оснащених
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гiльбертових просторiв та методу апрiорних оцiнок в негативних нормах
розглядати задачi iмпульсного керування лiнiйними системами з розподi-
леними параметрами запропонував С. I. Ляшко [1]. Це дозволило створити
загальну теорiю сингулярного (узагальненого) оптимального керування лi-
нiйними системами [2,3] та розв’язати чимало питань щодо iснування опти-
мальних керувань, керованостi [4], побудови необхiдних умов оптимально-
стi та чисельних методiв оптимiзацiї.

1. Постановка задач. Гладкiсть функцiонала якостi

При дослiдженнi задач узагальненого оптимального керування система-
ми з розподiленими параметрами будемо використовувати пiдхiд робiт [3,5].

Нехай L — лiнiйний диференцiальний оператор з частинними похiдними,
який дiє у просторi L2 (Q) (Q = (0, T ) × Ω ⊆ Rn+1 — регулярна область)
з областю визначення D (L), що складається з гладких в Q̄ функцiй, якi
задовольняють граничнi умови (гр). Формально спряжений оператор по-
значимо L +, а його область визначення — D (L +) — множина гладких в Q̄
функцiй, якi задовольняють спряженi граничнi умови (гр+). Припускаємо,
що D (L) i D (L +) щiльнi в L2 (Q).

Нехай вiдносно L2 (Q) побудовано ланцюжки гiльбертових оснащень [6]

W ⊆ H ⊆ L2 (Q) ⊆ H− ⊆W−, W+ ⊆ H+ ⊆ L2 (Q) ⊆ H−+ ⊆W−+ ,

де W , H (W+, H+) — поповнення D (L) (D (L+)) за позитивними нормами
‖·‖W , ‖·‖H (‖·‖W+

, ‖·‖H+
) (як правило, це норми вiдповiдних просторiв

Соболєва); W−, H− (W−+ , H−+ ) — вiдповiднi негативнi простори.
Припустимо, що для L i L + справедливi апрiорнi оцiнки в негативних

нормах
c1 ‖y‖H ≤ ‖Ly‖W−

+
≤ c2 ‖y‖W ∀y ∈ D (L) ,

c1 ‖p‖H+
≤
∥∥L +p

∥∥
W− ≤ c2 ‖p‖W+

∀p ∈ D
(
L+
)
,

де c1, c2 — додатнi константи, що не залежать вiд функцiй y, p.
Iз правих частин оцiнок випливає, що L, L + можна розширити за не-

перервнiстю до неперервно дiючих W → W−+ , W+ → W− операторiв. Для
розширених операторiв збережемо старi позначення. Далi, говорячи про
оператори L i L +, будемо розумiти їх розширення. Оцiнки в негативних
нормах залишаються справедливими при довiльних y ∈ W , p ∈ W+. Для
L, L+ виконується тотожнiсть 〈Ly, p〉+ = 〈y,L +p〉 , де 〈 · , · 〉+, 〈 · , · 〉 —
канонiчнi бiлiнiйнi форми, побудованi на просторах W−+ , W+ i W , W−. За
допомогою оцiнок

c1 ‖y‖H ≤ ‖Ly‖W−
+
∀y ∈W, c1 ‖p‖H+

≤
∥∥L +p

∥∥
W− ∀p ∈W+,

доводиться iснування та єдинiсть розв’язкiв з просторiв W , W+ рiвнянь

Ly = f, f ∈ H−+ , (1)

L +p = g, g ∈ H−, (2)
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причому справедливi оцiнки

‖y‖W ≤ c ‖f‖H−
+
, ‖p‖W+

≤ c ‖g‖H− .

Будемо також розглядати розв’язки з бiльш широких класiв.
Узагальненим розв’язком рiвняння (1) з f ∈W−+ називаємо елемент y ∈

H такий, що [y,L +p] = 〈f, p〉+ ∀p ∈ W+: L+v ∈ H−, де [· , ·] — канонiчна
бiлiнiйна форма, побудована на просторах H, H−.

Аналогiчно, узагальненим розв’язком спряженого рiвняння (2) iз правою
частиною g ∈ W− називаємо елемент p ∈ H+ такий, що [Ly, p]+ = 〈y, g〉
∀y ∈W : Ly ∈ H−+ , де [· , ·]+: H

−
+ ×H+ → R — канонiчна бiлiнiйна форма.

Вiдомо, що для довiльних елементiв f ∈ W−+ i g ∈ W− iснують єди-
нi узагальненi розв’язки рiвняння (1) i спряженого рiвняння (2), причому
справедливi оцiнки

‖y‖H ≤ c ‖f‖W−
+
, ‖p‖H+

≤ c ‖g‖W− .

Зауваження 1. Нехай y ∈ H ∩W — узагальнений розв’язок (1) iз правою
частиною f ∈ W−+ , тодi y — розв’язок рiвняння Ly = f . Для f ∈ R (L)
узагальнений розв’язок y також задовольняє рiвнянню Ly = f .

Нехай (V, ‖·‖V ) — банахiв простiр керувань, F : V → W−+ – оператор,
що задає вплив на систему. Для керування u ∈ V стан y = y (u) ∈ H си-
стеми визначається як узагальнений розв’язок рiвняння Ly = F (u). Нехай
Φ : H × V → R — заданий функцiонал. Розглянемо задачу оптимального
керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U

, (3)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U, (4)

де U — пiдмножина допустимих керувань iз простору керувань V .
Використовуючи результати про узагальнену розв’язнiсть (1), мiркува-

ння компактностi–неперервностi, легко довести, що задача (3), (4) має не-
порожню σ (V, V ∗)-компактну множину розв’язкiв при виконаннi умов:

1) функцiонал Φ : H × V → R секвенцiйно напiвнеперервний знизу у
слабких топологiях просторiв H та V ;

2) оператор F : V →W−+ секвенцiйно слабко неперервний;
3) множина U ⊆ D (F ) компактна в топологiї σ (V, V ∗).

Зауваження 2. Сформульованим умовам задовольняють: функцiонали
вигляду Φ (y, u) = α0 ‖y‖β0H + α1 ‖u‖β1V (α0, α1, β0, β1 > 0); замкненi опуклi
та обмеженi пiдмножини U рефлексивних банахових просторiв (V, ‖·‖V );
iмпульснi, точковi, рухомi та iншi узагальненi керуючi впливи F (·) [3].

Зауваження 3. Якщо J (·) задовольняє умову коерцитивностi: J (uk) →
+∞ при ‖uk‖V → +∞, то σ (V, V ∗)-компактна множина оптимальних керу-
вань iснує при необмеженiй σ (V, V ∗)-замкненiй множинi U рефлексивного
простору (V, ‖·‖V ).
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Зауваження 4. Ураховуючи нелiнiйнiсть оператора F : V → W−+ , фун-
кцiонал якостi J (·) може бути неопуклим i при квадратичному або лiнiйно-
му функцiоналi Φ : H ×V → R, а (3), (4) — багатоекстремальною задачею.

Придiлимо увагу диференцiальним властивостям функцiонала якостi J (·).

Теорема 1. Нехай оператор F : V → W−+ у точцi u ∈ V має похi-
дну Фреше F ′ (u) ∈ L

(
V,W−+

)
; функцiонал Φ : H × V → R має у точцi

(y (u) , u) ∈ H × V похiдну Фреше (Φ′1 (y (u) , u) ∈ H−, Φ′2 (y (u) , u) ∈ V ∗

— вiдповiднi частиннi похiднi Фреше). Тодi функцiонал якостi J : V → R
диференцiйовний за Фреше у точцi u ∈ V i його похiдна обчислюється за
формулою〈

J ′ (u) , h
〉
V ∗,V

=
〈(
F ′ (u)

)∗
p+ Φ′2 (y (u) , u) , h

〉
V ∗,V

∀h ∈ V, (5)

де p = p (u) ∈W+ — спряжений стан — розв’язок рiвняння

L +p = Φ′1 (y (u) , u) .

Доведення. Знайдемо в u ∈ V лiнiйну частину приросту ∆J (u;h) = J (u+ h)−
J (u) функцiонала якостi. Маємо

∆J (u;h) = Φ (y (u+ h) , u+ h)− Φ (y (u) , u) =

=
[
y (u+ h)− y (u) ,Φ′1 (y (u) , u)

]
+

+
〈
Φ′2 (y (u) , u) , h

〉
V ∗,V

+ o (‖y (u+ h)− y (u)‖H) + o (‖h‖V ) .

Введемо спряжений стан p = p (u) ∈W+ як розв’язок рiвняння

L +p = Φ′1 (y (u) , u) .

Тодi можемо записати[
y (u+ h)− y (u) ,Φ′1 (y (u) , u)

]
=

=
[
y (u+ h)− y (u) ,L+p

]
= 〈F (u+ h)− F (u) , p〉+ =

=
〈
F ′ (u)h, p

〉
+

+ o (‖h‖V ) =
〈(
F ′ (u)

)∗
p, h
〉
V ∗,V

+ o (‖h‖V ) .

Оскiльки

‖y (u+ h)− y (u)‖H ≤ c ‖F (u+ h)− F (u)‖W−
+

= O (‖h‖V ) ,

то

∆J (u;h) =
〈(
F ′ (u)

)∗
p, h
〉
V ∗,V

+
〈
Φ′2 (y (u) , u) , h

〉
V ∗,V

+ o (‖h‖V ) .

Функцiонал J : V → R диференцiйовний за Фреше в точцi u ∈ V i має
мiсце зображення (5). �

Теорема 2. Нехай на обмеженiй опуклiй множинi U ⊆ V оператор u 7→
F ′ (u) задовольняє умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1]; оператори (y, u) 7→
Φ′1 (y, u) i (y, u) 7→ Φ′2 (y, u) задовольняють на обмежених пiдмножинах
простору H × V умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1]. Тодi похiдна Фре-
ше J ′ (·) задовольняє на множинi U умову Гельдера з показником γ.
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Доведення. Нехай u1, u2 — довiльнi точки з множини U . Розглянемо∥∥J ′ (h1)− J ′ (h2)
∥∥
V ∗ =

=
∥∥(F ′ (u1)

)∗
p1 + Φ′2 (y (u1) , u1)−

(
F ′ (u2)

)∗
p2 − Φ′2 (y (u2) , u2)

∥∥
V ∗ ≤

≤
∥∥F ′ (u1)

∥∥ ‖p1 − p2‖W+
+
∥∥F ′ (u1)− F ′ (u2)

∥∥ ‖p2‖W+
+

+
∥∥Φ′2 (y (u1) , u1)− Φ′2 (y (u2) , u2)

∥∥
V ∗ ,

де p1 ∈W+, p2 ∈W+ — розв’язки рiвнянь

L+p1 = Φ′1 (y (u1) , u1) , L+p2 = Φ′1 (y (u2) , u2) .

Оскiльки оператор u 7→ F ′ (u) задовольняє умову Гельдера на обмеженiй
опуклiй множинi, то вiн i оператор u 7→ F (u) є обмеженими. Робимо висно-
вок, що множина {y (u) ∈ H : u ∈ U} обмежена у просторi H i оператори
Φ′1, Φ′2 — гельдеровi на множинi {(y (u) , u) : u ∈ U} ⊆ H×V . Отже, маємо∥∥J ′ (h1)− J ′ (h2)

∥∥
V ∗ ≤ C0

∥∥Φ′1 (y (u1) , u1)− Φ′1 (y (u2) , u2)
∥∥
H− +

+ C1 ‖u1 − u2‖γV
∥∥Φ′1 (y (u2) , u2)

∥∥
H− +

+ C3 (‖y (u1)− y (u2)‖H + ‖u1 − u2‖V )γ ≤
≤ C4 ‖u1 − u2‖γV + C5 (‖y (u1)− y (u2)‖H + ‖u1 − u2‖V )γ .

Залишилось скористатись нерiвнiстю

‖y (u1)− y (u2)‖H ≤ c ‖F (u1)− F (u2)‖W−
+
≤

≤ c sup
θ∈[0,1]

∥∥F ′ (u1 + θ (u2 − u1))
∥∥ ‖u1 − u2‖V ≤ C6 ‖u1 − u2‖V .

Звiдси випливає потрiбне. �

2. Збiжнiсть моделей алгоритмiв узагальненої оптимiзацiї
лiнiйних систем

Перейдемо до дослiдження алгоритмiв наближеного розв’язання описа-
них вище задач узагальненого оптимального керування лiнiйними систе-
мами з розподiленими параметрами.

Розглянемо задачу оптимального керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U

, (6)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U, (7)
де F : V → W−+ , U — множина допустимих керувань iз гiльбертового
простору керувань V . Припускається, що

множина U — компактна в сильнiй топологiї та опукла.
У задачах оптимального керування системами з розподiленими параме-

трами сильна компактнiсть, як правило, вiдсутня, але за рахунок параме-
тризацiї (регуляризацiї) керування [3] задачу можна апроксимувати так,
щоб мала мiсце сильна компактнiсть.
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Далi, якщо не вказано iнше, будемо вважати, що виконанi такi припу-
щення про гладкiсть даних задачi (6), (7):

1) на множинi U ⊆ V оператор u 7→ F ′ (u) задовольняє умову Гельдера
з показником γ ∈ (0, 1];

2) оператори (y, u) 7→ Φ′1 (y, u) i (y, u) 7→ Φ′2 (y, u) задовольняють на
обмежених пiдмножинах простору H × V умову Гельдера з пока-
зником γ ∈ (0, 1].

Iз теореми 2 випливає, що тодi похiдна Фреше J ′ (·) задовольняє на U
умову Гельдера з показником γ.

Структура алгоритмiв наступна: будується послiдовнiсть керувань

un+1 = un + ρn (ūn − un) ,

що задовольняють умову un ∈ U , а керування ūn є наближеним розв’язком
деякої допомiжної екстремальної задачi.

Ефективнi на практицi алгоритми часто мають напiвемпiричний хара-
ктер. Деякi з них мiстять не до кiнця формалiзованi етапи, що часто робить
неможливим доведення їх збiжностi у тому видi, в якому вони сформульо-
ванi. Внаслiдок цього можна стверджувати, що, як правило, математики в
данiй галузi займаються побудовою та дослiдженням моделей iтерацiйних
алгоритмiв оптимiзацiї — бiльш простих алгоритмiв, що зберiгають основнi
риси методiв практичних розрахункiв (див. [7–11]).

Для доведення збiжностi алгоритмiв будемо використовувати метод, роз-
винутий у роботах київської школи негладкої та стохастичної оптимiза-
цiї [8,12,13]. Ця методика у певнiй мiрi є незалежною вiд конкретної стру-
ктури алгоритму та складається з перевiрки набору стандартних умов, ви-
конання яких для певного алгоритму гарантує його збiжнiсть. Цей пiдхiд
дозволяє для цiлого класу алгоритмiв провести значну частину доведення
збiжностi в рамках доведення загальних теорем збiжностi, завдяки чому
викладення результатiв спрощується.

Розглянемо наступну абстрактну задачу:

задано пiдмножину X∗ повного метричного простору (X, ρ);
знайти точку пiдмножини X∗.

У задачах оптимiзацiї для опису множиниX∗, як правило, використовують
необхiднi умови оптимальностi.

Пiд iтерацiйним алгоритмом розв’язання абстрактної задачi розумiємо
певне правило побудови послiдовностi точок (xn) метричного простору X.
Алгоритм вважаємо збiжним, якщо всi граничнi точки послiдовностi (xn)
належать множинi X∗.

Теорема 3. Припустимо, що:

1) iснує компакт K ⊆ X: xn ∈ K ∀ n ∈ N;
2) для довiльної збiжної пiдпослiдовностi (xnk) виконано умови:

a) якщо limk→∞ xnk = x′ ∈ X∗, то ρ (xnk+1, xnk) −−−→
k→∞

0;
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b) якщо limk→∞ xnk = x′′ /∈ X∗, то ∃ δ0 > 0: ∀ δ ∈ (0, δ0] τk <
+∞, де

τk = min
n>nk

{n : ρ (xn, xnk) > δ} ;

3) iснує неперервна на множинi граничних точок послiдовностi (xn)
функцiя W : X → R така, що для довiльної пiдпослiдовностi з 2 b)

lim sup
k→∞

W (xτk) < lim
k→∞

W (xnk) ;

4) множина W ∗ = W (X∗) = {W (x) : x ∈ X∗} ⊆ R має скрiзь щiльне
доповнення.

Тодi послiдовнiсть (W (xn)) має границю та всi граничнi точки послiдов-
ностi (xn) утворюють зв’язну компактну пiдмножину X∗.

Зауваження 5. Якщо опустити умови 2 a) i 4, то можна стверджувати
лише, що iснуть граничнi точки послiдовностi (xn), якi належать множинi
X∗. Вiдмiтимо, що у формулюваннi наведеної теореми вiдтворено схему до-
ведення збiжностi алгоритму вiд супротивного, тому деякi умови теореми
без контексту доведення вiд супротивного є психологiчно незручними.

При формулюваннi алгоритмiв будемо вважати, що iз заданою (в окре-
мих випадках довiльною) точнiстю може бути розв’язана задача

〈u∗, u〉V ∗,V → inf
u∈U

, u∗ ∈ V ∗,

або задача
〈u∗, u〉V ∗,V + 1

2 ‖u‖
2
V → inf

u∈U
, u∗ ∈ V ∗.

Множини U , що мають такi властивостi, можна назвати множинами про-
стої структури [11]. Звичайно «простота» залежить i вiд наявних обчислю-
вальних ресурсiв. Якщо U — множина простої структури, то розглянутi
нижче алгоритми безпосередньо можна застосувати для розв’язання за-
дачi керування. Iнакше, вони лише моделi деяких чисельних методiв, про
поведiнку яких ми маємо тiльки приблизну якiсну картину.

3. Варiант методу лiнеаризацiї

Нехай f : X → R i ε > 0. Записом f (x) → ε− infx∈X будемо позначати
задачу пошуку точок x′ ∈ X таких, що f (x′) ≤ infx∈X f (x) + ε.

Розглянемо задачу оптимального керування (6), (7) та наведений нижче
iтерацiйний процес її розв’язання.

Алгоритм 1. Метод лiнеаризацiї.
1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U . Покладаємо n = 0.
2. Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння: Lyn =
F (un).

3. Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ′1 (yn, un) .

24



С. В. ДЕНИСОВ, В. В. СЕМЕНОВ

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi((
F ′ (un)

)∗
pn + Φ′2 (yn, un) , u− un

)
V
→ εn− inf

u∈U
.

5. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1] — кроковий
множник, n := n+ 1 i переходимо на крок 2.

Теорема 4. Нехай

ρn ∈ (0, 1] , ρn → 0,
∞∑
n=0

ρn = +∞, εn ≥ 0, εn → 0.

Якщо функцiонал J приймає на множинi

U∗ =
{
u∗ ∈ U :

(
J ′ (u∗) , u− u∗

)
V
≥ 0 ∀u ∈ U

}
не бiльш нiж злiченну кiлькiсть значень, то всi граничнi точки (якi обо-
в’язково iснують) послiдовностi (un) утворюють компактну зв’язну пiд-
множину в U∗, а числова послiдовнiсть (J (un)) має границю.

Зауваження 6. Нехай εn ↘ 0, δ′n ↘ 0 i δ′′n ↘ 0. Аналогiчне теоремi 4
твердження про збiжнiсть справджується для наступної моделi алгоритму.

1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U . Покладаємо n = 0.
2. Знаходимо ỹn ∈ H: ‖ỹn − yn‖H ≤ δ′n, де yn ∈ H — узагальнений

розв’язок рiвняння Lyn = F (un).
3. Знаходимо p̃n ∈ W+: ‖p̃n − p′n‖W+

≤ δ′′n, де p′n ∈ W+ — розв’язок
рiвняння

L +p′n = Φ′1 (ỹn, un) .

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi((
F ′ (un)

)∗
p̃n + Φ′2 (ỹn, un) , u− un

)
V
→ εn− inf

u∈U
.

5. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1 i
переходимо на крок 2.

Доведення теореми 4. Перевiримо виконання умов теореми про достатнi
умови збiжностi iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї. Покладемо W = J .
Функцiонал W неперервний на U , множина W ∗ = {W (u) : u ∈ U∗} має
скрiзь щiльне доповнення. Крiм того, функцiонал J диференцiйовний за
Фреше, та похiдна J ′ задовольняє на U умову Гельдера з показником γ ∈
(0, 1]. За побудовою всi члени послiдовностi (un) належать компакту U .

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (unk) таку, що unk → u∗ ∈ U∗ при k → ∞.
Маємо

‖unk+1 − unk‖V = ρnk ‖ūnk − unk‖V ≤ ρnkdiam (U)→ 0 при k →∞.

Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u′ /∈ U∗.
Покажемо, що iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk‖V > δ

}
< +∞.
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Припустимо протилежне. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує таке k0 = k0 (δ0) ∈
N, що

∥∥∥un − unk0∥∥∥V ≤ δ0 для всiх n > nk0 . Тодi з нерiвностi трикутника
маємо

un ∈ Bδ0(unk0 ) ⇒ unk ∈ Bδ0(unk0 ) для k > k0 ⇒
⇒ u′ ∈ Bδ0(unk0 ) ⇒ un ∈ B2δ0(u′)

для всiх n > nk0 .
Оскiльки u′ /∈ U∗, то iснують λ > 0 i ū′ ∈ U такi, що(

J ′
(
u′
)
, ū′ − u′

)
V
≤ −λ. (8)

Розглянемо прирiст

W (un)−W (unk) = J (un)− J
(
u′
)
− J (unk) + J

(
u′
)

=

=
(
J ′
(
u′ + θ′

(
un − u′

))
, un − u′

)
V
−

−
(
J ′
(
u′ + θ′′

(
unk − u

′)) , unk − u′)V =

=
(
J ′
(
u′
)
, un − u′

)
V

+
(
J ′
(
u′ + θ′

(
un − u′

))
− J ′

(
u′
)
, un − u′

)
V
−

−
(
J ′
(
u′
)
, unk − u

′)
V

+
(
J ′
(
u′
)
− J ′

(
u′ + θ′′

(
unk − u

′)) , unk − u′)V ≤
≤
(
J ′
(
u′
)
, un − unk

)
V

+ 22+γCδ1+γ
0 =

=
n−1∑
p=nk

ρp
(
J ′
(
u′
)
, ūp − up

)
V

+ 22+γCδ1+γ
0 , (9)

де n > nk, k > k0 та {θ′, θ′′} ⊂ [0, 1].
У нерiвностi (9) оцiнимо зверху величину (J ′ (u′) , ūp − up)V . Маємо(
J ′
(
u′
)
, ūp − up

)
V

=

=
(
J ′
(
u′
)
− J ′ (up) , ūp − up

)
V

+
(
J ′ (up) , ūp − up

)
V
≤

≤
(
J ′
(
u′
)
− J ′ (up) , ūp − up

)
V

+
(
J ′ (up) , ū

′ − up
)
V

+ εp.

Але(
J ′ (up) , ū

′ − up
)
V

=
(
J ′ (up)− J ′

(
u′
)
, ū′ − up

)
V

+

+
(
J ′
(
u′
)
, ū′ − u′

)
V

+
(
J ′
(
u′
)
, u′ − up

)
V
.

Отже,(
J ′
(
u′
)
, ūp − up

)
V
≤
(
J ′ (up)− J ′

(
u′
)
, ū′ − ūp

)
V

+

+
(
J ′
(
u′
)
, ū′ − u′

)
V

+
(
J ′
(
u′
)
, u′ − up

)
V

+ εp.

Урахувавши (8), отримаємо оцiнку(
J ′
(
u′
)
, ūp − up

)
V
≤

≤ −λ+ diam (U)
∥∥J ′ (up)− J ′ (u′)∥∥V + 2

∥∥J ′ (u′)∥∥
V
δ0 + εp ≤

≤ −λ+ εp + diam (U)C2γδγ0 + 2
∥∥J ′ (u′)∥∥

V
δ0.
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Обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, отримуємо (p > nk0)

0 < εp + diam (U)C2γδγ0 + 2
∥∥J ′ (u′)∥∥

V
δ0 <

λ

2
.

Звiдки (J ′ (u′) , ūp − up)V ≤ −
λ
2 , p > nk0 .

Отже, остаточно отримуємо

W (un)−W (unk) ≤ −λ
2

n−1∑
p=nk

ρp + 22+γCδ1+γ
0 , n > nk ≥ nk0 . (10)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (10) при n → ∞ та враху-
вавши

∑∞
p=nk

ρp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю знизу на
компактнiй множинi U неперервного функцiонала W .

Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk‖V > δ

}
< +∞.

Але, обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити
доведення оцiнки (10) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤ diam (U)

τk−1∑
p=nk

ρp.

Тому
∑τk−1

p=nk
ρp >

δ0
diam(U) . Ураховуючи останню нерiвнiсть в (10), отримує-

мо

W (uτk) < W (unk)− λδ0

2diam (U)
+ 22+γCδ1+γ

0 .

Звiдки

lim
k→∞

W (uτk) < lim
k→∞

W (unk) .

Умови теореми про збiжнiсть виконуються, а отже, граничнi точки по-
слiдовностi (un) утворюють компактну зв’язну пiдмножину U∗ i числова
послiдовнiсть (J (un)) має границю. �

Зауваження 7. Доведемо аналогiчний теоремi 4 факт для моделi алго-
ритму iз зауваження 6. Покажемо лише, що для пiдпослiдовностi (unk),
що збiгається до керування u′ /∈ U∗, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k та
δ ∈ (0, δ0]

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk‖V > δ

}
< +∞.

Мiркуємо вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує k0 = k0 (δ0) таке,
що ‖un− unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0 . Тодi un ∈ B2δ0 (u′) для всiх n > nk0 .

Оскiльки u′ /∈ U∗, то iснує число λ > 0 таке, що

min
u∈U

(
J ′
(
u′
)
, u− u′

)
V
≤ −2λ < 0.

27



МЕТОДИ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Розглянемо прирiст J (un+1)− J (un) для m > nk > nk0

J (um)− J (unk) = J (um)− J
(
u′
)
− J (unk) + J

(
u′
)

=

=
(
J ′
(
u′ + θ′

(
um − u′

))
, um − u′

)
V
−

−
(
J ′
(
u′ + θ′′

(
unk − u

′)) , unk − u′)V =

=
(
J ′
(
u′
)
, um − u′

)
V

+
(
J ′
(
u′ + θ′

(
um − u′

))
− J ′

(
u′
)
, um − u′

)
V
−

−
(
J ′
(
u′
)
, unk − u

′)
V

+
(
J ′
(
u′
)
− J ′

(
u′ + θ′′

(
unk − u

′)) , unk − u′)V ≤
≤

m−1∑
n=nk

ρn
(
J ′
(
u′
)
, ūn − un

)
V

+ C0δ
1+γ
0 ,

де {θ′, θ′′} ⊂ [0, 1].
Оцiнимо зверху (J ′ (u′) , ūn − un)V . Позначимо через ū′ ∈ U розв’язок

задачi мiнiмiзацiї (J ′ (u′) , u− u′)V → infu∈U . Маємо(
J ′
(
u′
)
, ūn − un

)
V

=
(
J ′
(
u′
)
− J̃ ′ (un), ūn − un

)
V

+

+
(
J̃ ′ (un), ūn − un

)
V
≤
(
J ′
(
u′
)
− J̃ ′ (un), ūn − un

)
V

+
(
J̃ ′ (un), ū′ − un

)
V

+εn,

де J̃ ′ (un) = (F ′ (un))∗ p̃n + Φ′2 (ỹn, un). Але(
J̃ ′ (un), ū′ − un

)
V

=
(
J̃ ′ (un)− J ′

(
u′
)
, ū′ − un

)
V

+

+
(
J ′
(
u′
)
, ū′ − u′

)
V

+
(
J ′
(
u′
)
, u′ − un

)
V
≤

− 2λ+
(
J̃ ′ (un)− J ′

(
u′
)
, ū′ − un

)
V

+
(
J ′
(
u′
)
, u′ − un

)
V
.

Звiдки(
J ′
(
u′
)
, ūn − un

)
V
≤

≤ −2λ+
(
J̃ ′ (un)− J ′

(
u′
)
, ū′ − ūn

)
V

+
(
J ′
(
u′
)
, u′ − un

)
V

+ εn.

Нарештi отримаємо нерiвнiсть(
J ′
(
u′
)
, ūn − un

)
V
≤

≤ −2λ+ diam (U)
∥∥∥J̃ ′ (un)− J ′

(
u′
)∥∥∥
V

+ 2
∥∥J ′ (u′)∥∥

V
δ0 + εn.

Оцiнимо
∥∥∥J̃ ′ (uu)− J ′ (u′)

∥∥∥
V
. Маємо∥∥∥J̃ ′ (un)− J ′

(
u′
)∥∥∥
V
≤
∥∥∥J̃ ′ (un)− J ′ (un)

∥∥∥
V

+
∥∥J ′ (un)− J ′

(
u′
)∥∥
V
≤

≤
∥∥∥J̃ ′ (un)− J ′ (un)

∥∥∥
V

+ C1

∥∥un − u′∥∥γV .
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Далi∥∥∥J̃ ′ (un)− J ′ (un)
∥∥∥
V
≤

≤
∥∥(F ′ (un)

)∗
p̃n + Φ′2 (ỹn, un)−

(
F ′ (un)

)∗
pn − Φ′2 (yn, un)

∥∥
V
≤

≤
∥∥F ′ (un)

∥∥ ‖p̃n − pn‖W+
+
∥∥Φ′2 (ỹn, un)− Φ′2 (yn, un)

∥∥
V
≤

≤ C1

∥∥p̃n − p′n∥∥W+
+ C1

∥∥p′n − pn∥∥W+
+ C2 ‖ỹn − yn‖γH ≤

≤ C1δ
′′
n + C2

(
δ′n
)γ

+ C3

∥∥Φ′1 (ỹn, un)− Φ′1 (yn, un)
∥∥
H− ≤ C1δ

′′
n + C4

(
δ′n
)γ
,

де pn ∈W+ — розв’язок спряженої задачi L +pn = Φ′1 (yn, un).
Отже,(
J ′
(
u′
)
, ūn − un

)
V
≤ −2λ+diam (U)

(
C1δ

′′
n + C4

(
δ′n
)γ)

+2
∥∥J ′ (u′)∥∥

V
δ0 +εn.

Обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, отримуємо (n > nk0)

0 < diam (U)
(
C1δ

′′
n + C4

(
δ′n
)γ)

+ 2
∥∥J ′ (u′)∥∥

V
δ0 + εn < λ.

Звiдки (J ′ (u′) , ūn − un)V ≤−λ, n > nk0 .
Остаточно отримуємо

J (um)− J (unk) ≤ −λ
m−1∑
n=nk

ρn + C0δ
1+γ
0 , m > nk ≥ nk0 .

Пiсля граничного переходу в нерiвностi при m → ∞ (
∑∞

n=nk
ρn = +∞)

маємо протирiччя з обмеженiстю знизу на множинi U функцiонала J .

Розглянемо тепер бiльш реалiстичну ситуацiю, коли точнiсть εn розв’я-
зання допомiжної задачi мiнiмiзацiї лiнiйної форми не прямує до нуля.

Теорема 5. Нехай

ρn ∈ (0, 1] , ρn → 0,
∞∑
n=0

ρn = +∞, εn ∈ [0, ε̄] , ε̄ ≥ 0.

Якщо функцiонал J приймає на множинi

U∗ε̄ =
{
u∗ ∈ U :

(
J ′ (u∗) , u− u∗

)
V
≥ −ε̄ , ∀u ∈ U

}
не бiльш нiж злiченну кiлькiсть значень, то всi граничнi точки (якi
обов’язково iснують) послiдовностi (un), що генерується алгоритмом 1,
утворюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗ε̄ , а числова послiдов-
нiсть (J (un)) має границю.

Доведення. Перевiримо виконання умов теореми про достатнi умови збi-
жностi iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї. Покладемо W = J . Функцiо-
нал W неперервний на множинi U , множина W ∗ = {W (u) : u ∈ U∗ε̄ } має
скрiзь щiльне доповнення. Члени послiдовностi (un) лежать в компактi U .
Розглянемо пiдпослiдовнiсть (unk) таку, що unk → u∗ ∈ U∗ε̄ при k → ∞.
Маємо

‖unk+1 − unk‖V = ρnk ‖ūnk − unk‖V ≤ ρnkdiam (U)→ 0 при k →∞.
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Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u′ /∈ U∗ε̄ .
Покажемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0]

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk‖V > δ

}
< +∞.

Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує таке k0 = k0 (δ0), що∥∥∥un − unk0∥∥∥V ≤ δ0 для всiх n > nk0 . Тодi з нерiвностей

‖un − unk0‖V ≤ δ0, ‖unk − unk0‖V ≤ δ0 ∀k > k0 ⇒ ‖u′ − unk0‖V ≤ δ0

випливає, що un ∈ B2δ0 (u′) для всiх n > nk0 .
Оскiльки u′ /∈ U∗ε̄ , то iснують λ > 0 i ū′ ∈ U такi, що(

J ′
(
u′
)
, ū′ − u′

)
V
≤ −λ− ε̄. (11)

Розглянемо прирiст

W (un)−W (unk) = J (un)− J
(
u′
)
− J (unk) + J

(
u′
)

=

=
(
J ′
(
u′ + θ′

(
un − u′

))
, un − u′

)
V
−

−
(
J ′
(
u′ + θ′′

(
unk − u

′)) , unk − u′)V =

=
(
J ′
(
u′
)
, un − u′

)
V

+
(
J ′
(
u′ + θ′

(
un − u′

))
− J ′

(
u′
)
, un − u′

)
V
−

−
(
J ′
(
u′
)
, unk − u

′)
V

+
(
J ′
(
u′
)
− J ′

(
u′ + θ′′

(
unk − u

′)) , unk − u′)V ≤
≤
(
J ′
(
u′
)
, un − unk

)
V

+ 22+γCδ1+γ
0 =

=
n−1∑
p=nk

ρp
(
J ′
(
u′
)
, ūp − up

)
V

+ 22+γCδ1+γ
0 , (12)

де n > nk, k > k0, {θ′, θ′′} ⊂ [0, 1].
У нерiвностi (12) оцiнимо зверху величину (J ′ (u′) , ūp − up)V . Маємо(
J ′
(
u′
)
, ūp − up

)
V

=

=
(
J ′
(
u′
)
− J ′ (up) , ūp − up

)
V

+
(
J ′ (up) , ūp − up

)
V
≤

≤
(
J ′
(
u′
)
− J ′ (up) , ūp − up

)
V

+
(
J ′ (up) , ū

′ − up
)
V

+ εp.

Але (
J ′ (up) , ū

′ − up
)
V

=
(
J ′ (up)− J ′

(
u′
)
, ū′ − up

)
V

+

+
(
J ′
(
u′
)
, ū′ − u′

)
V

+
(
J ′
(
u′
)
, u′ − up

)
V
.

Отже,(
J ′
(
u′
)
, ūp − up

)
V
≤
(
J ′ (up)− J ′

(
u′
)
, ū′ − ūp

)
V

+

+
(
J ′
(
u′
)
, ū′ − u′

)
V

+
(
J ′
(
u′
)
, u′ − up

)
V

+ εp.
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Урахувавши (11), отримаємо оцiнку(
J ′
(
u′
)
, ūp − up

)
V
≤

≤ −λ− ε̄+ diam (U)
∥∥J ′ (up)− J ′ (u′)∥∥V + 2

∥∥J ′ (u′)∥∥
V
δ0 + εp ≤

≤ −λ− ε̄+ εp + diam (U)C2γδγ0 + 2
∥∥J ′ (u′)∥∥

V
δ0.

Обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, отримуємо

− ε̄+ εp + diam (U)C2γδγ0 + 2
∥∥J ′ (u′)∥∥

V
δ0 ≤

≤ diam (U)C2γδγ0 + 2
∥∥J ′ (u′)∥∥

V
δ0 <

λ

2
.

Звiдки (J ′ (u′) , ūp − up)V ≤ −
λ
2 , p > nk0 .

Остаточно маємо

W (un)−W (unk) ≤ −λ
2

n−1∑
p=nk

ρp + 22+γCδ1+γ
0 , n > nk ≥ nk0 . (13)

Здiйснивши граничний перехiд в (13) при n→∞ та врахувавши
∑∞

p=nk
ρp =

+∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактнiй множинi U не-
перервного функцiонала W .

Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk‖V > δ

}
< +∞.

Але, обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити
доведення нерiвностi (13) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤ diam (U)

τk−1∑
p=nk

ρp.

Тому
∑τk−1

p=nk
ρp >

δ0
diam(U) . Пiдставивши останню оцiнку в (13), одержуємо

W (uτk)−W (unk) < − λδ0

2diam (U)
+ 22+γCδ1+γ

0 .

Звiдки
lim sup
k→∞

W (uτk) < lim
k→∞

W (unk) .

Таким чином, умови абстрактної теореми про збiжнiсть виконуються. �

Зауваження 8. В алгоритмi 1 на 3-му кроцi можна розглянути таку до-
помiжну задачу мiнiмiзацiї

(Qn, u− un)V → εn− inf
u∈U

,

де Qn = (1− αn)Qn−1 + αn
{

(F ′ (un))∗ pn + Φ′2 (yn, un)
}
. Якщо коефiцiєнти

усереднення αn обирати з дотриманням умов αn ∈ (0, 1),
∑∞

n=1 αn = +∞,
ργn
αn
→ 0 при n → ∞, то для цiєї модифiкацiї будуть справедливi аналоги

теорем 4 i 5.
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4. Варiант методу проекцiї градiєнта
Розглянемо iтерацiйний процес розв’язання задачi оптимального керу-

вання (6), (7) з наближеною мiнiмiзацiєю деякого квадратичного функцiо-
налу на кожному кроцi.

Алгоритм 2. Метод проекцiї градiєнта.
1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U . Покладаємо n = 0.
2. Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).
3. Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ′1 (yn, un) .

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi((
F ′ (un)

)∗
pn + Φ′2 (yn, un) , u− un

)
V

+
1

2αn
‖u− un‖2V → εn− inf

u∈U
.

5. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1] — кроковий
множник, n := n+ 1 i переходимо на крок 2.

Зауваження 9. Алгоритм 2 — один з варiантiв вiдомого методу проекцiї
градiєнта. Дiйсно, при εn = 0 задача кроку 4 рiвносильна задачi мiнiмiзацiї
на множинi U функцiонала

α2
n

2

∥∥(F ′ (un)
)∗
pn + Φ′2 (yn, un)

∥∥2

V
+

+ αn
((
F ′ (un)

)∗
pn + Φ′2 (yn, un) , u− un

)
V

+
1

2
‖u− un‖2V =

=
1

2

∥∥u− (un − αn (F ′ (un)
)∗
pn + αnΦ′2 (yn, un)

)∥∥2

V
,

тобто, знаходженню ортогональної проекцiї вектора un−αnJ ′ (un) на мно-
жину U .

Теорема 6. Нехай ρn ∈
[
ρ, ρ̄
]
⊆ (0, 1], αn → 0,

∑∞
n=0 αn = +∞, εn > 0,

εn
αn
→ 0. Якщо функцiонал J приймає на множинi

U∗ =
{
u∗ ∈ U :

(
J ′ (u∗) , u− u∗

)
V
≥ 0 , ∀u ∈ U

}
не бiльш нiж злiченну кiлькiсть значень, то всi граничнi точки (якi обо-
в’язково iснують) послiдовностi (un) утворюють компактну зв’язну пiд-
множину в U∗, а числова послiдовнiсть (J (un)) має границю.

Доведення. Перевiримо виконання умов теореми про достатнi умови збi-
жностi iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї. За побудовою усi члени послi-
довностi (un) належать компакту U . Покладемо W = J .

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (unk) таку, що unk → u∗ ∈ U∗ при k → ∞.
Оцiнимо ‖unk+1 − unk‖V . Функцiонал

u 7→ Rnk (u) =
((
F ′ (unk)

)∗
pnk + Φ′2 (ynk , unk) , u− unk

)
V

+ 1
2αnk

‖u− unk‖
2
V

сильно опуклий ( 1
2αnk

> 0 — стала сильної опуклостi). Покладемо

ũnk = arg min
u∈U

Rnk (u) = ΠU

(
unk − αnkJ

′ (unk)
)
,
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де ΠU (·) — оператор проектування на множину U . Маємо
1

2αnk
‖ūnk − ũnk‖

2
V ≤ R (ūnk)−R (ũnk) ≤ εnk .

Отже,

‖unk+1 − unk‖V = ρnk ‖ūnk − unk‖V ≤ ρ̄ ‖ūnk − unk‖V ≤
≤ ‖ūnk − ũnk‖V + ‖ũnk − unk‖V ≤

≤
√

2αnkεnk +
∥∥unk − αnkJ ′ (unk)− unk

∥∥
V
≤

≤
√

2αnkεnk + C0αnk → 0 при k →∞,

де C0 = supu∈U ‖J ′ (u)‖V < +∞.
Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u′ /∈ U∗.

Покажемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk‖V > δ

}
< +∞.

Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує k0 = k0 (δ0) таке, що ‖un −
unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0 . Тодi з нерiвностей

‖un − unk0‖V ≤ δ0, ‖unk − unk0‖V ≤ δ0 ∀k > k0 ⇒ ‖u′ − unk0‖V ≤ δ0

випливає, що un ∈ B2δ0 (u′) для всiх n > nk0 .
Використовуючи нерiвнiсть

J (v)− J (u)−
(
J ′ (u) , v − u

)
V
≤ C1

γ + 1
‖v − u‖γ+1

V ,

де C1 ≥ 0 — константа з умови Гельдера для похiдної J ′ (·), оцiнимо прирiст
W (un+1)−W (un). Маємо

W (un+1)−W (un) ≤
(
J ′ (un) , un+1 − un

)
V

+
C1

γ + 1
‖un+1 − un‖γ+1

V =

= ρn
(
J ′ (un) , ūn − un

)
V

+
C1

γ + 1
ργ+1
n ‖ūn − un‖γ+1

V =

= ρn

{(
J ′ (un) , ūn − un

)
V

+
1

2αn
‖ūn − un‖2V

}
+

+
C1

γ + 1
ργ+1
n ‖ūn − un‖γ+1

V − ρn
2αn
‖ūn − un‖2V ≤

≤ ρn
{
εn + min

u∈U
Rn (u)

}
+

C1

γ + 1
ργ+1
n ‖ūn − un‖γ+1

V . (14)

Оскiльки u′ /∈ U∗, то iснує таке λ > 0, що

min
u∈U

(
J ′
(
u′
)
, u− u′

)
V
≤ −2λ < 0.

Далi, iснує δ > 0 таке, що для довiльної точки u′′ ∈ Oδ (u′) виконується
нерiвнiсть

min
u∈U

(
J ′
(
u′′
)
, u− u′′

)
V
≤ −λ < 0.
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Вiзьмемо 2δ0 < δ, тодi un ∈ B2δ0 (u′)⊆ Oδ (u′). Позначимо через ¯̄un ∈ U
розв’язок задачi мiнiмiзацiї(

J ′ (un) , u− un
)
V
→ inf

u∈U
.

Для ¯̄un ∈ U виконується нерiвнiсть

−
∥∥J ′ (un)

∥∥
V
‖¯̄un − un‖V ≤

(
J ′ (un) , ¯̄un − un

)
V
≤ −λ < 0,

тобто,
1

‖¯̄un − un‖V
≤
‖J ′ (un)‖V

λ
≤ C0

λ
.

Обираючи достатньо велике k0, ми можемо досягти для всiх n > nk0 ви-
конання нерiвностi αn ≤ λ

C2
0
. Розглянемо точку u′′n = un + µn (¯̄un − un), де

µn = λαn
‖¯̄un−un‖2V

∈ (0, 1]. Очевидно, що u′′n ∈ U . Пiдставимо точку u′′n ∈ U у
праву частину оцiнки (14). Отримаємо ланцюжок нерiвностей

W (un+1)−W (un) ≤

≤ ρn
{
εn +

(
J ′ (un) , u′′n − un

)
V

+
1

2αn

∥∥u′′n − un∥∥2

V

}
+

+
C1

γ + 1
ργ+1
n ‖ūn − un‖γ+1

V =

= ρn

{
εn + µn

(
J ′ (un) , ¯̄un − un

)
V

+
µ2
n

2αn
‖¯̄un − un‖2V

}
+

+
C1

γ + 1
ργ+1
n ‖ūn − un‖γ+1

V ≤

≤ ρn
{
εn − µnλ+

µ2
n

2αn
‖¯̄un − un‖2V

}
+

C1

γ + 1

(
αn

√
2εn
αn

+ C0αn

)γ+1

=

= ρn

{
εn −

λ2αn

2 ‖¯̄un − un‖2V

}
+

C1

γ + 1

(
αn

√
2εn
αn

+ C0αn

)γ+1

≤

≤ −
ρ

2

(
λ

diam (U)

)2

αn + εn +
C1

γ + 1
αγ+1
n

(√
2εn
αn

+ C0

)γ+1

.

Оскiльки αn → 0, εn → 0 i εnα−1
n → 0, то, обираючи достатньо мале

δ0 > 0 та велике k0, отримуємо

W (un+1)−W (un) ≤ −
ρ

4

(
λ

diam (U)

)2

αn, n > nk0 .

Остаточно маємо

W (un)−W (unk) ≤ −
ρ

4

(
λ

diam (U)

)2 n−1∑
p=nk

αp, n > nk > nk0 . (15)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (15) при n → ∞ i врахував-
ши

∑∞
p=nk

αp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактi U
функцiонала W .
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Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk‖V > δ

}
< +∞.

Але обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити
доведення оцiнки (15) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤
τk−1∑
p=nk

(√
2αpεp + C0αp

)
≤ C2

τk−1∑
p=nk

αp.

Тому
∑τk−1

p=nk
αp >

δ0
C2

> 0. Враховуючи останню нерiвнiсть в (15), отримує-
мо

W (uτk)−W (unk) < −
ρ

4C2

(
λ

diam (U)

)2

δ0.

Звiдки lim supk→∞ W (uτk) < lim
k→∞

W (unk). Отже, умови теореми про збi-

жнiсть виконуються. Тому граничнi точки послiдовностi (un) утворюють
компактну зв’язну пiдмножину U∗ i числова послiдовнiсть (J (un)) має гра-
ницю. �

5. Метод лiнеаризацiї з довiрчою областю
Розглянемо задачу оптимального керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U

, (16)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U, (17)
де F : V →W−+ , U — компактна та опукла множина допустимих керувань
iз гiльбертового простору керувань V . Це типова ситуацiя в iмпульсно-
точковому керуваннi розподiленими системами [3,5].

Нехай є двi числовi послiдовностi (αn) i (βn) такi, що 0 < αn ≤ βn,
n ∈ N. Задамо послiдовнiсть замкнених опуклих множин Mn ⊆ V простої
структури таку, що

{v ∈ V : ‖v‖V ≤ αn} ⊆Mn ⊆ {v ∈ V : ‖v‖V ≤ βn} .
У якостi Mn природно обирати опуклi багатогранники.

Опишемо метод розв’язання задачi (16), (17).

Алгоритм 3. Метод лiнеаризацiї з довiрчою областю.
1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U . Покладаємо n = 0.
2. Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).
3. Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ′1 (yn, un) .

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi((
F ′ (un)

)∗
pn + Φ′2 (yn, un) , u− un

)
V
→ εn− inf

u∈U
⋂

(un+Mn)
. (18)

5. Покладаємо un+1 = ūn, n := n+ 1 i переходимо на крок 2.
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Зауваження 10. Алгоритм 3 належить до родини так званих методiв з
довiрчою областю (Trust-Region Method) [14,15]. Зрозумiло, що в розгляну-
тих алгоритмах допомiжна задача, яка розв’язується на кожнiй iтерацiї, є
локальною апроксимацiєю вихiдної задачi чи умов оптимальностi вихiдної
задачi. Ця апроксимацiя достовiрна лише в досить малому околi поточно-
го наближення. Тому природньо розв’язувати допомiжну задачу не на всiй
множинi U , а саме на такому околi (який називають «довiрчою областю»).
Крiм того, iнтуїтивно ясно, що задача (18) є кращою апроксимацiєю вихi-
дної задачi, нiж задача мiнiмiзацiї вздовж довiльного фiксованого напряму.
Отже, на думку багатьох дослiдникiв, можна очiкувати, що незважаючи на
високу цiну розв’язку допомiжної задачi (18), розв’язок цiєї задачi забез-
печить бiльший прогрес в мiнiмiзацiї функцiонала J , нiж одновимiрний
пошук, i алгоритм 3 може виявитись бiльш ефективним.

Для послiдовностi, що генерується описаним методом, має мiсце насту-
пний результат про збiжнiсть до множини стацiонарних керувань

U∗ =
{
u∗ ∈ U :

(
J ′ (u∗) , u− u∗

)
V
≥ 0 , ∀u ∈ U

}
.

Теорема 7. Нехай:

εn > 0, k · αn ≥ βn ≥ αn > 0,
∞∑
n=0

αn = +∞, β
1+γ
n

αn
→ 0,

εn
αn
→ 0;

множина J (U∗) нiде не щiльна. Тодi всi граничнi точки послiдовностi
(un) утворюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗, а числова послi-
довнiсть (J (un)) має границю.

Доведення. Знову використаємо загальну теорему про збiжнiсть алгори-
тмiв. За побудовою всi члени послiдовностi (un) належать компакту U .
Крiм того, маємо ‖un+1 − un‖V = ‖ūn − un‖V ≤ βn → 0 при n→∞.

Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u′ /∈ U∗.
Покажемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk‖V > δ

}
< +∞.

Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує k0 = k0 (δ0) таке, що ‖un −
unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0 . Тодi з нерiвностей

‖un − unk0‖V ≤ δ0, ‖unk − unk0‖V ≤ δ0 ∀k > k0 ⇒ ‖u′ − unk0‖V ≤ δ0

випливає, що un ∈ B2δ0 (u′) для всiх n > nk0 .
Оцiнимо прирiст J (un+1)− J (un). Маємо

J (un+1)− J (un) ≤
(
J ′ (un) , un+1 − un

)
V

+
C1

γ + 1
‖un+1 − un‖γ+1

V ≤

≤ min
u∈U

⋂
(un+Mn)

(
J ′ (un) , u− un

)
V

+ εn +
C1

γ + 1
βγ+1
n . (19)

Оскiльки u′ /∈ U∗, то iснує число λ > 0 таке, що

min
u∈U

(
J ′
(
u′
)
, u− u′

)
V
≤ −2λ < 0.
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Iз неперервностi функцiонала ξ 7→ minu∈U (J ′ (ξ) , u− ξ)V випливає iснува-
ння δ > 0 такого, що для довiльної точки u′′ ∈ Oδ (u′)

⋂
U виконується

нерiвнiсть
min
u∈U

(
J ′
(
u′′
)
, u− u′′

)
V
≤ −λ < 0.

Вiзьмемо 2δ0 < δ, тодi un ∈ B2δ0 (u′)⊆ Oδ (u′). Позначимо через ¯̄un ∈ U
розв’язок задачi мiнiмiзацiї (J ′ (un) , u− un)V → infu∈U .

Нехай ¯̄un ∈ un +Mn. Тодi з (19) випливає нерiвнiсть

J (un+1)− J (un) ≤ −λ+ εn +
C1

γ + 1
βγ+1
n .

Iснує n′ > nk0 таке, що для всiх n ≥ n′: J (un+1)− J (un)≤ −λ
2 .

Якщо ¯̄un /∈ un +Mn, то

J (un+1)− J (un) ≤
(
J ′ (un) , φn − un

)
V

+ εn +
C1

γ + 1
βγ+1
n ≤

≤ ηn
(
J ′ (un) , ¯̄un − un

)
V

+ εn +
C1

γ + 1
βγ+1
n ,

де ηn = max {η > 0 : η (¯̄un − un) ∈Mn}, φn = un+ηn (¯̄un − un). У цьому ви-
падку прирiст оцiнюється J (un+1)−J (un)≤ −ηnλ+εn+ C1

γ+1β
γ+1
n . Оскiльки

1 > µn ≥ αn
‖¯̄un−un‖V

, то

J (un+1)− J (un) ≤ − λ

diam(U)
αn + εn +

C1

γ + 1
βγ+1
n =

= − λ

diam(U)
αn

(
1− diam(U)

λ

(
εn
αn

+
C1

γ + 1

βγ+1
n

αn

))
.

Звiдки випливає iснування n′′ > nk0 такого, що для всiх n ≥ n′′

J (un+1)− J (un) ≤ − λ

2 · diam(U)
αn ≤ −

λ

2 · k · diam(U)
βn.

Iснує n′′′ ∈ N таке, що βn < λ/2 для всiх n ≥ n′′′. Отже,

J (un+1)− J (un) ≤ −min

{
1,

λ

2 · k · diam(U)

}
βn,

для n > ñ = max {n′, n′′, n′′′} > nk0 .
Остаточно отримуємо

J (un)− J (unk) ≤ −min

{
1,

λ

2 · k · diam(U)

} n−1∑
p=nk

βp, n > nk > ñ. (20)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (20) при n → ∞ та врахував-
ши

∑∞
p=1 βp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактнiй

множинi U неперервного функцiонала J .
Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk‖V > δ

}
< +∞.
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Але, обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити
доведення нерiвностi (20) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤
τk−1∑
p=nk

βp.

Ураховуючи останню нерiвнiсть в (20), отримуємо

J (uτk) < J (unk)−min

{
1,

λ

2 · k · diam(U)

}
δ0.

Звiдки маємо lim supk→∞ J (uτk) < lim
k→∞

J (unk).
Покладемо W = J . Умови теореми про збiжнiсть алгоритмiв виконую-

ться, а отже, послiдовнiсть (un) має сформульованi властивостi. �

Перейдемо до дослiдження поведiнки алгоритму 3 без припущення, що
точнiсть εn розв’язання допомiжної задачi прямує до нуля.

Припустимо, що

{ε1, ε2, ..., εn, ...} ⊆ [0, ε̄] , ε̄ > 0, (21)

βn ≥ αn ≥ α > 0 ∀n ∈ N ∪ {0} , (22)

β̄ = lim sup
n→∞

βn ∈ R. (23)

Розглянемо множину

U∗ε̄,α,β̄ =
{
u∗ ∈ U :

(
J ′ (u∗) , u− u∗

)
V
≥ −diam (U)

(
ε̄+C0β̄1+γ

α

)
, ∀u ∈ U

}
,

де C0 > 0 — константа з умови Гельдера на U для похiдної J ′ (·).
Розглянемо породжену алгоритмом 3 послiдовнiсть (un). Нехай (unk) —

збiжна до керування u′ /∈U∗
ε̄,α,β̄

пiдпослiдовнiсть. Покажемо, що iснує δ0 > 0

таке, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0] τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk‖V > δ

}
< +∞. Вiд

супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує k0 = k0 (δ0) таке, що ‖un −
unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0 . Тодi з нерiвностi трикутника випливає, що
un ∈ B2δ0 (u′) для всiх n > nk0 .

Оскiльки u′ /∈U∗
ε̄,α,β̄

, то iснує число λ > 0 таке, що

min
u∈U

(
J ′
(
u′
)
, u− u′

)
V
≤ −diam (U)

(
ε̄+ C0β̄

1+γ + 2λ

α

)
.

Iз неперервностi функцiонала ξ 7→ minu∈U (J ′ (ξ) , u− ξ)V випливає iснуван-
ня δ > 0 i µ > 0 таких, що для довiльної точки u′′ ∈ Oδ (u′)

⋂
U виконується

нерiвнiсть

min
u∈U

(
J ′
(
u′′
)
, u− u′′

)
V
≤ −diam (U)

(
ε̄+ C0

(
β̄ + µ

)1+γ
+ λ

α

)
.
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Вiзьмемо 2δ0 < δ, тодi un ∈ B2δ0 (u′)⊆ Oδ (u′). Маємо

J (un+1)− J (un) ≤
(
J ′ (un) , un+1 − un

)
V

+
C0

γ + 1
‖un+1 − un‖γ+1

V ≤

≤ min
u∈U

⋂
(un+Mn)

(
J ′ (un) , u− un

)
V

+ εn +
C0

γ + 1
βγ+1
n .

Має мiсце нерiвнiсть

min
u∈U

⋂
(un+Mn)

(
J ′ (un) , u− un

)
V
≤ min

u∈U
⋂
Bαn (un)

(
J ′ (un) , u− un

)
V
≤

≤ min
u∈U

⋂
Bα(un)

(
J ′ (un) , u− un

)
V
≤ α

diam (U)
min
u∈U

(
J ′ (un) , u− un

)
V
.

Отже, для n > nk0 справджується оцiнка

J (un+1)− J (un) ≤ α

diam (U)
min
u∈U

(
J ′ (un) , u− un

)
V

+ εn +
C0

γ + 1
βγ+1
n ≤

≤ −ε̄− C0

(
β̄ + µ

)1+γ − λ+ εn +
C0

γ + 1
βγ+1
n ≤

≤ −λ− C0

((
β̄ + µ

)1+γ − βγ+1
n

)
− C0

γ

γ + 1
βγ+1
n .

Починаючи з деякого n′ > nk0 (не зменшуючи загальностi, можна вважати,
що n′ = nk0) виконується нерiвнiсть βn < β̄ + µ. Тому

J (un+1)− J (un) < −λ− C0
γ

γ + 1
βγ+1
n < −C0

γ

γ + 1
βγ+1
n ≤ −C0

γ

γ + 1
αγ+1.

Остаточно маємо

J (un)− J (unk) < −C0
γ

γ + 1
(n− 1− nk)αγ+1, n > nk > nk0 . (24)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (24) при n→∞, отримаємо
протирiччя з обмеженiстю на множинi U функцiонала J . Отже, iснує δ0 > 0
таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]: τk = min

n>nk

{
n : ‖un − unk‖V > δ

}
< +∞.

Але, обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити
доведення нерiвностi (5.2.19) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤
τk−1∑
p=nk

βp ≤ (τk − 1− nk) sup
p
βp.

Ураховуючи останню нерiвнiсть в (24), отримуємо

J (uτk)− J (unk) < −δ0

(
γ

γ + 1

)
αγ+1C0

supp βp
.

Звiдки маємо
lim sup
k→∞

J (uτk) < lim
k→∞

J (unk) . (25)

Розглянемо тепер пiдпослiдовнiсть (unk) таку, що

lim
k→∞

J (unk) = lim inf
n→∞

J (un) . (26)
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Якщо припустити iснування у обраної пiдпослiдовностi граничної точки
u′, що не належить множинi U∗

ε̄,α,β̄
, то, застосовуючи до (unkl ) (unkl → u′)

нерiвнiсть (25), приходимо до протирiччя з (26).
Iз наведених мiркувань випливає

Теорема 8. Нехай виконуються умови (21), (22) i (23). Тодi згенерова-
на алгоритмом 3 послiдовнiсть (un) має граничнi точки, що належать
множинi U∗

ε̄,α,β̄
.

6. Моделi алгоритмiв узагальненої оптимiзацiї лiнiйних систем
з передопуклими допустимими множинами

Ряд задач iмпульсно-точкового керування системами з розподiленими
параметрами та задач розмiщення джерел фiзичних полiв породжують екс-
тремальнi задачi з так званими передопуклими обмеженнями.

Нехай E — лiнiйний простiр. Нагадаємо, що множину M ⊆ E називаємо
передопуклою, якщо iснують такi опуклi множини C0, C1,. . . , Cm, що

M = C0\
m⋃
k=1

Ck.

Зауваження 11. Нагадаємо, що передопуклi множини, якi можна пред-
ставити у виглядi теоретико-множинної рiзницi двох опуклих множин, було
введено у роботi [16] та використано у [17] для узагальнення методу проекцiї
градiєнта. У статтi [18] введено бiльш широкий клас неопуклих множин,
за якими збережено назву передопуклих, i розглянуто модифiкацiю методу
умовного градiєнта мiнiмiзацiї гладких функцiй на цих множинах.

Розглянемо задачу оптимального керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U

, (27)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U, (28)
де U — компактна множина допустимих керувань iз скiнченновимiрного
гiльбертового простору керувань V . Припустимо, що множина U має на-
ступну структуру

U = G0\
m⋃
k=1

intGk, (29)

де G0 — опуклий компакт, G1, G2, . . . , Gm — замкненi опуклi множини,
причому fr G1, fr G2, . . . ,fr Gm — регулярнi многовиди. Отже, U — передо-
пукла множина. Нехай intU 6= ∅.

Вiдмiтимо, що множини вигляду (29) природньо виникають в задачах
точкового керування з «забороненими» зонами.

Введемо позначення (k = 1, 2, ...,m):
– Πk (u) — проекцiя точки u ∈ U\Gk на множину Gk;
– nk (u) — вектор зовнiшньої нормалi до Gk у точцi Πk (u);
– Sk (u) = {v ∈ V : (nk (u) , v −Πk (u))V ≥ 0} — дотичний пiвпростiр

до множини Gk у Πk (u);
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– P (u) =
⋂m
k=1 Pk (u), де Pk (u) = G0

⋂
Sk (u).

Вiдмiтимо, що P (u) — непорожнiй опуклий компакт i u ∈ P (u).
Будемо вважати, що про гладкiсть елементiв екстремальної задачi (27),

(28) виконанi стандартнi припущення цього роздiлу.
Для подальшого аналiзу нам потрiбна наступна необхiдна умова мiнiму-

му.

Лема 1. Нехай ū ∈ U — локально оптимальний розв’язок задачi (27),
(28). Тодi

min
u∈P (ū)

〈(
F ′ (ū)

)∗
p̄+ Φ′2 (y (ū) , ū) , u− ū

〉
V ∗,V

= 0, (30)

де p̄ = p (ū) ∈W+ — розв’язок рiвняння L +p =Φ′1 (y (ū) , ū).

Доведення. Оскiльки ū ∈ P (ū) ⊆ U , то керування ū локально оптимальне
на опуклiй множинi P (ū), а (30) — класична необхiдна умова локальної
оптимальностi для задачi

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf,

Ly (u) = F (u) , u ∈ P (ū) .

�

Позначимо через U∗ множину керувань u ∈ U , для яких виконується
необхiдна умова мiнiмуму з леми 1.

Для розв’язання задачi керування (27), (28) розглянемо два iтерацiйнi
процеси.

Почнемо з модифiкацiї методу умовного градiєнта з роботи [18]. Джерело
алгоритму — лема 1. Метод iдейно близький до методiв з довiрчою областю
i полягає у розв’язаннi на кожнiй iтерацiї допомiжних задач мiнiмiзацiї
лiнiйних форм на спецiально побудованих компактних опуклих множинах.

Алгоритм 4. Метод лiнеаризацiї для передопуклих задач.
1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U . Покладаємо n = 0.
2. Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).
3. Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ′1 (yn, un) .

4. Будуємо множину P (un) = ∩mk=1Pk (un).
5. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi((

F ′ (un)
)∗
pn + Φ′2 (yn, un) , u− un

)
V
→ εn− inf

u∈P (un)
.

6. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1 i
переходимо на крок 2.

Зауваження 12. Наближення un завжди будуть лежати у компонентi
зв’язностi множини U , яка мiстить початкове наближення, що ускладнює
при незв’язностi множини U знаходження глобального мiнiмуму J (·), на-
вiть у випадку опуклостi J (·) (наприклад, коли Φ (·, ·) i F (·) лiнiйнi). У
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данiй ситуацiї слiд запускати процес з початковими наближеннями з рi-
зних компонент зв’язностi.

Зробимо додаткове припущення вiдносно множини U :

∀ u ∈ U : intP (u) 6= ∅. (31)

Теорема 9. Нехай: виконується умова (31); ρn ∈ (0, 1], ρn → 0,
∑∞

n=0 ρn =
+∞, εn ≥ 0, εn → 0; функцiонал J приймає на множинi U∗ не бiльш
нiж злiченну кiлькiсть значень. Тодi всi граничнi точки послiдовностi
(un) утворюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗, а числова послi-
довнiсть (J (un)) має границю.

Придiлимо увагу моделi обчислень з не прямуючою при n→∞ до нуля
похибкою εn > 0. Будемо вважати, що εn ∈ (0, ε̄].

Введемо множину «майже стацiонарних» керувань

U∗ε̄ =

{
u∗ ∈ U : min

u∈P (u∗)

(
J ′ (u∗) , u− u∗

)
V
≥ −ε̄

}
.

Теорема 10. Нехай: виконується умова (31); ρn ∈ (0, 1], ρn → 0,
∑∞

n=0 ρn =
+∞, εn ∈ (0, ε̄]. Тодi згенерована алгоритмом 4 послiдовнiсть (un) має
граничнi точки, що належать множинi U∗ε̄ .

Розглянемо тепер алгоритм, у якому на кожному кроцi проводиться на-
ближене проектування (F ′ (un))∗ pn+Φ′2 (yn, un) на допомiжну опуклу мно-
жину P (un) ⊆ U . Рiзнi варiанти цiєї процедури дослiджувались в [19,20].

Зауваження 13. Необхiдна умова з леми 1 рiвносильна рiвностi

ū = ΠP (ū)

(
ū−

(
F ′ (ū)

)∗
p̄− Φ′2 (y (ū) , ū)

)
,

де ΠP (u) (·) — оператор проектування на множину P (u), p̄ = p (ū) ∈W+ —
розв’язок рiвняння L +p =Φ′1 (y (ū) , ū).

Алгоритм 5. Модифiкований метод проекцiї градiєнта.
1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U . Покладаємо n = 0.
2. Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).
3. Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ′1 (yn, un) .

4. Будуємо множину P (un) = ∩mk=1Pk (un).
5. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi((
F ′ (un)

)∗
pn + Φ′2 (yn, un) , u− un

)
V

+
1

2
‖u− un‖2V → εn− inf

u∈P (un)
.

6. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1 i
переходимо на крок 2.

Теорема 11. Нехай: виконується умова (31); ρn ∈ (0, 1], ρn → 0,
∑∞

n=0 ρn =
+∞, εn ≥ 0, εn → 0; функцiонал J приймає на множинi U∗ не бiльш нiж
злiченну кiлькiсть значень. Тодi всi граничнi точки породженої алгори-
тмом 5 послiдовностi (un) утворюють компактну зв’язну пiдмножину
в U∗, а числова послiдовнiсть (J (un)) має границю.
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Заключнi зауваження

У роботi розглянутi задачi оптимiзацiї лiнiйних розподiлених систем з
узагальненим керуванням та методи першого порядку їх розв’язання. Ос-
новну увагу придiлено обґрунтовуванню збiжностi методiв. Припускається,
що оператор, який описує модель, задовольняє апрiорнi оцiнки в негатив-
них нормах. Для задач керування з опуклими та передопуклими допу-
стимими множинами доведено збiжнiсть аналогiв алгоритмiв лiнеаризацiї,
проекцiї градiєнта та довiрчої областi iз похибками в iтерацiйних пiдзада-
чах.

Робота виконана за фiнансової пiдтримки МОН України (проєкт «Ма-
тематичне моделювання та оптимiзацiя динамiчних систем для оборони,
екологiї та медицини», 0219U008403, 2019–2021 рр.) та НАН України (про-
єкт «Новi методи дослiдження коректностi та розв’язання задач дискре-
тної оптимiзацiї, варiацiйних нерiвностей та їх застосування», 0119U101608,
2019–2020 рр.).
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ОБОБЩЕННОГО ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

СИСТЕМАМИ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМЫ
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Аннотация. Рассматриваются задачи оптимизации линейных
распределенных систем с обобщенным управлением и методы
первого порядка их решения. Основное внимание уделено обосно-
ванию сходимости методов. Предполагается, что оператор, опи-
сывающий модель, удовлетворяет априорные оценки в негатив-
ных нормах. Для задач управления с выпуклыми и предвыпу-
клыми допустимыми множествами доказана сходимость несколь-
ких алгоритмов первого порядка с погрешностями в итерацион-
ных подзадачах.
Ключевые слова: оптимальное управление, система с распре-
деленными параметрами, обобщенное управление, метод первого
порядка, сходимость.

44


