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Abstract. We study a system with a small parameter at the highest
derivatives. Using model operator Airy–Langer for defined regular
function. Received the conditions of construction an uniform asymp-
totic solution for a given system. Keywords: singularly perturbed
equations, Airy functions, turning point.

Анотацiя. Вивчається система лiнiйних рiвнянь з малим пара-
метром при старшiй похiднiй. За допомогою модельного операто-
ра Ейрi–Лангера визначається регуляризуюча функцiя. Одержа-
нi умови побудови рiвномiрної асимптотики розв’язку для заданої
системи. Ключовi слова: сингулярно збуреннi рiвняння, функ-
цiї Ейрi, точки звороту.

Вступ
Сингулярно збуренi диференцiальнi рiвняння з точкою звороту утворю-

ють значущий клас задач, якi є надзвичайно складними, i навiть сьогоднi
залишається ще багато невирiшених питань в цiй областi. Iнтерес до такого
виду математичних феноменiв в останнi роки обумовлений їх значенням в
моделюваннi процесiв в таких галузях як оптика, теорiя керування, гiдроди-
намiка, а також побудовою рiзноманiтних моделей для фiзiологiчних проце-
сiв або захворювань. У таких видах задач збурення використовують для
вiдображення швидкої змiни величини у дуже вузькiй областi. Точки
звороту можуть мiститися як на кiнцях дослiджуваної областi, так i бути
внутрiшнiми [3, 4]. Вiдомо, що такого виду рiвняння не iнтегруються у
квадратурах. Тому їх розв’язки виражають через розв’язки найпростiших
диференцiальгих рiвнянь другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами —
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"модельнi рiвняння". Одним з найбiльш вдалих модельних рiвнянь є рiв-
няння виду [1]

TW =W ′′ ≡W ′′(t)− tW (t) = 0.

1. Постановка задачi
Розглянемо систему сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь з

точкою звороту (ССЗДР)

εY ′(x, ε)−A(x, ε)Y (x, ε) = H(x), (1)

де
A(x, ε) = A0(x) + εA1(x),

— вiдома матриця, причому

A0(x) =

 0 0 0
0 0 1

−b(x) −a(x) 0

 , A1 =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

де ε → 0, x ∈ [−4, 0], Y (x, ε) ≡ Yk(x, ε) = col(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε)) —
шукана вектор-функцiя, H(x) = col(0, 0, h(x)) — задана вектор-функцiя.

Систему (1) будемо дослiджувати за таких умов:
1. ã(x), b(x), h(x) ∈ C∞[−4; 0],
2. a(x) ≡ xã(x), ã(x) = 3x, b(x) = 3x+ 20, h(x) = 6x+ 2.

Вироджене рiвняння, що вiдповiдає данiй системi має вигляд

xã(x)ω′(x) + b(x)ω(x) = h(x).

Характеристичне рiвняння для системи (1):

|A(x, 0)− λE| =

∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0
0 −λ 1

−b(x) −a(x) −λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − xã(x)λ = 0.

Коренi характеристичного рiвняння: λ1 = 0, λ2,3= ±
√
xã(x).

2. Регуляризацiя системи сингулярно збурених
диференцiальних рiвнянь

За розробленою методикою для побудови РАР системи (1) замiсть y(x, ε)
будемо вивчати розширену функцiю ỹ(x, t, ε), при чому розширення про-
водимо таким чином, щоб мала мiсце тотожнiсть

ỹ(x, t, ε)
∣∣
t=ε−1φ(x) ≡ y(x, ε) ,

яка є необхiдною умовою методу iстотно-особливих функцiй.
Для визначення розширеної функцiї одержимо розширене векторне рiв-

няння

L̃ỹ(x, t, ε) ≡ ε1−pφ′∂ỹ(x, t, ε)

∂t
+ ε

∂ỹ(x, t, ε)

∂x
−A(x, ε)ỹ(x, t, ε) = h(x). (2)

Побудуємо рiвномiрну асимптотику розв’язку розширеного рiвняння (2)
у виглядi ряда
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Ỹk(x, t, ε) =
2∑

k=1

Dk(x, t, ε) + fk(x, ε)ν(t) + εγgk(x, ε)ν
′(t) + ωk(x, ε), (3)

2∑
k=1

Dk(x, t, ε) =

 εs1αk1(x, ε)
εs2αk2(x, ε)
εs3αk3(x, ε)

Ui(t) + εγ

 εk1βk1(x, ε)
εk2βk2(x, ε)
εk3βk3(x, ε)

U ′
i(t),

де αik(x, ε), βik(x, ε), fk(x, ε), gk(x, ε), ωk(x, ε), k = 1, 3 — шуканi аналiтичнi
функцiї, якi залежать вiд параметра ε > 0 та нечкiнченно диференцiйовнi
на промiжку x ∈ [−4; 0].

Для того, щоб обчислити регуляризуючу змiнну, необхiдно визначити
показник p i функцiю φ(x). Для цього подiємо розширеним оператором L̃ε

на вектор функцiюDk(x, t, ε). Пiдставимо результат в однорiдне розширене
рiвняння. Будемо мати

L̃ε(αik(x, ε)Uik(t) + εγβik(x, ε)U
′
i(t)) = ε1−pαik(x, ε)φ

′(x)U ′
i(t)−

−ε1+γ−2pβik(x, ε)φ
′(x)φ(x)Ui(t)−A(x, ε)αik(x, ε)Ui(t)−

−εγA(x, ε)βik(x, ε)U ′
i(t) + εα′

ik(x, ε)Ui(t) + ε1+γβ′ik(x, ε)U
′
i(t) = 0.

Зрiвняємо коефiцiєнти при Ui(t) в отриманiй системi (i = 1, 2) :

U ′
i(t) : ε

1−pαik(x, ε)φ
′(x)− εγ [A0(x) + εA1]βik(x, ε) = −ε1+γβ′ik(x, ε), (4)

Ui(t) : −ε1+γ−2pβk(x, ε)φ(x)φ
′(x)− [A0(x) + εA1]αik(x, ε) = −εα′

ik(x, ε). (5)
Отриманi алгебраїчнi системи необхiдно регуляризувати вiдносно малого

параметра ε > 0. Для цього показники степенiв в кожному рiвняннi мають
бути однаковими. В такому разi ми зможемо виконати скорочення малого
параметра за цими показниками степенiв. З цiєю метою запишемо однорiднi
векторнi рiвняння з використанням тiльки основної матрицi A0(x).

ε1−p+s1αk1(x, ε)φ
′(x) = 0,

ε1−p+s2αk2(x, ε)φ
′(x)− βk3(x, ε) = 0,

ε1−p+s3αk3(x, ε)φ
′(x) + (4x− 6)βk1(x, ε) + 4xβk2(x, ε) = 0,

ε1+γ−2p+k1βk1(x, ε)φ(x)φ
′(x) = 0,

ε1+γ−2p+k2βk2(x, ε)φ(x)φ
′(x) + αk3(x, ε) = 0,

ε1+γ−2p+k3βk3(x, ε)φ(x)φ
′(x)− (4x− 6)αk1(x, ε)− 4xαk2(x, ε) = 0.

(6)

Пiсля елементарних перетворень визначимо

p =
2

3
, γ =

1

3
, k1 = k2 = s3 = 0, s1 = s2 = k3 = −1

3
. (7)

Векторнi рiвняння (4) i (5) запишемо у виглядi такої системи алгебраїчних
рiвнянь: (i = 1; 2):

φ′(x)αi1(x, ε) = µ3[βi2(x, ε)− β′i1(x, ε)],
φ′(x)αi2(x, ε)− βi3(x, ε) = −µ3β′i2(x, ε),
φ′(x)αi3(x, ε) + (4x− 6)βi1(x, ε) + 4xβi2(x, ε) = −µ3β′i3(x, ε),
φ(x)φ′(x)βi1(x, ε) = µ3[α′

i1(x, ε)− αi2(x, ε)],
φ(x)φ′(x)βi2(x, ε) + αi3(x, ε) = µ3α′

i2(x, ε),
φ(x)φ′(x)βi3(x, ε)− (4x− 6)αi1(x, ε)− 4xαi2(x, ε) = µ3α′

i3(x, ε).

(8)
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Отже, система диференцiальних рiвнянь (7) є регулярно збуреною вiдносно
малого параметра параметра µ.

3. Побудова формальних розв’язкiв однорiдної системи
Розв’язки регулярно збуреної системи (7) побудуємо у виглядi ряду

αik(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrαikr(x), βik(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrβikr(x). (9)

Пiдставимо цi ряди у векторнi рiвняння, тодi для визначення вектор-
функцiй αikr = colon(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x)) та

βikr(x) = colon(βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x))

отримаємо такi рекурентнi системи

Φ(x)Zk0(x) = 0, k = 0, 1, 2, Φ(x)Zkr(x) = FZk(r−3)(x), r ≥ 3, (10)

за умови, що Zkr(x) = colon(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x), βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x)),
та

Φ(x) =

=


φ′(x) 0 0 0 0 0
0 φ′(x) 0 0 0 −1
0 0 φ′(x) 4x− 6 4x 0
0 0 0 φ(x)φ′(x) 0 0
0 0 1 0 φ(x)φ′(x) 0

−(4x− 6) −4x 0 0 0 φ(x)φ′(x)

 , (11)

FZk(r−3)(x) = colon
(
zi1(r−3), zi2(r−3), zi3(r−3), zi4(r−3), zi5(r−3), zi6(r−3)

)
,

де zi1(r−3) = (βi2(r−3)(x) − βi1(r−3)(x)), zi2(r−3) = −βi2(r−3)(x), zi3(r−3) =
−βi3(r−3)(x), zi4(r−3) = (αi1(r−3)(x)− αi2(r−3)(x)), zi5(r−3) = αi2(r−3)(x),
zi6(r−3) = αi3(r−3)(x).

Обчислимо визначник цiєї системи. Будемо мати:

detΦ(x) = (16x2 − 8xφ(x)φ′2(x) + φ2(x)φ′4(x)) · φ(x)φ′2(x).

Визначимо регуляризуючу функцiю φ(x) як розв’язок задачi, яку пiсля
спрощення запишемо у виглядi

φ2(x)φ′4(x)− 8xφ(x)φ′2(x) + 16x2 = 0, φ(0) = 0,

φ′2φ(x) = 4x, φ(0) = 0. (12)
Тодi

φ(x) =

(
3

2

∫ x

0

√
−xã(x)dx

) 2
3

.

Оскiльки detΦ(x) ≡ 0, то iснує нетривiальний розв’язок системи

Φ(x)Zkr = 0,
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коли r = 0, 2 вигляду

Zikr(x) = colon

(
0,

1
3
√
4
βi3r(x),−

4x
3
√
4
βi2r(x), 0, βi2r(x), βi3r(x)

)
, (13)

де βisr(x), i = 1; 2, s = 2; 3 — до певного часу довiльнi, достатньо гладкi
функцiї при x ∈ [−4; 0].

Отже, два лiнiйно незалежнi розв’язки для системи (3) можна побудувати
у виглядi

Dk(x, t, ε) =

∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(t) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(t)], i = 1; 2, (14)

де αikr(x) = col(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x)), βikr(x) = col(βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x))
— вiдомi вектор-функцiї.

Тодi при поступовому розв’язаннi (3) ми отримаємо два формальнi розв’-
язки однорiдного рiвняння

Dk(x, ε
− 2

3φ(x), ε) =

=

∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))]. (15)

Третiй формальний розв’язок однорiдного векторного рiвняння (1) ми
побудуємо у виглядi рядiв

ω(x, ε) ≡
∞∑
r=0

εrωr(x) ≡

≡ colon

( ∞∑
r=0

εrω1r(x),

∞∑
r=0

εrω2r(x),

∞∑
r=0

εrω3r(x)

)
. (16)

4. Побудова формальних частинних розв’язкiв
Для побудови частинних розвязкiв задачi (1) необхiдно вивчити дiю

розширенного оператора L̃ε (2) на елемент ряду

fk(x, ε)ψ(t) + εγgk(x, ε)ψ
′(t) + ω̄k(x, ε).

Результат запишемо у виглядi

L̃ε(fk(x, ε)ν(t) + µgk(x, ε)ν
′(t) + ωk(x, ε)) = µfk(x, ε)φ

′(x)ν(t)+

+gk(x, ε)φ
′(x)φ(x)ν(t)−A(x, ε)fk(x, ε)ν(t)−

−µA(x, ε)gk(x, ε)ν ′(t) + µ3f ′k(x)ν(t) + µ4g′k(x)ν
′(t)+

+µ2φ′(x)gk(x)π
−1 + µ3ω′(x)−A(x, ε)ωk(x) = H(x).

Таким чином, частинний розвя’зок розширеного векторного рiвняння
визначається у виглядi рядiв

Ỹpart.(x, t, ε) =

∞∑
r=0

εr
[
fkr(x)ν(t) + ε

1
3 gkr(x)ν

′(t)
]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x).
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Звуження розв’язку, коли t = ε−
2
3 · φ(x), у виглядi ряду

Ỹpart.(x, t, ε) =

=
∞∑
r=0

εr

[
fkr(x)ν(ε

2
3 · φ(x)) + ε

1
3 gkr(x)

dν(ε−
2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x), (17)

i буде частинним формальним розв’язком для ССЗДР (1).

Висновок

Таким чином, в роботi отримано покроковий алгоритм побудови рiвно-
мiрної асимптотики розв’язку системи сингулярно збурених диференцiаль-
них рiвнянь з диференцiальною точкою звороту.

1 крок. Розширення сингулярно збуреної задачi. В сингулярно збуренiй
системi з точкою звороту поряд iз незалежною змiнною x вводиться нова
вектор-змiнна t = ε−p · φ(x). Тодi замiсть шуканої вектор-функцiї Y (x, ε)

вивчається нова „розширена вектор-функцiя” Ỹ (x, t, ε). При чому розширен-
ня проводиться таким чином, щоб виконувалась умова як в методi регуляри-
зацiї

Ỹ (x, t, ε)|t=ε−p·φ(x) ≡ Y (x, ε).

p i φ(x) визначається для кожного конкретного випадку. Вiдбувається
перехiд вiд задачi з однiє змiнно, до задачi з двома змiнними t i x.

2 крок. Простiр безрезонансних розв’язкiв. Для регуляризацiї вводиться
конкретний простiр функцiй, цей простiр називають простором безрезонанс-
них розв’язкiв i для кожної кокретної задачi цей простiр має свою специфiку.

2∑
k=1

Dk(x, t, ε), fk(x, ε)ψ(t), ε
γgk(x, ε)ψ

′(t), ωk(x, ε)

3 крок. Регуляризацiя сингулярно збуреної задачi. Розширена задача
вивчається у просторi безрезонансних розв’язкiв i зводиться до рiвняння,
у яке малий параметр ε > 0 входить регулярно.

4 крок. Формалiзм побудови розв’язку задачi. Оскiльки розширена
задача є регулярно збуреною вiдносно малого параметра в ПБР, то розв’-
язок задачi будемо шукати у виглядi ряду

Ỹ (x, t, µ) =

∞∑
r=−2

µrY (x), (18)

де µ = 3
√
ε — малий параметр.

Побудову асимптотичного ряду розпочинаємо з вiд’ємних степенiв малого
параметра з метою одержання рiвномiрної асимптотики розв’язку ССЗДР.
Права частина системи буде мати розрив другого роду в точцi звороту.
Тому в загальному випадку вона не належатиме множинi значень головного
розширеного оператора L̃ε. Пiдставивши ряд (18)) в систему (11)), для
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визначення коефiцiєнтiв цього ряду, отримаємо деяку систему рекурентних
рiвнянь з точковими початковими чи крайовими умовами.

5 крок. Побудова формальних розв’язкiв однорiдної розширеної системи.
Отриманi в попередньому пунктi рекурентнi рiвняння для визначення коефi-
цiєнтiв ряду (18) є рiвняннями в частинних похiдних з точковими крайовими
умовами. Покажемо, що ця система рiвнянь є асимптотично коректною
у ПБР Dk. На цьому етапi розробляється теорiя iснування iтерацiйного
рiвняння виду

Φ(x) · Zkr(x) = F · Zkr(x),

де Φ(x) — матриця системи (11), Zkr(x) — вектор-стовпець складений з
аналiтичних функцiй θ1(x, ε). I будуються першi члени асимптотичного
розв’язку однорiдної дослуджуваної задачi.

6 крок. Побудова формальних розв’язкiв неоднорiдної розширеної сис-
теми. В цьому роздiлi будується розв’язок неоднорiдної задачi за допомогою
рекурентного рiвняння

Φ(x) · Zkr(x) = F · Zkr(x),

де Φ(x) — матриця системи (11), Zkr(x) — вектор-стовпець складений з
аналiтичних функцiй θ2(x, ε).
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