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Умовнi позначення, символи та скорочення

R - дiйсна пряма (−∞,∞).

R̄ - доповнена дiйсна пряма R ∪ {−∞,∞}.

𝛿𝑥 - дельта-функцiя Дiрака, вироджена в точцi. 𝑥 ∈ R̄

𝑅𝑒(𝛾) позначає дiйсну частину комплексного числа 𝛾.

𝐼𝑚(𝛾) позначає уявну частину комплексного числа 𝛾.

𝑥∨ 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥, якщо 𝑥 ≥ 𝑦

𝑦, якщо 𝑦 > 𝑥

- максимум двох вели­

чин.

𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥, якщо 𝑥 ≤ 𝑦

𝑦, якщо 𝑦 < 𝑥

- мiнiмум двох вели­

чин.

ГВБ - гiллястий випадковий процес.

𝜇 - iнтенсивнiсть породження нових iндивiдуумiв ГВБ.

МГВБ - мартингал, пов’язаний з гiллястим випадковим про­

цесом.
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|u|, де u - iндивiдуум випадкового процесу - поколiння, в яко­

му iндивiдуум u виник.

const - константи, значення яких не має значення. Два таких

записи можуть мати рiзнi значення незалежно вiд того, як вони

розмiщенi в текстi чи формулах.

𝑚(𝛾) - перетворення Лапласа.

В данiй роботi, якщо не вказано iншого пiд збiжнiстю та гра­

ницею маються на увазi збiжнiсть м.н. та границя у просторi 𝐿𝑝.
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Вступ

Мартингал з точки зору математики - такий випадковий про­

цес, що найкращим передбаченням довiльного його майбутнього

стану буде стан нинiшнiй, без залежностi вiд минулого. Мартин­

гали дослiджуються в багатьох роздiлах математики як моделi

реальних процесiв. Першi роботи по цiй темi з’явились в середи­

нi 20 сторiччя в сферi теорiї iгор. Так, мартингалом намагалися

узагальнити поняття "чесної"гри, де матсподiвання виграшу ко­

жної зi сторiн буде рiвною.

Перший мартингал являв собою стратегiю для гри в азартнi

iгри "чесного"типу, яка полягала в подвоєннi ставки пiсля кожно­

го програшу - таким чином матсподiвання виграшу пiсля кожної

гри складало нуль.

Неформально, мартингалом називається такий випадковий

процес, що кращою апроксимацiєю довiльного його майбутнього

стану буде нинiшнiй стан цього процесу незалежно вiд минулих

станiв процесу.

Мартингали використовувались для моделювання економi­

чних процесiв, наприклад, курсiв валют або цiн акцiй i, хоча
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статистично це припущення не пiдтвердилось, мартингали поля­

гають в основi багатьох класичних i неокласичних економiчних

моделей, таких, як модель Блека-Шоулза-Мертона, модель Баше­

льє. Мартингальна модель дозволяє сформулювати основнi поло­

ження теорiй таких економiчних об’єктiв, як опцiон або форвард.

Загалом, мартингал добре описує концепцiю ефективного ринку,

що iдеально визначає цiну кожного активу в кожен момент часу.
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Гiллясте випадкове блукання на дiйснiй прямiй є моделлю

еволюцiї популяцiї, вiдмiннiсть особин якої можна вважати одно­

вимiрною змiнною. Воно застосовується для моделювання таких

класичних об’єктiв статистичної фiзики, як, наприклад, напрям­

ленi полiмери на невпорядкованих деревах.

Для дослiдження граничної поведiнки гiллястого випадково­

го блукання застосовуються певнi невiд’ємнi аддитивнi мартин­

гали, що називатимемо мартингалами, пов’язаними з гiллястим

випадковим блуканням. Їх також називають мартингалами Бiг­

гiнса (англ. Biggins’ martingales), вшановуючи його вирiшальний

вклад в знаходження умов збiжностi мартингалiв, пов’язаних з

гiллястими випадковими блуканнями, з дiйсним параметром до

невироджених границь.

У цiй роботi дослiджуються умови збiжностi мартингалiв,

пов’язаних з гiллястими випадковими блуканнями, з комплексним

параметром. Встановлено критерiй 𝐿𝑝-збiжностi цих мартингалiв

для 𝑝 ≥ 2, який дозволяє легко встановлювати збiжнiсть чи роз­

бiжнiсть мартингала за його виглядом.



8

Попереднi теоретичнi вiдомостi

Мартингал

Для початку наведемо означення мартингалу з дискретним

часом.

Послiдовнiсть випадкових величин {𝑋𝑛}𝑛∈N називаємо мартинга­

лом з дискретним часом, якщо:

1. 𝐸|𝑋𝑛| < ∞, 𝑛 ∈ N

2. 𝐸[𝑋𝑛+1|𝑋1, ..., 𝑋𝑛] < ∞, 𝑛 ∈ N

В загальному випадку мартингал не є маркiвським процесом

i навпаки, маркiвський процес не обов’язково є мартингалом.

Гiллясте випадкове блукання

Розглянемо особину, що знаходиться на початку координат

дiйсної прямої в момент часу n=0. В момент n=1 вона створює

випадкове число J нащадкiв першого поколiння, якi розмiщую­

ться у точках дiйсної прямої вiдповiдно до точкового випадкового

процесу

ℳ(𝜔) =

𝐽(𝜔)∑︁
𝑖=1

𝛿𝑋𝑖(𝜔),
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де 𝐽 = ℳ(R), {𝑋𝑖}𝑖=1..𝐽 — точки ℳ, 𝛿𝑋 — мiра Дiрака, зосередже­

на у точцi X. В момент n=2 кожен iндивiдуум першого поколiння

створює нових нащадкiв, кiлькiсть яких визначається копiями J,

та зсунутi вiдносно батькiвської згiдно на реалiзацiї копiй точко­

вого процеса ℳ. Аналогiчно продовжується розвиток популяцiї

у наступних поколiннях.

Формально гiллясте випадкове блукання (ГВБ) визначають

як послiдовнiсть точкових процесiв {ℳ𝑛}𝑛=0,1,..., де для борелiв­
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ської множини 𝐴 ⊂ R

ℳ0 = 𝛿0(𝐴),ℳ𝑛+1(𝐴) =
∑︁
𝑟

ℳ𝑛,𝑟(𝐴−𝑋𝑛,𝑟), 𝑛 = 0, 1, ...,

де {𝑋𝑛,𝑟} — точки ℳ𝑛, {ℳ𝑛,𝑟} — незалежнi копiї ℳ.

Iнтенсивнiсть породження нових особин позначаємо 𝜇

Дерево 𝒯 з коренем ∅ - це пiдмножина U, що мiстить ∅ така,

що з того, що з 𝑖..𝑖𝑛 ∈ 𝒯 , 𝑘 ≤ 𝑛 випливає 𝑖..𝑖𝑘 ∈ 𝒯 . Kожному

елементу 𝑖..𝑖𝑛 ∈ 𝒯 поставлено у вiдповiднiсть 𝐿𝑖1..𝑖𝑛 ∈ [0,∞] при

цьому 𝑖1..𝑖𝑛𝑗 ∈ 𝒯 еквiвалентне 𝑗 ∈ {1, ..., 𝐿𝑖1..𝑖𝑛} . Якщо кожному

𝑢 ∈ 𝒯 поставлено у вiдповiднiсть мiтку 𝜈𝑢, дерево називається

помiченим.

Таким чином, кожну реалiзацiю гiллястого випадкового про­

цесу можно поставити у вiдповiднiсть дереву з коренем у множинi

∅. Елементи цього дерева вiдповiдають iндивiдуумам реалiзацiї гi­

ллястого випадкового процесу, порожня множина - початковим

(n=0) предком, мiтка 𝜈𝑢 може бути розглянута як вектор, i-то

координата якого рiвна зсуву i-го нащадка iндивiдуума u вiдно­

сно позицiї предка. n вiдповiдає поколiнню предка i позначається

|u|=n.

Важливу роль впродовж дослiдження матиме перетворення
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Лапласа iнтенсивностi 𝜇:

𝑚(𝛾) =

∫︁
R
𝑒−𝛾𝑥𝜇(𝑑𝑥) = 𝐸

∑︁
|𝑢|=1

𝑒−𝛾𝑆(𝑢), 𝛾 ∈ C

Мартингал, пов’язаний з гiллястим випадковим блуканням

Гiллясте випадкове блукання породжує таку послiдовнiсть:

𝑊𝑛(𝛾) = 𝑚−𝑛(𝛾)

∫︁
R
𝑒𝛾𝑥ℳ(𝑑𝑥) = 𝑚−𝑛(𝛾)

∑︁
|𝑢|=𝑛

𝑒𝛾𝐴𝑢 =
∑︁
|𝑢|=𝑛

𝑌𝑢,

де 𝑌𝑢 = 𝑒𝛾𝐴𝑢/𝑚|𝑢|(𝑦). Послiдовнiсть {(𝑊𝑛, 𝐹𝑛)}𝑛=0,1,... — невiд’ємний

мартингал, який називаємо мартингалом, пов’язаним з випадко­

вим блуканням, скорочено МГВБ. В англiйськомовнiй лiтературi

вiн називається мартингалом Бiггiнса (Biggins’ martingale).

Покажемо, що послiдовнiсть {(𝑊𝑛, 𝐹𝑛)}𝑛=0,1,... є мартингалом:

Позначимо 𝐿𝑖 = 𝑊𝑖(𝛾)𝑚
𝑖(𝛾).

𝐿𝑛 =
∑︁
𝑢=𝑛

𝑒−𝛾𝑆𝑛

Також позначимо через 𝑣∖𝑢 твердження "v є нащадком u".

Тодi

𝐿𝑛+1 =
∑︁

|𝑢|=𝑚+1

𝑒−𝛾𝑆𝑛 =
∑︁
|𝑢|=𝑛

∑︁
𝑣∖𝑢

𝑒𝛾𝑆𝑣 =
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=
∑︁
|𝑢|=𝑛

∑︁
𝑣∖𝑢

𝑒−𝛾(𝐴𝑣+𝑆𝑢) =
∑︁
|𝑢|=𝑛

𝑒−𝛾𝑆𝑛
∑︁
𝑣∖𝑢

𝑒−𝛾𝐴𝑣

Таким чином,

𝐸(𝑊𝑛+1 −𝑊𝑛|𝐹𝑛) = 𝐸(𝑚−𝑛−1(𝛾)(𝐿𝑛+1 − 𝐿𝑛𝑚(𝛾))|𝐹𝑛) =

= 𝐸(𝐿𝑛+1|𝐹𝑛) = 𝐸(
∑︁
|𝑢|=𝑛

𝑒−𝛾𝑆𝑢
∑︁
𝑣∖𝑢

𝑒−𝛾𝐴𝑣|𝐹𝑛) =

=
∑︁
|𝑢|=𝑛

𝑒−𝛾𝑆𝑛|𝐸(
∑︀

𝑣∖𝑢 𝑒
−𝛾𝐴𝑣) = 𝐸(𝐿𝑛|𝐹𝑛)𝑚(𝛾)

Отже, МГВБ i справдi являє собою мартингал.
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Властивостi мартингалiв, пов’язаних з ГВБ

Розглядаються надкритичнi ГВБ, тобто такi, що 𝐸𝐽 > 1,

оскiльки в такому випадку ймовiрнiсть виживання популяцiї є

додатньою. У докритичних ГВБ популяцiя майже напевне вими­

рає, вiдповiдно, i пов’язаний з нею мартингал збiжний.

Теорема Буркхольдера

Теорема 1. Нехай 𝑝 > 1 та (𝑋𝑛)𝑛∈N0 — дiйснозначний мартин­

гал, що стартує з нуля 𝑋0 = 0. Тодi мартингал (𝑋𝑛)𝑛∈N0 —

𝐿𝑝 − 𝑖 тодi i тiльки тодi, коли

𝐸(
∑︁
𝑛≥0

|𝑋𝑛+1 −𝑋𝑛|2)𝑝/2 < ∞.

Ця умова рiвносильна

𝑐𝑝𝐸(
∑︁
𝑛≥0

|𝑋𝑛+1 −𝑋𝑛|2)𝑝/2 ≤ 𝐸|𝑋|𝑝 ≤ 𝐶𝑝𝐸(
∑︁
𝑛≥0

|𝑋𝑛+1 −𝑋𝑛|2)𝑝/2

для деяких додатних та скiнченних постiйних 𝑐𝑝 та 𝐶𝑝, де X —

границя (𝑋𝑛)𝑛∈N0.

Доведемо, що дана теорема виконується для комплекснозна­

чних мартингалiв. З нерiвностi Йенсена для 𝑟, 𝑖 ≥ 0, 𝑝 ≥ 1 маємо:
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(
𝑟

2
+

𝑖

2
)𝑝 ≤ 𝑟𝑝

2
+

𝑖𝑝

2

(𝑟 + 𝑖)𝑝 ≤ 2𝑝−1(𝑟𝑝 + 𝑖𝑝)

𝑟𝑝 + 𝑖𝑝 ≤ (𝑟 + 𝑖)𝑝 ≤ 2𝑝−1(𝑟𝑝 + 𝑖𝑝)

Аналогiчно, для 𝑟, 𝑖 ≥ 0, 𝑝 ≤ 1

𝑟𝑝 + 𝑖𝑝 ≥ (𝑟 + 𝑖)𝑝 ≥ 2𝑝−1(𝑟𝑝 + 𝑖𝑝),

тобто

(2𝑝−1 ∧ 1)(𝑟𝑝 + 𝑖𝑝) ≤ (𝑟 + 𝑖)𝑝 ≤ (2𝑝−1) ∨ (𝑟𝑝 + 𝑖𝑝),

з чого отримуємо

(2𝑝−1∧1)(|𝑅𝑒(𝑋)|𝑝+|𝐼𝑚(𝑋)|𝑝) ≤ |𝑋|𝑝 ≤ (2𝑝−1)∨(|𝑅𝑒(𝑋)|𝑝+|𝐼𝑚(𝑋)|𝑝).

Тодi,

𝐸|𝑋|𝑝 ≤ (2𝑝/2−1 ∨ 1)(𝐸|𝑅𝑒(𝑋)|𝑝 + 𝐸|𝐼𝑚(𝑋)|𝑝) ≤

≤ (2𝑝/2−1 ∨ 1)𝐶*
𝑝 (𝐸[(

∑︁
𝑛≥0

(𝑅𝑒(𝑋𝑛+1 −𝑋𝑛))
2)𝑝/2]+

+𝐸[(
∑︁
𝑛≥0

(𝐼𝑚(𝑋𝑛+1 −𝑋𝑛))
2)𝑝/2]) ≤
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≤ (2𝑝/2−1 ∨ 1)

(2𝑝/2−1 ∧ 1)
𝐶*

𝑝𝐸(
∑︁
𝑛≥0

|𝑋𝑛+1 −𝑋𝑛|2)𝑝/2

З iншої сторони,

𝐸|𝑋|𝑝 ≥ (2𝑝/2−1 ∧ 1)(𝐸|𝑅𝑒(𝑋)|𝑝 + 𝐸|𝐼𝑚(𝑋)|𝑝) ≥

≥ (2𝑝/2−1 ∧ 1)𝐶*
𝑝 (𝐸[(

∑︁
𝑛≥0

(𝑅𝑒(𝑋𝑛+1 −𝑋𝑛))
2)𝑝/2]+

+𝐸[(
∑︁
𝑛≥0

(𝐼𝑚(𝑋𝑛+1 −𝑋𝑛))
2)𝑝/2]) ≥

≥ (2𝑝/2−1 ∧ 1)

(2𝑝/2−1 ∨ 1)
𝐶*

𝑝𝐸(
∑︁
𝑛≥0

|𝑋𝑛+1 −𝑋𝑛|2)𝑝/2

Теорема доведена.

Нехай (𝑎𝑛)𝑛≥0 - послiдовнiсть додатних чисел, що задоволь­

няє 𝑎 :=
∑︀

𝑛≥0 𝑎𝑛 < ∞ . Оскiльки функцiя 𝑥 ↦→ 𝑥𝑝/2 опукла вгору

на [0,∞)

𝑅𝑝/2 = 𝑎𝑝/2(
∑︁
𝑛≥0

(𝑎𝑛/𝑎)(1/𝑎𝑛)|𝑊𝑛+1(𝛾)−𝑊𝑛(𝛾)|2)𝑝/2 ≥

≥ 𝑎𝑝/2
∑︁
𝑛≥0

(𝑎𝑛/𝑎)(1/𝑎𝑛)
𝑝/2|𝑊𝑛+1(𝛾)−𝑊𝑛(𝛾)|𝑝) =

= 𝑎𝑝/2
∑︁
𝑛≥0

𝑎1−𝑝/2
𝑛 |𝑊𝑛+1(𝛾)−𝑊𝑛(𝛾)|𝑝)

З теореми Буркхольдера отримуємо

𝐶𝑝𝐸(
∑︁
|𝑢|=𝑛

|𝑌𝑢(𝛾)|2|𝑊 (𝑢)
1 (𝛾)− 1|2)𝑝/2 ≥ 𝐸|𝑊𝑛+1(𝛾)−𝑊𝑛(𝛾)|𝑝 ≥
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≥ 𝑐𝑝𝐸(
∑︁
|𝑢|=𝑛

|𝑌𝑢(𝛾)|2|𝑊 (𝑢)
1 (𝛾)− 1|2)𝑝/2 (1)

цей вигляд теореми Буркхольдера найбiльш зручний для подаль­

шої роботи.

Лема про границю матсподiвань МГВБ

Лема 2. Нехай 𝑚(𝑝𝑅𝑒(𝛾) ≥ 𝑚(𝑅𝑒(𝛾))𝑝) та 𝐸[𝑊1(𝑅𝑒(𝛾) < ∞)]

для деякого p>1 та 𝑅𝑒(𝛾) ∈ R∖{0}). Тодi для деякої невiд’ємної

константи с

𝐸[𝑊𝑛(𝑅𝑒(𝛾))𝑝] = 𝑂(𝑛𝑐(
𝑚(𝑝𝑅𝑒(𝛾)

𝑚(𝑅𝑒(𝛾)𝑝))
)𝑛), 𝑛 → ∞

Ця лема була сформульована i доведена у [5] як Лема 3.3.

Достатня умова збiжностi МГВБ

Лема 3. Нехай 𝑝 ∈ (1, 2), 𝜆 ∈ R та 0 < |𝑚(𝛾)| < 𝑚(𝑅𝑒(𝛾)) < ∞.

Тодi, для деяких 𝑟 ∈ [𝑝, 2] умови

𝐸|𝑊1(𝛾)|𝑟 < ∞, (2)

𝑚(𝑟𝑅𝑒(𝛾)

|𝑚(𝛾)|𝑟
< 1

є достатнiми для збiжностi мартингалу (𝑊𝑛(𝛾))𝑛∈N0
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Доведення. Нехай маємо r, що задовольняє нерiвностi (2)

𝐸𝑅𝑝/2 ≤ 𝐶𝑝𝐸(
∑︁
|𝑢|=𝑛

|𝑌𝑢(𝛾)|2|𝑊 (𝑢)
1 (𝛾)− 1|2)𝑝/2 ≤

≤ 𝐶𝑝𝐸(
∑︁
|𝑢|=𝑛

|𝑌𝑢(𝛾)|𝑟|𝑊 (𝑢)
1 (𝛾)− 1|𝑟)𝑝/𝑟 ≤

≤ 𝐶𝑝[𝐸|𝑊1(𝛾)− 1|𝑟]𝑝/𝑟
∑︁
𝑛≥0

(
𝑚(𝑟𝑅𝑒(𝛾)

|𝑚(𝛾)|𝑟)
)𝑛𝑝/𝑟 < ∞

Що, вiдповiдно до теореми Буркхольдера 1 доводить твердження.

Перша нерiвнiсть була отримана у доведеннi теореми (нерiвнiсть

1). Друга i третя нерiвностi отриманi вiдповiдно до субадитивно­

стi 𝑥 ↦→ 𝑥𝑝/2 та нерiвностi Йенсена, вiдповiдно.
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Збiжнiсть мартингалiв, пов’язаних з ГВБ

Збiжнiсть дiйснозначних мартингалiв, пов’язаних з гiллястим

випадковим блуканням

Теорема 4. Нехай p>1 та 𝑚(𝛾) < ∞ для деякого 𝛾 ∈ R. Тодi

мартингал (𝑊𝑛(𝛾))𝑛∈N0 збiжний у 𝐿𝑝 тодi та тiльки тодi, коли

𝐸[𝑊1(𝛾)]
𝑝 < ∞],

𝑚(𝑝𝛾)

𝑚(𝛾)𝑝
< 1

Ця теорема добре вiдома та може бути знайдена в багатьох

джерелах, наприклад, у [6]. Надалi розглядатимемо тiльки мар­

тингали, що не розглядаються даною теоремою, тобто такi, що

|𝑚(𝛾)| ≠ 0

Покладання обмежень на мартингал, пов’язаний з гiллястим

випадковим блуканням

Розглянемо мартингал (𝑊𝑛(𝛾))𝑛∈N0, який задовольняє таким

умовам:

𝐸|𝑊1(𝛾)
𝑝| < ∞, (3)
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𝑚(2𝑅𝑒(𝛾))

|𝑚(𝛾)|2
∨ 𝑚(2𝑅𝑒(𝛾))

|𝑚(𝛾)|𝑝
< 1 (4)

𝑝 > 2, 𝐸[𝑊1(2𝑅𝑒(𝛾))]𝑝/2 < ∞ (5)

Перевiримо даний мартингал на збiжнiсть.

Достатнiсть покладених умов

Згiдно нерiвностi Буркхольдера, достатньо перевiрити 𝐸𝑅𝑝/2 <

∞. Згiдно нерiвностi трикутника у просторi 𝐿𝑝/2

𝐸𝑅𝑝/2 ≤ (
∑︁
𝑛≥

[𝐸|𝑊𝑛+1(𝛾)−𝑊𝑛(𝛾)|𝑝]2/𝑝)𝑝/2

Покажемо, що права частина нерiвностi скiнченна:

𝐶−1
𝑝 𝐸|𝑊𝑛+1(𝛾)−𝑊𝑛(𝛾)|𝑝 ≤

≤ 𝐸(
∑︁
|𝑢|=𝑛

|𝑌𝑢(𝛾)|2|𝑊 (𝑢)
1 (𝛾)− 1|2)𝑝/2 =

= 𝐸(
∑︁
|𝑣|=𝑛

|𝑌𝑣(𝛾)|2
∑︁
|𝑢|=𝑛

|𝑌𝑢(𝛾)|2∑︀
|𝑢|=𝑛 |𝑌𝑣(𝛾)|2

|𝑊 (𝑢)
𝑞 (𝛾)− 1|2)𝑝/2 ≤

≤ 𝐸|𝑊1(𝛾)− 1|𝑝𝐸(
∑︁
|𝑢|=𝑛

|𝑌𝑢(𝛾)|2)𝑝/2 =

= 𝐸|𝑊1(𝛾)− 1|𝑝(𝑚(2𝑅𝑒𝛾)

|𝑚(𝛾)|2
)𝑛𝑝/2
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Перша нерiвнiсть випливає з нерiвностi 1, а друга - з опуклостi

𝑥 ↦→ 𝑥𝑝/2 на [0,∞) .

Розглянемо цю нерiвнiсть у трьох випадках:

Випадок 1: p=2 . Права частина нерiвностi рiвна

𝐸|𝑊1(𝛾)− 1|2(𝑚(2𝑅𝑒(𝛾))
|𝑚(𝛾)|2 )𝑛. Таким чином, умови 𝐸|𝑊1(𝛾)|2 < ∞ та

𝑚(2𝛾) < |𝑚(𝛾)|2 забезпечують 𝐸𝑅 < ∞.

Випадок 2: 𝑝 > 2,𝑚(𝑝𝛾) < 𝑚(2𝛾)𝑝/2,. Маємо

𝑠𝑢𝑝𝑛≥0𝐸[𝑊𝑛(2𝑅𝑒(𝛾))]𝑝/2 згiдно теореми 4. Таким чином права ча­

стина нерiвностi має вигляд 𝑂((𝑚(2𝛾)

|𝑚(𝛾)|2)𝑛𝑝/2). Оскiльки 𝑚(2𝛾) < |𝑚(𝛾)|2,це

доводить 𝐸𝑅𝑝/2 < ∞. Якщо 𝑅𝑒(𝛾) це доводить достатнiсть роз­

глянутих умов для збiжностi мартингалу,оскiльки умова 𝑚(0) ≥

𝑚(2𝑅𝑒(𝛾))𝑝/2, 𝛾 ∈ R∖0 неможлива при 𝑚(0) ∈ {1,∞}.

Якщо 𝑅𝑒(𝛾) ∈ R∖{0} , можемо застосувати лему 2. Отриму­

ємо

𝐸[𝑊𝑛(2𝑅𝑒(𝛾))]𝑝/2 = 𝑂(𝑛𝑐(
𝑚(𝑝𝑅𝑒(𝛾))

𝑚(2𝑅𝑒(𝛾))𝑝/2
)𝑛), 𝑛 → ∞

для деякої скiнченної константи с. Таким чином, права части­

на нерiвностi має вигляд 𝑂(𝑛𝑐( 𝑚(𝑝𝑅𝑒(𝛾))

𝑚(2𝑅𝑒(𝛾))𝑝/2
)𝑛), що, з урахуванням

𝑚(𝑝𝑅𝑒(𝛾)) < |𝑚(𝛾)|𝑝 доводить 𝐸𝑅𝑝/2 < ∞ .

Отримуємо, що розглянутий набiр умов є достатнiм для збi­
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жностi мартингалу (𝑊𝑛(𝛾))𝑛∈N0.

Необхiднiсть покладених умов

Припустимо, що (𝑊𝑛(𝛾))𝑛∈N0 збiгається у 𝐿𝑝 та покладемо

𝑅 =
∑︁
𝑛

≥ 0|𝑊𝑛+1(𝛾)−𝑊𝑛(𝛾)|2

Тодi 𝐸(𝑊 𝑝/2 < ∞) згiдно теореми Буркхольдера 1.

Оскiльки 𝑝 ≥ 2 та за допомогою супераддитивностi 𝑥 ↦→ 𝑥𝑝/2

на [0,∞) отримуємо∑︁
𝑛≥0

𝐸|𝑊𝑛+1(𝛾)−𝑊𝑛(𝛾)|𝑝 ≤ 𝐸𝑅𝑝/2 < ∞

Також, з нерiвностi 1 та з вказаної супераддитивностi отримуємо:

𝐴𝑛 ≥ 𝐸
∑︁
|𝑢|=𝑛

|𝑌𝑢(𝛾)|𝑝|𝑊 (
1𝑢)(𝛾)− 1|𝑝 = 𝐸|𝑊1(𝛾)− 1|𝑝(𝑚(𝑝𝑅𝑒(𝛾)

|𝑚(𝛾)|𝑝
)𝑛

Звiдси випливає необхiднiсть 3 для 𝑝 ≥ 2 та 𝑚(𝑝𝑅𝑒(𝛾)) < |𝑚(𝛾)|𝑝

.

iншої сторони,
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𝐴≥𝐸[𝐸(
∑︁
|𝑢|=𝑛

|𝑌𝑢(𝛾)|2|𝑊 (𝑢)
1 (𝛾)− 1|2𝐹𝑛)

𝑝/2] =

= (𝐸|𝑊1(𝛾)− 1|2)𝑝/2𝐸(
∑︁
|𝑢|=𝑛

|𝑌𝑢(𝛾)|2)𝑝/2 ≥

≥ (𝐸|𝑊1(𝛾)− 1|2(𝑚(2𝑅𝑒(𝛾)

|𝑚(𝛾)|2
)𝑛)𝑝/2,

де обидвi нерiвностi напряму випливають з нерiвностi Йенсена.

Це доводить необхiднiсть 𝑚(2𝑅𝑒(𝛾) < |𝑚(𝛾)|2). Також, у n=1,

бачимо, що

𝐸(
∑︁
|𝑢|=1

|𝑌𝑢(𝛾)|2)𝑝/2 =
1

|𝑚(𝛾)|𝑝
𝐸(

∑︁
|𝑢|=1

𝑒−2𝑅𝑒𝛾𝑆(𝑢))𝑝/2 < ∞

що, разом з перевiреною ранiше скiнченнiстю 𝑚(2𝑅𝑒(𝛾)) дово­

дить необхiднiсть умови 5. Нарештi, якщо 𝑅𝑒(𝛾) = 0, то з умов

𝑚(0) > 1 та 𝑚(0) < 𝑚|(𝛾)|2 випливає, що |𝑚(𝛾)| > 1. таким

чином, 𝑚(0) < |𝑚(𝛾)|𝑝 є наслiдком 𝑚(0) < |𝑚(𝛾)|2.

Основний результат

Таким чином, можемо сформулювати основний результат -

теорему, що дозволяє визначити 𝐿𝑝-збiжнiсть мартингалу, пов’язаного

з гiллястим випадковим блуканням за його виглядом для довiль­

ного 𝑝 ≥ 2. Пошук критерiю збiжностi для p=1 залишається вiд­

критою задачею для майбутнiх дослiджень.
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Теорема 5. Нехай 𝑝 ≥ 2, 𝑅𝑒(𝛾), 𝐼𝑚(𝛾) ∈ (𝑅) та

0 < |𝑚(𝛾)| < 𝑚(𝑅𝑒(𝛾)). Якщо 𝑅𝑒(𝛾) ̸= 0, то збiжнiсть мартин­

галу (𝑊𝑛(𝛾))𝑛∈N0 у 𝐿𝑝 еквiвалентна

𝐸|𝑊1(𝛾)
𝑝| < ∞,

𝑚(2𝑅𝑒(𝛾))

|𝑚(𝛾)|2
∨ 𝑚(2𝑅𝑒(𝛾))

|𝑚(𝛾)|𝑝
< 1

та, якщо 𝑝 > 2

𝐸[𝑊1(2𝑅𝑒(𝛾))]𝑝/2 < ∞

Якщо 𝑅𝑒(𝛾) = 0, остання умова має вигляд:

𝑚(0)

|𝑚(𝛾)|2
< 1
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Висновки

У данiй роботi критерiй 𝐿𝑝-збiжностi мартингала, пов’язаного

з гiллястим випадковим блуканням було поширено на мартинга­

ли з комплексним параметром за припущення 𝑝 > 2. Основний

теоретичний результат роботи - теорема 5 дозволяє перевiряти

збiжнiсть мартингалу (𝑊𝑛(𝛾))𝑛∈N0, знаючи лише перетворення

Лапласа iнтенсивностi гiллястого випадкового блукання.
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