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АНОТАЦІЯ

Борисенко Є.А. Криволінійні антиферомагнітні спінові ланцюжки у зов-
нішньому магнітному полі: ефекти геометрії в динаміці доменних стінок. –
Випускна кваліфікаційна робота магістра за спеціальністю 105 Прикладна
фізика та наноматеріали ОП «Високі технології (Прикладна фізика та нано-
матеріали)»

У роботі описано ефекти геометрії у криволінійних антиферомагнітних
(АФМ) спінових ланцюжках під дією зовнішнього магнітного поля в непе-
рервній класичній моделі. Встановлено, що в АФМ кільці орієнтаційний пе-
рехід під дією статичного магнітного поля може відбуватись як фазовий пе-
рехід першого роду у вихровий стан або як два фазові переходи другого роду
через скошений стан у onion стан в залежності від кривини кільця. Побудова-
но фазові діаграми рівноважних станів АФМкільця у статичному магнітному
полі довільного напрямку. Описано вплив кривини та кручення у спіново-
му ланцюжку у формі гвинтової лінії на стабілізацію та статичні параметри
доменної стінки (ДС) в ньому, розглянуто випадки легко- та важкоосьової
анізотропії. Досліджено динаміку ДС у гелікоїдальному легкоосьовому лан-
цюжку під дією статичного та обертального магнітних полів. Показано, що
статичне магнітне поле не призводить до руху доменних стінок. Отримано
рівняння руху ДС під дією обертального магнітного поля та знайдено чи-
сельні розв’язки цих рівнянь. Встановлено, що ДС рухається поступально з
періодично модульованою або рівномірно прямолінійно із сталою швидкі-
стю в залежності від співвідношення частоти обертального магнітного поля
та кривини ланцюжка. Знайдено залежність швидкості ДС у режимі рівно-
мірного прямолінійного руху від частоти магнітного поля, кривини та кру-
чення ланцюжка. Теоретичнi висновки роботи пiдтверджено за допомогою
спін-ґраткових моделювань.

Випускна кваліфікаційна робота викладена на 56 сторінках, ілюстрована
19 рисунками та містить 3 додатки. Список використаних джерел включає 62
роботи.

Ключові слова: антиферомагнетик, криволінійний магнетизм, спіновий
ланцюжок у формі кільця, фазові переходи, магнітне поле, гелікоїдальний
спіновий ланцюжок, доменна стінка
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ANNOTATION

Borysenko Y.A. Curvilinear antiferromagnetic spin chains exposed to an external
magnetic field: geometry-induced effects in domain wall dynamics. – Master’s
Thesis, speciality 105 Applied physics and nanomaterials, EP High Technologies
(Applied physics and nanomaterials)

In this work, we describe geometry-induced effects in antiferromagnetic
(AFM) spin chains exposed to an external magnetic field in classical continuum
approach. Exposed to static magnetic field AFM ring experiences a reorientation
phase transition, which can happen as a first-order one to vortex state or as a
second-order one via canted to onion state, depending on the ring curvature. Phase
diagrams of the equilibrium states of the ring exposed to static magnetic field of
arbitrary direction for different ring curvatures are calculated. We describe the
influence of curvature and torsion in the helix-shaped spin chain on the domainwall
(DW) stabilization and static properties. The hard- and easy tangential anisotropy
cases are analized. DW dynamics in helix-shaped spin chain being exposed to
static and rotating magnetic fields is investigated. While static magnetic field
fails to move DW, rotating magnetic field induces domain wall propagation. We
obtain and solve numerically the equations of motion for the DW exposed to
rotating magnetic field. Relation between external field frequency and geometrical
parameters of the helix determines two motion modes: oscillating one and rigid
motion with a constant velocity. The dependence of DW velocity in rigid motion
mode on rotating field frequency, curvature and torsion of the helix-shaped spin
chain is found. Theoretical predictions are verified by spin-lattices simulations.

Master Thesis consists of 56 pages, 19 figures, 3 appendices. Bibliography
includes 62 works.

Keywords: antiferromagnet, curvilinear magnetism, ring-shaped spin chain,
magnetic field-induced phase transitions, helix-shaped spin chain, domain wall
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Вступ

Властивості нанорозмірних систем суттєво залежать від їх геометричних
параметрів. Взаємозв’язок геометрії та топології параметра порядку стає ви-
рішальним для систем з сильними електронними кореляціями, зокрема ма-
гнетиків [1, 2] та надпровідників [2]. Розвиток експериментальних методик
синтезу та характеризації низьковимірних систем дозволяє як проектування
планарних структур з окремих атомів на підкладці [3] та модифікацію їх фі-
зичних властивостей в залежності від матеріалу підкладки [4], так і синтез
3D наноархітектур складних геометрій [5, 6].

Антиферомагнетики (АФМ) мають ряд унікальних властивостей, що від-
різняють їх від феромагнітних матеріалів, які широко використовуються в
технологіях зберігання та передачі інформації. В АФМ майже відсутні по-
ля розмагнічування, що сприяє потенційній мініатюризації пристроїв на їх
основі. Сильна обмінна взаємодія, що визначає АФМвпорядкування, призво-
дить до резонансних частот в терагерцевому діапазоні і можливостей швид-
кого перемикання між магнітними станами [7, 8]. В антиферомагнітних ма-
теріалах важливу роль відіграє топологія електронних станів системи. Топо-
логічно захищені стани є стійкими до флуктуацій та можуть зберігатись за
порівняно високих температур, що проявляється в транспортних особливо-
стях та дає змогу проектувати спінтронні пристрої з невеликими параметра-
ми дисипації [9]. В колінеарних АФМ з певним розташуванням немагнітних
атомів симетрія системи дозволяє спостерігати аномальний ефект Хола, що
визначається локальними напрямками анізотропії, обумовленої цими атома-
ми [10]. В колінеарному АФМ зразку зовнішнє магнітне поле спричиняє фа-
зові переходи, що супроводжуються реорієнтацією параметрів порядку. Па-
раметри реорієнтаційного переходу є характеристичними для даного АФМ і
визначаються, зокрема, магнітними взаємодіями та співвідношенням між їх
внесками в енергію системи [11]. Зміна орієнтації параметра порядку при пе-
реході в енергетично вигідніший стан у зовнішньому полі виявляє наявність
додаткових напрямків анізотропії системи [12], що також супроводжується
різними ефектами у динаміці АФМ [13].

Локальні викривлення в нанорозмірних магнетиках індукують ефектив-
ні анізотропні та кіральні взаємодії, ступінь прояву яких визначається гео-
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метричними параметрами зразка, зокрема кривиною та крученням. Це дає
змогу змінювати фізичний відгук таких систем в певному діапазоні [1, 14].
Градієнт кривини в пласких спінових АФМ ланцюжках є рушійною силою
руху доменних стінок у ньому [15]. В феромагнітному дроті кручення зразка
є ключовим фактором мобільності доменних стінок та визначає швидкість їх
руху, індукованого полем Рашби [16] або спін-поляризованим струмом [17].
Проте, вплив кручення на динаміку доменних стінок в АФМ ланцюжках на-
разі не є дослідженним.

Дану роботу присвячено дослідженням впливу геометричних параметрів
у викривлених антиферомагнітних спінових ланцюжках на їх статичні та ди-
намічні характеристики у зовнішніх магнітних полях. Зокрема розглянуто
вплив кривини на стійкість та параметри рівноважних станів в антиферома-
гнітному кільці в статичному магнітному полі довільного напрямку, а також
вплив кривини та кручення на стабілізацію та динаміку доменної стінки в
ланцюжку у формі гвинтової лінії під дією обертального магнітного поля.
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Розділ 1. Огляд літератури

В цьому розділі розглянуто взаємодії, притаманні антиферомагнітним
спіновим ланцюжкам в класичному наближенні. Надано геометричний опис
криволінійних квазіодновимірних магнетиків в неперервному наближенні.
Розглянуто приклади типових криволінійнихферо- та антиферомагнітних си-
стем,що вважаються одновимірними, описано індуковані геометрієюфізичні
ефекти в цих системах. Описано деякі методи синтезу макромолекул та кри-
сталів, що містять одновимірні спінові ланцюжки в немагнітному оточенні.

1.1. Взаємодії, що визначають властивості магнетиків

Критерієм існування магнітного впорядкування в кристалі є наявність не-
скомпенсованого магнітного моменту хоча б в одному з атомів його елемен-
тарної комірки за відсутності зовнішнього магнітного поля. Найпростішими
магнітовпорядкованими кристалами є феромагнетики, в яких магнітні мо-
менти всіх атомів мають однакову орієнтацію при температурі, меншій за
температуру Кюрі. Впорядкована магнітна структура обумовлена кореляці-
єю напрямків спінів електронів окремих атомів, що є наслідком залежності
просторової симетрії хвильової функції та енергії системи від повного спіну
системи електронів. Цей ефект називають обмінним, і відповідно взаємодію,
що його зумовлює, обмінною. Магнітний момент атома пов’язаний з його
спіном якM = gµBS, де S — класичний вектор спіну атома довжиною S, g
—фактор Ланде, µB —магнетон Бора. Тоді Гамільтоніан обмінної взаємодії
можна записати як [18]

H ex = −1

2

∑
k ̸=l

Jk,l(Mk ·Ml), (1)

де Mk, Ml — магнітні моменти в k-му та l-му вузлах ґратки, k, l пробіга-
ють всі вузли. Тут Jk,l = J̃k,l/(gµB)

2 — ефективний обмінний інтеграл, що
залежить від ступеню перекриття хвильових функцій, де J̃k,l — обмінний ін-
теграл. Значення обмінного інтегралу спадає експоненційно з відстанню від
атома, отже можна вважати, що J̃k,l приймає ненульове значення лише для су-
сідніх атомів ґратки. Знак обмінного інтегралу визначає тип магнітного впо-
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(а) (б) димер

Рис. 1.1: Схематичне зображення (а) феромагнітного та (б) антиферомагні-
тного впорядкування в ланцюжку. Колір відповідає проекції спіна на ez.

рядкування: при J̃k,l > 0 мінімуму енергії відповідає паралельна орієнтація
спінів всіх атомів, тобто феромагнітне (ФМ), при J̃k,l < 0 — антипаралель-
ний напрямок сусідніх спінів, тобто антиферомагнітне (АФМ) впорядкува-
ння [18], див. Рис. 1.1. АФМ впорядкування може існувати за температур,
нижчих від температури Нееля TN . В класичному наближенні вважатимемо,
що система знаходиться при температурі, значно нижчій за TN , і всі магнітні
моменти мають сталу довжинуM0 = gµBS.

Згідно з (1), в АФМможна умовно поділити всі атоми на дві групи або під-
ґратки, середня намагніченість яких має протилежні напрямки в основному
стані. Розбиття одновимірної ґратки на димери (пари сусідніх вузлів) таким
чином, щоб в кожному димері знаходилось по одному атому з кожної під-
ґратки [19], див. Рис. 1.1(б), дозволяє ввести характерний параметр порядку
АФМ ланцюжка, вектор Нееля, та намагніченість як

nk = (Mk −Ml) /(2M0), mk = (Mk +Ml) /(2M0), (2)

відповідно. Згідно з визначенням на ці вектори накладаються наступні умови:
n ·m = 0, n2 +m2 = 1.

Обмінна взаємодія визначає взаємну орієнтацію спінів у магнетику і є
інваріантною відносно одночасних поворотів всіх спінів системи. Реляти-
вістські взаємодії є слабкішими, проте вони визначають орієнтацію спінів у
просторі, наприклад відносно кристалографічних осей. Це призводить до ви-
браного напрямку, що відповідає мінімуму енергії, тобто просторової анізо-
тропії [18]. До таких взаємодій відносять одноіонну та міжіонну анізотропії,
диполь-дипольну та взаємодію Дзялошинського–Морії. Одноіонна анізотро-
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пія є наслідком (спін-орбітальної) взаємодії магнітних моментів з електри-
чним полем кристалічної ґратки. Її внесок до енергії системи можна записати
як [20]

H anis =
∑
k

Kk(Mk · eAk
)2, (3)

де Kk, eAk
— константа та одиничний вектор напрямку анізотропії в k-му

вузлі відповідно. Kk > 0 відповідає анізотропії типу важка вісь, Kk <

0 — легкоосьовій анізотропії (вигідному напрямку в кристалі). Взаємодія
Дзялошинського–Морії, або міжпідґраткова взаємодія, є причиною появи
слабкого феромагнетизму в АФМ [21, 22] та може бути подана як H dmi =∑

k ̸=l Dk,l · [Mk ×Ml], або [20]

H dmi =
∑
k

Dk · [nk ×mk], (4)

деDk —вектор Дзялошинського–Морії (Dk = 2Dk,l) , напрямок якого є пер-
пендикулярниим до площини, утвореної векторами nk, mk. Зазвичай кон-
станти обміну та одноіонної анізотропії для двопідґраткового антиферома-
гнетика можна вважати однаковими для всіх вузлів системи (J , K ).

Параметри основного стану магнетика визначаються мінімумом його
повної енергії, що є сумою внесків всіх взаємодій, наявних в ньому. За умови,
що характерна довжина неоднорідностей в магнетику, ℓ = a0

√
J /K , зна-

чно перевищує сталу гратки a0, магнітні системи можна розглядати в непе-
рервному наближенні, вважаючи параметри порядку просторово неперерв-
ними функціями nk, mk → n(r), m(r), де r — радіус-вектор.

У зовнішньому магнітному полі внесок до повної енергії системи дає Зе-
єманівська взаємодія, енергія якої представлена наступним чином: H z =

−
∑

k (Mk ·H), деH - зовнішнє магнітне поле. При високих амплітудахH ,
конкуренція обмінної, анізотропних та зеєманівської взаємодій призводить
до різкої зміни напрямку вектора Нееля, що відповідає енергетично вигідні-
шому стану. Таку реорієнтацію називать спін-флоп переходом, а відповідно
стан після неї— спін-флоп фазою. У спін-флоп фазіn(r) ⊥ H та з’являється
ненульова намагніченість зразку, що визначається якm = χH , де χ - дифе-
ренціальна магнітна сприйнятливість [11, 20]. Фазовий перехід (ФП) у спін-
флоп фазу може відбуватись як ФП першого роду або через два послідовні
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ФП другого роду (через скошений стан) в залежності від анізотропних хара-
ктеристик зразку [11]. Причиною появи скошеного стану зазвичай є прису-
тність взаємодії Дзялошинського–Морії у магнетику [23].

1.2. Викривлені квазіодновимірні магнетики в неперерв-
ному наближені

Нетривіальна геометрія викривлених низьковимірних магнетиків призво-
дить до появи ефективних взаємодій, специфічних за симетрією для кон-
кретної форми зразка. Це проявляється в залежності фізичних властивостей
системи від геометричних параметрів і дозволяє в певних межах штучно
змінювати відгук системи на зовнішні фактори, змінюючи її форму та роз-
мір [1, 2, 14].

Квазіодновимірний магнітний зразок в загальному випадку геометрично
можна описати наступним чином. Нехай крива γ(s) = {γx(s), γy(s), γz(s)},
де s — натуральний параметр, такий що |∂sγ(s)| = 1, визначає просторо-
ве положення всіх точок зразка, див. Рис. 1.2. Локальний ортонормований
криволінійний (TNB) базис, що складається з тангенційного, нормального та
бінормального до кривої векторів в кожній точці, {eT, eN, eB}, визначений
наступним чином [24]

eT = ∂sγ(s), eN = ∂seT/|∂seT|, eB = eT × eN. (5)

Похідні від базисних векторів визначені через формули Френе–Сере [24]

∂seα = Fαβ eβ,
∥∥Fαβ

∥∥ =

 0 κ(s) 0

−κ(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0

 , (6)

де індекси α, β = T, N, B використовуються відповідно до правила підсумо-
вування Ейнштейна, κ(s) = |∂seT|, |τ(s)| = |∂seB|—визначені в кожній точці
кривина та кручення відповідно, знак τ(s) визначається знаком мішаного до-
бутку базисних векторів [24]. Визначення вектора Дарбу [25],ϖ = τeT+κeB,
що фізично відповідає кутовій швидкості триграника утвореного {eT, eN, eB}
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Рис. 1.2: Просторова крива γ(s) та локальний криволінійний базис eT, eN,
eB. Триграник, утворений базисними векторами та відповідно дотичною
(TN), нормальною (NB) та спрямляючою (TB) площинами рухається вздовж
кривої із кутовою швидкістю, визначеною вектором Дарбуϖ (адаптовано
з [2]).

при русі вздовж кривої, спрощує вираз (6):

∂seα = ϖ × eα, α = T, N, B. (7)

Енергію диполь-дипольної взаємодії в криволінійних низьковимірних
ФМ [26, 27] та АФМ [28] системах можна звести до координатнозалежної
анізотропії з густиною енергії Eanis, напрямок якої в кожній точці визначає-
ться векторами локального базису. В локальній криволінійній системі коор-
динат анізотропна енергія магнетика приймає трансляційно-інваріантну фор-
му, проте, вираз для обмінної енергії певним чином зміниться з урахуванням
похідних базисних векторів. В TNB-базисі густина обмінної енергії магнети-
ка приймає наступний вигляд [29]

Eex = A(ϱαeα)
′(ϱβeβ)

′ = E 0
ex + E A

ex + E D
ex,

E 0
ex = Aϱ′αϱ

′
α, E A

ex = Kx
αβϱαϱβ,

E D
ex = Dx

αβ(ϱαϱ
′
β − ϱ′αϱβ),

Kx
αβ = AFαβFβγ, Dx

αβ = AFαβ, α,β = T,N,B,

(8)

де A — константа неоднорідного обміну, ϱ = {ϱT, ϱN, ϱB} — параметр по-
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рядку системи, для ФМ це намагніченість (ϱ ≡ m), для АФМ — вектор
Нееля (ϱ ≡ n). Окрім доданка, що є аналогічним звичайному неоднорі-
дному обміну (E 0

ex), густина обмінної енергії криволінійного магнетика мі-
стить доданки E A

ex та E D
ex — індуковані геометрією анізотропію та взаємодію

Дзялошинського–Морії з константамиKx
αβ таD

x
αβ відповідно, значення яких

залежать від геометричних параметрів системи. Повна енергія має вигляд

E =

∫
(Eex + Eanis)ds. (9)

Для АФМ систем запис енергії (9) описує основні ефекти в рамках σ-
моделі [28]. Відмінності від ФМ та ефекти, що не враховані в σ-моделі для
АФМ, зазначено нижче.

1.2.1. Тонкий викривлений феромагнітний дріт зі сталими кривиною
та крученням

Розглянемо тонкий ФМ дріт зі сталими кривиною та крученням, тобто у
формі гвинтової лінії. Такий дріт можна вважати одновимірним за умови, що
його поперечний переріз R ≪ κ, τ . Анізотропна частина енергії системи має
вигляд [26, 30] Eanis = −(K + K0)(m · eT)2, де K0 - константа магнітокри-
сталічної (“власної”) анізотропії, K = πM 2

s — внесок від магнітостатичної
взаємодії,Ms — намагніченість насичення.

Вплив індукованих кривиною та крученням дроту взаємодій спричиняє
відхилення магнітної текстури від легкотенгенційного напрямку на кут ψ ≈
κσ, де κ = κℓ, σ = τℓ ≪ 1 — безрозмірні кривина та кручення [30], див.
Рис. 1.3(а), що утворює так званий квазітангенційний стан. Конкуренція між
ефективними взаємодіями в системі призводить до нестабільності квазітан-
генційного стану при великих значеннях кривини дроту [30]. Для певних гео-
метричних параметрів енергетично вигідним є onion стан з просторово нео-
днорідним розподілом намагніченості у TNB-базисі (квазіоднорідним в де-
картовій системі координат), див. Рис. 1.3(б). Фазову діаграму основних ста-
нів ФМ дроту в координатах кривина-кручення подано на Рис. 1.3(в). Ши-
рина та параметр асиметрії доменної стінки (ДС), утвореної в ФМ дроті в
квазітангенційному основному стані, також визначаються крученням дроту.
В дроті з магнітного провідного матеріалу, що намотаний на непровідний
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(a) (г)(б)

(в) (д)

Time (ns)

Рис. 1.3: Індуковані геометрією ефекти в тонкому феромагнітному дроті зі
сталими кривиною та крученням. (а) Схематичне зображення квазітанген-
ційного розподілу намагніченості у дроті в формі гвинтової лінії [16]. (б)
Onion стан для намагніченості та (в) фазова діаграма рівноважних станів
намагніченості в дроті в залежності від значень його кривини та кручен-
ня [30]. (г) Схематичне зображення ДС на фоні квазітангенційного основ-
ного стану та (д) залежності положення ДС від часу при протіканні струму
через зразок для різних значень нормованого кручення σ [16].

циліндр з сильною спін-орбітальною взаємодією (Рис. 1.3(г)), при протікан-
ні струму провідним матеріалом виникає ефективне поле Рашби, напрямлене
перпендикулярно до дроту. Так як ефективні взаємодії спричиняють відхиле-
ння від строго тангенційного напрямку намагніченості вздовж дроту, вектор
намагніченості ДС не є ортогональним до поля Рашби, що спричиняє її рух
під дією цього поля [16]. Можливість існування руху ДС в такій системі та
його швидкість визначаються геометричними параметрами, зокрема наявні-
стю ненульових кривини та кручення дроту (див. Рис. 1.3(д)).

1.2.2. Антиферомагнітний спіновий ланцюжок у формі гвинтової лінії

Розглянемо спіновий ланцюжок з АФМ впорядкуванням зі сталими кри-
виною та крученням. В рамках σ-моделі його можна описати функціоналом
енергії виду (9), де наведена диполь-дипольною взаємодією анізотропія зво-
диться до Eanis = K(n · eT)2, з константою K ≈ 2.7(g2µ2BS

4/a4) > 0, тобто
важкоосьової вздовж eT [28].

Доданок E D
ex можна переписати у вигляді d · [n×n′]. Джерелом цього вне-

ску до енергії є геометрично індукована взаємодія Дзялошинського–Морії з
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вектором d = 2A(τeT + κeB). Виникнення цієї взаємодії є причиною появи
кіральних ефектів та модифікації спектра спінових хвиль при зміні геоме-
тричних параметрів ланцюжка. На відміну від плаского спінового ланцюжка
зі сталою кривиною (у формі кільця), в якому за відсутності зовнішніх по-
лів реалізується лише один основний стан з n||eB, в спіновому ланцюжку з
τ ̸= 0 спостерігаються два основні стани: однорідний в локальній системі
координат та періодичний (в залежності від співвідношення між κ і τ ) [28].

Наявність в АФМ ланцюжку двох підґраток обумовлює ряд індукованих
геометрією ефектів, що не входять в опис в рамках σ-моделі. Запис одно-
іонної анізотропії в криволінійній системі містить в собі некіральний дода-
нок, що за формою відповідає однорідній взаємодії Дзялошинського–Морії,
Edman = dh(nNmT+nTmN), з коефіцієнтом dh ∝ κ. Притаманний суто АФМ си-
стемам внесок в енергію видуJ S2(m·n′), що походить від обмінної взаємо-
дії у викривлених ланцюжках, знімає виродження відносно вибору способу
димеризації та є джерелом слабкого феромагнетизму в неколінеарних текс-
турах [31].

1.3. Динаміка доменних стінок в антиферомагнетиках

Розуміння властивостей та способів контролю динаміки ДС необхідні для
їх можливого подальшого застосування в якості носіїв інформації в спінтрон-
них пристроях [32, 33]. Наприклад, було запропоновано концепцію так зва-
ної трекової пам’яті з використанням ДС в якості елементарних носіїв інфор-
мації: домени рухаються вздовж треку під дією спін-поляризованого стру-
му, проходячи повз зчитуючі або записуючі елементи, див. Рис. 1.4(а, в).
Цей принцип міг би стати основою енергонезалежної пам’яті, що поєдна-
ла б у собі ефективність та надійність твердотільної електроніки з набага-
то більшою щільністю зберігання та швидкостями зчитування/запису інфор-
мації [33]. Використовуючи треки з пермалою та спін-поляризовані струми
густиною близько 108 А см–2 було досягнуто швидкостей ДС ≈100 м/с, що
відповідає часу операції зчитування/запису 20-30 нс [33], а використовуючи
структури з шарів Co/Ni/Co/Pt - швидкості ДС 350 м/с, що обумовлено впли-
вом спін-орбітальних та кіральних взаємодій [34]. Проте, ефективність нара-
зі розроблених пристроїв дещо обмежена через вплив різних факторів. На-
приклад, взаємодія сусідніх ДС через розмагнічуючі поля кожної з них пере-
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(а)

(б)
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(д)

Рис. 1.4: Концепція трекової пам’яті на основі ДС. (а) Схематичне зобра-
ження треку з магнітними доменами. Різні кольори відповідають протиле-
жним напрямкам намагніченості у доменах [33]. (б) Схематичне зображен-
ня розподілу намагніченості у доменній стінці, що є елементом треку з син-
тетичного АФМ [35] та (в) приклад реалізації запам’ятовуючого пристрою з
такими треками [36]. (г) Схема запам’ятовуючого пристрою на основі тре-
ку, замкненого у кільце [37]. (д) Розподіл намагніченості в різні моменти
часу при русі ДС у кільці з тонкого феромагнітного дроту [38].

шкоджає подальшій мініатюризації елементарної комірки. Скасування цього
ефекту можна досягти, використовуючи синтетичні антиферомагнетики, тоб-
то створюючи трек з двох магнітних шарів, що зв’язані антиферомагнітною
обмінною взаємодією, див. Рис. 1.4(б) [35]. Таким чином можна досягти по-
мітно більших швидкостей ДС (до 750 м/с), ніж в одношаровому феромагні-
тному треку, не збільшуючи густину струму.

До інших проблем, що заважають введенню таких пристроїв у масове
виробництво, відносять необхідність високих густин струмів для збудження
руху ДС та залежність енергоспоживання операції зчитування/запису певно-
го біту від його розташування. В звичайній геометрії такого пристрою (див.
Рис. 1.4(в)) інформація зберігається серійно, тобто операції над одним бітом
породжуватимуть синхронне зміщення інших, що може спричинити вихід
частини інформації з пристрою. Цю проблему можна вирішити, додаючи пе-
реферичні регістри для зберігання бітів, які змістились за межі треку під час
операції, проте це буде проявлятися у зниженні загальної ефективності при-
строю. Для подолання цієї перешкоди було запропоновано пам’ять на основі
замкненого у кільце треку [37]. Така геометрія дозволяє зберігти всі дані, що
знаходились в пристрої, під час процессу зміщення. Однак такий пристрій
всеодно вимагає значної густини струму, до того ж викривлена геометрія
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спричиняє нерівномірну густину струму вздовж треку та деяку зміну про-
філю ДС під час руху в такій системі, і вплив цих параметрів на ефектив-
ність пристрою наразі не описано. Під час руху ДС, що індукований напру-
гою, енергоспоживання є помітно меншим, однак типові швидкості при та-
кому русі порівняно малі. Інший спосіб збудити рух ДС було продемонстро-
вано на прикладі кільця з тонкого феромагнітного дроту на п’єзоелектричній
підкладці, що знаходиться у onion стані (який складається з двох ДС, див.
Рис. 1.4(д)). Прикладаючи напругу до різних частин підкладки можна зміню-
вати напрямки п’єзонапруження, що індукує переміщення ДС. На Рис. 1.4(д)
жовті стрілки вказують напрямки ефективної намагніченості в різні моменти
часу, а пунктирні білі - орієнтації еквівалентних одновісних п’єзонапружень.
Мікромагнітні моделювання передбачають швидкості до 550 м/с в таких си-
стемах. Наразі ведуться дослідження напрямлені на розширення трекової
пам’яті у 3D геометрії, а також пошук нових та більш ефективних способів
маніпулювання рухом ДС [36].

Рух ДС в АФМ можна збудити, наприклад, спін-орбітальним крутильним
моментом [39], струмом [40] або зовнішними змінними магнітними поля-
ми [41, 42]. Рух ДС в АФМ можливий із порівняно більшими швидкостями,
ніж в ФМ при збудженні спін-орбітальним крутильним моментом. Такій ди-
наміці АФМ також притаманна відсутність граничної швидкості Уокера, яка
обмежує максимально можливу швидкість ДС в ФМ під дією магнітного по-
ля або струму, через ефективну взаємодію крутильних моментів з різними
підґратками, зв’язаними сильною АФМ обмінною взаємодією [39].

В роботі [42] було показано, що ключовим фактором рухливості для ДС
в прямому спіновому АФМ ланцюжку є взаємодія Дзялошинського–Морії,
що призводить до порушення симетрії ДС, яке дозволяє рух під дією обер-
тального магнітного поля. У випадку ідеально симетричної АФМ ДС рух під
дією такого поля є неможливим: ефективні сили, що діють на моменти окре-
мих підґраток, повністю компенсують одна іншу. В залежності від частоти
обертального поля рух ДС в такий системі може бути прямолінійним із ста-
лою швидкістю (низькі частоти), або коливальний із періодично змінною в
часі швидкістю (високі частоти), див. Рис. 1.5(б).

Геометричні викривлення в пласкому спіновому ланцюжку суттєво впли-
вають на динамічні характеристики ДС. Наприклад, локалізований вигин в
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(а)

(б) (г) (е)

(в) (д)

Рис. 1.5: Динаміка ДС в пласких ланцюжках. (а) ДС в прямому АФМ лан-
цюжку (схематика); позначено площину та напрямок магнітного поля
(H) [42]. (б) Залежність положення ДС від нормованого часу в (а) [42]. (в)
Схематика параболічно зігнутого АФМ ланцюжка з ДС та (г) коливання ДС
відносно положення рівноваги в ньому [15]. (д) Ланцюжок у формі спіралі
Ейлера та (е) залежність нормованої швидкості ДС (v) від градієнта кри-
вини (χ) в ньому (колір на (д) відповідає різним напрямкам вектора Нееля:
тангенційно в двох протилежних напрямках) [15].

АФМ ланцюжку, Рис. 1.5(в), створює потенціал притягання для ДС. Як на-
слідок, мале збурення у такій системі спричиняє коливання положення ДС
відносно положення рівноваги в центрі вигину (Рис. 1.5(г)). Частота таких
затухаючих коливань визначається максимальною кривиною вигину та є від-
мінною від частоти коливань фази ДС [15]. Для порівняння, в ФМ системах
положення і фаза ДС є канонічно зв’язаними величинами, які коливаються з
однією частотою [15]. Також було показано, що градієнт кривини є рушійною
силою, що спричиняє рух ДС без додаткових зовнішних факторів зі швидкі-
стю, що пропорційна градієнту кривини [15], див. Рис. 1.5(д, е).

1.4. Cпособи одержання квазіодновимірних магнітних
структур

Квазіодновимірні магнітні структури різних геометрій існують у складі
деяких кристалів та окремих молекул [43], а також можуть бути штучно ство-
рені за попередньо заданою формою, довільно розташованою у 3D для фе-
ромагнетиків [5] та з розміщених атомів на площині для АФМ (технологія
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(а) (б) (в)

Рис. 1.6: Викривлені молекулярні спінові ланцюжки. (а) Молекулярні кіль-
ця на основі Cr8Cd [44] та (б) Cu у складі силоксанолатної клітки [46].
(в) Ланцюжок Cr24Cu7 окремо (зліва) та у складі молекулярного кристалу
(зправа) [47].

“atom-by-atom engineering”) [3]. У кристалах одновимірність магнітної стру-
ктури полягає в обмеженні обмінних взаємодій одним виміром. Такий кри-
стал складається з атомів із нескомпенсованим спіном та немагнітного оточе-
ння, симетрія якого призводить до сильних обмінних взаємодій лише в одно-
му напрямку та нехтовно малих в інших [43].

Розглянемо детальніше приклади низьковимірних магнетиків з АФМвпо-
рядкуванням. Викривлені планарні спінові ланцюжки існують у складі так
званих молекулярних кілець, наприклад на основі атомів Cr [44]. Таке кільце
може бути “відкритим”, якщо ланцюжок обмінно зв’язаних атомів розірва-
но атомом з іншими властивостями (наприклад Cd, див. Рис. 1.6(а)), або “за-
критим”, якщо всі магнітні атоми знаходяться в однаковому оточенні. Експе-
риментально було встановлено антиферомагнітне впорядкування атомів Cr,
наявність одноіонної анізотропії у таких структурах та залежність енергети-
чних рівнів від межових умов, тобто присутності атома Cd [44, 45]. Іншим
прикладом планарних структур із сильною обмінною взаємодією сусідніх
атомів є силоксанолатні клітки на основі парної кількості N атомів Cu [46],
CuN [(RSiO2)N ]2 LN , де N = 6, 8, 10, R = Et, Ph, Me — радикал, L = EtOH,
DMF — ліганд [46]. У таких структурах визначну роль у магнітному впоря-
куванні відіграє геометрія: в залежності від N , що визначає радіус кільця та
кути Cu–O–Cu, впорядкування може бути феромагнітним з різними констан-
тами обміну для N = 6, 8 та антиферомагнітним для N = 10. Було пока-
зано, що константа обміну зменшуєтья при збільшенні N для N = 6, 8, а
також що використання різних лігандів дозволяє змінювати константу обмі-
ну в певних межах. Для деяких лігандів спостерігались ефекти, пов’язані з
одноіонною анізотропією. Бічний вигляд силоксанолатної клітки на основі
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Рис. 1.7: Спінові ланцюжки у формі гвинтової лінії. (а) Хімічна (вгорі) та
магнітна (знизу) елементарні комірки кристалу зеленого діоптазу [48]. (б)
Можливі структурні конфігурації одноланцюжкового магнетику на основі
комплексів Mn(III)-сален [49]. (в) Гелікоїдальний спіновий ланцюжок ато-
мів Tb окремо та у складі молекулярного кристалу [50, 51].

Cu, N = 8 (зліва) та її магнітну структуру (зправа) показано на Рис. 1.6(б).
В роботі [47] зазначено основні принципи синтезу циклічних структур на
основі Cr, та показано, що заміна сполук амінів у процесі синтезу на цикле-
ни спричиняє утворення молекули S-подібної форми з домінуючими АФМ
взаємодіями. Така молекула (Cr24Cu7) складається з 37 магнітних атомів, що
утворюють планарні півкільця Cr, розділені атомами Cu. На Рис. 1.6(в) зобра-
жено виокремлений магнітний ланцюжок та розташування молекул Cr24Cu7
в елементарній комірці кристалу. Фіолетовим та жовтим кольорами виділено
півкільця, що лежать у взаємноперпендикулярних площинах [47].

Спінові ланцюжки складної 3D геометрії, наприклад зигзаго- та драбино-
подібні, або ж у формі гвинтової лінії, існують у кристалах природних міне-
ралів [52]. Виражене АФМ впорядкування наявне у кристалі зеленого діопта-
зу [48], елементарні кристалографічну та магнітну комірки якого зображено
на Рис. 1.7(а). У цьому кристалі атоми Cu формують гелікоїдальні спінові
ланцюжки вздовж осі c. Антиферомагнітна обмінна взаємодія вздовж лан-
цюжку є значно сильнішою за феромагнітний обмін між ланцюжками, що до-
зволяє спостерігати спін-флоп перехід у високих магнітних полях (13Т) [48].

Окремим класом магнітних матеріалів є так звані одноланцюжкові ма-
гніти: кристали, що складаються з ланцюжків на основі магнітних атомів.
В цих матеріалах спінові ланцюжки відокремлені немагнітними структура-
ми, які забезпечують з’єднання ланцюжків та блокують магнітні взаємодії в
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усіх напрямках окрім напрямку поширення ланцюжків. Перевагою таких си-
стем зокрема є можливість проектування анізотропних характеристик магні-
тного ланцюжку за допомогою синтезу різних немагнітних лігандів [53]. На-
приклад, у сполуках Mn(III)-салену можлива реалізація АФМ ланцюжків Mn
різної просторової конфігурації, параметри якої визначаються використани-
ми реагентами у процесі синтезу, див. Рис. 1.7(б) [49]. Спінові ланцюжки на
основі Tb та органічних лігандів ( Рис. 1.7(в)) можуть мати різні геометричні
конфігурації, що визначаються рівнем вологості при кристалізації цих моле-
кул [50, 51]. Кінцево отриманий кристал може складатись як з прямих, так і
з гелікоїдільних “переплетених” між собою спінових ланцюжків, Рис. 1.7(в).
Створення прямих та гелікоїдальних спінових ланцюжків з АФМ впорядку-
ванням також можливе за допомогою металізації молекул ДНК [54].

1.5. Висновки до розділу

Антиферомагнітні низьковимірні системи мають ряд особливостей, спри-
чинених наявністю скомпенсованих магнітних підґраток та сильною обмін-
ною взаємодією між ними. Збудження ДС за допомогою крутильного спіно-
вого моменту індукує їх рух із швидкістю, набагато більшою за швидкість
феромагнітної ДС під дією магнітного поля, що є обмеженою його певним
значенням. Кіральні взаємодії, наприклад Дзялошинського–Морії, визнача-
ють асиметрію розподілу ДС в АФМ ланцюжках та їх поступальний рух під
дією обертального магнітного поля.

Сучасні методи синтезу дозволяють проектування низьковимірних спіно-
вих ланцюжків різних геометрій та модифікацію їх структурних та магнітних
властивостей різними способами.

Індуковані геометрією взаємодії визначають основні стани та динаміку
магнітних систем. Характеризація їх внесків в енергію системи можлива при
розгляді магнетика в локальній криволінійній системі координат. В антифе-
ромагнітному спіновому ланцюжку у формі гвинтової лінії через наявність
сталого кручення окрім кривини в основному стані можливі два рівноважні
розподіли параметра порядку в залежності від співвідношення між геометри-
чними параметрами ланцюжка. Прояв ефективних індукованих кривиною
магнітних взаємодій також є помітниім в спектрі спінових хвиль та динаміці
ДС. Наприклад, градієнт кривини є достатньою рушійною силою ДС в пла-
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ских АФМ ланцюжках. Присутність кривини та кручення у феромагнітному
дроті індукує рух ДС під дією поля Рашби та визначає її мобільність.

Однак, вплив ефектів кручення у антиферомагнітних спінових ланцюж-
ках на статичні та динамічні параметри ДС в зовнішніх магнітних полях на-
разі не описано.
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Розділ 2. Результати роботи

2.1. Постановка задачі

Метою даної роботи є теоретичні та чисельні дослідження викривлених
антиферомагнітних спінових ланцюжків під дією зовнішнього магнітного по-
ля, зокрема опис рівноважних станів АФМ кільця в статичному магнітному
полі довільного напрямку та встановлення параметрів статичних розподілів
та динаміки доменних стінок в ланцюжках у формі гвинтової лінії під ді-
єю статичного та обертального магнітних полів. Для досліджень обрано лан-
цюжки зі сталими кривиною та крученням – кільце (нульове кручення) та
гвинтову лінію. Розглядається колінеарний двопідґратковий антиферомагне-
тик з врахуванням обмінної взаємодії, двох випадків анізотропії: легко- та
важкоосьової вздовж тангенційного напрямку ланцюжка та зовнішнього ма-
гнітного поля - статичного та обертального в площині, що перепендикулярна
осі симетрії ланцюжка.

Аналітично отримані результати перевіряються за допомогою спін-
ґраткових моделювань у коді наWolframMathematica та пакеті спін-ґраткових
моделювань SLaSi [55] (див. додаток А).

2.2. Модель системи

Cпіновий ланцюжок у формі гвинтової лінії описується наступною гео-
метрією: магнітні атоми розташовано вздовж просторової кривої, що задана
параметрично як

γ(s) = R [cos (s/s0)ex + sin (s/s0)ey] +
CP

2π
(s/s0)ez, (10)

де s— натуральний параметр, R, P — радіус та крок гвинтової лінії відпо-
відно (Рис. 2.1(б)). Кривина та кручення ланцюжку визначені як κ = R/s20,
τ = P/s20 де s0 =

√
R2 + P 2/(4π2). Ланцюжок у формі кільця є частковим

випадком кривої (10) при P = 0 (тобто τ = 0), eB = ez, див. Рис. 2.1(а).
Кіральність C = ±1 визначає право- або лівозакручену гвинтову лінію. В
даній роботі розглядаються лише гвинтові лінії з C = 1. Вважаючи антифе-
ромагнетик колінеарним та загальну намагніченість зразку нехтовно малою,
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(a) (б)

Рис. 2.1: Схематичне зображення ланцюжка у формі (а) кільця та (б) гвин-
тової лінії. Жовті стрілки відповідають лабораторній системі координат,
темно сині — TNB-базису.

спіновий ланцюжок можна описати в термінах нормованого вектора Нееля
n(s), |n(s)| = 1, визначеного згідно з (2). Тоді функція Лагранжа для АФМ
ланцюжка в класичному наближенні має вигляд [11, 31, 56]

L =

∫ ∞

−∞
(ṅ− [h× n])2 dξ −

∫ ∞

−∞
W dξ, (11)

де h — зовнішнє магнітне поле, нормоване на H0 = (S/µB)
√

|J K |, W

— нормована на K S2/(2a0) густина енергії, ξ = s/ℓ — нормована ко-
ордината вздовж ланцюжка, ṅ — похідна за нормованим часом t = ω0t0,
ω0 =

√
|J K |/ℏ — частота однорідного АФМ резонансу. Далі будемо роз-

глядати ланцюжок в наближенні σ-моделі, в якій статична енергія W визна-
чена згідно з (8), (9), для двох випадків: легко- та важкоосьової анізотропії
вздовж eT.

Для опису параметрів доменної стінки на фоні основного стану зручно
перейти до зв’язаних колективних координат: q(t), Φ(t), що визначають по-
ложення та фазуДС відповідно (q−Φмодель) [57, 58]. Ефективні рівняння ру-
ху ДС для колективних змінних відповідають рівнянням Ейлера–Лагранжа–
Релея

∂L

∂Xi
− d

dt

∂L

∂Ẋi

=
∂R

∂Ẋi

, Xi = {q, Φ}, (12)

де R = η
∫∞
−∞ ṅ2dξ — дисипативна функція для АФМ системи, η = 2ℓη0, η0
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— коефіцієнт дисипації.

2.3. Основні стани антиферомагнітного ланцюжка у формі
кільця в статичному магнітному полі

Розглянемо основні стани спінового ланцюжка у формі кільця з кривиною
κ та важкоосьовою анізотропією вздовж eT з коефіцієнтомKani. В локальній
системі координат густина енергії АФМ кільця, нормована на K S2/(2a0),
має наступний вигляд:

Wring = Wex + Wan + Wf ,

Wex =
m2

ς2
+ 2

(
n′2 −m′2)+ 2

ς
(n′ ·m) ,

Wan = Kanin2T +KndnTnN , Wf = −2

ς
(m · h) ,

(13)

де ς = a0/(2ℓ) — параметр дискретності (ς ≪ 1), штрих відповідає похі-
дній n′ = κ∂αn, де α — координата вздовж кільця або азимутальний кут,
α ∈ [0, 2π], Knd = 2ςκ — коефіцієнт ефективної анізотропії (наведеної кри-
виною). h = H/H0, деH0 = (S/µB)

√
|J K |—характеристичне поле спін-

флоп переходу для об’ємного АФМ з константами обміну та анізотропії J ,
K . Енергія нормована у такий спосіб, що Kani = 1. За відсутності зовні-
шнього поля кільце знаходиться у бінормальному стані з n||eB, m = 0 [28].
Енергія системи є інваріантною відносно перетворення n → −n.

У випадкуm≪ 1 обмінну енергію у виразі (13) можна записати як [28]

Wex = n′2 =
∑

i=T, N, B

n′2i + W an
ex + W dm

ex , (14)

де W an
ex = −κ2n2B — індукована кривиною легкоосьова анізотропія, джере-

лом якої є обмінна енергія, доданокW dm
ex за симетрією відображає взаємодію

Дзялошинського–Морії з вектором d = 2κeB для компонентn в TNB-базисі:
W dm

ex = ϵijkdinjn
′
k, де ϵijk — символ Леві–Чивіти [28].

Перейдемо до опису рівноважних станів кільця у магнітному полі, па-
ралельному осі симетрії ланцюжка: кільце розташоване в площині xy,
Рис. 2.1(а), h||ez. Орієнтаційні переходи та відповідні фази зображено на
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Рис. 2.2: АФМ кільце у магнітному полі h = hez. (а) Діаграма рівноважних
станів. (б) Просторовий розподіл компонент намагніченостейmT ,mN для
різних станів кільця та схематичне зображення цих розподілів. (в) Зале-
жності повного магнітного моменту кільця та диференціальної магнітної
сприйнятливості χ від амплітуди поля h. (г) Схематичне зображення роз-
поділу вектора Нееля для кільця у canted стані, позначено кут відхилення θ
між n(α) та h (вгорі), просторовий розподіл цього кута θ(α) подано знизу.
Cимволи відповідають даним отриманим з спін-ґраткових моделювань.

Рис. 2.2(а). При малих амплітудах h основним станом є бінормальний
(binormal state). Поле амплітуди, більшої за критичне значення hsf, спричи-
няє перехід системи у спін-флоп фазу: переорієнтацію n та появу магнітного
моменту

m = ςn× [(h− n′)× n] + O(ς2). (15)

Просторова неоднорідність вектора Нееля, відображена в n′, є джерелом
слабкого феромагнетизму [31, 61], що яскраво виражено у рівноважних ста-
нах кільця за великих амплітуд h, див. Рис. 2.2(б).

Спін-флоп фаза АФМ кільця складається з двох станів (див. Рис. 2.2(а)):
вихрового (vortex state) та onion. Вихровий стан є стійким для кілець, кривина
яких менша за критичне значення κc, що знаходяться у полі h > hsf = κ [31].
Для кілець великої кривини (κ > κc) перехід у onion стан відбувається як фа-
зовий перехід другого роду через скошену фазу (canted state), див. Рис. 2.2(в).

В околі спін-флоп переходу намагніченість є малою, тому енергія систе-
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ми (13) набуває вигляду

W = n′2 + n2T +KndnTnN − h2 + O(ς2). (16)

Для знаходження розподілів параметрів порядку у рівноважних станах
спін-флоп фази скористаємося параметризацією векторів полярним (ϑ) та
азимутальним (φ) кутами локальної сферичної системи координат: n =

eT sinϑ cosφ + eN sinϑ sinφ + eB cosϑ. Так як після спін-флоп переходу
n ⊥ h, ϑ = π

2 і просторовий розподіл n визначається залежністю φ(α). Че-
рез індуковане кривиною відхилення осі анізотропії від строго тангенційно-
го напрямку доцільно перейти до опису розподілів n в залежності від кута
Φ(α) = φ(α) − ψr, ψr = (1/2) arctan 2ςκ, тобто кута між n та ефективною
віссю анізотропії. Тоді мінімізація енергії (16) дає наступне рівняння

κ2∂ααΦ + sinΦ cosΦ = 0. (17)

Розв’язок цього рівняння за умови Φ = const визначає вихровий стан, що є
просторово однорідним у локальній системі координат: Φvor = π/2 [31]. Тоді
розподіли параметрів порядку мають вигляд

nvor = −eT sinψr + eN cosψr,

mvor = ς [κ (eT cosψr + eN sinψr) + eBh] .
(18)

Onion стан описується просторово неоднорідним розв’язком (17):

Φon = − am(x, k), non = eT cn(x, k)− eN sn(x, k) + O(ς),

m = ±ς
[
1

k
dn(x, k)− κ

]
[eT sn(x, k) + eN cn(x, k)] + eBςh+ O(ς2),

(19)

де x = 2K(k)α/π, am(x, k), cn(x, k) та sn(x, k), dn(x, k)—еліптичні функції
Якобі із модулем k, K(k) — повний еліптичний інтеграл першого роду [62].
Геометрія кільця відображена у межовій умові: 2κkK(k) = π, яка визна-
чає значення k для даної кривини кільця. Повні енергії вихрового та onion
станів визначаються як Evor = 2π(κ2 − h2) + O(ς2) та Eon = 8κ E(k)/k +

2π
(
1− 1/k2 − κ2 − h2

)
+ O(ς) відповідно, де E(k) — повний еліптичний

інтеграл другого роду. Розв’язок рівняння Evor(κ) = Eon(κ) визначає крити-
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Рис. 2.3: АФМ кільце з кривиною κ = 0.4 (а, б) та κ = 0.75 (в, г) у магні-
тному полі h = hxex + hzez (результати спін-ґраткових моделювань). (а),
(в) Фазові діаграми у координатах (hx, hz) для вихрової та onion спін-флоп
фаз кільця відповідно. Залежності повного магнітного моменту у напрямку
поля M , диференційної сприйнятливості χ та повного магнітного момен-
ту Mx вздовж ex від hz для різних hx подано на (б) для κ = 0.4 та (г) для
κ = 0.75 відповідно.

чну кривинуκc, що відокремлює області стійкості цих станів, див. Рис. 2.2(а).
Для ς = 0.1 критична кривина κc ≈ 0.657.

В той час як спін-флоп перехід до вихрового стану є різким (ФП пер-
шого роду) і супроводжується різким стрибком намагніченості зразку (див.
Рис. 2.3(б)), перехід із бінормального стану у onion для великих кривин кіль-
ця відбувається як два послідовні ФП другого роду через скошений стан, див.
Рис. 2.2(а, в). Повний момент кільця у напрямку прикладеного магнітного по-
ля, M , із збільшенням h зростає швидше у скошеному стані, ніж у onion, що
супроводжується максимумом диференціальної магнітної сприйнятливаості
χ = ∂hM , див. Рис. 2.2(в). Появу скошеного стану у АФМ кільці для великих
значень кривини можна пояснити внеском доданку W dm

ex , що являє собою ін-
дуковану геометрією взаємодію Дзялошинського–Морії. Через конкуренцію
просторово змінної анізотропії та однорідного магнітного поля, розподіли па-
раметрів порядку у скошеному стані є просторово неоднорідними. Неодно-
рідність розподілу можна охарактеризувати кутом θ, утвореним векторами
n(α) та h, в залежності від α, див. Рис. 2.2(д).

За амплітуд поля hspin-flip ≈ 1/ς відбувається спін-фліп перехід: АФМ по-
рядок порушується, n = 0 і m = ez, тобто відбувається повне перемагнічу-
вання кільця за напрямком прикладеного поля, див. Рис. 2.2(а).
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Магнітне поле, напрямлене під кутом до осі симетрії кільця, h = hxex +

hzez, призводить до порушення симетрії повороту системи. Бінормальний
стан в такому випадку реалізується лише при h = 0. Відхилене від ez магні-
тне поле спричиняє появу неоднорідної текстури параметрів порядку навіть
за амплітуд h, менших за критичне поле ФП (tilted state). Цей стан характе-
ризується різними режимами поведінки χ в залежності від співвідношень hx
та hz: зростаючої або спадаючої із збільшенням h, див. фазові діаграми у ко-
ординатах (hx, hz) на Рис. 2.3 (а) для кільця з κ = 0.4 та (в) для κ = 0.75.

Рівноважні стани після спін-флоп переходу (та характер ФП) у випадку
відхиленого від ez поля якісно є аналогічними до відповідних станів кільця
у полі h = hez, відповідно вихровий стан для κ = 0.4 та onion для κ = 0.75.
Області стійкості рівноважних станів визначаються з аналізу залежностей ди-
ференціальної магнітної сприйнятливості у напрямку поля від hz для різних
hx, див. Рис. 2.3 (б) для кільця з κ = 0.4 та (г) для κ = 0.75. Для кілець
великої кривини розподіли onion та canted станів через наявність hx мають
додаткову неоднорідність, відображену у більших амплітудах θ(α), ніж у ви-
падку hx = 0. Зокрема для onion стануmax(θ) → π/2 зі збільшенням h, проте
розподіл θ(α) є аналогічним до Рис. 2.2(г), в той час як при hx = 0 у кожній
точці кільця в onion стані θ(α) = π/2.

Відхилене від ez магнітне поле індукує магнітний момент кільця вздовж
ex, Mx, максимальне значення якого спостерігається під час спін-флоп пере-
ходу для кілець малих кривин та у canted стані для кілець з κ > κc.

2.4. Cтатичні розв’язки для доменної стінки в антиферома-
гнітному ланцюжку у формі гвинтової лініїї

В цьому розділі розглянемо утворення ДС в АФМ ланцюжку у формі
гвинтової лінії та рівноважні розподіли параметрів порядку, що відповіда-
ють доменній стінці.

2.4.1. Випадок важкоосьової анізотропії

Розглянемо ДС на фоні квазібінормального основного стану АФМ лан-
цюжка із важкоосьовою тангенційною анізотропією. Так як результуючий
напрямок однорідного розподілу вектора Нееля відхиляється від бінормаль-
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(а) (в) (г)

(б)

Рис. 2.4: Доменна стінка на фоні квазібінормального стану. (а) схематичне
зображення базисів {e1, e2, e3} та {eT, eN, eB}, кут повороту ψ позначено
червоним. (б) Кутова параметризація вектора Нееля. (в) Доменна стінка в
спіновому ланцюжку, отримана в SLaSi [55] для κ = 0.45, τ = 0.2. Колір
кодує компоненту намагніченості в кожному вузлі вздовж осі z. (г) Розподіл
компонент вектора Нееля в системі координат {e1, e2, e3} вздовж нормова-
ної координати ланцюжка. Суцільні лініїї відповідають аналітично отрима-
ним залежностям, символи — даним спін-ґраткових моделюваннь.

ного напрямку на кут ψ ≈ κσ через конкуренцію геометрично індукованих
взаємодій [28], для опису зручно перейти в систему координат {e1, e2, e3},
повернуту відносно TNB-базису на кут ψ, див. Рис. 2.4(а). Це діагоналізує
матрицю ефективної анізотропії та спрощує вираз для густини енергії [28]

W = n′21 + n′22 + n′23 +K1n
2
1 −K3n

2
3+

+D1 (n2n
′
3 − n3n

′
2) +D3 (n1n

′
2 − n2n

′
1) ,

(20)

в наближенні κ, |σ| ≪ 1, де K1 ≈ 1− σ2, K3 ≈ κ2 — константи ефективної
анізотропії,D1 ≈ 2σ ,D3 ≈ 2κ—ефективні коефіцієнти наведеної взаємодії
Дзялошинського–Морії, тут і далі штрих відповідає похідній за нормованою
координатою ξ. Параметризувавши вектор Нееля полярним θ та азимуталь-
ним ϕ кутами як n = sin θ(cosϕ e1 + sinϕ e2) + cos θ e3, див. Рис. 2.4(б),
використовуючи узагальнену q − Φ модель [59] можна записати анзац для
доменної стінки як

cos θdw = −p th
(
ξ − q(t)

δ(t)

)
, ϕdw = Φ(t) + a(t) [ξ − q(t)] , (21)
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де θdw(ξ, t), ϕdw(ξ, t)—розподіли θ, ϕ для ДС, δ—ширина ДС, a—параметр
асиметрії ДС, p = ±1 — топологічний заряд. Тут і далі будемо розглядати
лише ДС з p = 1. У статичному випадку будемо вважати, що ДС знаходиться
в положенні q(t) = 0, має певну фазу Φ(t) = Φ0 та δ(t) = δ, a(t) = a Тоді
повна енергія важкоосьового ланцюжка з ДС (Edw

h.a., h.a. ≡ hard axis) матиме
вигляд

Edw
h.a. =

∫ ∞

−∞
W (θdw, ϕdw)dξ = 2a2δ +

2

δ
+

+ δ
[
πaδK1 cos 2Φ0 csch (πaδ) +K1 + 2K3

]
+

+ 2aδD3 − πD1

(
a2δ2 + 1

)
sinΦ0 sech

(
πaδ

2

)
.

(22)

Мінімізація енергії (22) за параметрами Φ, δ, a дає варіаційні рівняння

dEdw
h.a.

dΦ0
= −πD1

(
a2δ2 + 1

)
cosΦ0 sech

(
πaδ

2

)
− 2af2 sin 2Φ0 = 0, (23а)

dEdw
h.a.

dδ
=+ a cos 2Φ0f2 (2− πaδ coth(πaδ)) + 2K3 +K1 −

2

δ2
+

+
1

2
aD1f1 + 2a(a+D3) = 0,

(23б)

2

δ

dEdw
h.a.

da
= f1 + 4(2a+D3)− 2f2 cos 2Φ0(πaδ coth(πaδ)− 1) = 0, (23в)

f1 = π sinΦ0

[
π
(
a2δ2 + 1

)
tanh

(
πaδ

2

)
− 4aδ

]
sech

(
πaδ

2

)
,

f2 = πδK1 csch(πaδ).

З рівняння (23а) знаходимо рівноважне значення фази ДС: Φ0 = π/2, що від-
повідає доменній стінці Блоха [32]. Деформація ДС, спричинена геометрією
ланцюжка, відображена у параметрі асиметрії a. Підстановка рівноважного
значення Φ0, явного вигляду коефіцієнтів K1,3, D1,3 в рівняння (23б), (23в)
та розклад отриманої системи за малими параметрами κ, σ до квадратичних
доданків дозволяє визначити рівноважні значення δ та a:

δh.a. ≈
√

1

κ2
− 1

c
, ah.a. ≈ −κ3/c, c = π2/12. (24)

ДС є стабільною за умови κ2 < c. Відповідний рівноважнй розподіл вектора
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Нееля в ДС, що визначається δh.a., ah.a, та порівняння аналітично отриманого
розподілу із результатами спін-ґраткових моделювань подано на Рис. 2.4(г).

2.4.2. Ланцюжок з легкоосьовою анізотропією

Розглянемо спіновий АФМ ланцюжок з легкотангенційною анізотропією.
Статичні властивості АФМ ланцюжків за відсутності зовнішніх полів можна
описати енергетичним функціоналом, аналогічним до енергії тонкого феро-
магнітного дроту. Так як ефективні індуковані кривиною взаємодії зумов-
люють відхилення намагніченості від строго тангенційного напрямку в ФМ
дроті [30], симетрія обмінної взаємодії в АФМ ланцюжку також буде вима-
гати відхилення вектора Нееля в рівноважному розподілі від напрямку вла-
сне тангенційної анізотропії. Тому доцільно перейти до локальної системі
координат {e1, e2, e3}, що повернута відносно TNB-базису на кут ψ ≈ κσ
таким чином, як наведено на Рис. 2.5(а). Слід зазначити, що напрямок по-
вороту відрізняється від такого для випадку важкоосьової анізотропії. Тоді
статична енергія (8) приймає вигляд

W = n′21 + n′22 + n′23 −K1n
2
1 +K2n

2
2+

+D1 (n2n
′
3 − n3n

′
2) +D2 (n1n

′
2 − n2n

′
1) ,

(25)

деK1 ≈ 1+ σ2−κ2 визначає домінуючу анізотропію, що зорієнтовує вектор
Нееля паралельно e1 в основному стані, K2 ≈ κ2 , D1 ≈ 2σ, D2 ≈ 2κ. ДС в
данному випадку можна розглядати використовуючи анзац (21) для кутів θ, ϕ,
що визначаються з наступної параметризації вектора Нееля, див. Рис. 2.5(б)

n = e1 cos θ + e2 sin θ cosϕ+ e3 sin θ sinϕ. (26)

В статичному випадку, повна енергія легкоосьового ланцюжка з ДС (Edw
e.a.,

e.a. ≡ easy axis) з врахуванням (21) та (26) має вигляд

Edw
e.a. =

∫ ∞

−∞
W (θdw, ϕdw)dξ =

2

δ
+ δ

[
2(a2 + aD1 +K1) +K2

]
+

+ πD2

(
a2δ2 + 1

)
sech

(
πaδ

2

)
cosΦ0 + πaδ2K2 csch(πaδ) cos 2Φ.

(27)
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(а) (в) (г)

(б)

Рис. 2.5: Доменна стінка на фоні квазітангенційного стану. (а) схематичне
зображення базисів {e1, e2, e3} та {eT, eN, eB}, кут повороту ψ позначено
червоним. (б) Кутова параметризація вектора Нееля. (в) Доменна стінка в
спіновому ланцюжку, отримана в SLaSi [55] для κ = 0.45, τ = 0.2. Колір
кодує компоненту намагніченості в кожному вузлі вздовж осі z. (г) Розподіл
компонент вектора Нееля в системі координат {e1, e2, e3} вздовж нормова-
ної координати ланцюжка. Суцільні лініїї відповідають аналітично отрима-
ним залежностям, символи — даним спін-ґраткових моделюваннь з SLaSi,
пунктирні — з Wolfram Mathematica.

Отриманий вираз є аналогічним до енергії ДС у легкоосьовому гелікоїдаль-
ному феромагнітному дроті [16]. З мінімізації енергії (27) заΦ, δ, a знаходимо
рівноважні параметри ДС

Φ0 = π, δe.a. = 1, ae.a. = −σ. (28)

Отриманий розподіл відповідає поперечній ДС. Існування ДС у важкоосьо-
вому ланцюжку можливе лише завдяки легкоосьовій анізотропії, що інду-
кована кривиною, що пояснює залежність δ(κ) в (24), в той час як в даному
випадку ДС стабілізується магнітокристалічною легкоосьовою анізотропією,
і її ширина в даному наближенні не залежить від геометричних параметрів,
що обгрунтовує можливість опису легкоосьового АФМ ланцюжка в лінійно-
му наближенні за малими параметрами κ, σ. Відповідний рівноважнй роз-
поділ вектора Нееля в ДС, що відповідає δe.a., ae.a, та порівняння аналітично
отриманого розподілу із результатами спін-ґраткових моделювань подано на
Рис. 2.5(г).
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2.5. Рух доменної стінки в легкоосьовому спіновому лан-
цюжку в зовнішньому магнітному полі

В цьому розділі розглянемо динаміку ДС у гелікоїдальному спіновому
ланцюжку із легкоосьовою анізотропією під дією статичного та обертально-
го магнітних полів.

2.5.1. Рівняння руху доменної стінки під дією статичного магнітного
поля

Нехай до АФМланцюжка з легкотангенційною анізотропією та ДС на фо-
ні основного стану прикладене зовнішнє магнітне поле, статичне в локальній
системі координат, h = heB. Тоді вважаючи, що δ = δe.a., a = ae.a. в цьому
випадку, вираз (11) з підстановкою відповідно (26), (21) приймає вигляд

Lfb = 2Φ̇(t)2 + 4σq̇(t)Φ̇(t) + 2q̇(t)2 − 2πκ cosΦ(t)− 2h2 sin2 Φ(t)

+ 2πh
[(

2σq(t) sinΦ(t)− cosΦ(t)
)
q̇(t)− σ cosΦ(t)Φ̇(t)

]
,

(29)

і дисипативна функція набуває вигляду

RDW = 2η
(
Φ̇(t)2 + q̇(t)2 + 2σq̇(t)Φ̇(t)

)
(30)

для даного анзацу. Відповідні рівняння руху (12)

−2
[
q̈(t)− σΦ̈(t)

]
− 2η

[
q̇(t)− σΦ̇(t)

]
+ πh

[
2σq(t) cosΦ(t)− sinΦ(t)

]
Φ̇(t) = 0,

2
[
σq̈(t)− Φ̈(t)

]
+ 2η

[
σq̇(t)− Φ̇(t)

]
+ πh

[
− 2σq(t) cos Φ(t) + sin Φ(t)

]
q̇(t)

+ πκ sin Φ(t)− h2 sin 2Φ(t) = 0.
(31)

Поклашви Φ̇(t) = 0, рівняння (31) зводиться до q̈(t) = −ηq̇(t), q(t) = 0

тобто ДС є нерухомою в цьому випадку. Рівняння (31) має два стаціонар-
ні розв’язки для фази ДС: Φ = π та cosΦ = πκ/(2h2). Розв’язок q(t) = 0,
cosΦ = πκ/(2h2) є енергетично вигіднішим за Φ = π при значеннях поля та
кривини, що задовільняють умові h2 > πκ/2. Для зовнішнього магнітного
поля h = hez, що приймає вигляд h = h√

σ2+κ2
(σeT + κeB) в TNB-базисі,

симетрія рівнянь руху є аналогічною до (31), що виключає можливість руху
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Рис. 2.6: Динаміка ДС під дією обертального магнітного поля. Часові зале-
жності положення (а) та фази (б) доменної стінки в ланцюжку з κ = 0.01,
σ = 0.1 під дією магнітного поля з h = 0.13, ω = 0.1. Часові залежності
положення (в) та фази (г) ДС у прямому ланцюжку з σ = 0.1 при h = 0.15,
ω = 0.1. Суцільні лінії відповідають чисельному розв’язку рівнянь (33).

під дією статичних магнітних полів.

2.5.2. Рівняння руху доменної стінки під дією обертального магнітного
поля

Нехай до системи, розглянутої вище, прикладено обертальне магнітне по-
ле з постійною амплітудою h та частотою обертання ω: h = h(ex cosωt +

ey sinωt). В локальній системі координат

h =
h√

σ2 + κ2

[
(κeT − σeB) sin

(
ωt− ξ

√
σ2 + κ2

)
−
√
σ2 + κ2 cos

(
ωt− ξ

√
σ2 + κ2

)
eN

]
.

(32)

Отримані із спін-ґраткових моделювань часові залежності ширини та пара-
метра асиметрії ДС (див. додаток Б) свідчать про те, що під час динаміки
ці параметри або змінюються в часі періодично з порівняно малими амплі-
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Рис. 2.7: Часові залежності положення ДС під дією поля з h = 0.2, ω = 0.1
в ланцюжках різної геометрії (результати спін-ґраткових моделювань): (а)
σ = 0.1 та κ = 0.02, 0.08, 0.16, 0.24; (б) κ = 0.08 та σ = 0.05, 0.1, 0.2.

тудами (∆a, ∆δ ≪ κ, σ), або є константами (при малих значеннях частоти
магнітного поля, див. Рис. Б.2). Тому далі вважатимемо, що в процесі дина-
міки ці параметри не змінюються і дорівнюють рівноважним значенням (28).
Рівняння руху (12) в такому випадку мають вигляд

B1 + A1Φ̇(t)− 4η
[
σΦ̇(t) +

(
σ2 + 1

)
q̇(t)

]
− 4σΦ̈(t)− 4

(
σ2 + 1

)
q̈(t) = 0,

(33а)

B2 + A2q̇(t)− 4η
[
σq̇(t) + Φ̇(t)

]
− 4Φ̈(t)− 4σq̈(t) = 0, (33б)

де A1, B1, A2, B2 — залежні від часу коефіцієнти, що містять q(t), Φ(t) та
параметри κ, σ, h, ω, див. додаток Б.

Чисельні розв’язки рівнянь (33) для ланцюжка з κ = 0.01, σ = 0.1 під
дією магнітного поля з h = 0.13, ω = 0.1 порівняно з результатами спін-
ґраткових моделювань у Wolfram Mathematica подано на Рис. 2.6(а, б). ДС
рухається поступально з модульованою швидкістю та періодично змінною
фазою. Для ланцюжка з κ = 0, тобто прямого, типові часові залежності по-
ложення та фази ДС наведено на Рис. 2.6 (в, г). ДС здійснює коливальний рух
навколо початкового положення із зростаючою в часі фазою.

Кривина та кручення ланцюжку суттєво впливають на швидкість руху
ДС. Порівняння часових залежностей положень доменної стінки для різних
значень κ при заданому крученні σ = 0.1 подано на Рис. 2.7(а), а для різних
значень σ при незмінній кривині κ = 0.08— на Рис. 2.7(б). Швидкість руху
ДС збільшується зі збільшенням кручення ланцюжка.
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Рис. 2.8: Часові залежності положення (а) та фази ДС (б) в ланцюжку з σ =
0.1, κ = 0.1206, 0.1804 під дією поля з h = 0.2 та ω = 0.001 (результати
спін-ґраткових моделювань).

2.5.3. Режим рівномірного прямолінійного руху доменної стінки

При певних параметрах геометрії ланцюжка та зовнішнього магнітного
поля, зокрема за малих частот, рух ДС може відбуватись рівномірно і прямо-
лінійно зі сталою швидкістю, див. Рис. 2.8(а).

Оцінити швидкість такого руху можна зробивши наступну підстановку у
рівняння руху (33)

q(t) → vt, Φ(t) → π + φ. (34)

Під час руху в такому режимі фаза ДС не змінюється в часі, див. Рис. 2.8(б),
тому можна виразити її похідну з рівнянь (33) як

Φ̇(t) =
A2σq̇(t)− B1 + σB2 + 4ηq̇(t) + 4q̈(t)

A1
(35)

та прирівняти до нуля. Так як даний режим стабілізується за малих частот
зовнішнього поля, можемо вважати ω малим параметром. Підставивши (34)
у (35) та розклавши отримане рівняння в ряд за малими параметрами κ, σ,
ω до першого порядку отримуємо наступне рівняння для швидкості ДС

4ηv − 2πhσ

(
ω√

σ2 + κ2
− v

)
cos (φ) = 0, (36)

розв’язок якого

v =
πωσh cos (φ)

(2η + πσh cos (φ))
√
κ2 + σ2

, (37)
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Рис. 2.9: Залежність швидкості прямолінійного рівномірного руху ДС від
кривини ланцюжка для різних значень кручення та амплітуди і частоти ма-
гнітного поля. Символи відповідають результатам спін-ґраткових моделю-
вань, суцільні лінії — аналітичній залежності (38).
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Рис. 2.10: (а) Часові залежності положення ДС в ланцюжку з κ = 0.12,
σ = 0.1 під дією поля з h = 0.2 та різними частотами ω (результати спін-
ґраткових моделювань). (б) Середня швидкість ДС в залежності від частоти
магнітного поля, символи — результати спін-ґраткових моделювань, су-
цільна лінія відповідає аналітичній залежності. (в) Діаграма режимів руху
ДС в залежності від частоти магнітного поля та кривини ланцюжка (резуль-
тати спін-ґраткових моделювань).

при малих значеннях параметра дисипації (η → 0) маємо

v ≈ ω√
κ2 + σ2

. (38)

Залежність v(κ) для різних значень σ, ω, h подано на Рис. 2.9. Швидкість
ДС не залежить від амплітуди магнітного поля, проте h відіграє роль у стабі-
лізації даного режиму руху. Наприклад для ω = 0.001, σ = 0.1, h = 0.12 для
кривин κ ≲ 0.075 режим руху вже є модульованим, однак при таких самих
значеннях частоти і кручення при h = 0.2 рух із сталою швидкістю спосте-
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рігається і для кривин κ ≈ 0.05.
Швидкість ДС лінійно збільшується зі збільшенням частоти магнітного

поля, проте за частот, більших за певне критичне значення, стійкість цього
стану втрачається і швидкість руху стає періодично змінною, див. Рис. 2.10
(а, б). Кривина ланцюжка також визначає стійкість режиму руху зі сталою
швидкістю, див. Рис. 2.10 (в): максимальне значення частоти, при якому ста-
білізується рівномірний прямолінійний рух ДС, є більшим для ланцюжків
більшої кривини κ.
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Висновки

У цій роботі було досліджено рівноважні стани антиферомагнітного лан-
цюжка у формі кільця у статичному зовнішньому магнітному полі довіль-
ного напрямку, а також статичні та динамічні характеристики доменних сті-
нок у викривленому антиферомагнітному спіновому ланцюжку зі сталими
кривиною та крученням у магнітних полях. Розглянуто двопідґратковий ан-
тиферомагнетик, серед взаємодій між магнітними моментами враховано ан-
тиферомагнітний обмін найближчих атомів, розглянуто випадки важко- та
легкоосьової анізотропії вздовж тангенційного напрямку. В ході роботи було
отримано наступні результати:

1. Встановлено, що в АФМ кільці орієнтаційний перехід під дією стати-
чного магнітного поля може відбуватись як фазовий перехід першо-
го роду у вихровий стан при малій кривині кільця, або як два фазові
переходи другого роду через скошений стан у onion стан для великих
кривин. Залежність характеру переходу від розмірів зразка обумовлена
геометрично індукованою взаємодією Дзялошинського–Морії.

2. Показано, що відхилення напрямку магнітного поля від осі симетрії
кільця зумовлює додаткову просторову неоднорідність параметрів по-
рядку, зокрема неоднорідний розподіл намагніченості у площині кіль-
ця.

3. Встановлено, що доменна стінка у важкоосьовому спіновому АФМ
ланцюжку у формі гвинтової лінії стабілізується анізотропними взає-
модіями, що індуковані геометрією. Отримана доменна стінка відпо-
відає стінці Блоха. Ширина та параметр асиметрії доменної стінки є
функціями кривини і кручення ланцюжка, відповідно.

4. Показано, що в антиферомагнітних спінових ланцюжках статичне ма-
гнітне поле не призводить до руху доменної стінки.

5. Отримано рівняння руху доменної стінки у легкоосьовому АФМ лан-
цюжку під дією обертального магнітного поля. Знайдено чисельні
розв’язки цих рівнянь для різних комбінацій параметрів геометрії та
поля. Швидкість поступального руху доменної стінки залежить як від
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параметрів зовнішнього магнітного поля, так і від кривини та кручення
ланцюжка.

6. Показано, що у граничному випадку кривини, що прямує до нуля, обер-
тальне магнітне поле спричиняє лише коливальний рух доменної стін-
ки навколо початкового положення. Отже, кривина ланцюжка є одним
із вирішальних параметрів для поступального руху доменної стінки під
дією таких полів.

7. Знайдено область параметрів поля і геометрії, у якій реалізується рух
доменної стінки зі сталою швидкістю, величина якої визначається ча-
стотою обертального магнітного поля та залежить від кривини та кру-
чення зразка. Показано, що даний режим руху стабілізується кривиною
ланцюжка.
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Додатки

А. Спін-ґраткові моделювання

Моделювання проводяться у пакеті спін-ґраткових моделювань
SLaSi [55]. Магнітні моменти µi, |µi| = 1 розташовані вздовж ланцюжка
що складається з N вузлів (i = 1, N ). Для встановлення розподілу нама-
гніченості µi у рівноважному стані рівняння Ландау–Ліфшиця–Гільберта
(LLG)

dµi

dt
=

1

ℏS
µi ×

∂H

∂µi
+ αg

dµi

dt
, i = 1, N (39)

розв’язується чисельно для всіх вузлів системи. У рівнянні (39) ℏ — стала
Планка, S = 1 — довжина спіну, αg — коефіцієнт релаксації Гільберта, і
Гамільтоніан системи має вигляд

H = −JS2

2

(
N−1∑
i=1

µi · µi+1 + µN · µ1

)
+

KS2

2

N∑
i=1

(µi · eiT)2 − 2µbS
N∑
i=1

µi ·H ,

(40)
де J, K — константи обміну та одноіонної анізотропії відповідно, µb— ма-
гнетон Бора, eiT—одиничний вектор, що визначає тангенційний напрямок до
ланцюжка в i-му вузлі,H — зовнішнє магнітне поле. Для моделювань АФМ
кілець використовувались наступні параметри: αg = 0.5, S = 1, J = −10−22J,
K = 4 · 10−20J. Магнітна довжина такої системи ℓ = 5a0 і параметр дискре-
тності ς = 0.1. Кривина кільця визначається як κ = 2π/(Na0), сталу ґратки
було взято a0 = 0.3 нм. Ступінь релаксації системи вважається достатнім
(для перебування системи у рівноважному стані), якщоmax |dµi/dt| < 10−14

Hz.
Для моделювання статичних параметрів доменних стінок у спінових лан-

цюжках у формі гвинтової лінії у SLaSi було використано значення констант
J = −16 · 10−22J, K = 4 · 10−20J.

Моделювання динаміки доменних стінок проводились у Wolfram
Mathematica: параметри рівноважного стану системи у кожний момент часу
знаходяться як розв’язки рівняння (39), код програми наведено нижче.

1 (*General definitions*)
2 nrm[r_List] := Sqrt[r . r];
3 Dv[s_(*scalar*), v_(*vector*)] := D[s, #] & /@ v;
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4 $Assumptions = {Element[xi, Reals], kappa > 0, Element[tau, Reals]};
5 gamma= {kappa*Cos[xi*Sqrt[kappa^2 + tau^2]]/(kappa^2 + tau^2), kappa*Sin[xi*

Sqrt[ kappa^2 + tau^2] ]/(kappa^2 + \
6 tau^2) , xi*tau/Sqrt[ kappa^2 + tau^2]};
7

8 v = D[gamma, xi ] // Simplify;
9 e1 = v/nrm[v] // Simplify (*tangential vector*);
10

11 w = D[e1, xi ] /nrm[v] // Simplify;
12 e2 = w/nrm[w] // Simplify (*normal vector*);
13

14 e3 = Cross[e1, e2] // Simplify (*binormal vector*);
15

16 (*number of magnetic moments*)
17 spins = 2000;
18 (*magnetic length*)
19 l = 10;
20

21 (*initial distribution*)
22 mu0 [ckappa_, sigma_, {q_, cphi_, cdelta_}] := Block[{mt, mn, mb},
23 mt = -Tanh[(xi - q)/cdelta ];
24 mn = Cos[ cphi ]*Sech[ (xi - q)/cdelta ];
25 mb = Sin[ cphi ] Sech[(xi - q)/cdelta ];
26 ((-1)^# (mt e1 + mn e2 + mb e3) /. {kappa -> ckappa/l, tau -> sigma/l, xi ->

#}) & /@ Range[-spins/2, spins/2 - 1]
27 ]
28

29 (*solve LLG equation*)
30 LLGSolver[{ckappa_, sigma_}, {q_, cphi_}, {h_, omega_}, {alphaRel_ , tRel_,

alphaDyn_ , tDyn_}] :=
31 Block[{E1, E2, E3, M, Ex, Ea, Ez, Heff, scale = 1/(4 l), LLG, ini,
32 M0, M0Iotar, Mr, sol, relax, dynamics , fld},
33

34 (*curvilinear basis*)
35 E1 = (e1 /. {kappa -> ckappa/l, tau -> sigma/l}) /. xi -> # & /@ Range[-

spins/2, spins/2 - 1];
36 E2 = (e2 /. {kappa -> ckappa/l, tau -> sigma/l}) /. xi -> # & /@ Range[-

spins/2, spins/2 - 1];
37 E3 = (e3 /. {kappa -> ckappa/l, tau ->sigma/l}) /. xi -> # & /@ Range[-spins

/2, spins/2 - 1];
38

39 (*Magnetization per node*)
40 M = Table[{Subscript[mx, n][t], Subscript[my, n][t],
41 Subscript[mz, n][t]}, {n, 1, spins}];
42

43 (*Interactions*)
44 Ex = 2*(l^2)*Sum[M[[n]] . M[[n + 1]], {n, 1, spins - 1}];
45 Ea = -Sum[(M[[n]] . E1[[n]])^2, {n, 1, spins}];
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46 Ez = -4*h*l*Sum[(M[[n]] . {Cos[omega*t], Sin[omega*t], 0}), {n, 1, spins}];
47

48 (*Relaxation with zero field*)
49 Heff = -Dv[Ex + Ea, #] & /@ M;
50 LLG = MapThread[ Thread[(1/scale D[#1, t] == -Cross[#1, #2] + alphaRel/
51 scale Cross[#1, D[#1, t]])] &, {M, Heff}] // Flatten;
52 M0 = mu0[ckappa, sigma, {q, cphi, l}];
53 ini = MapThread[Thread[(#1 /. t -> 0) == #2] &, {M, M0}] // Flatten;
54 sol = NDSolve[Join[LLG, ini], Flatten[M], {t, 0, tRel},
55 Method -> {"EquationSimplification" -> "Residual"}][[1]];
56 relax = M /. sol;
57

58 (*Dynamics in a rotating field*)
59 Mr = relax /. t -> tRel;
60 Heff = -Dv[Ex + Ea + Ez, #] & /@ M;
61 LLG = MapThread[
62 Thread[(1/
63 scale D[#1, t] == -Cross[#1, #2] + alphaDyn/
64 scale Cross[#1, D[#1, t]])] &, {M, Heff}] // Flatten;
65 ini = MapThread[Thread[(#1 /. t -> 0) == #2] &, {M, Mr}] // Flatten;
66 sol = NDSolve[Join[LLG, ini], Flatten[M], {t, 0, tDyn},
67 Method -> {"EquationSimplification" -> "Residual"}][[1]];
68 dynamics = M /. sol;
69

70 (*Saving simulation results*)
71 Export["eT_List.dat", E1 // N, "Table"];
72 Export["eN_List.dat", E2 // N, "Table"];
73 Export["eB_List.dat", E3 // N, "Table"];
74 Export["magnetization_"<>ToString[#]<>".dat",
75 dynamics /. t -> #, "Table"] & /@ Range[0, tDyn, 50];
76 ]

Б. Часові залежності ширини та параметра асиметрії ДС

В залежності від співвідношення частоти обертального магнітного поля
та кривини ланцюжка можливі два режими руху ДС: із періодично модульо-
ваною або сталою швидкістю, див. Рис 2.10(в). Режим прямолінійного рівно-
мірного руху є стабільним за малих частот магнітного поля.

У режимі руху із періодично модульованою швидкістю ширина та пара-
метр асиметрії ДС коливаються з малими амплітудами відносно рівноважних
значень у статичному випадку (28), див. Рис. Б.1. У режимі рівномірного пря-
молінійного руху δ, a є константами. Їх рівноважні значення в процесі дина-
мікі відхиляються від (28) на певні значення, що визначаються геометрією
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Рис. Б.1: Часові залежності ширини (а) та параметра асиметрії ДС (б) для
ланцюжка з κ = 0.12 σ = 0.1 під дією зовнішнього магнітного поля з
h = 0.2 та ω = 0.02, 0.0058 (результати спін-ґраткових моделювань).
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Рис. Б.2: Часові залежності ширини (а) та параметра асиметрії ДС (б) для
ланцюжків з σ = 0.1 та різних значень кривини під дією зовнішнього магні-
тного поля з h = 0.2 та ω = 0.001 (результати спін-ґраткових моделювань).

ланцюжка, проте ∆a, ∆δ ≪ κ, σ, див. Рис. Б.2.

В. Коефіцієнти рівняннь руху ДС під дією обертального ма-
гнітного поля
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B16
= πδσ2κ4

2K 2
1 +K1·

(
2σ2−2κ2+2

) +
πδσ2κ2(K1+K4)

2K 2
1 +K1·

(
2σ2−2κ2+2

) + πδσ2

4
+

πδσ2
(

K 2
1 +K1

(
σ2−κ2+1

)
−2σ2κ2

)
4K 2

1 +K1·
(
4σ2−4κ2+4

) + πδκ2

4
−

πδa

√
σ2+κ2

4
+

− πδσ2κ4a

2
(

K 2
1 +K1

(
σ2−κ2+1

))− πδσ2κ2a(K1+K4)

2K 2
1 +K1·

(
2σ2−2κ2+2

)−
πδσ2a

(
K 2

1 +K1

(
σ2−κ2+1

)
−2σ2κ2

)
4
(

K 2
1 +K1

(
σ2−κ2+1

))
√

σ2+κ2
,

B26
= πδσ2κ4a

K1·
(
2σ4+2σ2−2κ4+2κ2

)
+2σ6+6σ4κ2+4σ4+6σ2κ4+2σ2+2κ6−4κ4+2κ2

+
πδσ2κ2a(K1+K4)(

2K 2
1 +K1·

(
2σ2−2κ2+2

))(
σ2+κ2

) +

πδσ2a
(

K 2
1 +K1

(
σ2−κ2+1

)
−2σ2κ2

)
8σ4κ2+8σ2κ4+4

(
σ2+κ2

)(
K 2

1 +K1

(
σ2−κ2+1

)
−2σ2κ2

) + πδa
4

−
πδ

√
σ2+κ2

4
+

− πδσ2κ4

2
(

K 2
1 +K1

(
σ2−κ2+1

))− πδσ2κ2(K1+K4)

2K 2
1 +K1·

(
2σ2−2κ2+2

)−
πδσ2

(
K 2

1 +K1

(
σ2−κ2+1

)
−2σ2κ2

)
4
(

K 2
1 +K1

(
σ2−κ2+1

))
√

σ2+κ2
,

B17
=

πδσ2κ4
(

K 2
1 +K1

(
σ2−κ2+1

)
−2σ2κ2

)
K1·

(
2σ4κ2−2σ2κ4+2σ2κ2

)
+2σ6κ2+4σ4κ2+2σ2κ6−4σ2κ4+

(
K 2

1 +K1

(
σ2−κ2+1

)
−2σ2κ2

)(
K 2

1 +K1

(
σ2−κ2+1

)
+K3−2σ2κ2−1

) +

2πδσ2κ2(K1+K4)

2K 2
1 +K1·

(
2σ2−2κ2+2

) + πδσ2

2
+

πδσ2
(

K 2
1 +K1

(
σ2−κ2+1

)
−2σ2κ2

)
2K 2

1 +K1·
(
2σ2−2κ2+2

) + πδκ2

2
,B27

= 0 ,

B18
= −

[
πδσ2κ4(K 2

1 + K1
(
σ2 − κ2 + 1

)
− 2σ2κ2)]/[K1 ·

(
2σ4κ2 − 2σ2κ4 + 2σ2κ2) + 2σ6κ2 + 4σ4κ2 + 2σ2κ6 − 4σ2κ4 +

(
K 2

1 + K1
(
σ2 −

κ2 + 1
)
− 2σ2κ2)(K 2

1 + K1
(
σ2 − κ2 + 1

)
+ K3 − 2σ2κ2 − 1

)]
−
[
2πδσ2κ2(K1 + K4

)]
/
[
2K 2

1 + K1 ·
(
2σ2 − 2κ2 + 2

)]
−
[
πδσ2(K 2

1 + K1
(
σ2 −

κ2 + 1
)
− 2σ2κ2)]/[K1 ·

(
2σ2 − 2κ2 + 2

)
+ 2σ4 + 4σ2κ2 + 4σ2 + 2κ4 − 4κ2 + 2

]
−
[
πδσ2]/[2]− [πδκ2]/[2] ,

B28
= 0 ,

B19
=

−
[
4πδσ6κ6(K 2

1 +K1
(
σ2 −κ2 +1

)
−2σ2κ2)]/[K 2

1

(
σ10 −σ8κ2 +4σ8 −4σ6κ2 +6σ6 −4σ4κ2 +4σ4 −σ2κ8 +4σ2κ6 −4σ2κ4 +σ2 +κ10 −4κ8 +

6κ6 − 4κ4 +κ2)+ K1 ·
(
2σ12 +2σ10κ2 +10σ10 +20σ8 − 10σ6κ2 +20σ6 − 10σ4κ2 +10σ4 − 2σ2κ10 +10σ2κ6 − 10σ2κ4 +2σ2 − 2κ12 +10κ10 −

20κ8 +20κ6 −10κ4 +2κ2)+σ14 +3σ12κ2 +6σ12 +3σ10κ4 +8σ10κ2 +15σ10 +σ8κ6 +2σ8κ4 +3σ8κ2 +20σ8 +σ6κ8 −8σ6κ2 +15σ6 +3σ4κ10 −
2σ4κ8 − 7σ4κ2 + 6σ4 + 3σ2κ12 − 8σ2κ10 + 3σ2κ8 + 8σ2κ6 − 7σ2κ4 + σ2 + κ14 − 6κ12 + 15κ10 − 20κ8 + 15κ6 − 6κ4 + κ2]− [8πδσ6κ4(K 2

1 +

K1
(
σ2 −κ2 +1

)
− 2σ2κ2)]/[K1 ·

(
3σ2κ2(σ4 −κ4)+σ2κ2 ·

(
2σ6 +σ4 +2σ2 +2κ6 −κ4 +2κ2))+2σ2κ2(σ8 +σ6κ2 +3σ6 +3σ4 −σ2κ6 +σ2 −

κ8 + 3κ6 − 3κ4 + κ2)+ (K 2
1 + K1

(
σ2 − κ2 + 1

)
− 2σ2κ2)(K1

(
σ6 + 2σ4 + σ2 + κ6 − 2κ4 + κ2)+ σ8 + σ6κ2 + 3σ6 + 3σ4 − σ2κ6 + σ2 − κ8 +

3κ6 − 3κ4 + κ2)]− [4πδσ6κ2]/[K1
(
σ4 + σ2 − κ4 + κ2)+ σ6 + 3σ4κ2 + 2σ4 + 3σ2κ4 + σ2 + κ6 − 2κ4 + κ2]− [4πδσ4κ8(K 2

1 + K1
(
σ2 − κ2 +

1
)
− 2σ2κ2)]/[K 2

1

(
σ10 −σ8κ2 +4σ8 − 4σ6κ2 +6σ6 − 4σ4κ2 +4σ4 −σ2κ8 +4σ2κ6 − 4σ2κ4 +σ2 +κ10 − 4κ8 +6κ6 − 4κ4 +κ2)+K1 ·

(
2σ12 +

2σ10κ2 +10σ10 +20σ8 −10σ6κ2 +20σ6 −10σ4κ2 +10σ4 −2σ2κ10 +10σ2κ6 −10σ2κ4 +2σ2 −2κ12 +10κ10 −20κ8 +20κ6 −10κ4 +2κ2)+σ14 +

3σ12κ2 +6σ12 +3σ10κ4 +8σ10κ2 +15σ10 +σ8κ6 +2σ8κ4 +3σ8κ2 +20σ8 +σ6κ8 −8σ6κ2 +15σ6 +3σ4κ10 −2σ4κ8 −7σ4κ2 +6σ4 +3σ2κ12 −
8σ2κ10 + 3σ2κ8 + 8σ2κ6 − 7σ2κ4 + σ2 + κ14 − 6κ12 + 15κ10 − 20κ8 + 15κ6 − 6κ4 + κ2]− [8πδσ4κ6(K 2

1 + K1
(
σ2 − κ2 + 1

)
− 2σ2κ2)]/[K1 ·(

3σ2κ2(σ4−κ4)+σ2κ2 ·
(
2σ6+σ4+2σ2+2κ6−κ4+2κ2))+2σ2κ2(σ8+σ6κ2+3σ6+3σ4−σ2κ6+σ2−κ8+3κ6−3κ4+κ2)+(K 2

1 +K1
(
σ2−

κ2 + 1
)
− 2σ2κ2)(K1

(
σ6 + 2σ4 + σ2 + κ6 − 2κ4 + κ2)+ σ8 + σ6κ2 + 3σ6 + 3σ4 − σ2κ6 + σ2 − κ8 + 3κ6 − 3κ4 + κ2)]+ [4πδσ4κ4]/[K1

(
σ4 +

σ2 −κ4 +κ2)+σ6 +σ4κ2 +2σ4 +σ2κ4 +σ2 +κ6 − 2κ4 +κ2]+ [2πδσ4(K 2
1 +K1

(
σ2 −κ2 +1

)
− 2σ2κ2)]/[2σ4κ2 +2σ2κ4 +

(
σ2 +κ2)(K 2

1 +

K1
(
σ2 − κ2 + 1

)
− 2σ2κ2)]+ [4πδσ2κ6]/[K1

(
σ4 + σ2 − κ4 + κ2)+ σ6 + 3σ4κ2 + 2σ4 + 3σ2κ4 + σ2 + κ6 − 2κ4 + κ2]+ [4πδσ2κ6]/[K1

(
σ4 +

σ2 −κ4 +κ2)+σ6 +σ4κ2 +2σ4 +σ2κ4 +σ2 +κ6 −2κ4 +κ2]+ [8πδσ2κ2(K1 +K4
)]

/
[
2K 2

1 +K1 ·
(
2σ2 −2κ2 +2

)]
+
[
2πδσ2κ2(K 2

1 +K1
(
σ2 −

κ2 +1
)
− 2σ2κ2)]/[2σ4κ2 +2σ2κ4 +

(
σ2 +κ2)(K 2

1 + K1
(
σ2 −κ2 +1

)
− 2σ2κ2)]+ [8πδσ2κ2]/[K1 + K4

]
+
[
− 2πδσ2κ2 − 2πδκ4]/[σ2 +κ2] ,

B29
= 0 ,

B110
=[

4πδσ7κ5]/[K 2
1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+3σ2−κ6+3κ4−3κ2+1

)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+
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12κ4−8κ2+2
)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−

5κ2+1
]
+
[
8πδσ5κ5]/[K 2

1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+3σ2−κ6+3κ4−3κ2+1

)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+

2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2
)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−

10κ6+10κ4−5κ2+1
]
+
[
4πδσ5κ

]
/
[
2K 2

1 +K1 ·
(
2σ2−2κ2+2

)]
+
[
4πδσ3κ9]/[K 2

1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+3σ2−κ6+3κ4−3κ2+1

)
+K1 ·(

2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2
)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−

2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−5κ2+1
]
−
[
8πδσ3κ7]/[K 2

1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+3σ2−κ6+3κ4−

3κ2+1
)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2

)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−σ4κ6−

9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−5κ2+1
]
+
[
4πδσ3κ5]/[K 2

1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+

3σ2−κ6+3κ4−3κ2+1
)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2

)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+

10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−5κ2+1
]
−
[
4πδσ3κ3]/[2K 2

1 +K1 ·
(
2σ2−2κ2+

2
)]

+
[
8πδσ3κ3]/[K 2

1 +K1
(
σ2−κ2+1

)]
+
[
4πδσ3κ

]
/
[
2K 2

1 +K1 ·
(
2σ2−2κ2+2

)]
−
[
4πδσκ3]/[K1+K4

]
−2πδσκ+K1 ·

([
4πδσ5κ5]/[K 2

1

(
σ6−

2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+3σ2−κ6+3κ4−3κ2+1
)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2

)
+

σ10 +2σ8κ2 +5σ8 +σ6κ4 +σ6κ2 +10σ6 −σ4κ6 −9σ4κ2 +10σ4 −2σ2κ8 +σ2κ6 +9σ2κ4 −13σ2κ2 +5σ2 −κ10 +5κ8 −10κ6 +10κ4 −5κ2 +1
]
−[

4πδσ3κ7]/[K 2
1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+3σ2−κ6+3κ4−3κ2+1

)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+

12κ4−8κ2+2
)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−

5κ2+1
]
+
[
4πδσ3κ5]/[K 2

1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+3σ2−κ6+3κ4−3κ2+1

)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+

2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2
)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−

10κ6+10κ4−5κ2+1
]
+
[
4πδσ3κ

]
/
[
2K 2

1 +K1 ·
(
2σ2−2κ2+2

)]
+
[[
2πδσ5κ5a

]
/
[
K 2

1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+3σ2−κ6+3κ4−3κ2+

1
)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2

)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+

10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−5κ2+1
]
−
[
2πδσ3κ7a

]
/
[
K 2

1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+3σ2−

κ6+3κ4−3κ2+1
)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2

)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−

σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−5κ2+1
]
+
[
2πδσ3κ5a

]
/
[
K 2

1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−

5σ2κ2+3σ2−κ6+3κ4−3κ2+1
)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2

)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+

σ6κ2+10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−5κ2+1
]
+
[
2πδσ3κa

]
/
[
K 2

1 +K1 ·
(
2σ2−2κ2+

2
)
+σ4+2σ2κ2+2σ2+κ4−2κ2+1

]]
/
[√

σ2 + κ2
])

+
√

K3
(
−πδκa−2πδκ

√
σ2 + κ2

)
+
[[
2πδσ7κ5a

]
/
[
K 2

1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+

3σ2−κ6+3κ4−3κ2+1
)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2

)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+

10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−5κ2+1
]
+
[
4πδσ5κ5a

]
/
[
K 2

1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+

2σ2κ4−5σ2κ2+3σ2−κ6+3κ4−3κ2+1
)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2

)
+σ10+2σ8κ2+

5σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−5κ2+1
]
+
[
2πδσ5κa

]
/
[
K 2

1 +

K1 ·
(
2σ2 −2κ2 +2

)
+σ4 +2σ2κ2 +2σ2 +κ4 −2κ2 +1

]
+
[
2πδσ3κ9a

]
/
[
K 2

1

(
σ6 −2σ4κ2 +3σ4 +2σ2κ4 −5σ2κ2 +3σ2 −κ6 +3κ4 −3κ2 +1

)
+K1 ·(

2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2
)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−

2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−5κ2+1
]
−
[
4πδσ3κ7a

]
/
[
K 2

1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+3σ2−κ6+3κ4−

3κ2+1
)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2

)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−σ4κ6−

9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−5κ2+1
]
+
[
2πδσ3κ5a

]
/
[
K 2

1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+

3σ2−κ6+3κ4−3κ2+1
)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+12κ4−8κ2+2

)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+

10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−5κ2+1
]
−
[
2πδσ3κ3a

]
/
[
K 2

1 +K1 ·
(
2σ2−2κ2+

2
)
+σ4+2σ2κ2+2σ2+κ4−2κ2+1

]
+
[
4πδσ3κ3a

]
/
[
K1
(
σ2−κ2+1

)
+σ4+2σ2κ2+2σ2+κ4−2κ2+1

]
+
[
2πδσ3κa

]
/
[
K 2

1 +K1 ·
(
2σ2−2κ2+2

)
+

σ4+2σ2κ2+2σ2+κ4−2κ2+1
]
−
[
2πδσκ3a

]
/
[
K1+σ2−κ2+1

]
−πδσκa

]
/
[√

σ2 + κ2
]
+
[[
2πδσ2κ3a

]
/
[
K1
(
σ2−κ2+1

)
+σ4+2σ2+κ4−2κ2+

1
]
+
[
2πδσ2κa

]
/
[
K1+σ2−κ2+1

]
+
√

σ2 + κ2 ·
([

4πδσ2κ3]/[K1
(
σ2−κ2+1

)
+σ4+2σ2+κ4−2κ2+1

]
+
[
4πδσ2κ

]
/
[
K1+σ2−κ2+1

])]
/
[√

K3
]
,

B210
= 0 ,

B111
=[

4πδσ7κ5]/[K 2
1

(
σ6−2σ4κ2+3σ4+2σ2κ4−5σ2κ2+3σ2−κ6+3κ4−3κ2+1

)
+K1 ·

(
2σ8+8σ6−8σ4κ2+12σ4+8σ2κ4−16σ2κ2+8σ2+2κ8−8κ6+

12κ4−8κ2+2
)
+σ10+2σ8κ2+5σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−σ4κ6−9σ4κ2+10σ4−2σ2κ8+σ2κ6+9σ2κ4−13σ2κ2+5σ2−κ10+5κ8−10κ6+10κ4−
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8K1κ8 + 12K1κ6 − 8K1κ4 + 2K1κ2 + σ12 + 3σ10κ2 + 5σ10 + 3σ8κ4 + 6σ8κ2 + 10σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − 3σ4κ8 + σ4κ6 − 3σ4κ2 + 5σ4 −
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3κ7ah2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8 −
K 2

1 σ6κ2 +3K 2
1 σ6 −2K 2

1 σ4κ2 +3K 2
1 σ4 +K 2

1 σ2κ6 −2K 2
1 σ2κ4 +K 2

1 σ2 −K 2
1 κ8 +3K 2

1 κ6 −3K 2
1 κ4 +K 2

1 κ2 +2K1σ
10 +2K1σ

8κ2 +8K1σ
8 +

12K1σ
6 −4K1σ

4κ2 +8K1σ
4 +2K1σ

2κ8 −4K1σ
2κ4 +2K1σ

2 +2K1κ10 −8K1κ8 +12K1κ6 −8K1κ4 +2K1κ2 +σ12 +3σ10κ2 +5σ10 +3σ8κ4 +

6σ8κ2 +10σ8 +σ6κ4 +σ6κ2 +10σ6 −3σ4κ8 +σ4κ6 −3σ4κ2 +5σ4 −3σ2κ10 +6σ2κ8 −σ2κ6 −3σ2κ4 +σ2 −κ12 +5κ10 −10κ8 +10κ6 −5κ4 +

κ2]+[πδK1σ
3κ5ah2 sin

(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8−K 2
1 σ6κ2+3K 2

1 σ6−2K 2
1 σ4κ2+3K 2

1 σ4+K 2
1 σ2κ6−2K 2

1 σ2κ4+K 2
1 σ2−

K 2
1 κ8 +3K 2

1 κ6 − 3K 2
1 κ4 +K 2

1 κ2 +2K1σ
10 +2K1σ

8κ2 +8K1σ
8 +12K1σ

6 − 4K1σ
4κ2 +8K1σ

4 +2K1σ
2κ8 − 4K1σ

2κ4 +2K1σ
2 +2K1κ10 −

8K1κ8 + 12K1κ6 − 8K1κ4 + 2K1κ2 + σ12 + 3σ10κ2 + 5σ10 + 3σ8κ4 + 6σ8κ2 + 10σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − 3σ4κ8 + σ4κ6 − 3σ4κ2 + 5σ4 −
3σ2κ10 +6σ2κ8 − σ2κ6 − 3σ2κ4 + σ2 −κ12 +5κ10 − 10κ8 +10κ6 − 5κ4 +κ2]+ [πδK1σ

3κ5ah2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8 −
K 2

1 σ6κ2 +3K 2
1 σ6 −2K 2

1 σ4κ2 +3K 2
1 σ4 +K 2

1 σ2κ6 −2K 2
1 σ2κ4 +K 2

1 σ2 −K 2
1 κ8 +3K 2

1 κ6 −3K 2
1 κ4 +K 2

1 κ2 +2K1σ
10 +2K1σ

8κ2 +8K1σ
8 +

12K1σ
6 −4K1σ

4κ2 +8K1σ
4 +2K1σ

2κ8 −4K1σ
2κ4 +2K1σ

2 +2K1κ10 −8K1κ8 +12K1κ6 −8K1κ4 +2K1κ2 +σ12 +3σ10κ2 +5σ10 +3σ8κ4 +

6σ8κ2 +10σ8 +σ6κ4 +σ6κ2 +10σ6 −3σ4κ8 +σ4κ6 −3σ4κ2 +5σ4 −3σ2κ10 +6σ2κ8 −σ2κ6 −3σ2κ4 +σ2 −κ12 +5κ10 −10κ8 +10κ6 −5κ4 +

κ2]+ [πδK1σ
3κah2 sin

(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ2 +K 2
1 κ2 +2K1σ

4 +2K1σ
2 − 2K1κ4 +2K1κ2 +σ6 +3σ4κ2 +2σ4 +3σ2κ4 +

σ2 +κ6 − 2κ4 +κ2]+ [πδK1σ
3κah2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ2 + K 2
1 κ2 +2K1σ

4 +2K1σ
2 − 2K1κ4 +2K1κ2 + σ6 +3σ4κ2 +

2σ4 + 3σ2κ4 + σ2 + κ6 − 2κ4 + κ2]− πδ
√

K3κh2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))

− πδ
√

K3κh2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))

+[
πδσ7κ5ah2 sin

(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8 − K 2
1 σ6κ2 + 3K 2

1 σ6 − 2K 2
1 σ4κ2 + 3K 2

1 σ4 + K 2
1 σ2κ6 − 2K 2

1 σ2κ4 + K 2
1 σ2 −

K 2
1 κ8 +3K 2

1 κ6 − 3K 2
1 κ4 +K 2

1 κ2 +2K1σ
10 +2K1σ

8κ2 +8K1σ
8 +12K1σ

6 − 4K1σ
4κ2 +8K1σ

4 +2K1σ
2κ8 − 4K1σ

2κ4 +2K1σ
2 +2K1κ10 −

8K1κ8 + 12K1κ6 − 8K1κ4 + 2K1κ2 + σ12 + 3σ10κ2 + 5σ10 + 3σ8κ4 + 6σ8κ2 + 10σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − 3σ4κ8 + σ4κ6 − 3σ4κ2 + 5σ4 −
3σ2κ10 + 6σ2κ8 − σ2κ6 − 3σ2κ4 + σ2 − κ12 + 5κ10 − 10κ8 + 10κ6 − 5κ4 + κ2] + [πδσ7κ5ah2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8 −
K 2

1 σ6κ2 +3K 2
1 σ6 −2K 2

1 σ4κ2 +3K 2
1 σ4 +K 2

1 σ2κ6 −2K 2
1 σ2κ4 +K 2

1 σ2 −K 2
1 κ8 +3K 2

1 κ6 −3K 2
1 κ4 +K 2

1 κ2 +2K1σ
10 +2K1σ

8κ2 +8K1σ
8 +

12K1σ
6 −4K1σ

4κ2 +8K1σ
4 +2K1σ

2κ8 −4K1σ
2κ4 +2K1σ

2 +2K1κ10 −8K1κ8 +12K1κ6 −8K1κ4 +2K1κ2 +σ12 +3σ10κ2 +5σ10 +3σ8κ4 +

6σ8κ2 +10σ8 +σ6κ4 +σ6κ2 +10σ6 −3σ4κ8 +σ4κ6 −3σ4κ2 +5σ4 −3σ2κ10 +6σ2κ8 −σ2κ6 −3σ2κ4 +σ2 −κ12 +5κ10 −10κ8 +10κ6 −5κ4 +

κ2]+ [2πδσ5κ5ah2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8 −K 2
1 σ6κ2 +3K 2

1 σ6 −2K 2
1 σ4κ2 +3K 2

1 σ4 +K 2
1 σ2κ6 −2K 2

1 σ2κ4 +K 2
1 σ2 −

K 2
1 κ8 +3K 2

1 κ6 − 3K 2
1 κ4 +K 2

1 κ2 +2K1σ
10 +2K1σ

8κ2 +8K1σ
8 +12K1σ

6 − 4K1σ
4κ2 +8K1σ

4 +2K1σ
2κ8 − 4K1σ

2κ4 +2K1σ
2 +2K1κ10 −

8K1κ8+12K1κ6−8K1κ4+2K1κ2+σ12+3σ10κ2+5σ10+3σ8κ4+6σ8κ2+10σ8+σ6κ4+σ6κ2+10σ6−3σ4κ8+σ4κ6−3σ4κ2+5σ4−3σ2κ10+

6σ2κ8 − σ2κ6 − 3σ2κ4 + σ2 − κ12 + 5κ10 − 10κ8 + 10κ6 − 5κ4 + κ2]+ [2πδσ5κ5ah2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8 − K 2
1 σ6κ2 +

3K 2
1 σ6 − 2K 2

1 σ4κ2 +3K 2
1 σ4 +K 2

1 σ2κ6 − 2K 2
1 σ2κ4 +K 2

1 σ2 −K 2
1 κ8 +3K 2

1 κ6 − 3K 2
1 κ4 +K 2

1 κ2 +2K1σ
10 +2K1σ

8κ2 +8K1σ
8 +12K1σ

6 −
4K1σ

4κ2 +8K1σ
4 +2K1σ

2κ8 − 4K1σ
2κ4 +2K1σ

2 +2K1κ10 − 8K1κ8 +12K1κ6 − 8K1κ4 +2K1κ2 +σ12 +3σ10κ2 +5σ10 +3σ8κ4 +6σ8κ2 +

10σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 +10σ6 − 3σ4κ8 + σ4κ6 − 3σ4κ2 +5σ4 − 3σ2κ10 +6σ2κ8 − σ2κ6 − 3σ2κ4 + σ2 −κ12 +5κ10 − 10κ8 +10κ6 − 5κ4 +κ2]+[
πδσ5κah2 sin

(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ2 +K 2
1 κ2 +2K1σ

4 +2K1σ
2 −2K1κ4 +2K1κ2 +σ6 +3σ4κ2 +2σ4 +3σ2κ4 +σ2 +κ6 −

2κ4+κ2]+[πδσ5κah2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ2+K 2
1 κ2+2K1σ

4+2K1σ
2−2K1κ4+2K1κ2+σ6+3σ4κ2+2σ4+3σ2κ4+σ2+

κ6−2κ4+κ2]+[πδσ3κ9ah2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8−K 2
1 σ6κ2+3K 2

1 σ6−2K 2
1 σ4κ2+3K 2

1 σ4+K 2
1 σ2κ6−2K 2

1 σ2κ4+

K 2
1 σ2 − K 2

1 κ8 +3K 2
1 κ6 − 3K 2

1 κ4 + K 2
1 κ2 +2K1σ

10 +2K1σ
8κ2 +8K1σ

8 +12K1σ
6 − 4K1σ

4κ2 +8K1σ
4 +2K1σ

2κ8 − 4K1σ
2κ4 +2K1σ

2 +

2K1κ10 −8K1κ8 +12K1κ6 −8K1κ4 +2K1κ2 +σ12 +3σ10κ2 +5σ10 +3σ8κ4 +6σ8κ2 +10σ8 +σ6κ4 +σ6κ2 +10σ6 −3σ4κ8 +σ4κ6 −3σ4κ2 +

5σ4 −3σ2κ10 +6σ2κ8 −σ2κ6 −3σ2κ4 +σ2 −κ12 +5κ10 −10κ8 +10κ6 −5κ4 +κ2]+ [πδσ3κ9ah2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8 −
K 2

1 σ6κ2 +3K 2
1 σ6 −2K 2

1 σ4κ2 +3K 2
1 σ4 +K 2

1 σ2κ6 −2K 2
1 σ2κ4 +K 2

1 σ2 −K 2
1 κ8 +3K 2

1 κ6 −3K 2
1 κ4 +K 2

1 κ2 +2K1σ
10 +2K1σ

8κ2 +8K1σ
8 +

12K1σ
6 −4K1σ

4κ2 +8K1σ
4 +2K1σ

2κ8 −4K1σ
2κ4 +2K1σ

2 +2K1κ10 −8K1κ8 +12K1κ6 −8K1κ4 +2K1κ2 +σ12 +3σ10κ2 +5σ10 +3σ8κ4 +

6σ8κ2 +10σ8 +σ6κ4 +σ6κ2 +10σ6 −3σ4κ8 +σ4κ6 −3σ4κ2 +5σ4 −3σ2κ10 +6σ2κ8 −σ2κ6 −3σ2κ4 +σ2 −κ12 +5κ10 −10κ8 +10κ6 −5κ4 +

κ2]− [2πδσ3κ7ah2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8 −K 2
1 σ6κ2 +3K 2

1 σ6 −2K 2
1 σ4κ2 +3K 2

1 σ4 +K 2
1 σ2κ6 −2K 2

1 σ2κ4 +K 2
1 σ2 −

K 2
1 κ8 +3K 2

1 κ6 − 3K 2
1 κ4 +K 2

1 κ2 +2K1σ
10 +2K1σ

8κ2 +8K1σ
8 +12K1σ

6 − 4K1σ
4κ2 +8K1σ

4 +2K1σ
2κ8 − 4K1σ

2κ4 +2K1σ
2 +2K1κ10 −

8K1κ8 + 12K1κ6 − 8K1κ4 + 2K1κ2 + σ12 + 3σ10κ2 + 5σ10 + 3σ8κ4 + 6σ8κ2 + 10σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − 3σ4κ8 + σ4κ6 − 3σ4κ2 + 5σ4 −
3σ2κ10 + 6σ2κ8 − σ2κ6 − 3σ2κ4 + σ2 − κ12 + 5κ10 − 10κ8 + 10κ6 − 5κ4 + κ2]− [2πδσ3κ7ah2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8 −
K 2

1 σ6κ2 +3K 2
1 σ6 −2K 2

1 σ4κ2 +3K 2
1 σ4 +K 2

1 σ2κ6 −2K 2
1 σ2κ4 +K 2

1 σ2 −K 2
1 κ8 +3K 2

1 κ6 −3K 2
1 κ4 +K 2

1 κ2 +2K1σ
10 +2K1σ

8κ2 +8K1σ
8 +

12K1σ
6 −4K1σ

4κ2 +8K1σ
4 +2K1σ

2κ8 −4K1σ
2κ4 +2K1σ

2 +2K1κ10 −8K1κ8 +12K1κ6 −8K1κ4 +2K1κ2 +σ12 +3σ10κ2 +5σ10 +3σ8κ4 +

6σ8κ2 +10σ8 +σ6κ4 +σ6κ2 +10σ6 −3σ4κ8 +σ4κ6 −3σ4κ2 +5σ4 −3σ2κ10 +6σ2κ8 −σ2κ6 −3σ2κ4 +σ2 −κ12 +5κ10 −10κ8 +10κ6 −5κ4 +

κ2]+ [πδσ3κ5ah2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8 − K 2
1 σ6κ2 +3K 2

1 σ6 − 2K 2
1 σ4κ2 +3K 2

1 σ4 +K 2
1 σ2κ6 − 2K 2

1 σ2κ4 +K 2
1 σ2 −

K 2
1 κ8 +3K 2

1 κ6 − 3K 2
1 κ4 +K 2

1 κ2 +2K1σ
10 +2K1σ

8κ2 +8K1σ
8 +12K1σ

6 − 4K1σ
4κ2 +8K1σ

4 +2K1σ
2κ8 − 4K1σ

2κ4 +2K1σ
2 +2K1κ10 −

8K1κ8 + 12K1κ6 − 8K1κ4 + 2K1κ2 + σ12 + 3σ10κ2 + 5σ10 + 3σ8κ4 + 6σ8κ2 + 10σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − 3σ4κ8 + σ4κ6 − 3σ4κ2 + 5σ4 −
3σ2κ10 + 6σ2κ8 − σ2κ6 − 3σ2κ4 + σ2 − κ12 + 5κ10 − 10κ8 + 10κ6 − 5κ4 + κ2] + [πδσ3κ5ah2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ8 −
K 2

1 σ6κ2 +3K 2
1 σ6 −2K 2

1 σ4κ2 +3K 2
1 σ4 +K 2

1 σ2κ6 −2K 2
1 σ2κ4 +K 2

1 σ2 −K 2
1 κ8 +3K 2

1 κ6 −3K 2
1 κ4 +K 2

1 κ2 +2K1σ
10 +2K1σ

8κ2 +8K1σ
8 +

12K1σ
6 − 4K1σ

4κ2 + 8K1σ
4 + 2K1σ

2κ8 − 4K1σ
2κ4 + 2K1σ

2 + 2K1κ10 − 8K1κ8 + 12K1κ6 − 8K1κ4 + 2K1κ2 + σ12 + 3σ10κ2 + 5σ10 +

3σ8κ4 + 6σ8κ2 + 10σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − 3σ4κ8 + σ4κ6 − 3σ4κ2 + 5σ4 − 3σ2κ10 + 6σ2κ8 − σ2κ6 − 3σ2κ4 + σ2 − κ12 + 5κ10 − 10κ8 +

10κ6 − 5κ4 + κ2]− [πδσ3κ3ah2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ2 + K 2
1 κ2 + 2K1σ

4 + 2K1σ
2 − 2K1κ4 + 2K1κ2 + σ6 + 3σ4κ2 +

2σ4 + 3σ2κ4 + σ2 + κ6 − 2κ4 + κ2]− [πδσ3κ3ah2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ2 + K 2
1 κ2 + 2K1σ

4 + 2K1σ
2 − 2K1κ4 + 2K1κ2 +

σ6 +3σ4κ2 +2σ4 +3σ2κ4 + σ2 +κ6 − 2κ4 +κ2]+ [2πδσ3κ3ah2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1σ

4 + K1σ
2 − K1κ4 + K1κ2 + σ6 +

3σ4κ2 +2σ4 +3σ2κ4 +σ2 +κ6 − 2κ4 +κ2]+ [2πδσ3κ3ah2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1σ

4 +K1σ
2 −K1κ4 +K1κ2 +σ6 +3σ4κ2 +

2σ4 +3σ2κ4 +σ2 +κ6 − 2κ4 +κ2]+ [πδσ3κah2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ2 +K 2
1 κ2 +2K1σ

4 +2K1σ
2 − 2K1κ4 +2K1κ2 +

σ6 + 3σ4κ2 + 2σ4 + 3σ2κ4 + σ2 + κ6 − 2κ4 + κ2] + [πδσ3κah2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ2 + K 2
1 κ2 + 2K1σ

4 + 2K1σ
2 −

2K1κ4 + 2K1κ2 + σ6 + 3σ4κ2 + 2σ4 + 3σ2κ4 + σ2 + κ6 − 2κ4 + κ2] + [2πδσ2κ3h2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1

√
K3σ

2 −
K1

√
K3κ2 + K1

√
K3 +

√
K3σ

4 + 2
√

K3σ
2 +

√
K3κ4 − 2

√
K3κ2 +

√
K3
]
+
[
2πδσ2κ3h2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1

√
K3σ

2 −
K1

√
K3κ2 + K1

√
K3 +

√
K3σ

4 + 2
√

K3σ
2 +

√
K3κ4 − 2

√
K3κ2 +

√
K3
]
+
[
2πδσ2κh2 sin

(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1

√
K3 +√

K3σ
2 −

√
K3κ2 +

√
K3
]
+
[
2πδσ2κh2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1

√
K3 +

√
K3σ

2 −
√

K3κ2 +
√

K3
]
−[

πδσκ3ah2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1σ

2 + K1κ2 + σ4 + σ2 − κ4 + κ2]−[
πδσκ3ah2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1σ

2 + K1κ2 + σ4 + σ2 − κ4 + κ2]− [πδσκah2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
2σ2 +

2κ2]− [πδσκah2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
2σ2 + 2κ2] + [[2πδK1σ

5κ5h2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 −
2K 2

1 σ4κ2 +3K 2
1 σ4 +2K 2

1 σ2κ4 −5K 2
1 σ2κ2 +3K 2

1 σ2 −K 2
1 κ6 +3K 2

1 κ4 −3K 2
1 κ2 +K 2

1 +2K1σ
8 +8K1σ

6 −8K1σ
4κ2 +12K1σ

4 +8K1σ
2κ4 −

16K1σ
2κ2 + 8K1σ

2 + 2K1κ8 − 8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 −
2σ2κ8 + σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 + 5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1

]
−
[
2πδK1σ

5κ5h2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 −
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2K 2
1 σ4κ2 +3K 2

1 σ4 +2K 2
1 σ2κ4 −5K 2

1 σ2κ2 +3K 2
1 σ2 −K 2

1 κ6 +3K 2
1 κ4 −3K 2

1 κ2 +K 2
1 +2K1σ

8 +8K1σ
6 −8K1σ

4κ2 +12K1σ
4 +8K1σ

2κ4 −
16K1σ

2κ2 +8K1σ
2 +2K1κ8 − 8K1κ6 +12K1κ4 − 8K1κ2 +2K1 +σ10 +2σ8κ2 +5σ8 +σ6κ4 +σ6κ2 +10σ6 −σ4κ6 − 9σ4κ2 +10σ4 − 2σ2κ8 +

σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 + 5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1
]
−
[
2πδK1σ

3κ7h2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 −
2K 2

1 σ4κ2 +3K 2
1 σ4 +2K 2

1 σ2κ4 −5K 2
1 σ2κ2 +3K 2

1 σ2 −K 2
1 κ6 +3K 2

1 κ4 −3K 2
1 κ2 +K 2

1 +2K1σ
8 +8K1σ

6 −8K1σ
4κ2 +12K1σ

4 +8K1σ
2κ4 −

16K1σ
2κ2 + 8K1σ

2 + 2K1κ8 − 8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 −
2σ2κ8 + σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 + 5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1

]
+
[
2πδK1σ

3κ7h2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 −
2K 2

1 σ4κ2 +3K 2
1 σ4 +2K 2

1 σ2κ4 −5K 2
1 σ2κ2 +3K 2

1 σ2 −K 2
1 κ6 +3K 2

1 κ4 −3K 2
1 κ2 +K 2

1 +2K1σ
8 +8K1σ

6 −8K1σ
4κ2 +12K1σ

4 +8K1σ
2κ4 −

16K1σ
2κ2 +8K1σ

2 +2K1κ8 − 8K1κ6 +12K1κ4 − 8K1κ2 +2K1 +σ10 +2σ8κ2 +5σ8 +σ6κ4 +σ6κ2 +10σ6 −σ4κ6 − 9σ4κ2 +10σ4 − 2σ2κ8 +

σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 + 5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1
]
+
[
2πδK1σ

3κ5h2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 −
2K 2

1 σ4κ2 +3K 2
1 σ4 +2K 2

1 σ2κ4 −5K 2
1 σ2κ2 +3K 2

1 σ2 −K 2
1 κ6 +3K 2

1 κ4 −3K 2
1 κ2 +K 2

1 +2K1σ
8 +8K1σ

6 −8K1σ
4κ2 +12K1σ

4 +8K1σ
2κ4 −

16K1σ
2κ2 + 8K1σ

2 + 2K1κ8 − 8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 −
2σ2κ8 + σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 + 5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1

]
−
[
2πδK1σ

3κ5h2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 −
2K 2

1 σ4κ2 +3K 2
1 σ4 +2K 2

1 σ2κ4 −5K 2
1 σ2κ2 +3K 2

1 σ2 −K 2
1 κ6 +3K 2

1 κ4 −3K 2
1 κ2 +K 2

1 +2K1σ
8 +8K1σ

6 −8K1σ
4κ2 +12K1σ

4 +8K1σ
2κ4 −

16K1σ
2κ2 + 8K1σ

2 + 2K1κ8 − 8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 −
2σ2κ8 + σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 + 5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1

]
+
[
2πδK1σ

3κh2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 +

2K1σ
2 − 2K1κ2 + 2K1 + σ4 + 2σ2κ2 + 2σ2 + κ4 − 2κ2 + 1

]
−
[
2πδK1σ

3κh2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 + 2K1σ
2 − 2K1κ2 +

2K1 + σ4 + 2σ2κ2 + 2σ2 + κ4 − 2κ2 + 1
]
−
[
πδ
√

K3κah2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
2
]
+[

πδ
√

K3κah2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
2
]
+
[
2πδσ7κ5h2 sin

(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 − 2K 2
1 σ4κ2 + 3K 2

1 σ4 +

2K 2
1 σ2κ4 − 5K 2

1 σ2κ2 + 3K 2
1 σ2 − K 2

1 κ6 + 3K 2
1 κ4 − 3K 2

1 κ2 + K 2
1 + 2K1σ

8 + 8K1σ
6 − 8K1σ

4κ2 + 12K1σ
4 + 8K1σ

2κ4 − 16K1σ
2κ2 +

8K1σ
2 + 2K1κ8 − 8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 − 2σ2κ8 + σ2κ6 +

9σ2κ4 − 13σ2κ2 +5σ2 −κ10 +5κ8 − 10κ6 +10κ4 − 5κ2 +1
]
−
[
2πδσ7κ5h2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 − 2K 2
1 σ4κ2 +3K 2

1 σ4 +

2K 2
1 σ2κ4 − 5K 2

1 σ2κ2 + 3K 2
1 σ2 − K 2

1 κ6 + 3K 2
1 κ4 − 3K 2

1 κ2 + K 2
1 + 2K1σ

8 + 8K1σ
6 − 8K1σ

4κ2 + 12K1σ
4 + 8K1σ

2κ4 − 16K1σ
2κ2 +

8K1σ
2 + 2K1κ8 − 8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 − 2σ2κ8 + σ2κ6 +

9σ2κ4 − 13σ2κ2 + 5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1
]
+
[
4πδσ5κ5h2 sin

(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 − 2K 2
1 σ4κ2 +

3K 2
1 σ4 + 2K 2

1 σ2κ4 − 5K 2
1 σ2κ2 + 3K 2

1 σ2 − K 2
1 κ6 + 3K 2

1 κ4 − 3K 2
1 κ2 + K 2

1 + 2K1σ
8 + 8K1σ

6 − 8K1σ
4κ2 + 12K1σ

4 + 8K1σ
2κ4 −

16K1σ
2κ2 +8K1σ

2 +2K1κ8 − 8K1κ6 +12K1κ4 − 8K1κ2 +2K1 +σ10 +2σ8κ2 +5σ8 +σ6κ4 +σ6κ2 +10σ6 −σ4κ6 − 9σ4κ2 +10σ4 − 2σ2κ8 +

σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 + 5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1
]
−
[
4πδσ5κ5h2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 − 2K 2
1 σ4κ2 +

3K 2
1 σ4 + 2K 2

1 σ2κ4 − 5K 2
1 σ2κ2 + 3K 2

1 σ2 − K 2
1 κ6 + 3K 2

1 κ4 − 3K 2
1 κ2 + K 2

1 + 2K1σ
8 + 8K1σ

6 − 8K1σ
4κ2 + 12K1σ

4 + 8K1σ
2κ4 −

16K1σ
2κ2 + 8K1σ

2 + 2K1κ8 − 8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 −
2σ2κ8 + σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 + 5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1

]
+
[
2πδσ5κh2 sin

(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 +

2K1σ
2 − 2K1κ2 + 2K1 + σ4 + 2σ2κ2 + 2σ2 + κ4 − 2κ2 + 1

]
−
[
2πδσ5κh2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 + 2K1σ
2 − 2K1κ2 + 2K1 +

σ4 + 2σ2κ2 + 2σ2 + κ4 − 2κ2 + 1
]
+
[
2πδσ3κ9h2 sin

(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 − 2K 2
1 σ4κ2 + 3K 2

1 σ4 + 2K 2
1 σ2κ4 −

5K 2
1 σ2κ2 + 3K 2

1 σ2 − K 2
1 κ6 + 3K 2

1 κ4 − 3K 2
1 κ2 + K 2

1 + 2K1σ
8 + 8K1σ

6 − 8K1σ
4κ2 + 12K1σ

4 + 8K1σ
2κ4 − 16K1σ

2κ2 + 8K1σ
2 + 2K1κ8 −

8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 − 2σ2κ8 + σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 +

5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1
]
−
[
2πδσ3κ9h2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 − 2K 2
1 σ4κ2 + 3K 2

1 σ4 + 2K 2
1 σ2κ4 −

5K 2
1 σ2κ2 + 3K 2

1 σ2 − K 2
1 κ6 + 3K 2

1 κ4 − 3K 2
1 κ2 + K 2

1 + 2K1σ
8 + 8K1σ

6 − 8K1σ
4κ2 + 12K1σ

4 + 8K1σ
2κ4 − 16K1σ

2κ2 + 8K1σ
2 + 2K1κ8 −

8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 − 2σ2κ8 + σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 +

5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1
]
−
[
4πδσ3κ7h2 sin

(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 − 2K 2
1 σ4κ2 + 3K 2

1 σ4 + 2K 2
1 σ2κ4 −

5K 2
1 σ2κ2 + 3K 2

1 σ2 − K 2
1 κ6 + 3K 2

1 κ4 − 3K 2
1 κ2 + K 2

1 + 2K1σ
8 + 8K1σ

6 − 8K1σ
4κ2 + 12K1σ

4 + 8K1σ
2κ4 − 16K1σ

2κ2 + 8K1σ
2 + 2K1κ8 −

8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 − 2σ2κ8 + σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 +

5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1
]
+
[
4πδσ3κ7h2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 − 2K 2
1 σ4κ2 + 3K 2

1 σ4 + 2K 2
1 σ2κ4 −

5K 2
1 σ2κ2 + 3K 2

1 σ2 − K 2
1 κ6 + 3K 2

1 κ4 − 3K 2
1 κ2 + K 2

1 + 2K1σ
8 + 8K1σ

6 − 8K1σ
4κ2 + 12K1σ

4 + 8K1σ
2κ4 − 16K1σ

2κ2 + 8K1σ
2 + 2K1κ8 −

8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 − 2σ2κ8 + σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 +

5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1
]
+
[
2πδσ3κ5h2 sin

(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 − 2K 2
1 σ4κ2 + 3K 2

1 σ4 + 2K 2
1 σ2κ4 −

5K 2
1 σ2κ2 + 3K 2

1 σ2 − K 2
1 κ6 + 3K 2

1 κ4 − 3K 2
1 κ2 + K 2

1 + 2K1σ
8 + 8K1σ

6 − 8K1σ
4κ2 + 12K1σ

4 + 8K1σ
2κ4 − 16K1σ

2κ2 + 8K1σ
2 + 2K1κ8 −

8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 − 2σ2κ8 + σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 +

5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1
]
−
[
2πδσ3κ5h2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 σ6 − 2K 2
1 σ4κ2 + 3K 2

1 σ4 + 2K 2
1 σ2κ4 −

5K 2
1 σ2κ2 + 3K 2

1 σ2 − K 2
1 κ6 + 3K 2

1 κ4 − 3K 2
1 κ2 + K 2

1 + 2K1σ
8 + 8K1σ

6 − 8K1σ
4κ2 + 12K1σ

4 + 8K1σ
2κ4 − 16K1σ

2κ2 + 8K1σ
2 + 2K1κ8 −

8K1κ6 + 12K1κ4 − 8K1κ2 + 2K1 + σ10 + 2σ8κ2 + 5σ8 + σ6κ4 + σ6κ2 + 10σ6 − σ4κ6 − 9σ4κ2 + 10σ4 − 2σ2κ8 + σ2κ6 + 9σ2κ4 − 13σ2κ2 +

5σ2 − κ10 + 5κ8 − 10κ6 + 10κ4 − 5κ2 + 1
]
−
[
2πδσ3κ3h2 sin

(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 + 2K1σ
2 − 2K1κ2 + 2K1 + σ4 + 2σ2κ2 +

2σ2 + κ4 − 2κ2 + 1
]
+
[
2πδσ3κ3h2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 + 2K1σ
2 − 2K1κ2 + 2K1 + σ4 + 2σ2κ2 + 2σ2 + κ4 − 2κ2 + 1

]
+[

4πδσ3κ3h2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1σ

2 − K1κ2 + K1 + σ4 + 2σ2κ2 + 2σ2 + κ4 − 2κ2 + 1
]
−[

4πδσ3κ3h2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1σ

2 − K1κ2 + K1 + σ4 + 2σ2κ2 + 2σ2 + κ4 − 2κ2 + 1
]
+[

2πδσ3κh2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 + 2K1σ
2 − 2K1κ2 + 2K1 + σ4 + 2σ2κ2 + 2σ2 + κ4 − 2κ2 + 1

]
−[

2πδσ3κh2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K 2

1 + 2K1σ
2 − 2K1κ2 + 2K1 + σ4 + 2σ2κ2 + 2σ2 + κ4 − 2κ2 + 1

]
+[

πδσ2κ3ah2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1

√
K3σ

2 − K1

√
K3κ2 + K1

√
K3 +

√
K3σ

4 + 2
√

K3σ
2 +

√
K3κ4 − 2

√
K3κ2 +

√
K3
]
−[

πδσ2κ3ah2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1

√
K3σ

2 − K1

√
K3κ2 + K1

√
K3 +

√
K3σ

4 + 2
√

K3σ
2 +

√
K3κ4 − 2

√
K3κ2 +

√
K3
]
+[

πδσ2κah2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1

√
K3 +

√
K3σ

2 −
√

K3κ2 +
√

K3
]
−[

πδσ2κah2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1

√
K3 +

√
K3σ

2 −
√

K3κ2 +
√

K3
]
−[

2πδσκ3h2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1 + σ2 − κ2 + 1

]
+
[
2πδσκ3h2 sin

(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[
K1 + σ2 − κ2 + 1

]
−

πδσκh2 sin
(
− 2ωt + 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))

+ πδσκh2 sin
(
2ωt − 2

√
σ2 + κ2q

(
t
)
+ Φ

(
t
))]

/
[√

σ2 + κ2
]
,

в розглянутому випадку вважаємо, що значення δ, a під час динаміки ДС є аналогічними статичному випадку, δ = 1, a = −σ.
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