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Досліджується питання наближення функцій   20,1 , 4rf W r    алгебраїчними

поліномами 2
n np   . Побудовано контрприклад, який узагальнює негативний результат

роботи [9], в якій доведено, що для   20,1 , 4rf W r   оцінка 

2

1| ( ) ( ) | ( (1 )) , [0,1]r
nf x p x c x x x

n
    є невірною .Також результат роботи поширює 

негативний результат наведений в роботі [10]. 

Ключові слова: наближення функції, простір Соболєва, алгебраїчний поліном, монотонна 
функція, опукла функція. 

We discuss whether on not it is possible to have interpolatory estimates in the approximation of a 
function [0,1]rf W  by polynomials. The problem of positive approximation is to estimate the pointwise 
degree of approximation of a function 0[0,1]rf C  where 0 is the set of positive functions on [0,1] . 
Estimates of the form (1) for positive approximation are known ([1],[2]). The problem of monotone 
approximation is that of estimating the degree of approximation of a monotone nondecreasing function by 
monotone nondecreasing polynomials. Estimates of the form (1) for monotone approximation were proved in 
[3],[4],[8]. In [3],[4] is consider , 2.r N r   In [8] is consider , 2.r R r   It was proved that for 
monotone approximation estimates of the form (1) are fails for 2, .r r R  The problem of convex 
approximation is that of estimating the degree of approximation of a convex function by convex polynomials. 
The problem of convex approximation is that of estimating the degree of approximation of a convex function 
by convex polynomials. The problem of convex approximation is consider in ([5],[6],[11]). In [5] is consider 

, 2.r N r   It was proved that for convex approximation estimates of the form (1) are fails for 
, 2.r N r    In [6] is consider , (2;3)r R r  . It was proved that for convex approximation estimates of 

the form (1) are fails for , (2;3).r R r   In [11] is consider , (3;4)r R r  . It was proved that for convex 
approximation estimates of the form (1) are fails for , (3;4).r R r   In [9] is consider , 4.r R r   It was 
proved that for   20,1 , 4rf W r     estimate (1) is not true.  In this paper the question of

approximation of function   20,1 , 4rf W r    by algebraic polynomial 2
n np    is consider. It

is proved, that for   20,1 , 4rf W r   , estimate (1) can be improved, generally speaking.
Key Words: approximation of function, Sobolev space, algebraic polynomial, monotone function, 

convex function. 
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Вступ 
 
Нехай  0,1 ,rW r�   клас функцій [0,1]f C , 
таких, що мають абсолютно неперервну ( 1)r   

похідну і ( ) ( ) 1rf x   майже скрізь на [0,1]. 

Теляковський [1] для 1r   та Гопенгауз для 
r�  [2] посилили пряму теорему Нікольського 
– Тімана довівши, що кожну функцію 

 0,1rf W  можна наблизити алгебраїчним 

многочленом np  степеня n  так, що 

(1 )
( ) ( ) ( ) ,

r

n
x xf x p x c r n r

n
 

    
 

  (1)                      

де c - абсолютна стала.   
DeVore та Yu [3] довели, що при 1, 2r   оцінка 
(1) справедлива і при наближенні монотонної 
функції монотонним многочленом.  А саме, якщо 
монотонна функція  0,1rf W , то існує 

монотонний многочлен np , такий, що має місце 
(1). В роботі GLSW [4] доведено, що для 
натурального 2r   оцінка (1), взагалі кажучи, 
невірна. 
 
Для опуклого наближення при 2,r r N   
доведено [5], що оцінка (1) також є невірною. 
Для r R  введемо клас функцій [0,1]rW , таких, 

що 1
0
rD f
  абсолютно неперервна і 0 1rD f   

майже скрізь на [0,1] (тут 1
0
rD f
  - лівостороння 

дробова похідна [1]). Будемо позначати через 
n - множину всіх алгебраїчних поліномів 

степеня n  і через 2  множину опуклих вниз  
функцій на  0,1 .  
В роботах [5],[6],[11] було доведено, що оцінка 
(1) є невірною для (2;3), (3;4)r r   і 4r   
відповідно, r R .   
Основним результатом роботи є теорема, яка 
узагальнює результати робіт [9] та [10] . 
 

Основний результат. 
 

Теорема.  Нехай r 4, r R  . Тоді n N   
r 2

r,nF F W [0,1]     така, що 2
n np    

або n
rx 0

F(x) p (x)
lim sup

(x) (x)


 

 
                (2)                                          

або n
rx 1

F(x) p (x)
lim sup ,  

(x) (x)


 

 
                (3)     

де (x) x(1 x)    і ( )x  додатна функція на (0;1)  
така, що 

0 1
lim ( ) 0, lim ( ) 0.
x x

x x
 
         

 
Доведення. 
Позначимо m [r] 1, r 4,    де [r]  ціла частина 
r .  
Покладемо:  

    

m 1 m m

m 1 m

b (b x) bx ,0 x b
(m 1)! m! m!

f (x)
b bx , b x 1

(m 1)! m!





 
   

 


   

              

, де 4
1b

n
 .  

 Розглянемо функцію m 2F(x) x f (x) . 

 Доведемо, що rF W [0,1] . За Теоремою 2.3 [7] 
маємо 
 

xm 1 (k) (m)
r k r
0 r m 1

k 0 0

F (0) 1 F (t)D F(x) x dt
(1 k r) (m r) (x t)




  


 
     

 
  

 Так як (k)F (0) 0 k 0,...,m 1,     то  
r
0

m 2
k m 2 k (m k)
mx

k 0
r m 1

0

D F(x)

C (m 2)(m 3)...(m k 1)t f (t)
1 dt

(m r) (x t)




  


 



   


  




  
  Таким чином, якщо x b , то  
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r
0

m 2 k
k m 2 k m k
mx

k 0
r m 1

0
xm 2 m k m 2 k k

k
m r m 1

k 0 0

D F(x)

(b t)C (m 2)(m 3)...(m k 1)t ( 1)
k!1 dt

(m r) (x t)

1 ( 1) t (b t)C (m 2)(m 3)...(m k 1) dt
(m r) k!(x t)




  


 

   

 





    


  

 
    
  




 
 
  Тоді  

r
0

xm 2 k
m

r m 1
k 0 0

| D F(x) |

C (m 2)(m 3)...(m k 1)1 dt
(m r) k! (x t)




 




   
 

  
 

m 2 k m r
m

k 0
m 2 km r

m

k 0
m 2m r

2 2
k 0
m 2

2 2
k 0

C (m 2)(m 3)...(m k 1)1 x
(m r) k! m r

C (m 2)(m 3)...(m k 1)x
(m r) k!

x m!(m 2)!
(m r) (k!) ((m k 2)!)

1 m!(m 2)!
(m r) (k!) ((m k 2)!)

 












   
 
  

   


 


 
   



   









 

  Помітимо, що r
0D (b ) 0    і  
m 2m r

r
0 2 2

k 0
m 2

2 2
k 0

b m!(m 2)!D (b )
(m r) (k!) ((m k 2)!)

1 m!(m 2)!
(m r) (k!) ((m k 2)!)











  

   



   




.  

Таким чином r
0D F(x)  існує майже скрізь на [0,1] 

і обмежена. Очевидно, що 
x (m 1)

r 1
0 r m 1

0

1 F (t)D F(x) dt
(m r) (x t)



  


    є абсолютно 

неперервною на [0,1]. Таким чином, rF [0,1].W   

Так як F (x) 0 x [0,1],     то r 2F [0,1] W . 
Нехай існує многочлен nh (x) , степеня n  який є 
опуклим вниз і для якого не виконується умова 
(2) з функцією F(x) .  Тоді з деякою сталою A  

маємо:
r
2n| F(x) h (x) | A (x)x ,0 x b      і  

n n nh (0) F(0) 0,h (0) F (0) 0, h (0) F (0) 0.          
Так як nh (x) 0, x [0,1],      то nh (x)  зростає і так 
як nh (0) 0,   то nx [0,1] : h (x) 0   . Тоді  

многочлен nh (x)  зростає на [0,1] i   
nx [0,1] : h (x) 0.     

       Розглянемо многочлен 

       
m 2

2
n n

bh (x) h (x) x , x [0,1]
2!(m 2)!


  


    

       
m 2

n n
bh (x) h (x)

(m 2)!


  


   

        
m 2 m 2

n n
b bh (0) h (0)

(m 2)! (m 2)!

 
    

 
   

 За нерівністю Маркова маємо:  
 

m 2
n

2 2 2 2 2 2
n n n

b| h (0) |
(m 2)!

4n (n 1) || h || 4n (n 1) || h || 4n (n 1) h (1)


  



     





 

 звідки 
m 2

n 2 2
bh (1) .

(m 2)!4n (n 1)




 
  Маємо  

 

m 1 m m 1

m 2 2 2

2 2

m 2 m 2

2 2 2 2

b b b bf (1) (1 )
(m 1)! m! (m 1)! m

b b 4n (n 1) b(1 )
m 1 m(m 2)!4n (n 1)

b 4 b
m 1(m 2)!4n (n 1) (m 2)!4n (n 1)

 



 

    
 

 
 

 

 
   

 

Таким чином, nf (1) h (1).  Так як F(1) f (1),  то 
nF(1) h (1).  Теорема доведена. 

 
Висновки. 
В роботі було побудовано контрприклад для 
класу функцій  2 2 , ,0,1 4f W r r R    , 
який узагальнює негативні результати отримані в 
роботах [9], [10]. 
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