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Розглянуто оцiнку коефiцiєнтiв нелiнiйної регресiї за спостереженнями з сумiшi зi скiнче-
ною кiлькiстю компонент. Концентрацiї компонент у сумiшi є рiзними для рiзних спостере-
жень. Для побудови оцiнок використовується узагальнений метод найменших квадратiв.
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нiйна регресiя, мiнiмакснi ваги.

We consider data in which each observed subject belongs to one of different subpopulations (components).
The true number of component which a subject belongs to is unknown, but the researcher knows the
probabilities that a subject belongs to a given component (concentration of the component in the mi-
xture). The concentrations are different for different observations. So the distribution of the observed
data is a mixture of components’ distributions with varying concentrations. A set of variables is observed
for each subject. Dependence between these variables is described by a nonlinear regression model. The
coefficients of this model are different for different components. An estimator is proposed for these
regression coefficients estimation based on the least squares and generalized estimating equations. Consi-
stency of this estimator is demonstrated under general assumptions. A mixture of logistic regression
models with continuous response is considered as an example. It is shown that the general consistency
conditions are satisfied for this model under very mild assumptions. Performance of the estimator is
assessed by simulations.

Key Words: asymptotic behavior, generalized estimation equations, mixture model, non-linear regressi-
on, minimax weights
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1 Вступ

У данiй статтi розглядається задача оцiнки па-
раметрiв нелiнiйної регресiї у моделi сумiшi.
Моделi скiнченних сумiшей були розвинутi у
роботах [1], [2]. Iснує два пiдходи до вивчен-
ня сумiшей: параметричний i непараметричний,
при чому результатiв по непараметричному пiд-
ходу бiльше. У роботi [5] застосований непара-
метричний пiдхiд для побудови функцiй розпо-
дiлiв у моделi скiнченної сумiшi. Модель скiн-
ченої сумiшi використовується для опису соцiо-
логiчних та медико-бiологiчних даних [6].

Ми розглядаємо сумiш iз M компонент зi
змiнними концентрацiями. Вiд номера компо-
нента залежить розподiл спостережуваних ха-
рактеристик та параметри залежностей мiж ни-
ми. Для оцiнки параметрiв можна використа-
ти навантажений метод найменших квадратiв.
У [4] розглядається структурна модель лiнiйної

регресiї для моделi сумiшi, при чому використо-
вуються мiнiмакснi ваговi коефiцiєнти [5].

У Теоремi 1 сформульованi загальнi умови
консистентностi цих оцiнок, у теоремi 2 вони
конкретизованi для випадку логiстичної фун-
кцiї регресiї. Поведiнки оцiнок для вибiрок фi-
ксованого обсягу дослiджено на модельованих
вибiрках.

2 Модель сумiшi

Розглянемо модель сумiшi зi змiнними концен-
трацiями. Кожен дослiджуваний об’єкт O нале-
жить одному iз M класiв (компонентiв сумiшi).
Номер компонента, якому належить об’єкт, по-
значимо κ(O) ∈ 1, ...,M . Ця характеристика не
спостерiгається. Вектор спостережуваних змiн-
них об’єкта O позначимо ξ(O). Будемо вважа-
ти, що розподiл спостережуваних змiнних для
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кожного компонента описується моделлю нелi-
нiйної структурної регресiї.

Отже, ξ(O) = (Y (O),X1(O), ...,Xd(O))T , де
Y (O) – вiдгук, X(O) = (X1(O), ...,Xd(O)) – ре-
гресори у моделi.

Y (O) = g(X(O), b(κ(O))) + ε(O)

де g – деяка вiдома функцiя g : χd × Θ → R,
b(κ) = (b

(κ)
1 , ..., b

(κ)
d )T ∈ Θ ⊆ R

d, κ = 1, ...,M –
невiдомi коефiцiєнти регресiї для κ-ї компонен-
ти сумiшi, ε(O) – випадкова похибка. Припуска-
ємо, що ε(O):

E[ε(O)|κ(O) = m] = 0,m = 1, ...,M,

та σ2m = Var[ε(O)|κ(O) = m] < ∞. (σ2m невiдо-
мi).

Fε,m(A) = P(ε(O) ∈ A|κ(O) = m) для до-
вiльної вимiрної A ⊆ R – розподiл випадкової
похибки.

Вектори регресорiвX(O) = (X1(O), ...,Xd(O))
вважаємо випадковими з розподiлом, що зале-
жить вiд κ(O). Додатково ми припускаємо, що
регресори X(O) та ε(O) – незалежнi при фiксо-
ваному κ(O) = m, m = 1, ...,M . Позначимо
невiдому функцiю розподiлу спостережуваних
змiнних X(O)

FX,m(A) = P(X(O) ∈ A|κ(O) = m)

для довiльної вимiрної A ⊆ R
d.

Вибiрка Ξn, що спостерiгається, складає-
ться зi значень ξj = (Yj ,X

T
j )

T = ξ(Oj), j =
1, ..., n, де O1, ..., On незалежнi об’єкти, якi мо-
жуть належати до рiзних компонентiв з ймо-
вiрностями pmj = P(κ(Oj) = m), m = 1, ...,M ;
j = 1, .., n. (цi ймовiрностi сумiшi вiдомi для ко-
жного об’єкту)

3 Оцiнки, отриманi за допомогою оцiно-

чних рiвнянь

Нехай далi k – фiксований номер компонента,
для якого оцiнюються параметри bk. Для оцiн-
ки параметрiв рiзних компонент використаємо
мiнiмакснi ваги, визначенi [5] i мають вигляд

a
(k)
j:n =

1

det Γn

M∑

m=1

(−1)m+kγkm:npj,m,

де i – номер об’єкту у вибiрцi, a γkm:n – km-
й мiнор матрицi Γn = (〈pk, pm〉)Mk,m=1, де pk =
(pi,k)

n
i=1.

Для оцiнювання невiдомих параметрiв ре-
гресiї можна природно використати наванта-
жений метод найменших квадратiв. Для цього
складається функцiонал МНК iз доданкiв, що
помноженi на наведенi ранiше навантаження.

Gk
n(γ) =

n∑

j=1

akj:n(Yj − g(Xj , γ))
2 → min

γ∈Θ

Оцiнки параметрiв регресiї є розв’язком
оцiночного рiвняння, яке отримується шляхом
диференцiювання узагальненого функцiоналу
найменших квадратiв Gk

n(bk):

∇Gk
n(γ) =

n∑

j=1

∇(akj:n(Yj − g(Xj , γ))
2) =

=
n∑

j=1

(−2)akj:ns(Xi, Yi, γ) = 0 (1).

Вектор оцiнок буде стацiонарною точкою
функцiоналу але не завжди буде точкою мi-
нiмуму. Треба додати, що в деяких випадках
розв’язком рiвняння (1) буде множина точок. У
такому випадку як оцiнку можна обрати будь-
який елемент цiєї множини, але ми вимагаємо,
щоб оцiнка була вимiрною функцiєю вiд даних.

Позначимо J (k)
n (γ) =def ∇Gk

n(γ).

Означення: b̂
(k)
n – розв’язок оцiночного

рiвняння (1), тобто така вимiрна функцiя вiд
даних Ξn, що Jk

n(b̂n) = 0 м.н., називається оцiн-
кою методу найменших квадратiв.

Введемо наступнi позначення:

Γ = lim
n→∞

Γn = lim
n→∞

(
1

n

n∑

j=1

pijp
k
j )

M
i,k=1

та

s(x, y, γ) = (y − g(x, γ))∇g(x, γ)

Далi X(m), Y (m), ε(m) – випадковi величини
iз розподiлами:

X(m) ∼ FX,m, ε(m) ∼ Fε,m – незалежнi,

та

Y (m) = g(X(m), b(m)) + ε(m).
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Теорема 1: Нехай виконуються такi умови:
0. det Γ 6= 0.
1. Θ – компакт в Rd.
2. E|ε(m)|δ < ∞ та E||X(m)||δ < ∞ для де-

якої δ > 0 ∀m.
3. E|h(X(m), Y (m))|1+δ <∞ для δ з умови 3,

∀m, де
h(x, y) = sup

γ∈Θ
||s(x, y, γ)||.

4. g(x, γ) та ∇g(x, γ) – рiвностепенево непе-
рервнi по x, та неперервнi по γ.

5. Es(X(k), Y (k), γ) = 0 ⇔ γ = b(k).

Тодi
ˆ
b
(k)
n →P b(k), n → ∞.

Доведення. Доведення консистентностi послi-
довностi оцiнок спирається на наступне твер-
дження, яке сформульоване на основi теореми
5.5 та леми 5.3 iз [3]:

Твердження 1:
1. Θ – компакт в Rd.
2. supn E||ξn||

δ <∞ для деякої δ > 0.
3. supn E|h(ξn)|

1+δ <∞ для δ з умови 3. Тут
h(ξ) = supγ∈Θ ||s(ξ, γ)||.

4. s(ξ, γ) – рiвностепенево неперервна по ξ.
5. limn→∞ En−1Sn(γ) = 0 ⇔ γ = b(k), де

Sn(γ) =
∑n

j=1 ψ(ξj , γ), та ψ(x, γ) – оцiнююча
функцiя.

Тодi b̂
(k)
n →P b(k), n→ ∞.

Перевiримо виконання умов наведеного
твердження.

Позначимо ∆
(k)
n (γ) = EFX,k

1
n
J
(k)
n (γ). Пока-

жемо, що виконується умова 5) твердження 1:

lim
n→∞

∆(k)
n (γ) = 0 ⇔ γ = b(k).

Покажемо, що ∆
(k)
n (γ) = −2Es(X(k), Y (k), γ).

Дiйсно,

∆
(k)
n (γ) = E

∑M
s=1

∑n
i=1(−2n−1asi:np

s
i )(g(Xi, bs)−

g(Xi, γ))∇g(Xi, γ) =

=
∑

s 6=k

∑n
i=1(−2n−1asi:np

s
i )E(g(Xi, bs)−

g(Xi, γ))∇g(Xi, γ) +∑n
i=1(−2n−1aki:np

k
i )EFX,k

(g(Xi, bk)−
g(Xi, γ))∇g(Xi, γ) (2)

Позначимо:

Cs(γ) = −2EFX,k
(g(Xi, bk)− g(Xi, γ))∇g(Xi, γ).

З урахуванням [5] незмiщеностi коефiцiєнтiв
akj:n:

∑n
j=1 a

k
j:np

t
j = nIk=t, вираз (2) спрощує-

ться:

∆
(k)
n (γ) =

∑
s 6=k

∑n
i=1(n

−1asi:np
s
i )Cs(γ) +∑n

i=1(n
−1aki:np

k
i )Ck(γ) =∑

s 6=k Cs(γ)Is=k + Ck(γ) = Ck(γ)

З умови 5 матимемо, що ∆
(k)
n (γ) =

−2EFX,k
s(X(k), Y (k), γ) → 0, n → ∞ ⇔ γ = b(k).

Далi перевiримо умову 4 твердження 1. По-
кажемо що вiдображення (y − g(x, γ))∇g(x, γ)
є рiвностепенево неперервним. Дiйсно, оскiль-
ки g та всi її похiднi обмеженi i неперервнi,
то i функцiї (∇((y − g(x, γ))∇g(x, γ)))(s,d) ; s =
1, ...,D; d = 1, ...,D будуть обмеженi функцiями

C|1 + y||x(s)x(d)|; d = 1, ...,D; s = 1, ...,D;

тут C – деяка константа.
Тому (y − g(x, γ))∇g(x, γ) – рiвностепенево

неперервна.
Бачимо, що усi умови твердження 1 вико-

нуються i має мiсце консистентнiсть оцiнки.

Як приклад розглянемо випадок, коли фун-
кцiя g(x, γ) є логiстичною функцiєю:

g(x, γ) = 1
1+e−<x,γ> (3)

Теорема 2 Нехай виконуються умови 1), 2), 3)
теореми 1, функцiя g має вигляд (3) i ∀γ ∈ Rd:
P(〈X(k), γ〉 = 0) < 1.

Тодi
ˆ
b
(k)
n →P b(k), n→ ∞.

Доведення. Доведення спирається на викори-
стання теореми 1, тому перевiримо виконання
умов 4), 5), 6). Умова 4) випливає i умови 3),
обмеженостi функцiї g та всiх її похiдних.

Далi покажемо, що умова 5) теореми 1 ви-
конується, тобто, що функцiї g(x, γ),∇g(x, γ) –
рiвностепенево неперервнi по x. Доведемо, що
градiєнт та гессiан g(x, γ) по γ будуть обмеже-
ними. Позначимо

∇g(x, γ) = (r(x, γ)d)
D
d=1 та

H(g(x, γ)) = (z(x, γ)(d,s))
D
d,s=1

Легко бачити, що r(x, γ) та z(x, γ) – обме-
женi:

|r(x, γ)d| =

= |g(x, γ)(1 − g(x, γ))(−xd)| 6

6 |xd|; d = 1, ...,D;

|z(x, γ)(d,s)| =

= |g(x, γ)(1 − g(x, γ))(1 − 2g(x, γ))(−xdxs)| 6

6 |xdxs|; d, s = 1, ...,D
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Ми показали, що градiєнт та гессiан обме-
женi, i тому сiмейства функцiй g(x, γ),∇g(x, γ)
будуть рiвностепенево неперервними.

Перевiримо умову 6). Покажемо, що з рiв-
ностi γ = b(k) випливає:

Es(X(k), Y (k), γ) = 0.

Дiйсно,

Es(X(k), Y (k), b(k)) =

= E(Y (k) −−g(X(k), b(k)))∇g(X(k), b(k)) (4)

За умови, що Y (k) = g(X(k), b(k)) + ε(k), (4)
набуває наступного вигляду:

Es(X(k), Y (k), b(k)) =

= E(g(X(k), b(k)) + ε(k) −−g(X(k), b(k)))×

×∇g(X(k), b(k)) =

Eε(k)∇g(X(k), b(k)) = Eε(k)E∇g(X(k), b(k)) = 0,

оскiльки X(k) та ε(k) незалежнi та E(ε(k)) =
0.

Для доведення еквiвалентностi з умови 6)
покажемо що з рiвностi Es(X(k), Y (k), γ) =
0 матимемо рiвнiсть γ = b(k). Доведемо це
методом вiд супротивного. Припустимо, що
Es(X(k), Y (k), γ) = 0, але γ 6= b(k).

Оскiльки g(X(k), γ) – монотонно зростаюча
функцiя по 〈X(k), γ〉, а ∇g(X(k), γ) > 0, то вираз

〈(g(X(k), b(k))− g(X(k), γ))×

×∇g(X(k), γ)X(k), b(k)−γ〉 > 0,

а отже i його математичне сподiвання не-
вiд’ємне. Далi покажемо, що воно не може бути
нулем за наших припущень. Дiйсно, математи-
чне сподiвання виразу (5) буде нулем при вико-
наннi умови

(g(X(k), b(k))− g(X(k), γ))×

×∇g(X(k), γ))〈X(k), b(k) − γ〉 ≡ 0

майже напевно.
Оскiльки градiєнт ∇g(X(k), γ) обмежений

i строго додатнiй та (g(X(k), b(k)) − g(X(k), γ))
не дорiвнює нулю через монотоннiсть g по
〈X(k), b〉, тодi 〈X(k), b(k) − γ〉 = 0 майже на-
певно. Нагадаємо, що згiдно з умовою теореми
P(〈X(k), b〉 = 0) < 1,∀b ∈ R

d. Тому початкове
припущення хибне i γ = b(k).

Умови 4), 5), 6) теореми 1 перевiренi та має
мiсце консистентнiсть оцiнки для моделi логi-
стичної регресiї.

4 Результати моделювання

Нами була проведена серiя експериментiв для
перевiрки збiжностi наведених вище оцiнок. Су-
мiш складалася iз M = 2 компонентiв. Роз-
подiли регресорiв та похибок для компонента
k ∈ {1, 2} мали вигляд: X(k) ∼ N(mk, σ

2
k),

ε(k) ∼ N(0, σ2ε,k). Функцiя g(x, γ) у моделюваннi
має вигляд логiстичної функцiї:

g(x, b) = 1
1+e−b0−b1x

Вiдповiдно, параметри розподiлiв та пара-
метри логiстичної регресiї кожного компонента
наведенi у таблицi 1:

компонент
1 2

mk 0.0 1.0
ε2k 2.0 2.0
σ2ε,k 0.05 0.05

b
(k)
0 0.5 0.5

b
(k)
1 2 -1/3

Таблиця 1.

Ймовiрностi pj,m були згенерованi насту-
пною стохастичною процедурою

pj,m =
uj,m

∑M
k=1

uj,k

,

де uj,m – незалежнi псевдовипадковi числа, роз-
подiленi рiвномiрно на [0, 1].

Для рiзних розмiрiв вибiрки n експеримент
був повторений H = 1000 разiв. За отриманими
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вибiрками з оцiнок ми порахували змiщення та
дисперсiю. Результати наведенi на рисунках 1
та 2. Чорним пунктиром та суцiльною чорною
лiнiєю позначенi графiки для першого та дру-

гого компонента вiдповiдно. Крапками позна-
чили величину характеристик параметрiв b

(k)
1 ,

квадратами – значення параметру b(k)0 .
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Рис. 1, середнє змiщення оцiнок
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Рис. 2, середня дисперсiя оцiнок
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