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Ïåðåäìîâà

Äàíèé çáiðíèê çàäà÷ ¹ ïîñiáíèêîì äî íîðìàòèâíîãî êóðñó ¾Âè-
áiðêîâi îáñòåæåííÿ¿, ùî âèêëàäà¹òüñÿ ñòóäåíòàì ìàãiñòðàòóðè
ñïåöiàëüíîñòåé ¾Ïðèêëàäíà òà òåîðåòè÷íà ñòàòèñòèêà¿ òà ¾Àêòó-
àðíà òà ôiíàíñîâà ìàòåìàòèêà¿ íà ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîìó ôà-
êóëüòåòi Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà
Øåâ÷åíêà. Âií äîïîâíþ¹ ïiäðó÷íèê ¾Ëåêöi¨ ïî òåîði¨ i ìåòî-
äàì âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü¿, ùî áóâ âèäàíèé àâòîðàìè ó 2010 ðî-
öi.Îñòàííié ìiñòèòü òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë. Öåé ïîñiáíèê ïðèçíà-
÷åíèé äëÿ âèêîðèñòàííÿ íà ïðàêòè÷íèõ çàíÿòòÿõ, à òàêîæ äëÿ
ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòiâ. Áàãàòî iäåé äëÿ öüîãî çàäà÷íèêà
áóëî ïî÷åðïíóòî ïiä ÷àñ ñïiëêóâàííÿ ç êîëåãàìè iç iíøèõ óíiâåð-
ñèòåòiâ, ùî ïðèéìàëè ó÷àñòü ó êîíôåðåíöiÿõ, âîðêøîïàõ òà ëiòíiõ
øêîëàõ Áàëòiéñüêî-ñêàíäèíàâî-óêðà¨íñüêî¨ ìåðåæi çi ñòàòèñòèêè
îáñòåæåíü.

Êóðñ ¾Âèáiðêîâi îáñòåæåííÿ¿ âèêëàäà¹òüñÿ íà ìåõàíiêî-
ìàòåìàòè÷íîìó ôàêóëüòåòi ÊÍÓ áëèçüêî äâàäöÿòè ðîêiâ. Ñïî÷à-
òêó öå áóâ 36-ãîäèííèé ñïåöiàëüíèé êóðñ, â ÿêîìó òåîðåòè÷íèé ìà-
òåðiàë ñóïðîâîäæóâàâñÿ ðîçâ'ÿçàííÿì ïðàêòè÷íèõ çàâäàíü i ÿêèé
 ðóíòóâàâñÿ íà êíèãàõ Â. Ì. Ïàðõîìåíêî [6] òà Î. I. ×åðíÿêà [8]. Ç
ïåðåòâîðåííÿì öüîãî êóðñó â íîðìàòèâíèé òà çáiëüøåííÿì êiëü-
êîñòi àóäèòîðíèõ ãîäèí, âèíèêëà ïîòðåáà â äîäàòêîâîìó ìàòåðià-
ëi. Âïðîäîâæ ðîêiâ ìè íàêîïè÷óâàëè áàçó êîðèñíèõ ïðàêòè÷íèõ
çàäà÷ iç áàãàòüîõ äæåðåë, îñíîâíèìè ç ÿêèõ ¹ [9, 11, 18, 20, 24]. Ó
ðåçóëüòàòi âèíèêëà iäåÿ ïiäãîòóâàòè íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê, ÿêèé
çiáðàâ âñi öi çàäà÷i ðàçîì. Îñêiëüêè îñòàííi äâà-òðè ðîêè íàâ÷à-
ííÿ â óíiâåðñèòåòàõ áóëî ïåðåâàæíî â äèñòàíöiéíîìó ôîðìàòi i
ñòóäåíòè ÷àñòî ïîòðåáóâàëè ñàìîñòiéíî ðîçáèðàòèñü â çàäà÷àõ, òî-
ìó áóëî âèðiøåíî äëÿ äåÿêèõ òèïîâèõ çàäà÷ âêëþ÷èòè ðîçâ'ÿçêè.
Äëÿ iíøèõ çàäà÷ â ïîñiáíèêó âêàçàíi àáî âiäïîâiäi, àáî âêàçiâ-
êè, ùî äàþòü çìîãó ñòóäåíòàì ÿêiñíî îïðàöüîâóâàòè ïðàêòè÷íó
ñêëàäîâó êóðñó.

Ïîñiáíèê ñêëàäà¹òüñÿ ç äåñÿòè îñíîâíèõ ðîçäiëiâ, ùî ìiñòÿòü
áàçîâèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë òà çàäà÷i ïî âiäïîâiäíèì òåìàõ.
Êðiì òîãî, â ðîçäiëi 11 ìiñòÿòüñÿ ôîðìóëþâàííÿ òèïîâèõ ëàáî-
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ðàòîðíèõ ðîáiò, ùî âèêîðèñòîâóþòü ðiçíi âiðòóàëüíi ñåðåäîâèùà:
îáëàñòü Ñòåôåíñ, Îñòðîâè òà Ñòàòâiëiäæ. Öi ñåðåäîâèùà äàþòü
çìîãó êðàùå çðîçóìiòè ïðèíöèïè i ïåâíi îñîáëèâîñòi òåîði¨ âèáið-
êîâèõ îáñòåæåíü. Çîêðåìà, ñòóäåíòè â÷àòüñÿ çäîáóâàòè òà îïðà-
öüîâóâàòè íåîáðîáëåíi ñòàòèñòè÷íi äàíi òà îöiíþâàòè ÿêiñòü îòðè-
ìàíèõ ðåçóëüòàòiâ íå çíàþ÷è, ÿêèìè ¹ øóêàíi ïàðàìåòðè íàñïðàâ-
äi. Ðîçäië 12 ìiñòèòü âêàçiâêè, âiäïîâiäi òà ðîçâ'ÿçêè äî çàäà÷ iç
îñíîâíèõ ðîçäiëiâ. Çàâåðøó¹òüñÿ ïîñiáíèê ñïèñêîì ðåêîìåíäîâà-
íî¨ ëiòåðàòóðè.

Ïåðøèé ðîçäië ìiñòèòü çàäà÷i, ùî ñïðèÿ¹ îïðàöþâàííþ ñòó-
äåíòàìè îñíîâíèõ ïîíÿòü, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â òåîði¨ âèáið-
êîâèõ îáñòåæåíü: âèáiðêîâèé äèçàéí, éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåð-
øîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó, π-îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà òà îöiíêà ¨¨
äèñïåðñi¨ â çàãàëüíîìó âèïàäêó. Çàñòîñóâàííÿ π-îöiíêè Ãîðâiöà�
Òîìïñîíà òà ¨¨ âëàñòèâîñòåé äëÿ îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ïðè ðiçíèõ ìåòîäàõ âiäáîðó ðîçãëÿäà¹òüñÿ â
ïîäàëüøèõ ðîçäiëàõ öüîãî ïîñiáíèêà. À ñàìå, ðîçäiëè ç äðóãîãî
ïî âîñüìèé ìiñòÿòü íåîáõiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë òà çàäà÷i
íà âèêîðèñòàííÿ òà îá÷èñëåííÿ îöiíêè Ãîðâiöà-Òîìñîíà ïðè ði-
çíèõ ìåòîäàõ âiäáîðó. Çîêðåìà, äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ïðîñòî-
ìó âèïàäêîâîìó âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ (ÏÂÂáÏ). Â íüîìó âêëþ-
÷åíî çàäà÷i íà îöiíþâàííÿ ðiçíèõ ëiíiéíèõ ïàðàìåòðiâ ãåíåðàëü-
íî¨ ñóêóïíîñòi (ñóìàðíå, ñåðåäí¹, ïðîïîðöiÿ) òà ïiäñóêóïíîñòåé;
íà ïîáóäîâó äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ; íà âèçíà÷åííÿ íåîáõiäíîãî ðîç-
ìiðó âèáiðêè ó âèïàäêó çàñòîñóâàííÿ öüîãî âiäáîðó. Ó òðåòüîìó
ðîçäiëi ìiñòÿòüñÿ çàäà÷i íà îïðàöþâàííÿ ìåòîäiâ îöiíþâàííÿ äëÿ
âiäáîðó Áåðíóëëi. Òóò òàêîæ ðîçãëÿíóòî ïîíÿòòÿ äèçàéí-åôåêòó,
çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ åôåêòèâíiñòü äîâiëüíîãî ìåòî-
äó âiäáîðó ó ïîðiâíÿííi ç ÏÂÂáÏ. ×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷å-
íèé çàäà÷àì, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó. Ó ï'ÿòîìó
ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âiäáið ç ïîâåðíåííÿì, îïðàöüîâó¹òüñÿ îöií-
êà Õàíñåíà�Ãóðâiöà òà ïîðiâíþ¹òüñÿ iç îöiíêîþ Ãîðâiöà-Òîìñîíà
ïðè âiäáîði iç ïîâåðåííÿì. À â øîñòîìó ðîçäiëi âêëþ÷åíî çàâäàí-
íÿ íà îïðàöþâàííÿ äåÿêèõ ìåòîäiâ íåðiâíîéìîâiðíiñíîãî âiäáîðó
áåç ïîâåðíåííÿ. Ó ñüîìîìó ðîçäiëi äåòàëüíî âèâ÷à¹òüñÿ ñòðàòèôi-
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êîâàíèé âiäáið. Çíà÷íà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ çàäà÷àì ïiäðàõóíêó òà
ïîðiâíÿííþ òî÷íîñòi ïðè âèêîðèñòàííi ïðîïîðöiéíîãî, Íåéìàíiâ-
ñüêîãî òà îïòèìàëüíîãî ðîçìiùåíü ïðè ïðîñòîìó ñòðàòèôiêîâàíî-
ìó âiäáîði. Â çàäà÷àõ ïðîïîíó¹òüñÿ ïîðiâíÿòè åôåêòèâíiñòü öüîãî
âèáiðêîâîãî äèçàéíó ïðè ðiçíèõ ðîçìiùåííÿõ òà ïðè âèêîðèñòàí-
íi ÏÂÂáÏ. Çàäà÷i íà îïðàöþâàííÿ îäíîñòàäiéíîãî, äâîñòàäiéíîãî
òà áàãàòîñòàäiéíîãî êëàñòåðíîãî âiäáîðó ïðåäñòàâëåíi ó âîñüìî-
ìó ðîçäiëi, äå â îñíîâíîìó ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê çàñòîñóâàííÿ
ÏÂÂáÏ íà îêðåìèõ ñòàäiÿõ îäíî- òà äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó. Íà-
ñòóïíi äâà ðîçäiëè ïðèñâÿ÷åíi áiëüø ñêëàäíèì çàäà÷àì îöiíþâàí-
íÿ: â äåâ'ÿòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷i îöiíþâàííÿ ëiíiéíèõ
òà íåëiíiéíèõ ôóíêöié âiä ñóìàðíèõ çíà÷åíü êiëüêîõ äîñëiäæóâà-
íèõ çìiííèõ, à â äåñÿòîìó � çàäà÷i îöiíþâàííÿ çà ðiçíèöåþ, çà
ðåãðåñi¹þ òà çà âiäíîøåííÿì. Ñòóäåíòàì ïðîïîíó¹òüñÿ íå òiëü-
êè íàâ÷èòèñü ðàõóâàòè íåîáõiäíi îöiíêè, à òàêîæ ïîðiâíþâàòè òà
àíàëiçóâàòè åôåêòèâíiñòü âèêîðèñòàííÿ öèõ ìåòîäiâ îöiíþâàííÿ.

Ïîñiáíèê ìîæå áóòè êîðèñíèì íå òiëüêè äëÿ ñòóäåíòiâ òà àñïi-
ðàíòiâ, ÿêi ñïåöiàëiçóþòüñÿ ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íî¨
ñòàòèñòèêè, à é äëÿ òèõ, õòî íà ïðàêòèöi âèêîðèñòîâó¹ âèáiðêîâèé
ìåòîä ïðè ïðîâåäåííi îáñòåæåíü.

Àâòîðè ïîñiáíèêà âèñëîâëþþòü ùèðó ïîäÿêó ðåöåíçåíòàì ïî-
ñiáíèêà � äîêòîðó ôiç.-ìàò. íàóê, äîöåíòó I. Â. Ðîçîði òà êàíäèäà-
òó ôiç.-ìàò. íàóê, äîöåíòó Î. À. Ëàãîäi çà öiêàâi äèñêóñi¨, êðèòè÷íi
çàóâàæåííÿ òà öiííi ïîðàäè ùîäî çìiñòó öi¹¨ êíèãè.

Ìè äóæå âäÿ÷íi ñïiâðîáiòíèêàì êàôåäðè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé,
ñòàòèñòèêè òà àêòóàðíî¨ ìàòåìàòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî
óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, ðiäíèì òà äðóçÿì çà äîïî-
ìîãó òà ïiäòðèìêó ïiä ÷àñ íàïèñàííÿ êíèãè. Òàêîæ òåïëèì ñëî-
âîì õî÷åìî çãàäàòè ïðîôåñîðà Ãóííàðà Êóëäîðôà ç óíiâåðñèòå-
òó ìiñòà Óìåî (Øâåöiÿ), ÿêèé áóâ iäåéíèì íàòõíåííèêîì ðîçðî-
áëåííÿ òà ïîñòiéíîãî ðîçâèòêó êóðñó ¾Âèáiðêîâi îáñòåæåííÿ¿ íà
ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîìó ôàêóëüòåòi íàøîãî óíiâåðñèòåòó.
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Ðîçäië 1

Âèáiðêîâèé äèçàéí. Îöiíêà

Ãîðâiöà-Òîìïñîíà

1.1. Îñíîâíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

Âèáiðêîâèì äèçàéíîì, ùî âiäïîâiäà¹ äåÿêîìó éìîâiðíiñíîìó
ìåòîäó âiäáîðó íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, ùî çàäà¹ éìîâiðíiñíèé ðîç-
ïîäië íà ìíîæèíi F âñiõ ìîæëèâèõ âèáiðîê (ïiäìíîæèí), ùî ìî-
æíà óòâîðèòè iç åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi:

p(s) = P(S = s) ∀s ∈ F.

Âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ùî ¹ iíäèêàòîðîì ïîòðàïëÿííÿ åëåìåíòà
k ó âèáiðêó:

Ik =

{
1, ÿêùî k ∈ S;
0, â iíøîìó âèïàäêó.

¹ ôóíêöi¹þ âiä âèïàäêîâîãî îá'¹êòà S: Ik = Ik(S) i íàçèâà¹òüñÿ
iíäèêàòîðîì âêëþ÷åííÿ.

Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî åëåìåíò k âêëþ÷åíèé ó âèáiðêó, íàçè-
âà¹òüñÿ éìîâiðíiñòþ âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç πk òà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

πk = P(k ∈ S) = P(Ik = 1) = EIk =
∑
s3k

p(s).

Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî åëåìåíòè k òà l îäíî÷àñíî âêëþ÷åíi ó
âèáiðêó (ïîçíà÷à¹òüñÿ öå ÿê k&l ∈ S), íàçèâà¹òüñÿ éìîâiðíiñòþ
âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç πkl òà îá÷èñëþ¹-
òüñÿ, çà óìîâè âiäîìîãî âèáiðêîâîãî äèçàéíó, òàê:

πkl = P(k&l ∈ S) = P(IkIl = 1) = EIkIl =
∑
s3k&l

p(s).

Ïðè öüîìó πkl = πlk äëÿ âñiõ l, k = 1, N . Ïðè k = l áóäåìî ìàòè

πkk = P(I2
k = 1) = P(Ik = 1) = πk.
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Îöiíêîþ Ãîðâiöà�Òîìïñîíà àáî ïðîñòî π-îöiíêîþ äëÿ ñóìàð-
íîãî çíà÷åííÿ T äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè y ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi íàçèâà¹òüñÿ:

t̂π =
∑
k∈s

yk
πk

, (1.1)

ùî ¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà T .
Äèñïåðñiÿ îöiíêè Ãîðâiöà-Òîìïñîíà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìó-

ëîþ

D(t̂π) =
∑
k∈U

∑
l∈U

(πkl − πkπl)
yk
πk

yl
πl

=
∑
k∈U

∑
l∈U

(
πkl
πkπl

− 1

)
ykyl. (1.2)

ßêùî πkl > 0 äëÿ âñiõ k, l ∈ U , òî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨
D(t̂π) áóäå ñòàòèñòèêà

D̂(t̂π) =
∑
k∈s

∑
l∈s

πkl − πkπl
πkl

yk
πk

yl
πl

=
∑
k∈s

∑
l∈s

1

πkl

(
πkl
πkπl

− 1

)
ykyl.

(1.3)

1.2. Çàäà÷i

Çàäà÷à 1.1. Ïðîâîäèòüñÿ îáñòåæåííÿ äåÿêîãî ðåãiîíó Óêðà¨íè ç
ìåòîþ âèçíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî äîõîäó äîìîãîñïîäàðñòâ. ßêùî äëÿ
ïðîâåäåííÿ âiäáîðó íåìà¹ ñïèñêó âñiõ äîìîãîñïîäàðñòâ, àëå äîñòó-
ïíà iíôîðìàöiÿ ç ðå¹ñòðó îñiá, ùî ïðîæèâàþòü ó äàíîìó ðåãiîíi,
òî ìîæíà çàñòîñóâàòè òàêèé ìåòîä âiäáîðó: ïðîñòèì âèïàäêîâèì
âiäáîðîì áåç ïîâåðíåííÿ ç N îñiá âiäáèðàþòüñÿ n îñiá, à ïîòiì
âèçíà÷àþòü äîìîãîñïîäàðñòâà, äî ÿêèõ íàëåæàòü âiäiáðàíi îñîáè.

Ïiäðàõóéòå éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ó âèáiðêó
äëÿ äîìîãîñïîäàðñòâà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç m îñiá (m < n). Îòðè-
ìàéòå íàáëèæåíèé âèðàç äëÿ öi¹¨ éìîâiðíîñòi ïðè m = 1, 2, 3, ïðè-
ïóñêàþ÷è, ùî n i N ¹ äîñèòü âåëèêèìè òà n

N ≈
n−1
N−1 ≈

n−2
N−2 = f =

0, 1.

Çàäà÷à 1.2. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü U = {1, 2, 3} ç
âèáiðêîâèì äèçàéíîì p(·), ïðè ÿêîìó

p({1, 2}) =
1

2
, p({1, 3}) =

1

3
, p({2, 3}) =

1

6
.
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Çíàéäiòü éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ
òà êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ iíäèêàòîðiâ âêëþ÷åííÿ ∆ = {∆kl =

cov(Ik, Il)}k,l∈U .

Çàäà÷à 1.3. Íåõàé êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ iíäèêàòîðiâ âêëþ÷åííÿ
∆ = {∆kl = cov(Ik, Il)}k,l∈U ïðè äåÿêîìó äèçàéíi p(·) ìà¹ âèãëÿä

∆ =
2

9
×


1 1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1 −1

−1 −1 1 1 1

−1 −1 1 1 1

−1 −1 1 1 1

 .

1) ×è ¹ p(·) äèçàéíîì ç ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè?
2) ×è çàäîâîëüíÿ¹ öåé äèçàéí óìîâó �éòñà�Ãðàíäi�Ñåíà?
3) Îá÷èñëiòü éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ äèçàé-
íó p(·), ÿêùî π1 = π2 < π3 = π4 = π5.
4) Çàïèøiòü ìàòðèöþ éìîâiðíîñòåé âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó
Π = {πkl}k,l∈U .
6) Ïðîàíàëiçóéòå îòðèìàíi ðåçóëüòàòè. Âèïèøiòü âèáiðêîâèé äè-
çàéí, ùî âiäïîâiäà¹ çàäàíié êîâàðiàöiéíié ìàòðèöi. ßêèé ìåòîä
âiäáîðó ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ òîãî, ùîá éîãî îòðèìàòè?

Çàäà÷à 1.4. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç ï'ÿòè åëåìåíòiâ: U = {1, 2, 3, 4, 5}. Ïðè âèáiðêîâîìó äèçàéíi p(·)
ìîæëèâèìè âèáiðêàìè ¹: s1 = {1, 2}; s2 = {1, 2, 3}; s3 = {2, 3, 4} òà
s4 = {1, 2, 3, 4, 5}. Ïðè öüîìó p(s1) = 0.1; p(s2) = 0.2; p(s3) = 0.3 i
p(s4) = 0.4.
1) Îá÷èñëiòü âñi éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïî-
ðÿäêó.
2) Çíàéäiòü Ens òà Dns, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íî-
ãî ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñi¨ äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.
3) Çíàéäiòü Ens òà Dns, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè, ùî ïîâ'ÿçóþòü
öi âåëè÷èíè iç éìîâiðíîñòÿìè âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïî-
ðÿäêiâ.

Çàäà÷à 1.5. Íåõàé äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òà âèáiðêîâîãî äè-
çàéíó ç çàäà÷i 1.4 õàðàêòåðèñòèêà y ìà¹ òàêi çíà÷åííÿ: y1 = 0,
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y2 = 1, y3 = 1, y4 = 0 òà y5 = 1. Çíàéäiòü:
1) ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà
äëÿ ñóìàðíîãî T ;
2) êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ îöiíêè t̂π;
3) îöiíêó äèñïåðñi¨ D̂(t̂π) äëÿ êîæíî¨ ç ÷îòèðüîõ ìîæëèâèõ âèái-
ðîê;
4) ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ îöiíêè äèñïåðñi¨ D̂(t̂π).

Çàäà÷à 1.6. Ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü, ùî ñêëàäà-
¹òüñÿ ç 1600 îñiá, ïîäiëåíà íà 800 ãðóï (äî-
ìîãîñïîäàðñòâ) òàê, ùî ¹ Ni ãðóï ðîçìiðó i,
i = 1, 2, 3, 4.

i 1 2 3 4
Ni 250 350 150 50

Âèáiðêà îñiá óòâîðþ¹òüñÿ ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì áåç ïî-
âåðíåííÿ. Âiäáèðàþòüñÿ 300 äîìîãîñïîäàðñòâ iç 800 i îáñòåæóþ-
òüñÿ âñi îñîáè, ùî íàëåæàòü äî âèáðàíèõ äîìîãîñïîäàðñòâ. Íåõàé
ns � öå çàãàëüíà êiëüêiñòü îñiá ó âèáiðöi. Îá÷èñëiòü ÿêèì â ñå-
ðåäíüîìó áóäå ðîçìið âèáiðêè Ens òà ÿêîþ áóäå äèñïåðñiÿ öi¹¨
âåëè÷èíè Dns.
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Ðîçäië 2

Ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ

2.1. Îñíîâíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

Ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ.

Ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì áåç ïîâåðåííÿ (ÏÂÂáÏ) íàçèâà¹-
òüñÿ âiäáið, ùî ðåàëiçó¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì: ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíî-
ñòi ðîçìiðóN âiäáèðàþòüñÿ n (n ≤ N) åëåìåíòiâ ç ðiâíèìè éìîâið-
íîñòÿìè òà áåç ïîâåðíåííÿ. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî éìîâiðíiñíó
âèáiðêó ðîçìiðó n. Âñi òàêi âèáiðêè áóäóòü ìàòè îäíàêîâi éìîâið-
íîñòi áóòè îòðèìàíèìè, à âèáiðêîâèé äèçàéí ìàòèìå âèãëÿä:

p(s) =

{
1

Cn
N
, ÿêùî ðîçìið âèáiðêè äîðiâíþ¹ n;

0, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.
(2.1)

Éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïðè ÏÂÂáÏ îäíàêîâi äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi i ìàþòü âèãëÿä:

πk =
n

N
, ∀k = 1, N ;

πkl =
n(n− 1)

N(N − 1)
, k 6= l;

πkk = πk =
n

N
∀k = 1, N.

Îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî òà ñåðåäíüîãî çíà÷åíü ïðè ÏÂÂáÏ.

Ïðè ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði áåç ïîâåðíåííÿ îöiíêè
Ãîðâiöà-Òîìïñîíà ñóìàðíîãî òà ñåðåäíüîãî çíà÷åíü äîñëiäæóâà-
íî¨ õàðàêòåðèñòèêè y ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íàáóâàþòü òàêîãî
âèãëÿäó

t̂π =
N

n

∑
k∈s

yk =
N

n
t, äå t =

∑
k∈s

yk� âèáiðêîâå ñóìàðíå çíà÷åííÿ;

ŷπ =
1

N
t̂π =

t

n
=

1

n

∑
k∈s

yk = y, äå y � âèáiðêîâå ñåðåäí¹.
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Äèñïåðñi¨ öèõ îöiíîê äîðiâíþþòü:

DÏÂÂáÏ(t̂π) = N2 (1− f)

n
S2, DÏÂÂáÏ(ŷπ) =

(1− f)

n
S2.

Íåçìiùåíi îöiíêè äèñïåðñié îá÷èñëþþòüñÿ òàê:

D̂ÏÂÂáÏ(t̂π) = N2 (1− f)

n
Ŝ2, D̂ÏÂÂáÏ(ŷπ) =

(1− f)

n
Ŝ2,

äå S2 = 1
N−1

∑
k∈U

(yk − Y )2 � äèñïåðñiÿ åëåìåíòiâ ó ãåíåðàëüíié

ñóêóïíîñòi, Ŝ2 = 1
n−1

∑
k∈s

(yk − y)2 � äèñïåðñiÿ åëåìåíòiâ ó âèáiðöi,

f = n
N � ÷àñòêà âiäáîðó.

Îöiíþâàííÿ ïðîïîðöi¨ ïðè ÏÂÂáÏ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ïiäñóêóïíiñòü Ud ⊂ U , ùî öiêàâèòü äîñëi-
äíèêà (íàïðèêëàä, ñóêóïíiñòü áåçðîáiòíèõ). Íåõàé Nd � öå êiëü-
êiñòü åëåìåíòiâ, ùî íàëåæàòü äàíié ïiäñóêóïíîñòi, òîäi Pd = Nd

N �
öå ïðîïîðöiÿ åëåìåíòiâ â ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi U , ùî íàëåæàòü
ïiäñóêóïíîñòi Ud.

Ïðè âèêîðèñòàííi ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåí-
íÿ îöiíêà Ãîðâiöà-Òîìïñîíà ïðîïîðöi¨ Pd åëåìåíòiâ, ùî íàëåæàòü
çàäàíié ïiäñóêóïíîñòi Ud, ìà¹ âèãëÿä:

P̂d = pd;

DÏÂÂáÏ
(
P̂d

)
=

N − n

N − 1
· Pd ·Qd

n
;

D̂ÏÂÂáÏ
(
P̂d

)
= (1− f) · pdqd

n− 1
,

äå Qd = 1 − Pd, pd = nd
n � ïðîïîðöiÿ åëåìåíòiâ ó âèáiðöi, ùî

íàëåæàòü ïiäñóêóïíîñòi Ud, qd = 1− pd.

Ïîáóäîâà äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ.

ßêùî θ̂ � öå îöiíêà íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ, òî äîâið÷èé iíòåð-
âàë äëÿ θ ç ðiâíåì äîâiðè, ùî ïðèáëèçíî äîðiâíþ¹ 1−α, áóäóþòü
òàê:
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θ̂± z1−α/2

√
D̂(θ̂),

äå z1−α/2 � êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ðiâíÿ 1− α/2 .
Âèçíà÷åííÿ íåîáõiäíîãî ðîçìiðó âèáiðêè.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ íåîáõiäíîãî ðîçìiðó âèáiðêè ïðè îöiíþâàííi
ïàðàìåòðà θ iç çàäàíîþ äîïóñòèìîþ ïîõèáêîþ e òà ðiâíåì äîâiðè

1− α ìîæíà êåðóâàòèñü ñïiââiäíîøåííÿì:

P(|θ− θ̂| ≤ e) = 1− α.

Ïðè îöiíþâàííi ñåðåäíüîãî Y çà äîïîìîãîþ π-îöiíêè ïðè
ÏÂÂáÏ íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè íåðiâ-
íiñòü

n ≥
z2

1−α/2S
2

e2 +
z2
1−α/2

S2

N

, (2.2)

äå z1−α/2 � êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ðiâíÿ äîâiðè 1− α.

Ó ðàçi çàäàííÿ òî÷íîñòi âiäíîñíîþ ïîõèáêîþ ẽ íåîáõiäíèé ðîç-
ìið âèáiðêè çíàõîäÿòü iç íåðiâíîñòi

P

(∣∣∣∣∣θ− θ̂θ
∣∣∣∣∣ ≥ ẽ

)
≤ 1− α.

Ó öüîìó âèïàäêó çíà÷åííÿ n ïðè ÏÂÂáÏ òà îöiíþâàííi ïàðàìåòðà
Y çà äîïîìîãîþ îöiíêè Ãîðâiöà-Òîìñîíà áóäå çàëåæàòè âæå íå
âiä äèñïåðñi¨ â ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi, à âiä êîåôiöi¹íòà âàðiàöi¨
CVy =

√
S2/Y :

n ≥
z2

1−α/2(CVy)2

ẽ2 +
z2
1−α/2

(CVy)2

N

.

2.2. Çàäà÷i

Çàäà÷à 2.1. Ìåòîþ îáñòåæåííÿ ¹ îöiíêà ïëîùi ôåðìåðñüêèõ
óãiäü ó äåÿêîìó ðàéîíi Êè¨âñüêî¨ îáëàñòi. Ó öüîìó ðàéîíi çàðå-
¹ñòðîâàíî 2 200 ôåðìåðñüêèõ ãîñïîäàðñòâ. Iç íèõ çà äîïîìîãîþ
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ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ áóëî âiäiáðàíî 100
ãîñïîäàðñòâ òà îòðèìàíî iíôîðìàöiþ ïðî ïëîùó çåìåëü (yk), ùî
îáðîáëÿ¹òüñÿ êîæíèì iç íèõ:∑

k∈s
yk = 3 000 ãà òà

∑
k∈s

y2
k = 156 000 ãà2.

1) Îöiíèòè çà äîïîìîãîþ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà çàãàëüíó
ïëîùó çåìëi, ùî îáðîáëÿ¹òüñÿ ôåðìåðñüêèìè ãîñïîäàðñòâà-
ìè â öüîìó ðàéîíi.

2) Ïîáóäóâàòè 95-âiäñîòêîâèé äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ öi¹¨ âåëè-
÷èíè.

Çàäà÷à 2.2. Ùîá ðåàëiçóâàòè âèáiðêó, ùî âiäïîâiäà¹ âèáiðêîâî-
ìó äèçàéíó ÏÂÂáÏ (2.1), ìîæíà âèêîðèñòàòè äåÿêi àëüòåðíàòèâíi
ñõåìè âiäáîðó.

Îòðèìàéòå âèáiðêó ðîçìiðó 4 ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîçìiðó
10 çà äîïîìîãîþ ñõåì âiäáîðó 1, 2, 3, ùî íàâåäåíi íèæ÷å.
Ñõåìà âiäáîðó 1 [14]

Íåõàé ε1, ε2, ..., εN � íåçàëåæíi ðåàëiçàöi¨ ðiâíîìiðíî ðîçïî-

äiëåíî¨ íà [0, 1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè (ε ∼ Unif [0, 1]). Êîæíîìó

åëåìåíòó k ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ìè ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü

âèïàäêîâå çíà÷åííÿ εk. Òîäi ìè ïåðåáèðà¹ìî ïî-÷åðçi åëåìåíòè

ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òà âèðiøó¹ìî âêëþ÷àòè åëåìåíò ÷è íi ç

éìîâiðíiñòþ, ùî äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ, ùî

çàëèøèëîñü âêëþ÷èòè ó âèáiðêó äî êiëüêîñòi åëåìåíòiâ, ùî çà-

ëèøèëîñü ïåðåãëÿíóòè. À ñàìå:

êðîê 1 ßêùî ε1 < n/N , òîäi åëåìåíò 1 âiäáèðà¹òüñÿ òà íi � â

iíøîìó âèïàäêó.

Íåõàé nk � öå êiëüêiñòü åëåìåíòiâ âiäiáðàíèõ ó âèáiðêó iç

ïåðøèõ k − 1 åëåìåíòiâ çi ñïèñêó.

êðîê k ßêùî εk < n−nk
N−k+1 , òî k � âiäáèðà¹òüñÿ, òà íi � â iíøîìó

âèïàäêó.
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Ïðîöåäóðà çàêií÷ó¹òüñÿ êîëè nk = n.

Â âèïàäêó, êîëè ðîçìið ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íåâiäîìèé, äëÿ

îòðèìàííÿ âèáiðêè, ùî ìà¹ âèáiðêîâèé äèçàéí ÏÂÂáÏ ìîæíà

âèêîðèñòàòè òàêó ñõåìó âiäáîðó.

Ñõåìà âiäáîðó 2 [19]

Ñïî÷àòêó äî âèáiðêè ïîòðàïëÿþòü ïåðøi n åëåìåíòiâ ãåíå-

ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. À ïîòiì ðîçãëÿäà¹òüñÿ êîæåí íàñòóïíèé

åëåìåíò ïî ÷åðçi, ïî÷èíàþ÷è ç n + 1

êðîê 1 åëåìåíò n + 1 ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó ç éìîâiðíiñòþ n
n+1 .

ßêùî åëåìåíò n+1 ïîòðàïèâ òàêèì ÷èíîì ó âèáiðêó, òîäi

ç íå¨ âèêèäà¹òüñÿ îäèí åëåìåíò âèáðàíèé âèïàäêîâèì ÷è-

íîì ç îäíàêîâîþ äëÿ âñiõ iìîâiðíiñòþ. Â ðåçóëüòàòi ó âè-

áiðöi çíîâó çàëèøà¹òüñÿ n åëåìåíòiâ.

êðîê k Äëÿ âñiõ iíøèõ åëåìåíòiâ k, n + 1 < k ≤ N , éìîâiðíiñòü

ïîòðàïèòè ó âèáiðêó áóäå äîðiâíþâàòè n
k òà ÿêùî åëåìåíò

k âèáèðà¹òüñÿ, òî ç âèáiðêè âèêèäà¹òüñÿ îäèí åëåìåíò ç

îäíàêîâîþ äëÿ âñiõ iìîâiðíiñòþ.

Òàêà ñõåìà âiäáîðó ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíîþ íàâiòü áåç âiäîìîãî

íàïåðåä ðîçìiðó ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi N . Ôîðìóâàííÿ ñïèñêó

åëåìåíòiâ ñóêóïíîñòi ìîæå áóòè îäíî÷àñíèì ç ïðîöåäóðîþ âiä-

áîðó.

Ñõåìà âiäáîðó 3 [22,23]

Îñíîâíà ïåðåâàãà äàíî¨ âèáiðêîâî¨ ñõåìè ïîëÿãà¹ ó ìîæëè-

âîñòi îäíî÷àñíî âèáðàòè äåêiëüêà ïðîñòèõ âèïàäêîâèõ âèái-

ðîê, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Òàêi âèáiðêè íàçèâàþòüñÿ âiä'¹ìíî-

êîîðäèíîâàíèìè.

Ñõåìà ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó:

Ãåíåðó¹òüñÿ N íåçàëåæíèõ, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ íà [0,1]

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ε1, ε2, ..., εN , äå êîæíîìó åëåìåíòó k ∈ U

âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ εk. Ïîòiì öi çíà÷åííÿ âïîðÿäêîâóþòüñÿ, íà-

ïðèêëàä, ïî çðîñòàííþ i äiëÿòüñÿ íà âèáiðêè ðîçìiðó n. Êîæíà

òàêà âèáiðêà íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç iíøîþ òà ïðîäóêó¹ âèáiðêîâèé

äèçàéí (2.1).
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Çàäà÷à 2.3. Òèïîâå ñîöiîëîãi÷íå îïèòóâàííÿ ãðîìàäñüêî¨ äóìêè
ðîáèòüñÿ íà îñíîâi âèáiðêè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ïðèáëèçíî ç 2 000 îñiá.
Ïðèïóñòèìî, ùî âèáiðêà äëÿ òàêîãî îáñòåæåííÿ îòðèìàíà çà äî-
ïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ íà îñíîâi
ñïèñêó âñiõ ãðîìàäÿí Óêðà¨íè, âêëþ÷àþ÷è Âàñ. Çà äàíèìè Äåðæ-
êîìñòàòó Óêðà¨íè íàñåëåííÿ êðà¨íè ñòàíîì íà 2009 ðiê ñòàíîâèëî
ïðèáëèçíî 46 ìëí îñiá.

1) ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî Âè ïîòðàïèòå ó âèáiðêó òèõ, õòî
áóäå îïèòàíèé?

2) Ïðèïóñòèìî, ùî òàêèì ÷èíîì óòâîðåíî 5 000 íåçàëåæíèõ
âèáiðîê. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî Âè íå ïîòðàïèòå â æîäíó
ç öèõ âèáiðîê?

3) Ñêiëüêè ìiíiìàëüíî âèáiðîê ïîòðiáíî óòâîðèòè äëÿ òîãî,
ùîá ç iìîâiðíiñòþ 0,5 Âè ïîòðàïèëè õî÷à á â îäíó ç íèõ?

Çàäà÷à 2.4. Óðÿä ïåðiîäè÷íî çáèðà¹ iíôîðìàöiþ ùîäî ñòàíó
ñiëüñüêîãî ãîñïîäàðñòâà â êðà¨íi. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ãåíåðàëüíà ñóêó-
ïíiñòü iç 1469 îá'¹äíàíèõ òåðèòîðiàëüíèõ ãðîìàä (ÎÒÃ) Óêðà¨íè.
Äîñëiäæó¹òüñÿ çìiííà y, ùî ìiñòèòü iíôîðìàöiþ ïðî ïëîùó âiä-
âåäåíèõ ïiä ôåðìåðñòâî çåìåëü â êîæíié ÎÒÃ. Äëÿ 19 ç 1469 ÎÒÃ
öÿ iíôîðìàöiÿ íåâiäîìà (òîáòî çìiííà ìiñòèòü ïðîïóùåíi çíà÷åí-
íÿ). ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðè ÏÂÂáÏ ó âèáiðöi ðîçìiðó 300
íå áóäå æîäíîãî ïðîïóùåíîãî çíà÷åííÿ?

Çàäà÷à 2.5. Çíàéòè íåðiâíiñòü, ÿêó ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè íåîáõi-
äíèé ðîçìið âèáiðêè n ÿêùî ïîòðiáíî îöiíèòè ïàðàìåòð ñóìàðíå

T çà äîïîìîãîþ îöiíêè Ãîðâiöà-Òîìñîíà t̂π iç çàäàíîþ äîïóñòè-
ìîþ ïîõèáêîþ e òà ðiâíåì äîâiðè 1−α ïðè ÏÂÂáÏ iç ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç N åëåìåíòiâ òà ìà¹ äèñïåðñiþ S2.

Çàäà÷à 2.6. Ïðîâîäèòüñÿ îáñòåæåííÿ ïðàöiâíèêiâ ïiäïðè¹ìñòâà ç
ìåòîþ âèçíà÷åííÿ ïðîïîðöi¨ òèõ, õòî õâîði¹ íà ïðîôåñiéíó õâîðî-
áó. Íà ïiäïðè¹ìñòâi ïðàöþ¹ 4 000 ïðàöiâíèêiâ. Iç çîâíiøíiõ äæåðåë
âiäîìî, ùî çàçâè÷àé íà ïîäiáíèõ ïiäïðè¹ìñòâàõ ïðîôåñiéíó õâî-
ðîáó ìàþòü 3 ç 10 ïðàöiâíèêiâ. Ïðè îáñòåæåííi ïëàíó¹òüñÿ âèêî-
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ðèñòàííÿ äèçàéíó ÏÂÂáÏ ç äîïóñòèìîþ ïîõèáêîþ 0,01 òà ðiâíåì
äîâiðè 95 %.

1) ßêèì ìà¹ áóòè íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè n?

2) ßêùî íåìà¹ íiÿêî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ïîäiáíi çàõâîðþâàííÿ,
ÿêèì ïîâèíåí áóòè ðîçìið âèáiðêè n?

Çàäà÷à 2.7. Ïîòðiáíî îöiíèòè êiëüêiñòü ëþäåé ñåðåä íàñåëåííÿ
Óêðà¨íè, ùî õâîðiþòü íà òóáåðêóëüîç. Ïðè îáñòåæåííi ïëàíó¹-
òüñÿ âèêîðèñòàííÿ ÏÂÂáÏ. ßêùî ðåàëüíà ÷àñòêà õâîðèõ íà òó-
áåðêóëüîç ñêëàäà¹ 0,01 %, ñêiëüêè îñiá ïîòðiáíî îáñòåæèòè, ùîá

êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ îöiíêè CV (P̂ ) =

√
D(P̂ )
P íå ïåðåâèùóâàâ 5 %?

Ïðîàíàëiçóâàòè îòðèìàíèé ðåçóëüòàò.

Çàäà÷à 2.8. Ïðè îáñòåæåííi æèòåëiâ äåÿêîãî âåëèêîãî ìiñòà áó-
äóòü äîñëiäæóâàòèñü äâi âåëè÷èíè:

P1 � ÷àñòêà òèõ, õòî ìà¹ äîñòóï äî ìåðåæi iíòåðíåò;
P2 � ÷àñòêà òèõ, õòî ìà¹ ñòàöiîíàðíèé òåëåôîí.
Iç äîñòîâiðíèõ äæåðåë âiäîìî, ùî 40 % ≤ P1 ≤ 60 % òà

5 % ≤ P2 ≤ 15 %. ßêèì ìà¹ áóòè ðîçìið âèáiðêè ïðè çàñòîñó-
âàííi ÏÂÂáÏ, ÿêùî ìè õî÷åìî îöiíèòè îäíî÷àñíî ïàðàìåòð P1 ç
àáñîëþòíîþ òî÷íiñòþ ±2 % òà ïàðàìåòð P2 ç àáñîëþòíîþ òî÷íi-
ñòþ ±1 % ïðè ðiâíi äîâiðè 95 %?

Çàäà÷à 2.9. Â óíiâåðñèòåòi ïðàöþ¹ 800 âèêëàäà÷iâ òà
ñïåöiàëiñòiâ-äîñëiäíèêiâ. Â êîìï'þòåðíié ñèñòåìi ìîæíà ïî-
äèâèòèñü ñïèñîê öèõ âèêëàäà÷iâ òà ¨õ ðåöåíçîâàíi ïóáëiêàöi¨. Äëÿ
êîæíîãî âèêëàäà÷à çàôiêñîâàíî êiëüêiñòü òàêèõ ðåöåíçîâàíèõ
ïóáëiêàöié ñòàíîì íà ïî÷àòîê 2021 ðîêó. Ùîá çiáðàòè iíôîðìàöiþ
ïðî êiëüêiñòü ðåöåíçîâàíèõ ðîáiò, äîñëiäíèê ïîâèíåí îòðèìàòè
êîæåí çàïèñ îêðåìî. Òîìó áóëî âèðiøåíî çðîáèòè îáñòåæåííÿ
íà îñíîâi âèáiðêè. Â òàáëè÷öi íàâåäåíî êiëüêîñòi ïóáëiêàöié
äëÿ âèáiðêè ç 50 âèêëàäà÷iâ (íàïðèêëàä, 4 âèêëàäà÷i ìàþòü ïî
îäíié ðåöåíçîâàíié ïóáëiêàöi¨). Äëÿ âiäáîðó âèêëàäà÷i ó âèáiðêó
âèêîðèñòîâóâàâñÿ ÏÂÂáÏ:
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Ðåöåíçîâàíi ïóáëiêàöi¨ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Âèêëàäà÷i 28 4 3 4 4 2 1 0 2 1 1

1. Çîáðàçiòü äàíi çà äîïîìîãîþ ãiñòîãðàìè. Îïèøiòü, ÿêó ôîð-
ìó òà îñîáëèâîñòi ìàþòü öi äàíi.

2. Îöiíiòü, ÿêà ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ïóáëiêàöié ïðèõîäèòüñÿ íà
îäíîãî âèêëàäà÷à çà äîïîìîãîþ îöiíêè Ãîðâiöà-Òîìñïîíà̂̄yπ = ȳ. Îöiíiòü êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ äëÿ âàøî¨ îöiíêè, òîá-

òî ïiäðàõóéòå íàñòóïíó âåëè÷èíà: cv(̂̄yπ) =

√
D̂(̂̄yπ)̂̄yπ .

3. Íà âàø ïîãëÿä, ÷è áóäå ȳ ç ïóíêòó 2 íîðìàëüíî ðîçïîäiëå-
íîþ âåëè÷èíîþ? ßêùî òàê/íi, òî ÷îìó?

4. Îöiíiòü ïðîïîðöiþ âèêëàäà÷iâ, ÿêi íå ìàþòü ïóáëiêàöié (òîá-
òî ìàþòü 0 ðåöåíçîâàíèõ ïóáëiêàöié) i çàïèøiòü 95% äîâið-
÷èé iíòåðâàë äëÿ öi¹¨ îöiíêè.

5. Ñêiëüêè ïîòðiáíî îáñòåæèòè âèêëàäà÷iâ ïðè ÏÂÂáÏ, ùîá
îòðèìàòè îöiíêó äëÿ ïðîïîðöi¨ òèõ, õòî íå ìàþòü ïóáëiêàöié,
iç òî÷íiñòþ 10% òà íàäiéíiñòþ 0.95?

Çàäà÷à 2.10. Íà âèáîðàõ â îñòàííüîìó òóði ïîòðiáíî âèáðàòè
îäíîãî ç äâîõ êàíäèäàòiâ (òðåòüîãî âàðiàíòó íåìà¹). Íàïåðåäîäíi
äíÿ âèáîðiâ ïðîâåäåíî îïèòóâàííÿ ãðîìàäñüêî¨ äóìêè ç ìåòîþ
âèçíà÷åííÿ ïåðåìîæöÿ. Íåõàé n � êiëüêiñòü òèõ, õòî áóâ îïèòàíèé
ïðè çàñòîñóâàííi ÏÂÂáÏ (ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî n > 100 òà ðîçìið
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âåëèêèé ïîðiâíÿíî ç ðîçìiðîì âèáiðêè).

ßêîþ ïîâèííà áóòè ðiçíèöÿ ìiæ âiäñîòêàìè ãîëîñiâ, íàáðàíèõ
êàíäèäàòàìè, äëÿ òîãî, ùîá ó ðåçóëüòàòi îïèòóâàííÿ ìîæíà áóëî
ç iìîâiðíiñòþ 0,95 âèçíà÷èòè ïåðåìîæöÿ âèáîðiâ? Îá÷èñëèòè öi
çíà÷åííÿ äëÿ ðiçíèõ n.
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Ðîçäië 3

Âiäáið Áåðíóëëi

3.1. Îñíîâíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

Âiäáið Áåðíóëëi (ÂÁ) áàçó¹òüñÿ íà ñõåìi Áåðíóëëi òà ðåàëiçó-
¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ðîçãëÿíåìî âïîðÿäêîâàíó â ñïèñîê ãå-
íåðàëüíó ñóêóïíiñòü, k = 1, 2, ..., N . Íåõàé íàïåðåä çàäàíî äåÿêå
÷èñëî π òàêå, ùî 0 < π < 1, òà íàáið N íåçàëåæíèõ ðåàëiçàöié ðiâ-
íîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ íà [0, 1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè: ε1, ε2, ..., εN .
Êîæíîìó åëåìåíòó k ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü çíà÷åííÿ εk. ßêùî
εk < π, òî öåé åëåìåíò âiäáèðà¹òüñÿ, â iíøîìó âèïàäêó � íi.

Âèáiðêîâèé äèçàéí ïðè ÂÁ

p(s) = πns(1− π)N−ns ,

äå ns � öå ðîçìið âèáiðêè.
Éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ

πk = π ∀k;

πkl = π2 ∀k 6= l;

πkk = π ∀k.

Îöiíêà Ãîðâiöà-Òîìïñîíà ïðè âiäáîði Áåðíóëëi.
Ïðè âèáiðêîâîìó äèçàéíi Áåðíóëëi îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà

äëÿ ñóìàðíîãî T , ñåðåäíüîãî Y òà ïðîïîðöi¨ Pd íàáóâàþòü âèãëÿäó

t̂π =
1

π

∑
k∈s

yk, ŷπ =
1

Nπ

∑
k∈s

yk, P̂d =
nsd

Nπ

ç äèñïåðñiÿìè

DÂÁ(t̂π) =

(
1

π
− 1

)∑
k∈U

y2
k =

1− π
π

∑
k∈U

y2
k,

DÂÁ(ŷπ) =
1− π
N2π

∑
k∈U

y2
k,

DÂÁ(P̂d) =
1− π
N2π

Nd.
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òà îöiíêàìè äëÿ äèñïåðñié

D̂ÂÁ(t̂π) =
1

π

(
1

π
− 1

)∑
k∈s

y2
k =

1− π
π2

∑
k∈s

y2
k,

D̂ÂÁ(ŷπ) =
1− π
N2π2

∑
k∈s

y2
k,

D̂ÂÁ(P̂d) =
1− π
N2π2

nsd .

Äèçàéí-åôåêòîì íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

deff
(
p(·), t̂π

)
:=

Dp(·)(t̂π)

DÏÂÂáÏ(t̂π)
=

∑∑
k,l∈U ∆kl

yk
πk

yl
πl

N2( 1
n −

1
N )S2

.

Âåëè÷èíà deff âèçíà÷à¹ åôåêòèâíiñòü âèêîðèñòàííÿ iíøîãî
âèáiðêîâîãî äèçàéíó p(·) ïîðiâíÿíî ç ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiäáî-
ðîì, ÿêùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ îöiíêà Ãîðâiöà-Òîìñîíà t̂π.

3.2. Çàäà÷i

Çàäà÷à 3.1. Íåõàé ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü U ïîäiëåíà íà òðè íå-
ïåðåòèííi ïiäñóêóïíîñòi U1, U2 òà U3, ùî ìàþòü ðîçìiðè N1 = 300,
N2 = 200 òà N3 = 100. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà k âêëþ÷åííÿ àáî
íåâêëþ÷åííÿ ó âèáiðêó s âèçíà÷à¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi âèïðîáóâàíü
Áåðíóëëi, ïðè ÿêèõ åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó ç iìîâiðíiñòþ
πk. Óñi âèïðîáóâàííÿ íåçàëåæíi.

1) ßêùî πk =0.1 äëÿ k ∈ U1, πk =0.3 äëÿ k ∈ U2 òà πk =0.7
äëÿ k ∈ U3, ÿêèì áóäå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåð-
ñiÿ âåëè÷èíè ns � ðîçìiðó âèáiðêè, ïðè òàêîìó âèáiðêîâîìó
äèçàéíi?

2) ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî âñi πk îäíàêîâi äëÿ âñi¹¨ ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi, ÿêèì ìà¹ áóòè öå çíà÷åííÿ äëÿ òîãî, ùîá îòðè-
ìàòè òàêå ñàìå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âåëè÷èíè ns, ÿê i â
ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi? Ïiäðàõóâàòè çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ ðîç-
ìiðó âèáiðêè ns â öüîìó âèïàäêó.
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Çàäà÷à 3.2. Íåõàé s � öå âèáiðêà, ùî áóëà îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi
âiäáîðó Áåðíóëëi ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U ðîçìiðó N ÿêùî äëÿ
âñiõ k ∈ U πk = π. Íåõàé ns � öå âèïàäêîâèé ðîçìið âèáiðêè s.
Äîâåñòè, ùî óìîâíà éìîâiðíiñòü îòðèìàííÿ âèáiðêè s çà óìîâè
ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó ns ñïiâïàäà¹ ç iìîâiðíiñòþ îòðèìàííÿ öi¹¨
âèáiðêè ïðè ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði áåç ïîâåðíåííÿ, êîëè
n = ns.

Çàäà÷à 3.3. Äî äåÿêîãî íàñåëåíîãî ïóíêòó Óêðà¨íè íàëåæàòü
2 500 äîìîãîñïîäàðñòâ. Âèáiðêà ðîçìiðó ns = 900 áóëà îòðèìàíà
â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ âiäáîðó Áåðíóëëi ç π = 0, 5 ç ìåòîþ
âèçíà÷åííÿ ÷àñòêè òèõ äîìîãîñïîäàðñòâ, ùî ïåðåáóâàþòü çà ìå-
æåþ áiäíîñòi. Ó ðåçóëüòàòi îáñòåæåííÿ áóëî âèÿâëåíî, ùî òàêèõ
äîìîãîñïîäàðñòâ ó âèáiðöi nsd = 350. Ïîòðiáíî:

1. îöiíèòè âiäñîòîê òèõ äîìîãîñïîäàðñòâ, ùî ïåðåáóâàþòü çà
ìåæåþ áiäíîñòi â öüîìó íàñåëåíîìó ïóíêòi;

2. ïîáóäóâàòè 95-% äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ öi¹¨ îöiíêè;

3. îöiíèòè äèçàéí-åôåêò òàêîãî âiäáîðó Áåðíóëëi, òîáòî, ïðè
îäíàêîâèõ ñåðåäíié ðîçìiðàõ âèáiðêè n = πN ïiäðàõóâàòè:

d̂eff
(
ÂÁ, P̂dπ

)
:=

D̂ÂÁ(P̂dπ)

D̂ÏÂÂáÏ(P̂dπ)
=

1−π
N2π2

nsd(
1− n

N

) pdqd
n−1

,

äå pd =
nsd
n , qd = 1− pd.

Çàäà÷à 3.4. Äëÿ âèÿâëåííÿ ñóìàðíî¨ êiëüêîñòi ñîáàê, ÿêèì áóëà
çðîáëåíà âàêöèíàöiÿ âiä ñêàçó, ïðîâîäèòüñÿ âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ
â äåÿêîìó ðåãiîíi Óêðà¨íè. Âiäîìî, ùî â öüîìó ðåãiîíi ¹ 120 âåòå-
ðèíàðíèõ ïóíêòiâ, äå ïðîâîäèòüñÿ âàêöèíàöiÿ ñîáàê. Õàðàêòåðè-
ñòèêîþ yk, ùî âèâ÷à¹òüñÿ, ¹ êiëüêiñòü ñîáàê, ÿêèì áóëè çðîáëåíi
ùåïëåííÿ â âåòïóíêòi k âïðîäîâæ ðîêó. Äëÿ îáñòåæåííÿ ïëàíó-
¹òüñÿ âèêîðèñòàííÿ âiäáîðó Áåðíóëëi. Âiäîìî, ùî ïîïåðåäíüîãî
ðîêó

∑
k∈U yk ≈ 2 400 òà

∑
k∈U y2

k ≈ 50 000. ßêîþ ìà¹ áóòè ñåðå-
äíÿ êiëüêiñòü âåòïóíêòiâ, ùî ïiäëÿãàþòü îáñòåæåííþ, ïðè òàêîìó
âiäáîði òà çàñòîñóâàííi
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1) îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà t̂π;

2) àëüòåðíàòèâíî¨ îöiíêè t̂àëüò = N
ns

∑
k∈s

yk = ns
n t̂π, äëÿ ÿêî¨

DÂÁ(t̂àëüò) ≈ DÏÂÂáÏ(t̂π),

ÿêùî êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ êîæíî¨ ç öèõ îöiíîê íå ïîâèíåí ïåðåâè-
ùóâàòè 10 %?

Ïîðiâíÿéòå îòðèìàíi ðåçóëüòàòè. ßêi âèñíîâêè ìîæíà òóò çðî-
áèòè?

Çàäà÷à 3.5. Äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U ðîçìiðó N = 10 000

êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ CVU =
√
S2/Y = 0, 534. Âèçíà÷èòè íåîáõiäíèé

(ñåðåäíié) ðîçìið âèáiðêè äëÿ îöiíêè ñåðåäíüîãî äåÿêî¨ õàðàêòå-
ðèñòèêè y òàê, ùîá êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà

CV (ŷπ) =
√
D(ŷπ)/Y íå ïåðåâèùóâàâ 1 % ïðè çàñòîñóâàííi:

1) ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ;

2) âiäáîðó Áåðíóëëi.

Ïîðiâíÿéòå îòðèìàíi çíà÷åííÿ. ßêi âèñíîâêè ìîæíà òóò çðîáèòè?
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Ðîçäië 4

Ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið

4.1. Îñíîâíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

Ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið (ÑÂ) ïîëÿãà¹ ó âèáîði åëåìåíòiâ ó âè-
áiðêó iç äåÿêèì ïîñòiéíèì êðîêîì. Íåõàé N � ðîçìið ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi U , a ∈ N � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî. Ïåðøèé åëåìåíò
âèáiðêè âèáèðà¹òüñÿ âèïàäêîâèì ÷èíîì ñåðåä ïåðøèõ a åëåìåí-
òiâ ñóêóïíîñòi. Îáðàíå òàêèì ÷èíîì ÷èñëî r, 1 ≤ r ≤ a, íàçè-
âà¹òüñÿ âèïàäêîâèì ñòàðòîì , à ÷èñëî a � âèáiðêîâèì iíòåð-

âàëîì. Êîæåí åëåìåíò 1, 2, . . . , a ìà¹ îäíàêîâó éìîâiðíiñòü áóòè
îáðàíèì: 1

a . Äàëi ó âèáiðêó ïîòðàïëÿþòü åëåìåíòè ç êðîêîì a,
òîáòî r, r + a, r + 2a, . . . à âèáiðêîâèé äèçàéí ìà¹ âèãëÿä

p (s) =

{
1
a , ÿêùî s ∈ FÑÂ;

0, â iíøîìó âèïàäêó.

Éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ ïðè ÑÂ:

πk =
1

a
, ∀k;

πkl =

{
1
a , ÿêùî k òà l íàëåæàòü îäíié âèáiðöi s;
0, ÿêùî íi,

∀k 6= l.

Ïðè çàñòîñóâàííi ÑÂ âàæëèâèì ¹ êîíòðîëü ðîçìiðó n ìîæëè-
âèõ âèáiðîê. Íåõàé N = an + c, 0 ≤ c < a. ßêùî c = 0, òî
âñi a ìîæëèâèõ âèáiðîê ìàþòü îäíàêîâèé ðîçìið n; ÿêùî c > 0,
òî ðîçìið âèáiðêè äîðiâíþ¹ n + 1 ïðè r ≤ c òà n ïðè r > c. Äëÿ
îòðèìàííÿ ñèñòåìàòè÷íèõ âèáiðîê îäíàêîâîãî ðîçìiðó ìîæíà ñêî-
ðèñòàòèñü òàêèìè ìåòîäàìè ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó.
Ìåòîä äðîáîâîãî âèáiðêîâîãî iíòåðâàëó. Òóò äîïóñêà¹òüñÿ,
ùîá a áóëî íåöiëèì ÷èñëîì. Íåõàé a = N

n , äå n � áàæàíèé ðîç-
ìið âèáiðêè. Çãåíåðó¹ìî âèïàäêîâå ÷èñëî ξ, ùî ìà¹ ðiâíîìiðíèé
ðîçïîäië íà [0, a]. Âèáiðêà â öüîìó âèïàäêó áóäå ñêëàäàòèñü ç åëå-
ìåíòiâ k ∈ U , äëÿ ÿêèõ

k − 1 < ξ+ (j − 1) a ≤ k, j = 1, . . . , n.
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Àáî, öå åêâiâàëåíòíî âèáîðó ç iìîâiðíiñòþ 1
N âèïàäêîâîãî öiëîãî

÷èñëà r, 1 ≤ r ≤ N , òà âiäáîðó ó âèáiðêó åëåìåíòiâ k, äëÿ ÿêèõ

(k − 1)n < r + (j − 1)N ≤ kn, j = 1, . . . , n.

Öèêëi÷íèé ìåòîä. Ó öüîìó âèïàäêó âèáiðêîâó ñòðóêòóðó ðî-
áëÿòü öèêëi÷íîþ, òîáòî ïiñëÿ N -ãî åëåìåíòà ñëiäó¹ 1-é i ò. ä. Âè-
áèðà¹òüñÿ âèïàäêîâå ÷èñëî r (1 ≤ r ≤ N). Íåõàé a � öå íàéáëèæ÷å
öiëå ÷èñëî áiëÿ N

n . Òîäi ó âèáiðêó ïîòðàïëÿþòü òi åëåìåíòè k, äëÿ
ÿêèõ

k = r + (j − 1) a, ÿêùî r + (j − 1) a ≤ N,

k = r + (j − 1) a−N, ÿêùî r + (j − 1) a > N,
j = 1, . . . , n.

Îöiíêà Ãîðâiöà-Òîìñîíà. Ïðè ñèñòåìàòè÷íîìó âiäáîði ç âèáiðêî-
âèì iíòåðâàëîì a, π-îöiíêà äëÿ ñóìàðíîãî T ìà¹ âèãëÿä

t̂π = a · Ts, äå Ts =
∑
k∈s

yk, s ∈ FÑÂ,

ç äèñïåðñi¹þ
DÑÂ

(
t̂π
)

= a · (a− 1)S2
t , (4.1)

äå

S2
t =

1

a− 1

a∑
r=1

(
Tsr − T

)2
, T =

1

a
· T =

1

a

a∑
r=1

Tsr .

Âèáiðêîâèé äèçàéí ïðè ñèñòåìàòè÷íîìó âiäáîði íå ¹ âèìiðíèì,
òîìó îöiíèòè äèñïåðñiþ π-îöiíêè ñòàíäàðòíèì ÷èíîì íå ìîæíà.
� òàêi äâà ñïîñîáè îöiíþâàííÿ äèñïåðñi¨ ïðè ÑÂ.
Ñïîñiá 1. Çìiùåíà îöiíêà äëÿ äèñïåðñi¨.ßêùî ¹ ïiäñòàâè ââà-
æàòè, ùî ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið òàêèé æå åôåêòèâíèé ÿê i ÏÂÂáÏ,
òîäi çà îöiíêó äèñïåðñi¨ DÑÂ

(
t̂π
)
ìîæåìî âèáðàòè

D̂ÑÂ1 = N2 1− f

n
Ŝ2
r , äå Ŝ2

r =
1

n− 1

∑
k∈sr

(yk − ȳsr)2. (4.2)

Â iíøèõ âèïàäêàõ öÿ îöiíêà ìîæå áóòè çìiùåíîþ, òîìó âèêîðè-
ñòîâóâàòè ¨¨ òðåáà iç îáåðåæíiñòþ.
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Ñïîñiá 2. Ìîäèôiêàöiÿ ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó. Çàìiñòü òî-
ãî, ùîá âèêîðèñòîâóâàòè îäèí âèïàäêîâèé ñòàðò r òà âèáiðêîâèé
iíòåðâàë a, âèêîðèñòîâóþòü m > 1 âèïàäêîâèõ ñòàðòiâ òà âèáiðêî-
âèé iíòåðâàëma. Ó ðåçóëüòàòi öüîãî îòðèìó¹ìîm ¾ðîçøàðóâàíü¿,
êîæíå ðîçìiðó n

m .
Íåõàé n

m òà a = N
n � öiëi ÷èñëà. Âèïàäêîâèì ÷èíîì âèáèðà¹-

òüñÿ m ÷èñåë âiä 1 äî ma: r1, r2, . . . , rm. Òîäi âèáiðêà áóäå ôîð-
ìóâàòèñü òàê:

s =
{
k : k = ri + (j − 1)ma : i = 1,m, j = 1, n/m

}
.

Ó öüîìó âèïàäêó éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ áóäóòü äîðiâíþâàòè:

πk =
m

ma
=

1

a
=

n

N
,

πkl =

{ n
N , ÿêùî k òà l íàëåæàòü äî îäíîãî ðîçøàðóâàííÿ;
n
N

m−1
ma−1 , ÿêùî k òà l íàëåæàòü äî ðiçíèõ ðîçøàðóâàíü.

Ïðè òàêié ìîäèôiêàöi¨ äèçàéí áóäå âæå âèìiðíèì i ìè ìîæåìî ñêî-
ðèñòàòèñü íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äëÿ äèñïåðñi¨ Ãîðâiöà�Òîìïñîíà
äëÿ ïðîñòîãî îäíîñòàäiéíîãî êëàñòåðíîãî âiäáîðó, â ÿêèé âií ïî-
ñóòi ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ïðè òàêié ìîäèôiêàöi¨:

D̂ÑÂm
(
t̂π
)

= (ma)2 1− 1
a

m
S2
m = ma(a− 1)S2

m,

äå S2
m = 1

m−1

∑m
i=1(Tri − T )2, Tri =

∑
k∈sri

yk, i = 1,m, T =
1
N

∑m
i=1 Tri .

4.2. Çàäà÷i

Çàäà÷à 4.1. Äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîçìiðó N = 10 âèïèñà-
òè âñi ìîæëèâi ñèñòåìàòè÷íi âèáiðêè ðîçìiðó n = 4, ùî ìîæóòü
áóòè îòðèìàíi ïðè çàñòîñóâàííi:

1) ìåòîäó äðîáîâîãî âèáiðêîâîãî iíòåðâàëó;

2) öèêëi÷íîãî ìåòîäó.

Îá÷èñëèòè äëÿ îáîõ ìåòîäiâ âñi éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî
òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ.
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Çàäà÷à 4.2. Äëÿ îáñòåæåííÿ ñòàíó êíèã ó áiáëiîòåöi ç ôîíäîì
12 000 êíèã áóëî çàñòîñîâàíî ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið ç äâîìà âè-
ïàäêîâèìè ñòàðòàìè. Ïðîñòèì âèïàäêîâèì ÷èíîì áóëî îáðàíî äâà
÷èñëà (âèïàäêîâèõ ñòàðòè) ç ïðîìiæêó âiä 1 äî 30, ÿêi âèçíà÷àëè
ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð êíèãè â áiáëiîòåöi, à ñàìå � 5 òà 26. Êîæíî-
ìó ç íèõ âiäïîâiäà¹ îäíà ñèñòåìàòè÷íà âèáiðêà: r1 = 5 âiäïîâiäà¹
s1 = {5, 35, ...} òà r2 = 26 âiäïîâiäà¹ s2 = {26, 56, ...}. Äëÿ êîæíî¨
ç öèõ ñèñòåìàòè÷íèõ âèáiðîê áóëî ïîðàõîâàíî êiëüêiñòü êíèã ó
ïîãàíîìó ñòàíi: Ts1 = 8 òà Ts2 = 12.

Îöiíèòè çàãàëüíó êiëüêiñòü êíèã ó ïîãàíîìó ñòàíi â áiáëiîòåöi
òà îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ îöiíêè äèñïåðñi¨.

Çàäà÷à 4.3. Îáñòåæó¹òüñÿ 280 ñåðåäíüîîñâiòíiõ øêië â äåÿêié
îáëàñòi Óêðà¨íè ç ìåòîþ âèçíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî ðiâíÿ çíàíü ó÷íiâ
ïî 12-áàëüíié øêàëi. Äëÿ öüîãî ñèñòåìàòè÷íèì âiäáîðîì ç âèáið-
êîâèì iíòåðâàëîì a = 10 âiäáèðàþòüñÿ âèáiðêè ïðè ðiçíié óïîðÿä-
êîâàíîñòi (óï.) ñïèñêó øêië:

óï. 1 â àëôàâiòíîìó ïîðÿäêó íàñåëåíèõ ïóíêòiâ, äå âîíè ðîçìi-
ùåíi; ÿêùî â îäíîìó íàñåëåíîìó ïóíêòi ¹ äåêiëüêà øêië, òî
äîäàòêîâî âðàõîâóâàâñÿ íîìåð öi¹¨ øêîëè;

óï. 2 ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ çàëåæíî âiä êiëüêîñòi ó÷íiâ, ùî íàâ÷à-
þòüñÿ â øêîëi;

óï. 3 ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ çàëåæíî âiä êiëüêîñòi âèïóñêíèêiâ-
ìåäàëiñòiâ çà îñòàííi 5 ðîêiâ.

Äëÿ êîæíîãî òàêîãî âïîðÿäêóâàííÿ iñíó¹ 10 ìîæëèâèõ ñèñòåìà-
òè÷íèõ âèáiðîê. Ó òàáë. 4.1 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ óñïiøíî-
ñòi â øêîëàõ êîæíî¨ ñèñòåìàòè÷íî¨ âèáiðêè äëÿ êîæíîãî ç òðüîõ
óïîðÿäêóâàíü.

1) Ïiäðàõóâàòè äèñïåðñiþ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà äëÿ ñåðå-
äíüîãî çíà÷åííÿ óñïiøíîñòi ïðè êîæíîìó iç òðüîõ óïîðÿäêó-
âàíü.
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Òàáë. 4.1: Ñåðåäíÿ óñïiøíiñòü øêië y äëÿ ñèñòåìàòè÷íèõ âèáiðîê
Ñèñòåìàòè÷íi âèáiðêè óï. 1 óï. 2 óï. 3

1 8.83 8.50 8.65
2 8.93 9.06 8.67
3 8.53 9.50 9.36
4 11.82 9.73 8.77
5 11.05 10.14 9.17
6 9.23 9.67 9.50
7 9.59 9.04 9.12
8 8.43 8.53 9.44
9 7.04 8.49 9.63
10 8.42 9.21 9.56

2) Íåõàé äèñïåðñiÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi äëÿ ñåðåäíüî¨ óñïi-
øíîñòi S2 = 10.25. Îá÷èñëèòè äèñïåðñiþ îöiíêè Ãîðâiöà�
Òîìïñîíà ïðè ÏÂÂáÏ ç n = 28.

3) Îá÷èñëèòè êîåôiöi¹íò ìiðè îäíîðiäíîñòi δ (äèâ. ôîðìóëó
(4.2) íà ñò.73 â êíèçi [?]), äëÿ êîæíîãî ç òðüîõ óïîðÿäêóâàíü.
ßêèì áóäå ìiíiìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ öüîãî êîåôiöi¹íòà?

4) Ïðè ÿêîìó iç öèõ óïîðÿäêóâàíü ¹ äîöiëüíèì ÷è äîïóñòèìèì
âèêîðèñòàííÿ çìiùåíî¨ îöiíêè äëÿ äèñïåðñi¨ (4.2)? À êîëè
öi¹þ îöiíêîþ íå âàðòî êîðèñòóâàòèñü?

Çàäà÷à 4.4. Ïîðîì, ÿêèé ïåðåâîçèòü àâòîìîáiëi ÷åðåç çàòîêó,
ñòÿãó¹ ïëàòó çà îäèí âàíòàæ, à íå ç îäíi¹¨ îñîáè. Ïîðîìíà êîì-
ïàíiÿ õî÷å îöiíèòè ñóìàðíó êiëüêiñòü ëþäåé, ùî âîíà ïåðåâîçèòü
â ìiñÿöü. Âîíà âèðiøèëà ïðîâåñòè îáñòåæåííÿ â ñåðïíi çà äîïî-
ìîãîþ ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó. Ç ìèíóëîãî ðîêó êîìïàíiÿ çíà¹,
ùî ïîðîìîìîì çàçâè÷àé êîðèñòóþòüñÿ áiëÿ 400 àâòîìîáiëiâ, i âî-
íè õî÷óòü îáñòåæèòè 80 àâòîìîáiëiâ. Äëÿ ïîëåãøåííÿ îöiíþâàííÿ
äèñïåðñi¨ ñèñòåìàòè÷íî¨ âèáiðêè äîñëiäíèê îáèðà¹ âèêîðèñòàííÿ
ñèñòåìàòè÷íî¨ âèáiðêè ç 10 âèïàäêîâèìè ñòàðòàìè. Ó öüîìó âè-
ïàäêó óòâîðèòüñÿ 10 ñèñòåìàòè÷íèõ âèáiðîê ïî 8 àâòîìîáiëiâ ó
êîæíié.
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Òàáë. 4.2: Íîìåðè ìàøèí òà êiëüêiñòü ëþäåé â íèõ äëÿ âèáðàíèõ
10 ñèñòåìàòè÷íèõ âèáiðîê
1 åë. 2 åë. 3 åë. 4 åë. 5 åë. 6 åë. 7 åë. 8 åë.
1(2) 51(1) 101(4) 151(8) 201(8) 251(3) 301(2) 351(3)
3(8) 53(5) 103(5) 153(6) 203(9) 253(9) 303(5) 353(6)
13(2) 63(2) 113(8) 163(5) 213(3) 263(6) 313(3) 363(6)
17(8) 67(1) 117(4) 167(4) 217(2) 267(6) 317(6) 367(6)
23(8) 73(1) 123(4) 173(4) 223(8) 273(4) 323(7) 373(6)
26(8) 76(4) 126(6) 176(7) 226(4) 276(9) 326(5) 376(8)
32(8) 82(1) 132(5) 182(5) 232(4) 282(3) 332(6) 382(2)
34(7) 84(1) 134(7) 184(6) 234(6) 284(4) 334(1) 384(9)
42(5) 92(7) 142(1) 192(8) 242(5) 292(7) 342(8) 392(3)
45(4) 95(7) 145(1) 195(2) 245(7) 295(8) 345(4) 395(3)

Ïðè ðåàëiçàöi¨ òàêîãî ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó áóëî âiäiáðàíî
10 ÷èñåë âiä 1 äî 50 âèïàäêîâèì ÷èíîì iç ðiâíèìè éìîâiðíîñòÿìè
i áåç ïîâåðíåííÿ: 1, 3, 13, 17, 23, 26, 32, 34, 42, 45. Ó òàáëèöi 5.4
ïîäàíà iíôîðìàöiÿ ïðî ïîðÿäêîâèé íîìåð àâòîìîáiëÿ, ÿêèé áóëî
îáñòåæåíî òà âêàçàíî êiëüêiñòü ëþäåé â íüîìó (ó äóæêàõ).

Ãðóíòóþ÷èñü íà äàíèõ, ùî íàâåäåíi â òàáëèöi 5.4, îöiíiòü ñó-
ìàðíó êiëüêiñòü îñiá, ùî ïåðåâîçèòü ïîðîì â ìiñÿöü òà ïîáóäóéòå
95-% äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ñóìàðíî¨ êiëüêîñòi îñiá. Êâàíòèëåì
ÿêîãî ðîçïîäiëó òóò áiëüø äîðå÷íî áóäå ñêîðèñòàòèñü äëÿ ïîáó-
äîâè äîâið÷îãî iíòåðâàëó (íîðìàëüíîãî ÷è ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà)?

Çàäà÷à 4.5. Ïîêàçàòè, ùî ïðè âèáiðêîâîìó äèçàéíi ÑÂ, êîëè a =
N
n � öiëå ÷èñëî, äèñïåðñiÿ π-îöiíêè ìà¹ âèãëÿä

DÑÂ
(
t̂π
)

=
N2 · S2

n
· [(1− f) + (n− 1) · δ] ,

äå f = n
N = 1

a , δ - êîåôiöi¹íò ìiðè îäíîðiäíîñòi δ, ùî âèçíà÷åíèé
ôîðìóëîþ (4.2) â êíèçi [?].

29



Ðîçäië 5

Âiäáið ç ïîâåðíåííÿì

5.1. Îñíîâíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

Ðîçãëÿíåìî ñõåìó âiäáîðó, ïðè ÿêié âèêîíó¹òüñÿm íåçàëåæíèõ
âiäáîðiâ åëåìåíòiâ iç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîçìiðó N ç îäíà-
êîâèìè éìîâiðíîñòÿìè 1/N . Âiäiáðàíèé åëåìåíò ïîâåðòà¹òüñÿ â
ñóêóïíiñòü òà âñi N åëåìåíòiâ áåðóòü ó÷àñòü ó âiäáîði íà êîæíî-
ìó êðîöi. Òàêèé âiäáið íàçèâàþòü ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì ç

ïîâåðíåííÿì (àíãë. simple random sampling with replacement),
ñêîðî÷åíî ÏÂÂçÏ.

Ïðè ðîçãëÿäi âiäáîðó ç ïîâåðíåííÿì ìàþòü ñïðàâó iç âïîðÿä-
êîâàíèìè âèáiðêàìè. ßêùî ki � åëåìåíò, âiäiáðàíèé íà i-ìó êðîöi,
òî os = (k1, k2, ..., km) � öå âïîðÿäêîâàíà âèáiðêà (àíãë. ordered
sample). Âîíà íåñå iíôîðìàöiþ ïðî ïîðÿäîê âiäáîðó åëåìåíòiâ, à
òàêîæ ïðî ïîâòîðè. Éìîâiðíiñíèé ðîçïîäië óïîðÿäêîâàíèõ âèái-
ðîê íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì âèáiðêîâèì äèçàéíîì.

Ïðè ÏÂÂçÏ ç m âèïðîáóâàíü ìîæëèâî óòâîðèòè Nm ðiçíèõ,
àëå ðiâíîéìîâiðíèõ óïîðÿäêîâàíèõ âèáiðîê ðîçìiðó m. Îòæå,

p̃(os) =

{
1

Nm , äëÿ âñiõ óïîðÿäêîâàíèõ âèáiðîê os ðîçìiðó m;
0, â iíøîìó âèïàäêó.

Äëÿ âiäáîðó ç ïîâåðíåííÿì äóæå ïðîñòî ïåðåéòè äî âiäáîðó,
ùî äîïóñêà¹ íåðiâíi éìîâiðíîñòi âiäáîðó åëåìåíòiâ, çáåðiãàþ÷è íå-
çàëåæíiñòü âiäáîðiâ íà êîæíîìó êðîöi.

Íåõàé p1, p2, ..., pN � íàáið íàïåðåä çàäàíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë,
ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∑
k∈U

pk = 1. Òîäi ïðîöåäóðà âiäáîðó ïðî-

âîäèòüñÿ òàê, ùî íà ïåðøîìó êðîöi

P{âiäiáðàíèé k-é åëåìåíò} = pk, k = 1, N.

Âiäiáðàíèé òàêèì ÷èíîì åëåìåíò k1 ïîâåðòà¹òüñÿ ó ñóêóïíiñòü.
Òîé ñàìèé íàáið éìîâiðíîñòåé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íà êîæíîìó íà-
ñòóïíîìó êðîöi âiäáîðó. Îòæå, éìîâiðíiñòü îòðèìàòè ôiêñîâàíó
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âïîðÿäêîâàíó âèáiðêó (k1, k2, ..., km)

P{(k1, k2, ..., km)} = pk1pk2 ...pkm .

Îöiíêà Õàíñåíà�Ãóðâiöà

Îöiíêîþ Õàíñåíà�Ãóðâiöà äëÿ ñóìàðíîãî T íàçèâà¹òüñÿ

t̂pwr =
1

m

m∑
i=1

yki
pki

. (5.1)

Ñêîðî÷åííÿ pwr ïîõîäèòü âiä àíãëiéñüêîãî âèðàçó p-expended

with replacement. Çàóâàæèìî, ùî ñóìà â (5.1) áåðåòüñÿ ïî âñiõ
åëåìåíòàõ, ùî ïîòðàïèëè ó âïîðÿäêîâàíó âèáiðêó, íåçâàæàþ÷è íà
ïîâòîðè.

Îöiíêà Õàíñåíà�Ãóðâiöà ¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ñóìàðíîãî T

òà ìà¹ äèñïåðñiþ

D(t̂pwr) =
1

m
V1, äå V1 =

∑
k∈U

(
yk
pk
− T

)2

pk,

ÿêó ìîæíà íåçìiùåíî îöiíèòè

D̂(t̂pwr) =
1

m
V̂1, äå V̂1 =

1

m− 1

m∑
i=1

(
yki
pki
− t̂pwr

)2

. (5.2)

Îöiíêà Õàíñåíà�Ãóðâiöà ïðè ÏÂÂçÏ

Ïðè ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði ç ïîâåðíåííÿì îöiíêà
Õàíñåíà�Ãóðâiöà äëÿ ñóìàðíîãî T ìà¹ âèãëÿä

t̂pwr = N · yos,

äå yos = 1
m

m∑
i=1

yki � ñåðåäí¹ âïîðÿäêîâàíî¨ âèáiðêè. Äèñïåðñiÿ òà

¨¨ îöiíêà ïðè öüîìó ìàþòü âèãëÿä:

DÏÂÂçÏ
(
t̂pwr

)
= N (N − 1)

S2

m
;

D̂ÏÂÂçÏ
(
t̂pwr

)
= N2 Ŝ

2
os

m
,
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äå S2 � äèñïåðñiÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi,

Ŝ2
os = 1

m−1

m∑
i=1

(yki − yos)
2 � äèñïåðñiÿ âïîðÿäêîâàíî¨ âèáiðêè.

Oöiíêà Õàíñåíà�Ãóðâiöà t̂pwr ìà¹ ñâî¨ ïåðåâàãè â òîìó âèïàä-
êó, êîëè âiäîìi çíà÷åííÿ äåÿêî¨ äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ x: x1, x2, ..., xN
òàêi, ùî yk

xk
≈ const. Òîäi éìîâiðíîñòi pk âèáèðàþòüñÿ òàê,

ùîá âîíè áóëè ïðîïîðöiéíèìè äî äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ x, à ñà-
ìå pk = xk∑

i∈U
xi
, k ∈ U . Òàêèì ÷èíîì âèáðàíi éìîâiðíîñòi

íàçèâàþòüñÿ éìîâiðíîñòÿìè, ïðîïîðöiéíèìè äî ðîçìiðó (àíãë.
probability proportional-to-size), îñêiëüêè íàé÷àñòiøå õàðàê-
òåðèñòèêà x ¹ äåÿêîþ ìiðîþ ðîçìiðó k-ãî åëåìåíòà. Â öüîìó
âèïàäêó âiäáið íàçèâà¹òüñÿ p-ïðîïîðöiéíèì äî ðîçìiðó (àíãë.
p-proportional-to-size sampling, àáî ñêîðî÷åíî pps).

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè âèáiðêó åëåìåíòiâ, ùî ïîòðàïëÿþòü
ó íå¨ iç çàäàíèìè éìîâiðíîñòÿìè pk ìîæíà ñêîðèñòàòèñü, íàïðè-
êëàä, òàêèìè äâîìà ìåòîäàìè: ìåòîäîì íàêîïè÷åíèõ ñóì òà ìå-
òîäîì Ëàõiði.

Ìåòîä íàêîïè÷åíèõ ñóì. Íåõàé T0 = 0, Tk = Tk−1 + xk,
k = 1, 2, ..., N . Ãåíåðó¹ìî ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíå íà [0,1] âèïàä-
êîâå ÷èñëî ε. ßêùî Tk−1 < εTN ≤ Tk, òî åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹
ó âèáiðêó os i ïîâåðòà¹òüñÿ â ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü. Ïðîöåäóðà
ïîâòîðþ¹òüñÿ m ðàçiâ. Ïðè öüîìó éìîâiðíiñòü òîãî, ùî åëåìåíò k

ïîòðàïèòü ó âèáiðêó ïðè îäíîìó âèïðîáóâàííi, òàêà:

pk = P{Tk−1 < εTN ≤ Tk} =
Tk − Tk−1

TN
=

xk∑
i∈U

xi
.

Ìåòîä Ëàõiði. Íåõàé ÷èñëî M òàêå, ùî M ≥ max (x1, x2, ..., xN ).
Âiäáið îäíîãî åëåìåíòà ïðîâîäèòüñÿ ó äâà êðîêè.

Êðîê 1. Ãåíåðó¹ìî âèïàäêîâå ÷èñëî j âiä 1 äî N ;
Êðîê 2. Ãåíåðó¹ìî âèïàäêîâå ÷èñëî R âiä 1 äî M .

ßêùî R ≤ xj , òî j-é åëåìåíò ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó. ßêùî æ
R > xj , òî êðîêè 1 i 2 ïîâòîðþþòüñÿ.
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5.2. Çàäà÷i

Çàäà÷à 5.1. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó ç
ïîâåðíåííÿì ç m âiäáîðàìè ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîçìiðó N .

Äîâåñòè, ùî P{k ∈ os} = m
N + O

(
m2

N2

)
êîëè N íàáóâà¹ âåëèêèõ

çíà÷åíü.

Çàäà÷à 5.2. Íåõàé ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü ñêëàäà¹òüñÿ ç N åëå-
ìåíòiâ. Åëåìåíòè ïîòðàïëÿþòü ó âèáiðêó çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî
âèïàäêîâîãî âiäáîðó ç ïîâåðíåííÿì ç m = 3 åëåìåíòàìè â óïîðÿä-
êîâàíié âèáiðöi os.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ r(·), ÿêà âèëó÷à¹ ç óïîðÿäêîâàíî¨ âèáiðêè
iíôîðìàöiþ ïðî ïîðÿäîê i ïîâòîðè. Íàïðèêëàä:

r({2, 2, 3}) = {2, 3}, r({3, 2, 3}) = {2, 3}, r({3, 3, 3}) = {3}.

Ïiñëÿ äi¨ ôóíêöi¹þ r íà âïîðÿäêîâàíó âèáiðêó os ìè îòðèìó¹ìî
íåâïîðÿäêîâàíó âèáiðêó áåç ïîâòîðiâ � s.

1) Ïiäðàõóâàòè éìîâiðíiñòü Ri, òîãî, ùî âèáiðêà os áóäå ìiñòè-
òè i ðiçíèõ åëåìåíòiâ, i = 1, 2, 3.

2) Äîâåñòè, ùî óìîâíèé âèáiðêîâèé äèçàéí âèáiðîê s çà óìîâè
ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó âèáiðêè ns � öå ÏÂÂáÏ.

3) Âèïèñàòè âèáiðêîâèé äèçàéí äëÿ s.

4) Ðîçãëÿíóòè äâi îöiíêè äëÿ ñåðåäíüîãî: y1 = 1
3

∑
k∈os yk � ñå-

ðåäí¹ ç ïîâòîðàìè; y2 = 1
ns

∑
k∈s yk � ñåðåäí¹ ïî ðiçíèõ åëå-

ìåíòàõ iç âèáiðêè. Ïîðàõóâàòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà
äèñïåðñiþ öèõ îöiíîê. ßêèé âèñíîâîê ìîæíà çðîáèòè?

Çàäà÷à 5.3. ßêèì ïîâèíåí áóòè íåîáõiäíèé ðîçìið âïîðÿäêîâàíî¨
âèáiðêèm ïðè ÏÂÂçÏ, ÿêùî îáñòåæó¹òüñÿ ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü,
ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç N åëåìåíòiâ (N äîñèòü âåëèêå)? Íàì ïîòðiáíî
îöiíèòè ïðîïîðöiþ iç òî÷íiñòþ 1% òà íàäiéíiñòþ 95%.

Çàäà÷à 5.4. Â îáñòåæåííi êiëüêîñòi äèêèõ òâàðèí äîñëiäæóþòü
òåðèòîðiþ ïëîùåþ 100 êì2, ùî ïîäiëåíà íà ñìóãè øèðèíîþ 1 êì,
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àëå äîâæèíà â íèõ ðiçíà. Âèáiðêà 4-õ ñìóã áóëà çðîáëåíà çà äîïî-
ìîãîþ âiäáîðó ç ïîâåðåííÿì ïðîïîðöiéíîãî äî ïëîùi ñìóã. Â êî-
æíié îáðàíié ñìóçi áóëî ïiäðàõîâàíî êiëüêiñòü y òâàðèí, ùî òàì
ïðîæèâàþòü. Ðåçóëüòàòè îáñòåæåííÿ íàñòóïíi:

Îáðàíà ñìóãà Äîâæèíà ñìóãè (êì) Êiëüêiñòü òâàðèí
7 5 60
7 5 60
3 2 14
56 1 1

Ïîðàõóéòå éìîâiðíîñòi pk äëÿ îáðàíèõ ñìóã òà îöiíiòü çàãàëü-
íó êiëüêiñòü òâàðèí, ùî ïðîæèâàþòü íà îáñòåæóâàíié òåðèòî-
ði¨ çà äîïîìîãîþ îöiíêè Õàíñåíà-Ãóðâiöà t̂pwr òà îöiíêè Ãîðâiöà-
Òîìïñîíà t̂π. Îöiíiòü äèñïåðñiþ îáîõ îöiíîê. ßêi ïåðåâàãè òà íå-
äîëiêè êîæíî¨ iç öèõ îöiíîê?

Çàäà÷à 5.5. Äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U , ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç 10
åëåìåíòiâ, âiäîìà äîïîìiæíà çìiííà x: x1 = 10, x2 = 9, x3 = 4,
x4 = 7, x5 = 7, x6 = 8, x7 = 8, x8 = 2, x9 = 2, x10 = 9. Îòðèìàòè
âèáiðêó iç ïîâåðíåííÿì iç 4 åëåìåíòiâ, ùî ïîòðàïëÿþòü ó íå¨ iç
çàäàíèìè éìîâiðíîñòÿìè pk = xk∑

i∈U xi
äâîìà ìåòîäàìè: ìåòîäîì

íàêîïè÷åíèõ ñóì òà ìåòîäîì Ëàõiði.
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Ðîçäië 6

Ìåòîäè íåðiâíîéìîâiðíiñíîãî âiäáîðó áåç

ïîâåðíåííÿ

6.1. Îñíîâíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

Äî ìåòîäiâ íåðiâíîéìîâiðíiñíîãî âiäáîðó, ïðè ÿêèõ åëåìåíòè
íå ìàþòü æîäíîãî øàíñó ïîòðàïèòè ó âèáiðêó áiëüøå îäíîãî
ðàçó, íàëåæàòü âiäáið Ïóàññîíà òà âiäáið, π-ïðîïîðöiéíèé äî
ðîçìiðó.

Âiäáið Ïóàññîíà

Öåé ìåòîä âiäáîðó ¹ óçàãàëüíåííÿì âiäáîðó Áåðíóëëi. Éîãî
ìîæíà îòðèìàòè òàêèì ÷èíîì: êîæíîìó åëåìåíòó k ∈ U ñòàâèòüñÿ
ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî πk, 0 ≤ πk ≤ 1, ùî âèçíà÷åíå íàïåðåä; ïðè
ïîêðîêîâîìó ïåðåáîði êîæíîãî åëåìåíòà ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó ç iìîâiðíiñòþ πk òà íå ïîòðàïëÿ¹
ó âèáiðêó ç iìîâiðíiñòþ 1− πk. Òîáòî,

∀k P{Ik = 1} = πk, P{Ik = 0} = 1− πk.

Òîäi âèáiðêîâèé äèçàéí âiäáîðó Ïóàññîíà (ÂÏ) ìà¹ âèãëÿä

p(s) =
∏
k∈s
πk

∏
k∈U\s

(1− πk), s ∈ F,

äå F � ìíîæèíà âñiõ 2N ïiäìíîæèí ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U .
Ïðè âiäáîði Ïóàññîíà îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà äëÿ ñóìàðíîãî

T ìà¹ âèãëÿä
t̂π =

∑
k∈s

yk
πk

ç äèñïåðñi¹þ

DÂÏ(t̂π) =
∑
k∈U

πk(1− πk)

(
yk
πk

)2

=
∑
k∈U

(
1

πk
− 1

)
y2
k.
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Íåçìiùåííîþ îöiíêîþ öi¹¨ äèñïåðñi¨ ¹ ñòàòèñòèêà

D̂ÂÏ(t̂π) =
∑
k∈s

πk(1− πk)

πk

(
yk
πk

)2

=
∑
k∈s

1− πk
π2
k

y2
k.

Íàáið iìîâiðíîñòåé π1, ...,πN áóäå îïòèìàëüíèì, ÿêùî âiäîìà
äåÿêà äîäàòêîâà iíôîðìàöiÿ (õàðàêòåðèñòèêà x), ùî äîñèòü äîáðå
êîðåëþ¹ ç y, òî πk âèáèðàþòüñÿ ïðîïîðöiéíî äî çìiííî¨ x:

πk =
xk

1
n

∑
l∈U xl

, k ∈ U, (6.1)

ïðèïóñêàþ÷è, ùî

xk ≤
1

n

∑
l∈U

xl,

â iíøîìó âèïàäêó πk = 1. Éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ, âèçíà÷åíi
ôîðìóëîþ (6.1), ¹ éìîâiðíîñòÿìè, ïðîïîðöiéíèìè äî ðîçìiðó

(àíãë. probability proportional-to-size).

Âiäáið, π-ïðîïîðöiéíèé äî ðîçìiðó

Ïðè âiäáîði, π-ïðîïîðöiéíîìó äî ðîçìiðó áåç ïîâåðíåííÿ òà ç
ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè, éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ πk âèáèðà-
þòüñÿ ïðîïîðöiéíî äî äåÿêî¨ äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ x, ÿêà íàáóâà¹
äîäàòíèõ çíà÷åíü x1, x2, ..., xN òà êîðåëþ¹ ç õàðàêòåðèñòèêîþ y,
ùî âèâ÷à¹òüñÿ.

Ðåàëiçóâàòè òàêèé âiäáið íàáàãàòî âàæ÷å, íiæ ÏÂÂáÏ. Ðîçãëÿ-
íåìî äâi ñõåìè âiäáîðó, ùî äîçâîëÿþòü öå çðîáèòè äëÿ ðîçìiðó
âèáiðêè n: ñõåìó Áðþåðà òà ñõåìó Ñàíòåðà.
Ñõåìà Áðþåðà. [13] Öÿ ñõåìà ðîçðîáëåíà äëÿ îòðèìàííÿ âèáiðêè
ðîçìiðó n = 2. Ñïî÷àòêó äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ k ïiäðàõîâóþòüñÿ
âåëè÷èíè

ck =
xk(TN − xk)

TN (TN − 2xk)
, äå TN =

∑
k∈U

xk.

Êðîê 1. Åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó ç iìîâiðíiñòþ

pk =
ck∑
i∈U ci

.
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Êðîê 2. Åëåìåíò l ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó çà óìîâè òîãî, ùî íà
ïåðøîìó êðîöi áóâ îáðàíèé åëåìåíò k (áåç ïîâåðíåííÿ), ç iìîâið-
íiñòþ

pl|k =
xl

TN − xk
.

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

πk =
2xk
TN

, k ∈ U ;

πkl =
2xkxl(TN − xk − xl)

TN
∑

i∈U ci(TN − 2xk)(TN − 2xl)
, k 6= l.

Â ñõåìi Ñàíòåðà, ÿêà øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íà ïðàêòèöi,
âèìîãà ñòðîãî¨ ïðîïîðöiéíîñòi äî xk ïîñëàáëåíà. Ó öié ñõåìi åëå-
ìåíòàì ç îñíîâíî¨ (âàæëèâiøî¨) ÷àñòèíè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
íàäàþòüñÿ éìîâiðíîñòi πk, ùî ¹ ñòðîãî ïðîïîðöiéíèìè äî xk, à
âñiì iíøèì åëåìåíòàì � îäíàêîâi éìîâiðíîñòi.

Ñõåìà Ñàíòåðà [22, 23]. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç N åëåìåíòiâ.

1) Åëåìåíòè ñóêóïíîñòi âïîðÿäêîâóþòüñÿ â ïîðÿäêó ñïàäàííÿ
âiäíîñíî çíà÷åíü çìiííî¨ x. Íåõàé {1, 2, ..., N} � iíäåêñè åëå-
ìåíòiâ, ùî âæå áóëè âïîðÿäêîâàíi òàêèì ÷èíîì.

2) Äëÿ åëåìåíòà k = 1 ãåíåðó¹òüñÿ çíà÷åííÿ ε1 ðiâíîìiðíî
ðîçïîäiëåíî¨ íà [0,1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà ïiäðàõîâó¹òüñÿ
çíà÷åííÿ π1 = nx1/TN , äå TN =

∑
k∈U xk. ßêùî ε1 < π1, òî

åëåìåíò 1 ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó, òà íå ïîòðàïëÿ¹ � â iíøîìó
âèïàäêó.

3) Äëÿ êîæíîãî íàñòóïíîãî åëåìåíòà k = 2, 3, ... íåçà-
ëåæíî ãåíåðó¹òüñÿ çíà÷åííÿ εk ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨
íà [0,1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà ïiäðàõîâó¹òüñÿ çíà÷åííÿ
π
′
k = (n−nk)xk

tk
, äå nk � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ùî ïîòðàïèëè ó

âèáiðêó, ñåðåä ïåðøèõ k−1 åëåìåíòiâ, tk = xk+xk+1+...+xN .
ßêùî εk < π

′
k, òî åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó, òà íå ïî-

òðàïëÿ¹ � â iíøîìó âèïàäêó.
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4) Ïðîöåäóðà âiäáîðó ç ïóíêòiâ 2) òà 3) çàêií÷ó¹òüñÿ, êîëè
nk = n àáî k = k∗, äå k∗ = min{k0, N − n + 1}, k0 � íàé-
ìåíøå ç òèõ k, äëÿ ÿêèõ nxk/tk ≥ 1.

5) ßêùî nk∗ < n, òî â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ ïðîöåäóðè âiä-
áîðó ç ïóíêòiâ 2) òà 3) ìè íå îòðèìàëè íåîáõiäíî¨ êiëüêîñòi
åëåìåíòiâ ó âèáiðêó. Òi n−nk∗ åëåìåíòiâ, ùî çàëèøèëîñü âè-
áðàòè ç N − k∗ + 1, ïîòðàïëÿþòü ó âèáiðêó òàê: äëÿ åëåìåí-
òà k ≥ k∗ ãåíåðó¹òüñÿ çíà÷åííÿ εk ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨
íà [0,1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà ïîðiâíþ¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì
π
′′
k = n−nk

N−k+1 . ßêùî εk < π
′′
k , òî åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹ ó âèáið-

êó, òà íå ïîòðàïëÿ¹ � â iíøîìó âèïàäêó.

Ïðîöåäóðà çàâåðøó¹òüñÿ, êîëè nk = n.
Ó ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ ñõåìè âiäáîðó éìîâiðíîñòi

âêëþ÷åííÿ áóäóòü òàêèìè:

πk =

{
nxk
TN

, k = 1, ..., k∗ − 1;
nTk∗

TN (N−k∗+1) , k = k∗, ..., N.

Äëÿ ïiäðàõóíêó éìîâiðíîñòåé âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ââåäå-
ìî âåëè÷èíè: g1 := 1

t2
, gk = gk−1

tk−xk−1

tk+1
, k = 2, 3, ..., k∗ − 1. Òîäi

πkl =


n(n−1)
TN

xkxlgk, 1 ≤ k < l < k∗;
n(n−1)
TN

tk∗
(N−k∗+1)xkgk, 1 ≤ k < k∗ ≤ l ≤ N ;

n(n−1)
TN

(
tk∗

(N−k∗+1)

)2
(tk∗−xk∗−1)

tk∗−
tk∗

(N−k∗+1)

gk∗−1, k∗ ≤ k < l ≤ N.

6.2. Çàäà÷i

Çàäà÷à 6.1. Çà äîïîìîãîþ âiäáîðó Ïóàññîíà iç ñåðåäíiì ðîçìiðîì
âèáiðêè 10 îòðèìàíà âèáiðêà ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ çi 100 åëåìåíòiâ, äëÿ îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî T õàðàêòå-
ðèñòèêè y. Éìîâiðíîñòi, ç ÿêèìè åëåìåíòè ïîòðàïëÿëè ó âèáiðêó,
âèáèðàëèñü ïðîïîðöiéíî äî çìiííî¨ x. Òàêèì ÷èíîì áóëî îáðàíî
12 åëåìåíòiâ. Ðåçóëüòàòè îáñòåæåííÿ íàâåäåíî â òàáëèöi:
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k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
xk 54 671 2 27 29 62 4 48 33 446 12 46
yk 5,2 59,8 2,2 2,5 2,9 6,8 3,7 4,2 4,1 38,9 1,1 4,8

Çíàéòè:

1) îöiíêó Ãîðâiöà�Òîìïñîíà äëÿ ñóìàðíîãî T õàðàêòåðèñòèêè
y, ÿêùî

∑
k∈U xk = 8 182;

2) íåçìiùåíó îöiíêó äëÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà t̂π;

3) îöiíêó êîåôiöi¹íòà âàðiàöi¨ äëÿ t̂π.

Çàäà÷à 6.2. Äëÿ îöiíþâàííÿ ñåðåäíüîãî Y õàðàêòåðèñòèêè
y ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîçìiðó 4 çàñòîñîâàíî âiäáið, π-
ïðîïîðöiéíèé äî ðîçìiðó. Äëÿ öüîãî áóëî âèáðàíî äâà åëåìåíòè
ïðîïîðöiéíî äî çìiííî¨ x çà ñõåìîþ Áðþåðà: y1 = 65, y4 = 22.
Âiäîìî, ùî x1 = 67, x2 = 14, x3 = 45, x4 = 24. Îá÷èñëèòè:

1) íåçìiùåíó îöiíêó äëÿ ñåðåäíüîãî;

2) íåçìiùåíó îöiíêó äëÿ äèñïåðñi¨ öi¹¨ îöiíêè;

3) îöiíêó äëÿ êîåôiöi¹íòà âàðiàöi¨ äëÿ ŷπ: cv(ŷπ) =

√
D̂(ŷπ)

ŷπ
.

Çàäà÷à 6.3. Íåõàé äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi,
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äåñÿòè åëåìåíòiâ, âiäîìi çíà÷åííÿ äîïîìiæíî¨
çìiííî¨ x:

10, 2, 8, 6, 2, 10, 1, 1, 6, 4.

Óòâîðèòè âèáiðêó ç n = 4 åëåìåíòiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó Ñàí-
òåðà. Äëÿ çíàõîäæåíü çíà÷åíü εk ìîæíà ñêîðèñòàòèñü òàáëèöåþ
âèïàäêîâèõ ÷èñåë, íàâåäåíîþ â äîäàòêó 1.

Çàäà÷à 6.4. Äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç øåñòè åëåìåíòiâ âiäîìi
çíà÷åííÿ äîïîìiæíî¨ õàðàêòåðèñòèêè x:

x1 = 400, x2 = x3 = 15, x4 = 10, x5 = x6 = 5.
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1) Îòðèìàòè âèáiðêó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ åëåìåíòiâ ç iìî-
âiðíîñòÿìè, π-ïðîïîðöiéíèìè äî x, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä
Ñàíòåðà.

Ïðè âiäáîði ñêîðèñòàòèñÿ òàêèìè çíà÷åííÿìè äëÿ ðiâíîìið-
íî ðîçïîäiëåíî¨ íà [0,1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè:

ε1 = 0, 28; ε2 = 0, 37; ε3 = 0, 95; ε4 = 0, 48; ε5 = 0, 83; ε6 = 0, 74.

2) Ïiäðàõóâàòè éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó π23 òà
π24.

Çàäà÷à 6.5. Ìåòîä Ìiäçóíî [11]. Íåõàé ðîçìið ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi N ≥ 3. Ðîçãëÿíåìî òàêèé ìåòîä âiäáîðó ç íåðiâíèìè
éìîâiðíîñòÿìè: ïåðøèé åëåìåíò ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó ç íåðiâíèìè
éìîâiðíîñòÿìè pk (

∑
k∈U pk = 1). Iíøi n−1 åëåìåíòè ïîòðàïëÿþòü

ó âèáiðêó ç òèõ N − 1, ùî çàëèøèëèñü, çà äîïîìîãîþ ÏÂÂáÏ.

1) Çíàéòè éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó.

2) Âèðàçèòè éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ÷åðåç
éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó.

3) ×è çàäîâîëüíÿþòü öi éìîâiðíîñòi óìîâó �éòñà�Ãðàíäi�
Ñåíà?
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Ðîçäië 7

Còðàòèôiêîâàíèé âiäáið

7.1. Îñíîâíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

Ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó âiäáîði (ÑÒÂ) ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü
äiëèòüñÿ íà ïiäñóêóïíîñòi, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Öi ïiäñóêóïíî-
ñòi íàçèâàþòüñÿ ñòðàòàìè (àíãë. stratum). À ñàìå, íåõàé ãåíå-
ðàëüíà ñóêóïíiñòü U = {1, . . . , k, . . . , N} ïîäiëåíà íà H ñòðàò:
U1, . . . , Uh, . . . , UH , äå Uh = {k ∈ U : k íàëåæèòü h-é ñòðàòi}.

Ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó âiäáîði éìîâiðíiñíà âèáiðêà sh âèáèðà¹-
òüñÿ çi ñòðàòè Uh çãiäíî ç âèáiðêîâèì äèçàéíîì ph(·), h = 1, . . . ,H,
ïðè öüîìó âiäáið ç áóäü-ÿêî¨ ñòðàòè ïðîâîäèòüñÿ íåçàëåæíî âiä
âiäáîðiâ ç ðåøòè ñòðàò.

Ðåçóëüòóþ÷à âèáiðêà s ¹ îá'¹äíàííÿì âèáiðîê, âiäiáðàíèõ çi
ñòðàò, òîáòî

s = s1 ∪ s2 ∪ . . . ∪ sH .

Âíàñëiäîê íåçàëåæíîñòi âiäáîðiâ çi ñòðàò âèáiðêîâèé äèçàéí äëÿ
ñòðàòèôiêîâàíîãî âiäáîðó ìà¹ âèãëÿä:

p(s) = p1(s1)p2(s2) . . . pH(sH).

Áóäåìî ââàæàòè, ùî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ â h-é ñòðàòi âiäîìà.
Ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç Nh, à ÷åðåç Wh = Nh

N � âàãó ñòðàòè Uh.
Ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó âiäáîði π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ T

ìà¹ âèãëÿä

t̂π =

H∑
h=1

t̂hπ, (7.1)

äå t̂hπ � öå íåçàëåæíi π-îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ â êîæíié iç
h-é ñòðàò. Äèñïåðñiÿ îöiíêè DCTB(t̂π) òà îöiíêà öi¹¨ äèñïåðñi¨

D̂CTB(t̂π) ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó âiäáîði çíàõîäÿòüñÿ âèõîäÿ÷è
iç íåçàëåæíîñòi âiäáîðiâ â êîæíié ñòðàòi.
Còðàòèôiêîâàíèé ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið

ßêùî â êîæíié ñòðàòi äëÿ ïîáóäîâè âèáiðêè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ, òî òàêèé ìåòîä âiäáîðó
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îäèíèöü ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íàçèâà¹òüñÿ ñòðàòèôiêîâàíèì

ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì (ÑÒÏÂÂ).
Íåõàé nh � ôiêñîâàíèé ðîçìið ïðîñòî¨ âèïàäêîâî¨ âèáiðêè ç h-¨

ñòðàòè, h = 1, . . . ,H. Ïðè ÑÒÏÂÂ π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ
T ìà¹ âèãëÿä

t̂π =

H∑
h=1

Nhyh, (7.2)

äå yh =
∑
k∈sh

yk
nh

� âèáiðêîâå ñåðåäí¹ â h-é ñòðàòi. Äèñïåðñiÿ îöiíêè

t̂π ïðè ÑÒÏÂÂ çàïèøåòüñÿ òàê:

DÑÒÏÂÂ(t̂π) =
H∑

h=1

N2
h

1− fh
nh

S2
h, (7.3)

äå fh = nh/Nh � ÷àñòêà âiäáîðó ç h-¨ ñòðàòè,
S2
h = 1

Nh−1

∑
k∈Uh

(yk − Y h)2 � äèñïåðñiÿ â h-é ñòðàòi,

Y h =
∑

k∈Uh

yk
Nh

� ñåðåäí¹ â h-é ñòðàòi, h = 1, . . . ,H.

Íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ îöiíêè t̂π îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìó-
ëîþ

D̂ÑÒÏÂÂ(t̂π) =
H∑

h=1

N2
h

1− fh
nh

Ŝ2
h, (7.4)

äå Ŝ2
h = 1

nh−1

∑
k∈sh

(yk − yh)2 � âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ â h-é ñòðàòi.

Ìåòîäè ðîçìiùåíü åëåìåíòiâ âèáiðêè ïî ñòðàòàì ïðè ÑÒÏÂÂ

Ïðîïîðöiéíå ðîçìiùåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

nh =
nNh

N
, h = 1, . . . ,H. (7.5)

Îñêiëüêè ìè ââàæà¹ìî, ùî ðîçìiðè ñòðàò Nh âiäîìi çàçäàëåãiäü,
òî òàêå ðîçìiùåííÿ çàâæäè ìîæíà îá÷èñëèòè.

Ðîçìiùåííÿ Íåéìàíà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

nh = n
NhSh

H∑
l=1

NlSl

, h = 1, . . . ,H. (7.6)
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü nh çà öi¹þ ôîðìóëîþ ïîòðiáíî çíàòè
ñòàíäàðòíi âiäõèëåííÿ â ñòðàòàõ, òîáòî Sh, h = 1, . . . ,H.

Îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî çàãàëüíi âèòðàòè
íà âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ ôóí-

êöi¨ C = c0 +
H∑

h=1

nhch, äå c0 � äåÿêi ôiêñîâàíi âèòðàòè, à ch > 0

� âèòðàòè íà îáñòåæåííÿ îäíîãî åëåìåíòà h-¨ ñòðàòè. Ìiíiìiëüíó
äèñïåðñiþ äëÿ îöiíêè Ãîðâiöà-Òîìñîíà áóäåìî ìàòè ïðè ôiêñîâà-
íèõ âèòðàòàõ ÿêùî

nh = (C − c0)
NhSh/

√
ch

H∑
l=1

NlSl
√
cl

. (7.7)

7.2. Çàäà÷i

Çàäà÷à 7.1. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
iç ÷îòèðüîõ åëåìåíòiâ U = {1, 2, 3, 4}, äëÿ ÿêî¨ âiäîìi çíà÷åííÿ
õàðàêòåðèñòèêè y: y1 = y2 = 0, y3 = 1, y4 = −1. Äîñèòü ïðèðîäíiì
çäà¹òüñÿ òàêå ðîçáèòòÿ íà ñòðàòè: U1 = {1, 2} òà U2 = {3, 4}.

1. Ïîðàõóâàòè äèñïåðñiþ îöiíêè ñåðåäíüîãî äëÿ öi¹¨ ñóêóïíîñòi
ïðè âèêîðèñòàííi ÏÂÂáÏ iç ðîçìiðîì âèáiðêè n = 2.

2. Ïîðàõóâàòè äèñïåðñiþ îöiíêè ñåðåäíüîãî äëÿ öi¹¨ ñóêóïíîñòi
ïðè âèêîðèñòàííi ñòðàòèôiêîâàíîãî âiäáîðó iç çàçíà÷åíèìè
âèùå ñòðàòàìè òà îáñòåæåííi ïî îäíîìó åëåìåíòó iç êîæíî¨
ç íèõ.

Ïîðiâíÿòè òà ïðîàíàëiçóâàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.

Çàäà÷à 7.2. Äèðåêòîð öèðêó ìà¹ 100 ñëîíiâ, ÿêi ìîæíà ðîçäiëè-
òè íà 2 êàòåãîði¨ çà ñòàòòþ: ñëîíè òà ñëîíèõè. Äèðåêòîðó ïîòðiáíî
îöiíèòè çàãàëüíó âàãó ñâî¨õ ñëîíiâ, îñêiëüêè ¨ì ïîòðiáíî ïåðåïðà-
âèòèñü ÷åðåç ði÷êó íà ïàðîìi. Àëå öå äóæå òðóäî¹ìêèé ïðîöåñ,
i äèðåêòîð öå çíà¹, îñêiëüêè òîãî ðîêó âií âæå ïåðåâàæóâàâ âñiõ
ñâî¨õ ñëîíiâ. Òîãîði÷íi ðåçóëüòàòè ïîäàíi â òàáëèöi, äå âàãà ïîäàíà
â òîíàõ:
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Ñòðàòè Nh Y h S2
h

h = 1 (ñëîíè) 60 6 4
h = 2 (ñëîíèõè) 40 4 2.25

1. Ïîðàõóâàòè äèñïåðñiþ âàãè âñiõ ñëîíiâ ó ñóêóïíîñòi S2.

2. Ïðèïóñòèìî, ùî âàãà ñëîíiâ íå çìiíèëàñü ñóòò¹âî â êîæíié
êàòåãîði¨ çà îäèí ðiê. ßêùî äèðåêòîð ïðîâåäå âiäáið 10 ñëî-
íiâ äëÿ çâàæóâàííÿ çà äîïîìîãîþ ÏÂÂáÏ, ÿêîþ òîäi áóäå
äèñïåðñiÿ îöiíêè ñóìàðíî¨ âàãè?

3. Ïîðàõóâàòè äèñïåðñiþ îöiíêè ñóìàðíîãî, ÿêùî äèðåêòîð
ïðîâåäå ñòðàòèôiêîâàíèé âiäáið 10 ñëîíiâ òà âèêîðèñòà¹ ïðî-
ïîðöiéòå ðîçìiùåííÿ åëåìåíòiâ ïî ñòðàòàì.

4. Ïîðàõóâàòè äèñïåðñiþ îöiíêè ñóìàðíîãî, ÿêùî äèðåêòîð
ïðîâåäå ñòðàòèôiêîâàíèé âiäáið 10 ñëîíiâ, àëå âæå âèêîðè-
ñòà¹ ðîçìiùåííÿ Íåéìàíà äëÿ ðîçïîäiëó åëåìåíòiâ ïî ñòðà-
òàì.

Ïðîàíàëiçóâàòè âèãðàø â òî÷íîñòi äëÿ âêàçàíèõ òðüîõ âiäáîðiâ.

Çàäà÷à 7.3. Ïðîâîäèòüñÿ îáñòåæåííÿ ïiäïðè¹ìñòâ îäíi¹¨ äóæå
âåëèêî¨ êðà¨íè. Îäíi¹þ iç õàðàêòåðèñòèê, ùî öiêàâèòü äîñëiäíè-
êiâ, ¹ ñåðåäíié âiê äèðåêòîðiâ ïiäïðè¹ìñòâ. Ñóêóïíiñòü ïiäïðè-
¹ìñòâ ïîäiëåíà íà òðè ñòðàòè: ìàëi, ñåðåäíi òà âåëèêi ïiäïðè¹ì-
ñòâà. Â êîæíié ñòðàòi áóâ ïðîâåäåíèé ÏÂÂáÏ âiäáið. Iíôîðìàöiÿ
ïðî âàãó ñòðàòè Wh = Nh/N , âèáiðêîâå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âiêó
äèðåêòîðiâ yh, äèñïåðñiÿ âiêó S2

h, êiëüêiñòü ïiäïðè¹ìñòâ nh, ùî
áóëè îáñòåæåíi òà âàðòiñòü îáñòåæåííÿ ch (â óìîâíèõ îäèíèöÿõ)
â êîæíié ñòðàòi ïîäàíà â òàáëèöi íèæ÷å.

Ñòðàòè Wh yh S2
h nh ch

ìàëi ïiäïðè¹ìñòâà 60% 30 16 40 1
ñåðåäíi ïiäïðè¹ìñòâà 30% 45 10 20 1
âåëèêi ïiäïðè¹ìñòâà 10% 55 20 40 4
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1. Îöiíiòü ñåðåäíié âiê äèðåêòîðiâ äëÿ âñi¹¨ ñóêóïíîñòi ïiäïðè-
¹ìñòâ çà äîïîìîãîþ π-îöiíêè. ×è ñïiâïàäà¹ âîíà iç ñåðåäíiì
âèáiðêîâèì?

2. Îá÷èñëèòè äèñïåðñiþ π-îöiíêè ñåðåäíüîãî âiêó, ÿêùî ââà-
æàòè, ùî ÷àñòêà âiäîáîðó â êîæíié ñòðàòi nh/Nh íàñòiëüêè
ìàëà, ùî íåþ ìîæíà çíåõòóâàòè.

3. Ïîðàõóâàòè ÿêèì áóëî á ïðîïîðöiéíå ðîçìiùåííÿ 100 åëå-
ìåíòiâ â öüîìó îáñòåæåííi. ßêó á äèñïåðñiþ â öüîìó âèïàäêó
ìè á îòðèìàëè?

4. Çà óìîâè îäíàêîâèõ ôiêñîâàíèõ ñóìàðíèõ âèòðàò íà îáñòå-
æåííÿ, ùî áóëè çðîáëåíi, ïîðàõóâàòè ÿêèì áè áóëî îïòè-
ìàëüíå ðîçìiùåííÿ òà âèçíà÷èòè íà ñêiëüêè ñóòò¹âèìè áóëè
á çìiíè â òî÷íîñòi â ïîðiâíÿííi iç ïî÷àòêîâèì ðîçìiùåííÿì.

Çàäà÷à 7.4. Ó äåÿêîìó âèáiðêîâîìó îáñòåæåííi âèêîðèñòîâó¹-
òüñÿ ÑÒÏÂÂ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòðiáíî îöiíèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ
Y äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç òàêîþ
òî÷íiñòþ, ùîá óìîâà ∣∣∣∣∣

H∑
h=1

Whyh − Y

∣∣∣∣∣ ≤ a

âèêîíóâàëàñÿ ïðè çàäàíîìó çíà÷åííi ñòàëî¨ a ùîíàéìåíøå ç iìî-
âiðíiñòþ 1− α. Ïîêàçàòè, ùî ðîçìið âèáiðêè, íåîáõiäíèé äëÿ âè-
êîíàííÿ öi¹¨ óìîâè, çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

n ≥

(
z
a

)2 H∑
h=1

W 2
hS

2
h

wh

1 + 1
N

(
z
a

)2 H∑
h=1

WhS
2
h

,

äå wh = nh/n, z = z1−α/2.

Çàäà÷à 7.5. Íåõàé â óìîâi ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i N = 1000, H = 2,
W1 = 1−W2 = 0.8, S2

1 = 4, S2
2 = 16, z = 1.96, a = 0.5. Äîñëiäèòè,

ÿê çìiíþ¹òüñÿ íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè n ÿê ôóíêöiÿ âiä w1 =

1− w2, ÿêùî w1 çìiíþ¹òüñÿ âiä 0 äî 1.
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Ðîçäië 8

Êëàñòåðíèé, äâîñòàäiéíèé òà

áàãàòîñòàäiéíèé âiäáîðè

8.1. Îñíîâíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

Êëàñòåðíèé âiäáið (ÊÂ) (àíãë. cluster sampling) ¹ îäíèì ç
ìåòîäiâ âiäáîðó, ÿêi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè òîäi, êîëè áåçïîñå-
ðåäíié âiäáið åëåìåíòiâ ç ïîïóëÿöi¨ íåìîæëèâèé àáî íåáàæàíèé.
Äëÿ öüîãî åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi îá'¹äíóþòü ó ãðóïè,
ÿêi íàçèâàþòüñÿ êëàñòåðàìè.

Ó âèïàäêó îäíîñòàäiéíîãî êëàñòåðíîãî âiäáîðó (ÎÊÂ) ñïî÷à-
òêó âiäáèðàþòü êëàñòåðè, à ïîòiì îáñòåæóþòü âñi åëåìåíòè âiäi-
áðàíèõ êëàñòåðiâ.

Ó âèïàäêó äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó (ÄÂ) ïîïóëÿöiþ äiëÿòü íà
êëàñòåðè � ïåðâèííi âèáiðêîâi îäèíèöi (ÏÂÎ), ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç
îêðåìèõ åëåìåíòiâ àáî ç äðiáíiøèõ ãðóï (êëàñòåðiâ) åëåìåíòiâ �
âòîðèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü (ÂÂÎ). Íà ïåðøié ñòàäi¨ âiäáîðó
îòðèìóþòü iìîâiðíiñíó âèáiðêó ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü.
Íà äðóãié ñòàäi¨ âiäáîðó ç òèõ ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü, ùî
ïîòðàïèëè äî âèáiðêè íà ïåðøié ñòàäi¨, âiäáèðàþòü âòîðèííi âè-
áiðêîâi îäèíèöi (åëåìåíòè àáî êëàñòåðè åëåìåíòiâ). Ïiñëÿ öüîãî
îáñòåæóþòü âiäiáðàíi ÂÂÎ. ßêùî ÂÂÎ � öå êëàñòåðè, òî îáñòå-
æóþòü âñi åëåìåíòè âiäiáðàíèõ ÂÂÎ òà òàêèé äâîñòàäiéíèé âiä-
áið íàçèâàþòü äâîñòàäiéíèì êëàñòåðíèì âiäáîðîì (ÄÊÂ) (àíãë.
two-stage cluster sampling). ßêùî âñi âòîðèííi âèáiðêîâi îäè-
íèöi � öå îêðåìi åëåìåíòè, òî òàêèé äâîñòàäiéíèé âiäáið ùå íàçè-
âàþòü äâîñòàäiéíèì âiäáîðîì åëåìåíòiâ (ÄÂÅ) (àíãë. two-stage
element sampling).

ßêùî ïðîöåäóðà âiäáîðó ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ àáî áiëüøå ñòà-
äié, òî òàêèé âiäáið íàçèâà¹òüñÿ áàãàòîñòàäiéíèì.
Îäíîñòàäiéíèé êëàñòåðíèé âiäáið.

Â öüîìó âèïàäêó ñêií÷åííà ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü U =

{1, 2, ..., N} äiëèòüñÿ íà NI ïiäìíîæèí (êëàñòåðiâ):

U1, U2, ..., UNI
.
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Âiäáið ðåàëiçó¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

1) iç ìíîæèíè êëàñòåðiâ UI çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî âèáiðêîâî-
ãî äèçàéíó pI(·) âiäáèðà¹òüñÿ éìîâiðíiñíà âèáiðêà êëàñòåðiâ
sI. Ðîçìið âèáiðêè sI áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç nI ó âèïàäêó
ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó âèáiðêè i ÷åðåç nsI , ÿêùî âèáiðêîâèé
äèçàéí ïåðåäáà÷à¹ çìiííèé ðîçìið âèáiðêè;

2) îáñòåæóþòüñÿ âñi åëåìåíòè âiäiáðàíèõ êëàñòåðiâ.

Âèáiðêîâèé äèçàéí pI(·) ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì: ïðîñòèì âèïàä-
êîâèì áåç ïîâåðíåííÿ, ñèñòåìàòè÷íèì, ñòðàòèôiêîâàíèì, i ò. ä.

ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç s ìíîæèíó òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi áóäóòü
îáñòåæåíi, òî s =

⋃
i∈sI

Ui. Ðîçìið âèáiðêè s äîðiâíþ¹ ns =
∑
sI

Ni.

Çàóâàæèìî, ùî íàâiòü ÿêùî pI(·) ¹ âèáiðêîâèì äèçàéíîì iç ôi-
êñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè êëàñòåðiâ, òî ðîçìið âèáiðêè åëåìåíòiâ
íå îáîâ'ÿçêîâî áóäå ôiêñîâàíèì.

Äëÿ âèáiðêîâîãî äèçàéíó pI(·) éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî
ïîðÿäêó äëÿ i-ãî êëàñòåðà

πIi =
∑
sI3i

pI(sI), i = 1, . . . , NI.

Äëÿ äâîõ êëàñòåðiâ i òà j éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

πIij =
∑

sI3i&j

pI(sI), i, j = 1, . . . , NI.

Îñêiëüêè âèáiðêà s ìiñòèòü âñi åëåìåíòè âiäiáðàíèõ êëàñòåðiâ,
òî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà k ç êëàñòåðà Ui áóäåìî ìàòè

πk = P(k ∈ s) = P(i ∈ sI) = πIi. (8.1)

Éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ πkl = P(k&l ∈
s) = πIi, ÿêùî îáèäâà åëåìåíòè k òà l íàëåæàòü îäíîìó êëàñòåðó
Ui òà πkl = P(k&l ∈ s) = P(i&j ∈ sI) = πIij , ÿêùî åëåìåíòè k òà l

íàëåæàòü ðiçíèì êëàñòåðàì: k ∈ Ui, l ∈ Uj , i, j = 1, . . . , NI.

Îöiíêà Ãîðâiöà-Òîìñîíà ïðè ÎÊÂ.
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Íåõàé Ti =
∑
k∈Ui

yk � ñóìàðíå çíà÷åííÿ äîñëi-

äæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè â i-ìó êëàñòåði. Ïðè ÎÊÂ
π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ ìà¹ âèãëÿä

t̂π =
∑
i∈sI

Ti

πIi
. (8.2)

Äèñïåðñiÿ öi¹¨ îöiíêè äîðiâíþ¹

D(t̂π) =
∑
i∈UI

∑
j∈UI

(πIij − πIiπIj)
Ti

πIi

Tj

πIj
. (8.3)

Íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D̂(t̂π) =
∑
i∈sI

∑
j∈sI

πIij − πIiπIj

πIij

Ti

πIi

Tj

πIj
. (8.4)

Ïðîñòèé âèïàäêîâèé îäíîñòàäiéíèé êëàñòåðíèé âiäáið îçíà÷à¹,
ùî âèáiðêà êëàñòåðiâ sI ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó nI âèáèðà¹òüñÿ ç
ìíîæèíè UI, ÿêà ìiñòèòü NI êëàñòåðiâ, çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî
âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ, ïiñëÿ ÷îãî îáñòåæóþòüñÿ âñi
åëåìåíòè âiäiáðàíèõ êëàñòåðiâ.

Òîäi
t̂π = NIT sI , (8.5)

äå T sI = 1
nI

∑
i∈sI

Ti � ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå ñóìàðíèõ çíà÷åíü äî-

ñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè, îá÷èñëåíå çà òèìè êëàñòåðàìè, ÿêi
ïîòðàïèëè äî âèáiðêè sI.

Äèñïåðñiÿ îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ

DÏÂÎÊÂ(t̂π) = N2
I

1− fI

nI
S2
TUI

, (8.6)

äå fI = nI
NI

� ÷àñòêà âiäáîðó êëàñòåðiâ,

S2
TUI

= 1
NI−1

∑
i∈UI

(Ti − TUI
)
2
� äèñïåðñiÿ ñóìàðíèõ çíà÷åíü ó êëà-

ñòåðàõ,
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TUI
= 1

NI

∑
i∈UI

Ti � ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå ñóìàðíèõ çíà÷åíü äîñëi-

äæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè, îá÷èñëåíå çà âñiìà êëàñòåðàìè ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

Íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ DÏÂÎÊÂ(t̂π) äîðiâíþ¹

D̂ÏÂÎÊÂ(t̂π) = N2
I

1− fI

nI
S2
TsI

, (8.7)

äå S2
TsI

= 1
nI−1

∑
i∈sI

(Ti − T sI)
2
.

Ïðè äâîñòàäiéíîìó âiäáîði çàãàëüíà ïðîöåäóðà âiäáîðó ïîëÿãà¹ â
íàñòóïíîìó.

Ïåðøà ñòàäiÿ. Âiäáèðà¹òüñÿ âèáiðêà sI ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ
îäèíèöü iç ìíîæèíè UI (sI ⊂ UI) çãiäíî ç âèáiðêîâèì äèçàéíîì
pI(·).

Äðóãà ñòàäiÿ. Äëÿ êîæíîãî i ∈ sI âiäáèðà¹òüñÿ âèáiðêà åëå-
ìåíòiâ, ÿêó ìè ïîçíà÷èìî si, ç ïåðâèííî¨ âèáiðêîâî¨ îäèíèöi Ui

(si ⊂ Ui) çãiäíî ç âèáiðêîâèì äèçàéíîì pi(·|sI). Ðåçóëüòóþ÷à âè-
áiðêà åëåìåíòiâ, ÿêó ïîçíà÷èìî ÿê s, ¹ îá'¹äíàííÿì âèáiðîê ç âiäi-
áðàíèõ íà ïåðøié ñòàäi¨ ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü: s =

⋃
i∈sI

si.

ßê íà ïåðøié, òàê i íà äðóãié ñòàäi¨ âiäáîðó ìîæíà âèêîðè-
ñòîâóâàòè áóäü-ÿêèé âèáiðêîâèé äèçàéí. Ïðè÷îìó âèáið ìåòîäiâ
âiäáîðó, ÿêi ïëàíó¹òüñÿ çàñòîñóâàòè íà äðóãié ñòàäi¨, ìîæå çàëå-
æàòè âiä ðåçóëüòàòó sI ïåðøî¨ ñòàäi¨ âiäáîðó. Áiëüøå òîãî, âiäáið ç
ÏÂÎ Ui ìîæå çàëåæàòè âiä âiäáîðó ç ÏÂÎ Uj , i 6= j. Àëå çàçâè÷àé
îáìåæóþòüñÿ ðîçãëÿäîì äâîñòàäiéíèõ âiäîáðiâ, êîëè âèêîíóþòüñÿ
óìîâè iíâàðiàíòíîñòi, òîáòî âiäáið â êîæíié ÏÂÎ íå çàëåæèòü âiä
iíøèõ ÏÂÎ, òà íåçàëåæíîñòi, êîëè âiäáið íà ïåðøié òà äðóãié ñòà-
äiÿõ íå âïëèâàþòü îäèí íà îäíîãî.
Ïðè äâîñòàäiéíîìó êëàñòåðíîìó âiäáîði âòîðèííèìè âèáiðêîâè-
ìè îäèíèöÿìè ¹ åëåìåíòè.

Äëÿ âèáiðêîâîãî äèçàéíó pI(·) ïåðøî¨ ñòàäi¨ âiäáîðó éìîâiðíî-
ñòi âêëþ÷åííÿ ÏÂÎ ó âèáiðêó ïîçíà÷àþòüñÿ πIi òà πIij . Äëÿ âèáið-
êîâîãî äèçàéíó pi (·) äðóãî¨ ñòàäi¨ âiäáîðó éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ
ÂÂÎ ó âèáiðêó áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç πk|i òà πkl|i. Òîäi éìîâið-
íiñòü âêëþ÷åííÿ k-ãî åëåìåíòà ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ó âèáiðêó
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îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê:

πk = πIiπk|i, äå i ∈ UI : Ui 3 k, (8.8)

à éìîâiðíiñòü òîãî, ùî k-é òà l-é åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
ïîòðàïëÿòü äî âèáiðêè, äîðiâíþ¹

πkl =


πIiπk|i, ÿêùî k = l ∈ Ui;

πIiπkl|i, ÿêùî k&l ∈ Ui, k 6= l;

πIijπk|jπl|j , ÿêùî k ∈ Ui, l ∈ Uj , (i 6= j).

(8.9)

Îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ Ti =
∑
k∈Ui

yk äëÿ

ïåðâèííî¨ âèáiðêîâî¨ îäèíèöi Ui, îá÷èñëåíà çà ¾äðóãîñòàäiéíîþ¿
âèáiðêîþ ç öi¹¨ îäèíèöi, çíàõîäèòüñÿ òàê:

t̂iπ =
∑
k∈si

yk
πk|i

. (8.10)

Äèñïåðñiÿ öi¹¨ îöiíêè îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Di =
∑
k∈Ui

∑
l∈Ui

(
πkl|i − πk|iπl|i

) yk
πk|i

yl
πl|i

, (8.11)

à ¨¨ íåçìiùåíà îöiíêà äîðiâíþ¹

D̂i =
∑
k∈si

∑
l∈si

(
πkl|i − πk|iπl|i

)
πkl|i

yk
πk|i

yl
πl|i

. (8.12)

Îöiíêà Ãîðâiöà-Òîìñîíà ïðè äâîñòàäiéíîìó âiäáîði åëåìåíòiâ ñó-
ìàðíîãî çíà÷åííÿ T =

∑
k∈U

yk ìà¹ âèãëÿä

t̂π =
∑
i∈sI

t̂iπ
πIi

. (8.13)

Äèñïåðñiÿ îöiíêè t̂π ìà¹ äâi ñêëàäîâi:

D
(
t̂π
)

= DÏÂÎ +DÂÂÎ, (8.14)
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äå

DÏÂÎ =
∑
i∈UI

∑
j∈UI

(πIij − πIiπIj)
Ti

πIi

Tj

πIj
, (8.15)

DÂÂÎ =
∑
i∈UI

Di

πIi
. (8.16)

Íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨ DÏÂÎ ¹ ñòàòèñòèêà

D̂ÏÂÎ =
∑
i∈sI

∑
j∈sI

(πIij − πIiπIj)

πIij

t̂iπ
πIi

t̂jπ
πIj
−

−
∑
i∈sI

1

πIi

(
1

πIi
− 1

)
D̂i , (8.17)

à íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ DÂÂÎ äîðiâíþ¹

D̂ÂÂÎ =
∑
i∈sI

D̂i

(πIi)
2 . (8.18)

Îòæå, íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ D
(
t̂π
)
ìà¹ âèãëÿä

D̂
(
t̂π
)

= D̂ÏÂÎ + D̂ÂÂÎ = (8.19)

=
∑
i∈sI

∑
j∈sI

(πIij − πIiπIj)

πIij

t̂iπ
πIi

t̂jπ
πIj

+
∑
i∈sI

D̂i

(πIi)
.

Ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið íà îáîõ ñòàäiÿõ äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó

åëåìåíòiâ. Íåõàé íà îáîõ ñòàäiÿõ äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó åëåìåí-
òiâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ:
íà ïåðøié ñòàäi¨ âiäáèðà¹òüñÿ ïðîñòà âèïàäêîâà âèáiðêà sI ðîç-
ìiðó nI ç NI ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü, òà íà äðóãié ñòàäi¨
äëÿ âñiõ i ∈ sI âèáèðà¹ìî ni åëåìåíòiâ (ÂÂÎ) ç Ni åëåìåíòiâ i-¨
ÏÂÎ. Òàêèé âiäáið íàäàëi áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòèì âèïàäêîâèì

äâîñòàäiéíèì âiäáîðîì åëåìåíòiâ i ïîçíà÷àòè ÷åðåç ÏÂÄÂÅ.
Òîäi π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðè-

ñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi

t̂π =
NI

nI

∑
i∈sI

Niyi =
NI

nI

∑
i∈sI

t̂iπ, (8.20)
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äå

t̂iπ = Niyi =
Ni

ni

∑
k∈si

yk.

Äèñïåðñiÿ π-îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi

DÏÂÄÂÅ
(
t̂π
)

= NI
2 1− fI

nI
S2
T +

NI

nI

∑
i∈UI

N2
i

1− fi
ni

S2
i , (8.21)

äå
S2
T (t) = 1

NI−1

∑
i∈UI

(
Ti − T

)2
� äèñïåðñiÿ ñóìàðíèõ çíà÷åíü äî-

ñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè y â ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöÿõ,
T = 1

NI

∑
i∈UI

Ti � ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå ñóìàðíèõ çíà÷åíü äîñëi-

äæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè y â ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöÿõ,
S2
i = 1

Ni−1

∑
k∈Ui

(
yk − Y i

)2
� äèñïåðñiÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòå-

ðèñòèêè â i-é ÏÂÎ,
Y i = 1

Ni

∑
k∈Ui

yk � ñåðåäí¹ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè â i-é

ÏÂÎ, i ∈ UI.
Íåçìiùåíà îöiíêà äëÿ D

(
t̂π
)
ìà¹ âèãëÿä

D̂ÏÂÄÂÅ
(
t̂π
)

= NI
2 1− fI

nI
Ŝ2
T +

NI

nI

∑
i∈sI

N2
i

1− fi
ni

Ŝ2
i , (8.22)

äå Ŝ2
T = 1

nI−1

∑
i∈sI

(
t̂iπ − 1

nI

∑
i∈sI

t̂iπ

)2

� îöiíêà äèñïåðñi¨ ñóìàðíèõ

çíà÷åíü ó ÏÂÎ,
t̂iπ = Niyi � îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðà-

êòåðèñòèêè â i-é ÏÂÎ,
yi = 1

ni

∑
k∈si

yk � âèáiðêîâå ñåðåäí¹ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðè-

ñòèêè â i-é ÏÂÎ,
Ŝ2
i = 1

ni−1

∑
k∈si

(yk − yi)
2 � âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ äîñëiäæóâàíî¨

õàðàêòåðèñòèêè â i-é ÏÂÎ.
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8.2. Çàäà÷i

Çàäà÷à 8.1. Ïðîâîäèòüñÿ âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ, ìåòîþ ÿêîãî ¹
îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî äîõîäó äîìîãîñïîäàðñòâ äåÿêîãî ðàéîíó
ìiñòà. Öåé ðàéîí ñêëàäà¹òüñÿ ç 60 êâàðòàëiâ ðiçíîãî ðîçìiðó. Çà-
ãàëüíà êiëüêiñòü äîìîãîñïîäàðñòâ ó íüîìó äîðiâíþ¹ 5000. Çà äî-
ïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ âèáðàíî
òðè êâàðòàëè, â êîæíîìó ç ÿêèõ îáñòåæåíî âñi äîìîãîñïîäàðñòâà.
Ðåçóëüòàòè îáñòåæåííÿ íàâåäåíî íèæ÷å â òàáëèöi.

Íîìåð Êiëüêiñòü Ñóìàðíèé äîõiä
êâàðòàëó äîìîãîñïîäàðñòâ äîìîãîñïîäàðñòâ

ó êâàðòàëi êâàðòàëó
1 120 2100
2 100 2000
3 80 1500

1) Îöiíèòè ñóìàðíèé äîõiä äîìîãîñïîäàðñòâ ðàéîíó, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è îöiíêó Ãîðâiöà�Òîìïñîíà.

2) Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ íåçìiùåíî¨ îöiíêè äèñïåðñi¨ îöií-
êè Ãîðâiöà�Òîìñîíà ñóìàðíîãî äîõîäó äîìîãîñïîäàðñòâ
ðàéîíó.

3) Îöiíèòè ñåðåäíié äîõiä äîìîãîñïîäàðñòâà ðàéîíó òà äèñïåð-
ñiþ îòðèìàíî¨ îöiíêè.

Çàäà÷à 8.2. Áàíê îáñëóãîâó¹ 39800 êëi¹íòiâ. Iíôîðìàöiÿ ïðî êî-
æíîãî êëi¹íòà ìiñòèòüñÿ ó áàçi äàíèõ áàíêó â îêðåìîìó ôàéëi.
Ôàéëè ðîçìiùåíi ó 3980 ïàïêàõ ïî 10 ôàéëiâ ó êîæíié ïàïöi. Ïî-
òðiáíî îöiíèòè ÷àñòêó êëi¹íòiâ, ÿêèì áàíê íàäàâ êðåäèò. Äëÿ öüî-
ãî çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó âèáðàíî 40 ïàïîê
(âèáiðêà s). Ó êîæíié iç âèáðàíèõ ïàïîê ïiäðàõîâàíî êiëüêiñòü
êëi¹íòiâ (Ai), ÿêèì áàíê íàäàâ êðåäèò, i = 1, 40. Ó ðåçóëüòàòi
îòðèìàíî òàêi äàíi:∑

i∈s
Ai = 185,

∑
i∈s

A2
i = 1263.
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1) ßê íàçèâà¹òüñÿ òàêèé ìåòîä âiäáîðó?

2) Çàïèñàòè âèðàç äëÿ òî÷íîãî îá÷èñëåííÿ ÷àñòêó êëi¹íòiâ,
ÿêèì áàíê íàäàâ êðåäèò, òà îá÷èñëèòè íåçìiùåíó îöiíêó öüî-
ãî ïàðàìåòðà.

3) Îöiíèòè äèñïåðñiþ îòðèìàíî¨ îöiíêè i ïîáóäóâàòè 95-âiä-
ñîòêîâèé äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ îöiíþâàíîãî ïàðàìåòðà.

Çàäà÷à 8.3. Ïðîâîäèòüñÿ âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ ç âèêîðèñòàí-
íÿì ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó åëåìåíòiâ, ìåòîþ
ÿêîãî ¹ îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y äåÿêî¨
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Íà ïåðøié ñòàäi¨ îòðèìàíî ïðîñòó âèïàä-
êîâó âèáiðêó sI ðîçìiðó nI = 5 ç NI = 50 ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ
îäèíèöü (êëàñòåðiâ). Iç êîæíîãî êëàñòåðà, ùî ïîòðàïèâ äî âèáið-
êè sI, îòðèìàíî ïðîñòó âèïàäêîâó âèáiðêó si ðîçìiðó ni = 3 ç Ni

åëåìåíòiâ, i ∈ sI. Ðåçóëüòàòè îáñòåæåííÿ íàâåäåíî â òàáëèöi.

i Ni yk
19 5 41, 49, 49
45 8 49, 49, 45
47 5 31, 31, 35
50 9 39, 41, 61
31 7 49, 51, 33

1) Îá÷èñëèòè π-îöiíêó ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y

äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

2) Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ íåçìiùåíî¨ îöiíêè äèñïåðñi¨ òà êîåôi-
öi¹íòà âàðiàöi¨ π-îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè-
êè y.

Çàäà÷à 8.4. Ó íåâåëèêîìó êîëåäæi ìèñòåöòâ ¹ 36 âiääiëåíü. Ïî-
òðiáíî îöiíèòè ñåðåäíþ ñóìó ãðîøåé, ÿêó ñòóäåíòè âèòðàòèëè íà
ðîáî÷i ìàòåðiàëè ìèíóëîãî ñåìåñòðó. Îñêiëüêè ðîçìið êîæíîãî
âiääiëåííÿ äóæå ðiçíèé, âèðiøåíî áóëî ïðîâîäèòè îáñòåæåííÿ â
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äâà åòàïè. Íà ïåðøîìó åòàïi âiäáèðàþòüñÿ âiääiëåííÿ iç éìîâið-
íîñòÿìè ïðîïîðöiéíî ¨õ ðîçìiðó iç ïîâåðíåííÿì. Íà äðóãîìó åòà-
ïi âiäáèðà¹òüñÿ âèáiðêà ñòóäåíòiâ ÏÂÂáÏ â êîæíîìó âiääiëåííi,
îáðàíîìó íà ïåðøîìó åòàïi. Ðåçóëüòàòè íàâåäåíi â òàáëèöi íèæ÷å.

i Ni ni Âèòðàòè

1 10 4 326, 400, 423, 443

2 20 8 278, 312, 450, 350, 227, 438, 512, 403

3 30 12 512, 256, 332, 402, 512, 309, 411, 610, 422, 630, 550, 470

4 15 6 426, 312, 512, 440, 342, 533

1. Âèïèøiòü ÿêèé âèãëÿä áóäå ìàòè îöiíêà Õàíñåíà-Ãóðâiöà
äëÿ ñåðåäíüîãî ðiâíÿ âèòðàò ñòóäåíòiâ ïðè òàêîìó âèáiðêî-
âîìó äèçàéíi.

2. ßê ìîæíà îöiíèòè äèñïåðñiþ òàêî¨ îöiíêè?

3. Ïîáóäóéòå 95% äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ øóêàíîãî ñåðåäíüîãî
ðiâíÿ âèòðàò ñòóäåíòiâ.

55



Ðîçäië 9

Îöiíþâàííÿ ôóíêöié âiä ñóìàðíèõ çíà÷åíü

õàðàêòåðèñòèê ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi

9.1. Îñíîâíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

Îöiíþâàííÿ âåêòîðà ñóìàðíèõ çíà÷åíü

Íåõàé äîñëiäæóþòüñÿ q õàðàêòåðèñòèê ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíî-
ñòi, ÿêi ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç y1, . . . , yj , . . . , yq. Çíà÷åííÿ öèõ
õàðàêòåðèñòèê äëÿN åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi áóäåìî ïî-
çíà÷àòè ÷åðåç yj1, . . . , yjk, . . . , yjN , j = 1, . . . , q. Ïîòðiáíî îöiíèòè
q êîìïîíåíò âåêòîðà íåâiäîìèõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü öèõ õàðàêòåðè-
ñòèê:

T = (T1, . . . , Tj , . . . , Tq)
′, äå Tj =

∑
k∈U

yjk.

Ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U âiäáèðà¹òüñÿ éìîâiðíiñíà âèáið-
êà s çãiäíî ç âèáiðêîâèì ïëàíîì p(s) ç iìîâiðíîñòÿìè âêëþ÷åííÿ
πk òà πkl. Äëÿ êîæíîãî k ∈ s ñïîñòåðiãà¹òüñÿ âåêòîð

yk = (y1k, . . . , yjk, . . . , yqk).

Íåõàé ñóìàðíå çíà÷åííÿ êîæíî¨ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòè-
êè îöiíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà (π-îöiíêè).
Òîäi âåêòîð îöiíîê ñóìàðíèõ çíà÷åíü áóäå ìàòè âèãëÿä

t̂π = (t̂1π, . . . , t̂jπ, . . . , t̂qπ)′, äå t̂jπ =
∑
k∈s

yjk
πk

.

Âåêòîð t̂π ¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ âåêòîðà T ç êîâàðiàöiéíîþ
ìàòðèöåþ V(t̂π), åëåìåíòè ÿêî¨ çàäàþòü êîâàðiàöiþ îöiíîê t̂iπ òà
t̂jπ (i, j = 1, . . . , q):

C(t̂iπ, t̂jπ) := cov(t̂iπ, t̂jπ) =
∑
k∈U

∑
l∈U

(πkl − πkπl)
yik
πk

yjl
πl

. (9.1)

Íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ìàòðèöi V(t̂π) ¹ ìàòðèöÿ V̂(t̂π) åëåìåíòàìè
ÿêî¨ ¹ îöiíêè êîâàðiàöié

Ĉ(t̂iπ, t̂jπ) =
∑
k∈s

∑
l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

yik
πk

yjl
πl

, i, j = 1, q. (9.2)
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Îöiíþâàííÿ ôóíêöié âiä ñóìàðíèõ çíà÷åíü êiëüêîõ çìiííèõ

Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòðiáíî îöiíèòè ïàðàìåòð θ ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi U , ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ôóíêöi¨ âiä q ñóìàðíèõ
çíà÷åíü T1, . . . , Tq:

θ = f(T1, . . . , Tq), äå Tj =
∑
k∈U

yjk, j = 1, . . . , q.

Iäåÿ, ÿêà ëåæèòü â îñíîâi ìåòîäó îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðà θ, ïîëÿãà¹
â òîìó, ùîá çàìiñòü íåâiäîìèõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü T1, . . . , Tq ïiäñòà-
âèòè ó ôóíêöiþ f(·, . . . , ·) ¨õ π-îöiíêè. Òîáòî îöiíêà ïàðàìåòðà θ
ìàòèìå âèãëÿä

θ̂ = f(t̂1π, . . . , t̂qπ). (9.3)

ßêùî ôóíêöiÿ f - ëiíiéíà, òîáòî θ = a0 +
q∑

j=1
ajTj , òî îöiíêà θ̂ =

a0 +
q∑

j=1
aj t̂jπ ¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ, à äèñïåðñiÿ öi¹¨

îöiíêè

D(θ̂) = D

 q∑
j=1

aj t̂jπ

 =

q∑
i=1

q∑
j=1

aiajC(t̂iπ, t̂jπ), (9.4)

äå êîâàðiàöiÿ C(t̂iπ, t̂jπ) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (9.1).
Îöiíêîþ äèñïåðñi¨ (9.4) ¹ ñòàòèñòèêà

D̂(θ̂) =

q∑
i=1

q∑
j=1

aiajĈ(t̂iπ, t̂jπ), (9.5)

äå îöiíêà Ĉ(t̂iπ, t̂jπ) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (9.2).
Ìåòîä ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà äëÿ îöiíþâàííÿ äèñïåðñi¨ âèêîðè-
ñòîâó¹òüñÿ êîëè θ = f(T1, . . . , Tq) ¹ íåëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âiä q

ñóìàðíèõ çíà÷åíü T1, . . . , Tq i íåìîæëèâî îòðèìàòè òî÷íi çíà÷å-
ííÿ çìiùåííÿ òà äèñïåðñi¨ îöiíêè θ̂ = f(t̂1π, . . . , t̂qπ). Öåé ìåòîä
ïîëÿãà¹ ó íàáëèæåííi íåëiíiéíî¨ îöiíêè θ̂ ïñåâäîîöiíêîþ θ̂0, ÿêà ¹
ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âiä çìiííèõ t̂1π, . . . , t̂qπ òà îòðèìó¹òüñÿ iç ðîç-
êëàäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ f â îêîëi òî÷êè T. ßêùî öå íàáëèæåííÿ
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äîñèòü òî÷íå, òî çàìiñòü äèñïåðñi¨ D(θ̂) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè
äèñïåðñiþ D(θ̂0), ÿêà îá÷èñëþ¹òüñÿ ïîðiâíÿíî ëåãêî.

¾Ïðèáëèçíî íåçìiùåíîþ¿ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ =

f(T1, . . . , Tq), äå T1 =
∑
k∈U

y1k, . . . , Tq =
∑
k∈U

yqk, ¹ îöiíêà

θ̂ = f(t̂1π, . . . , t̂qπ), äå t̂1π, . . . , t̂qπ � π-îöiíêè ñóìàðíèõ çíà-
÷åíü T1, . . . , Tq. Çàñòîñóâàâøè ìåòîä ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà,
îòðèìà¹ìî íàáëèæåíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè θ̂:

D̃(θ̂) =
∑
k∈U

∑
l∈U

(πkl − πkπl)
uk
πk

ul
πl

,

äå uk =
q∑

j=1
ajyjk, à êîåôiöi¹íòè aj = ∂f

∂t̂jπ

∣∣∣∣∣
(t̂1π,...,t̂qπ)=(T1,...,Tq)

.

Îöiíêó öi¹¨ äèñïåðñi¨ ìîæíà îá÷èñëèòè òàê:

D̂(θ̂) =
∑
k∈s

∑
l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

ûk
πk

ûl
πl

,

äå ûk =
q∑

j=1
âjyjk, à êîåôiöi¹íòè âj îòðèìàíi øëÿõîì çàìiíè íåâi-

äîìèõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü âiäïîâiäíèìè π-îöiíêàìè.
Ó öüîìó òâåðäæåííi ìè âèêîðèñòàëè âèðàç ¾ïðèáëèçíî íåçìi-

ùåíà îöiíêà¿, ÿêèé îçíà÷à¹, ùî çìiùåííÿ çàïðîïîíîâàíî¨ îöiíêè
¹ íàñòiëüêè ìàëèì ïîðiâíÿíî ç ¨¨ äèñïåðñi¹þ, ùî íèì ìîæíà çíå-
õòóâàòè.
Îöiíþâàííÿ âiäíîøåííÿ � öå çàäà÷à, êîëè ïîòðiáíî îöiíèòè ïî-
ðàìåòð, ùî ¹ âiäíîøåííÿì íåâiäîìèõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü äâîõ äî-
ñëiäæóâàíèõ õàðàêòåðèñòèê ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (íå ïëóòàòè
iç ïðîïîðöi¹þ Pd!):

R =
Ty

Tz
=

∑
k∈U

yk∑
k∈U

zk
. (9.6)

Íàïðèêëàä, ÿêùî U � öå ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü äîìîãîñïîäàðñòâ,
yk � ñóìàðíèé äîõiä k-îãî äîìîãîñïîäàðñòâà, à zk � êiëüêiñòü îñiá
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â k-îìó äîìîãîñïîäàðñòâi, òî R � öå ñåðåäíié äîõiä ó ðîçðàõóíêó
íà îäíó îñîáó.

Â ÿêîñòi îöiíêè âiäíîøåííÿ R ðîçãëÿäàþòü R̂ =
t̂yπ
t̂zπ

, ùî ¹ íå-
ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âiä π-îöiíîê. Öÿ îöiíêà ¹ çìiùåíîþ, àëå äëÿ
âåëèêèõ ñóêóïíîñòåé òà âèáiðîê, çìiùåííÿ áóäå íåçíà÷íèì i íèì
çàçâè÷àé íåõòóþòü.

Ðåçóëüòàòîì çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà ¹ ëi-
íiéíå íàáëèæåííÿ ñòàòèñòèêè

R̂ ≈ R̂0 = R +
1

Tz

∑
k∈s

(yk −Rzk)

πk
= R +

1

Tz
(t̂yπ −Rt̂zπ).

Îöiíêà R̂ ¹ ïðèáëèçíî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà R, à íàáëè-
æåíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ öi¹¨ îöiíêè:

D(R̂) ≈ D(R̂0) =
1

T 2
z

(
D(t̂yπ) + R2D(t̂zπ)− 2RC(t̂yπ, t̂zπ)

)
. (9.7)

Â ÿêîñòi îöiíêè äèñïåðñi¨ îöiíêè R̂ ðîçãëÿäàþòü ñòàòèñòèêó:

D̂(R̂) =
1

t̂2zπ

(
D̂(t̂yπ) + R̂2D̂(t̂zπ)− 2R̂Ĉ(t̂yπ, t̂zπ)

)
. (9.8)

Ó âèïàäêó ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ ç ðîç-
ìiðîì âèáiðêè n = fN : t̂yπ = Ny, t̂zπ = Nz òà R̂ = y

z , äå
y = 1

n

∑
k∈s yk, z = 1

n

∑
k∈s zk � âèáiðêîâi ñåðåäíi õàðàêòåðèñòèê y

òà z âiäïîâiäíî. Òîäi, âèðàç äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ äèñïåð-
ñi¨ îöiíêè R̂ ìà¹ âèãëÿä:

D̃(R̂) =
1

(Z)2

1− f

n

1

N − 1

∑
k∈U

(yk −Rzk)2 =

=
1

(Z)2

1− f

n

(
S2
y + R2S2

z − 2RSyz

)
,

äå Syz � êîâàðiàöiÿ çìiííèõ y òà z, îá÷èñëåíà çà âñi¹þ ãåíåðàëüíîþ
ñóêóïíiñòþ. Îöiíèòè äèñïåðñiþ îöiíêè R̂ ìîæíà ÿê:

D̂(R̂) =
1

(z)2

1− f

n

1

n− 1

∑
k∈s

(yk − R̂zk)2 = (9.9)
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=
1

(z)2

1− f

n

(
Ŝ2
y + R̂2Ŝ2

z − 2R̂Ŝyz

)
,

äå

Ŝ2
y =

1

n− 1

∑
k∈s

(yk − y)2, Ŝ2
z =

1

n− 1

∑
k∈s

(zk − z)2,

Ŝyz =
1

n− 1

∑
k∈s

(yk − y)(zk − z).

Ìåòîä Äæåê-íàéô (âiä àíãë. Jack-knife � ñêëàäíèé íiæ). Íåõàé
s � öå âèáiðêà ðîçìiðó n, ùî áóëà îòðèìàíà çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî
âèáiðêîâîãî äèçàéíó p(s), θ̂ � îöiíêà ïàðàìåòðà θ. Ðîçãëÿíåìî θ̂(j)

� îöiíêó òîãî æ òèïó, ùî i θ̂, àëå ïîðàõîâàíó ïî âñiõ åëåìåíòàõ,
êðiì j-òîãî: ïî åëåìåíòàì iç s(j) = sr {j}.

Ðîçãëÿíåìî JK-îöiíêó äëÿ ïàðàìåòðà θ âèäó

θ̂JK =
1

n

n∑
j=1

θ̂(j).

â ÿêîñòi îöiíêè äëÿ äèñïåðñi¨ D(θ̂) ìîæíà ðîçãëÿíóòè äâi ñòàòè-
ñòèêè:

D̂JK1(θ̂) =
n− 1

n

n∑
j=1

(θ̂(j) − θ̂JK)2

D̂JK2(θ̂) =
n− 1

n

n∑
j=1

(θ̂(j) − θ̂)2.

Ïðè öüîìó D̂JK2 ≥ D̂JK1.
Ïðè ÏÂÂáÏ ðîçìiðó n = fN ïàðàìåòð âiäíîøåííÿ R ìîæíà îöi-

íèòè çà äîïîìîãîþ îöiíêè R̂ =
∑

k∈s yk∑
k∈s zk

. Äëÿ JK-îöiíêè íàì ïî-

òðiáíî ïîðàõóâàòè îöiíêè âiäíîøåííÿ ïî âèáiðêàì, ùî íå ìiñòÿòü
îäèí åëåìåíò j, j = 1, n:

R̂(j) =

∑
k 6=j,k∈s yk∑
k 6=j,k∈s zk

.
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Áóòñòðåï ìåòîä (âiä àíãë. bootstrap, ñêîðî÷åíî BS). Ïðèïóñòè-
ìî, ùî éìîâiðíiñíà âèáiðêà s ðîçìiðó n áóëà îòðèìàíà çà äîïîìî-
ãîþ äåÿêîãî âèáiðêîâîãî äèçàéíó p(s) (äèçàéí áåç ïîâåðíåííÿ) iç
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U ðîçìiðó N . Íåõàé θ̂ � îöiíêà ïàðàìåòðà
θ. Ïîòðiáíî îöiíèòè äèñïåðñiþ D(θ̂).

Çàñòîñóâàííÿ Áóòñòðåï ìåòîäó ìîæíà ïîäiëèòè íà 3 åòàïè:

• Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíi yk, îòðèìàíi iç âèáiðêè s, ìè êîíñòðó-
þ¹ìî øòó÷íó ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü U∗ ðîçìiðó N (ÿêùî
öå íå ìîæëèâî, àáî õî÷à á ïðèáëèçíî òàêîãî æ ðîçìiðó),
ùî iìiòó¹ ñïðàâæíþ ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü. Äëÿ öüîãî âè-
êîðèñòà¹ìî âàãè íàøèõ åëåìåíòiâ ó âèáiðöi: ÿêùî éìîâið-
íiñòü âêëþ÷åííÿ äëÿ åëåìåíòà k äîðiâíþ¹ πk, òîäi éîãî âàãè
wk = 1

πk
. I òàêèì ÷èíîì åëåìåíò k áóäå ïðåäñòàâëåíèé â

øòó÷íié ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi wk ðàçiâ.

• Ðîáèìî âiäáið ñåði¨ K (K � ìà¹ ïîðÿäîê äåêiëüêà äåñÿòêiâ
òèñÿ÷) âèáiðîê iç U∗ âèêîðèñòîâóþ÷è ïî÷àòêîâèé âèáiðêîâèé
äèçàéí p(s) òà ïiäðàõîâó¹ìî îöiíêè θ̂∗r , r = 1,K, òàê ñàìî ÿê
ïiäðàõîâóâàëè θ̂.

• Îòðèìàíèé ðîçïîäië çíà÷åíü θ̂∗1, θ̂
∗
2, ... θ̂

∗
R ðîçãëÿäà¹òüñÿ

ÿê íàáëèæåííÿ âèáiðêîâîãî ðîçïîäiëó θ̂ òà äëÿ îöiíþâàííÿ
D(θ̂) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôóíêöiÿ

D̂BS(θ̂) =
1

K − 1

K∑
r=1

(θ̂∗r − θ̂∗)2, äå θ̂∗ =
1

K

K∑
r=1

θ̂∗r .

ßêùî â çàäà÷i ãîëîâíèì ¹ ïîáóäîâà äîâið÷îãî iíòåðâàëà äëÿ θ̂,
òîäi îöiíþâàòè äèñïåðñiþ íå îáîâ'ÿçêîâî, à íèæíÿ òà âåðõíÿ ìåæi
äîâið÷îãî iíòåðâàëà áåðóòüñÿ iç ðîçïîäiëó θ̂∗1, θ̂

∗
2, ... θ̂

∗
K .

9.2. Çàäà÷i

Çàäà÷à 9.1. Ïðîâîäèòüñÿ âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ, ìåòîþ ÿêîãî ¹
îöiíþâàííÿ ðiçíèöi ìiæ ñóìàðíèìè çíà÷åííÿìè äâîõ õàðàêòåðè-
ñòèê ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi y òà z. Ðîçìið ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
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N = 2400. Çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåð-
íåííÿ îòðèìàíî âèáiðêó ðîçìiðó n = 40 òà ïiäðàõîâàíî:∑
k∈s

yk = 866; Ŝ2
y = 42.438;

∑
k∈s

zk = 383; Ŝ2
z = 29.430; Ŝyz = 1.309.

Îöiíèòè ðiçíèöþ ñóìàðíèõ çíà÷åíü y òà z: D = Ty − Tz òà ïîáó-
äóâàòè 95% äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ öüîãî ïàðàìåòðà.

Çàäà÷à 9.2. Ñïåöiàëüíèé ìîíiòîðèíãîâèé êîìiòåò ïëàíó¹ äîñëi-
äæóâàòè äèíàìiêó çìií öií íà ïàëüíå. Äëÿ îïðàöþâàííÿ çàãàëü-
íèõ ïiäõîäiâ ðîçãëÿäàþòüñÿ (òðåíóþòüñÿ íà) 10 çàïðàâî÷íèõ ñòàí-
öié ÿêi â öüîìó âèïàäêó âiäiãðàþòü ðîëü ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.
Âïðîäîâæ äâîõ ìiñÿöiâ (êâiòåíü òà òðàâåíü) âiäñëiäêîâóâàëèñü öi-
íè íà íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíèé òèï ïàëüíîãî íà öèõ 10 ñòàíöiÿõ.
Ðåçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü ïîäàíi ó òàáëèöi

� çï.ñòàíöi¨ 1 2 3 4 5
Êâiòåíü 25.82 25.33 25.76 25.98 26.20
Òðàâåíü 25.89 25.34 25.92 26.05 26.20

� çï.ñòàíöi¨ 6 7 8 9 10
Êâiòåíü 25.89 25.68 25.55 25.69 25.81
Òðàâåíü 26.00 25.79 25.63 25.78 25.84

ßêùî ïðîâîäèòè âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ äî öèõ 10 çàïðàâî÷íèõ
ñòàíöié ÏÂÂáÏ iç âèáiðêîþ ðîçìiðó n òà äîñëiäæóâàòè öiíè ó
òðàâíi (yk) òà ó êâiòíi (xk), òî ìîæíà ðîçãëÿíóòè äâà ñöåíàði¨:

Ñö. 1 Ìîæåìî îòðèìóâàòè íåçàëåæíi âèáiðêè ðîçìiðó n: â êâiòíi
òà â òðàâíi (îêðåìî âèáèðà¹òüñÿ n ñòàíöié iç 10 â êâiòíi,
i íåçàëåæíî âiä òîãî, ÿêi ñòàíöi¨ îáñòåæóþòüñÿ â êâiòíi, â
òðàâíi ðîáèòüñÿ íîâà âèáiðêà ðîçìiðó n).

Ñö. 2 Ìîæåìî â êâiòíi îòðèìàòè âèáiðêó ðîçìiðó n, òà â òðàâíi
îáñòåæóâàòè òi æ ñàìi çàïðàâî÷íi ñòàíöi¨, ùî áóëè îáñòåæåíi
â êâiòíi. ×è áóäóòü â öüîìó âèïàäêó âèáiðêè íåçàëåæíi?

Äàéòå âiäïîâiäü íà íàñòóïíi ïèòàííÿ:
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1. Ìè õî÷åìî îöiíèòè ïàðàìåòð D = Ȳ − X̄. Çíàéäiòü äèñïåðñi¨
îöiíêè ðiçíèöi d̂ = ȳ − x̄ äëÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ñöåíàði¨â.
Ïîðiâíÿéòå îòðèìàíi ðåçóëüòàòè. ßêèé ñöåíàðié áóäå áiëüø
åôåêòèâíèì?

2. Ìè õî÷åìî îá'¹äíàòè îáèäâà öèõ ÷àñîâèõ ïåðiîäè â îäèí
êîìáiíîâàíèé ÷àñîâèé iíòåðâàë êâiòåíü-òðàâåíü òà îöiíè-
òè ñåðåäíþ öiíó ïàëüíîãî çà öåé îá'¹äíàíèé ïåðiîä XY =

1
N+N

(∑
k∈U xk +

∑
k∈U yk

)
. ßêèé â öüîìó âèïàäêó ñöåíàðié

áóäå áiëüø åôåêòèâíèì? Ïîðàõóéòå äèñïåðñi¨ äëÿ öüîãî âè-
ïàäêó òà ïîðiâíÿéòå ¨õ.

3. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè â îá'¹äíàíîìó ïåðiîäi êâiòåíü-òðàâåíü
áóäåìî îáèðàòè âèáiðêó ðîçìiðó 2n íå âèìàãàþ÷è, ùîá ðiâíî
n ñòàíöié áóëî âèáðàíî êîæíîãî ìiñÿöÿ i áóäåìî îöiíþâàòè
ïàðàìåòð ñåðåäí¹. Òîáòî ìè ñòàíöi¨ îá'¹äíó¹ìî i ââàæà¹ìî
äëÿ êîæíîãî ìiñÿöÿ ¨õ ðiçíèìè òà âèáèðà¹ìî îäíî÷àñíî
iç 20 ñòàíöié 2n ÏÂÂáÏ. Òàêîæ áóäåìî ââàæàòè, ùî äàíi
îòðèìàíi âèõîäÿ÷è iç ñöåíàðiþ 1. Ùî âè ìîæåòå ñêàçàòè
ùîäî òî÷íîñòi îöiíþâàííÿ ñåðåäíüîãî â öüîìó âèïàäêó â
ïîðiâíÿííi iç ï. 2?

Çàäà÷à 9.3. Â äåÿêîìó ìiñòi Ñòàòèñëàâ ïîòðiáíî îöiíèòè âiäñî-
òîê æiíîê ñåðåä îñiá âiêîì 60+. Äëÿ öüîãî ñåðåä 1024 äîìîãîñïî-
äàðñòâ (äã), ùî çíàõîäÿòüñÿ â öüîìó ìiñòi áóëî âèáðàíî ÏÂÂáÏ
òà îáñòåæåíî 16 äã. Ðåçóëüòàòè îáñòåæåííÿ íàñòóïíi: ëèøå â 3 äã
ïðîæèâàëè îñîáè âiêîì 60+, ïðè ÷îìó ó 2-õ äã ïðîæèâàëî ïî äâî¹
òàêèõ îñiá, îäíà ç ÿêèõ áóëà æiíêîþ, à ó îäíîìó äã ïðîæèâàëà
îäíà æiíêà âiêîì 60+. Âñi iíøi äã íå ìàëè â ñâî¹ìó ñêëàäi îñiá
âiêîì 60+.

Ïîáóäóâàòè 95% äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ øóêàíîãî ïàðàìåòðà R

âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ îöiíþâàííÿ äèñïåðñi¨: a) ìåòîä ëiàíåðèçàöi¨
Òåéëîðà; á) ìåòîä Äæåê-íàéô; â) ìåòîä Áóò-ñòðåï.

Çàäà÷à 9.4. Êîìïàíiÿ "XYZ"ïîñòàâëÿ¹ ñâîþ ïðîäóêöiþ ó 300
ìàãàçèíiâ. Êåðiâíèöòâî âèðiøèëî ïðîâåñòè ìàñøòàáíó ðåêëàìíó
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êàìïàíiþ, ùî êîøòóâàëà 4 ìëí. ãðí. Ùîá îöiíèòè åôåêòèâíiñòü
öi¹¨ ðåêëàìíî¨ êàìïàíi¨ áóëî îáñòåæåíî 30 ìàãàçèíiâ ÏÂÂáÏ, äå
êîìïàíiÿ ðåàëiçó¹ ñâîþ ïðîäóêöiþ, äî ïî÷àòêó ïðîâåäåííÿ ðå-
êëàìíî¨ êàìïàíi¨ òà ïiñëÿ. Ñóìàðíèé âèòîðã ó îáñòåæåíèõ ìà-
ãàçèíàõ äî ïðîâåäåííÿ ðåêëàìíî¨ êàìïàíi¨ (zk) ñêëàäàâ 1477.984
òèñ. ãðí, à ïiñëÿ (yk) � 1812.538 òèñ. ãðí.

1. Åôåêòèâíiñòü êàìïàíi¨ ìîæíà âèìiðþâàòè ðiçíèöåþ (D =

Ty−Tz) ñóìàðíèõ âèòîðãiâ ïiñëÿ òà äî ïðîâåäåííÿ ðåêëàìíî¨
êàìïàíi¨. Îöiíèòè ïàðàìåòð D òà éîãî äèñïåðñiþ. Ïîáóäóâà-
òè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ D.

2. Òàêîæ åôåêòèâíiñòü êàìïàíi¨ ìîæíà òàêîæ âèìiðþâàòè ó
ïðîöåíòíîìó âiäíîøåííi, òîáòî âiäíîøåííÿì (R =

Ty

Tz
) ñó-

ìàðíèõ âèòîðãiâ ïiñëÿ òà äî ïðîâåäåííÿ ðåêëàìíî¨ êàìïàíi¨.
Îöiíèòè ïàðàìåòð R òà éîãî äèñïåðñiþ. Ïîáóäóâàòè äîâið-
÷èé iíòåðâàë äëÿ R.

Ùî âè ìîæåòå ñêàçàòè ïðî åôåêòèâíiñòü öi¹¨ ðåêëàìíî¨ êàìïàíi¨?
Äîäàòêîâà iíôîðìàöiÿ: âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ âèòîðãiâ ïî ìàãà-

çèíàì äî ïðîâåäåííÿ êàìïàíi¨ Ŝ2
z = 67.935, ïiñëÿ Ŝ2

y = 109.696,

âèáiðêîâà êîâàðiàöiÿ ìiæ âèòîðãàìè äî i ïiñëÿ Ŝyz = 68.427.

Çàäà÷à 9.5. Âèáiðêà 100 ñòóäåíòiâ áóëà îáðàíà ÏÂÂáÏ iç 1000.
Íàñ öiêàâèòü ÷è çäàâ ñòóäåíò åêçàìåí ÷è íi, òîáòî ¹ ëèøå 2 ðå-
çóëüòàòè: çäàâ (�Óñïiõ�) òà íå çäàâ (�Íåóñïiõ�). Ðåçóëüòàòè ñïîñòå-
ðåæåíü ïîäàíi ó òàáëèöi

Ñòóäåíòè (÷) Ñòóäåíòêè (æ) Âñüîãî
Óñïiõ n11 = 35 n12 = 25 n1. = 60

Íåóñïiõ n21 = 20 n22 = 20 n2. = 40

Âñüîãî n.1 = 55 n.2 = 45 n = 100

1. Îöiíiòü ðiâåíü óñïiøíîñòi (%) äëÿ ñòóäåíòiâ (R1) òà ñòóäåí-
òîê (R2).

2. Ïiäðàõóéòå ïðèáëèçíå çìiùåííÿ îöiíêè óñïiøíîñòi äëÿ êî-
æíî¨ iç êàòåãîðié (÷/æ).
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3. Îöiíiòü äèñïåðñiþ îöiíîê ðiâíÿ óñïiøíîñòi òà ïîáóäóéòå 95%
äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ êîæíîãî ðiâíÿ óñïiøíîñòi (÷/æ).

4. Ïðîàíàëiçóéòå îòðèìàíi äîâið÷i iíòåðâàëè òà äàéòå âiäïî-
âiäü íà òàêå ïèòàííÿ: "×è ìîæåòå âè ç âïåâíåíiñòþ ñêàçàòè,
ãðóíòóþ÷èñü íà îòðèìàíié iíôîðìàöi¨, ùî óñïiøíiñòü ñòó-

äåíòiâ âèùà çà óñïiøíiñòü ñòóäåíòîê? Çàïðîïîíóéòå, ùî
ìîæíà çìiíèòè, ùîá ìàòè çìîãó ðîáèòè òàêi âèñíîâêè?

Çàäà÷à 9.6. Âëàäà ìiñòà Ê âèðiøèëà ôiíàíñîâî äîïîìàãàòè
ñiì'ÿì, ùî ìàþòü äiòåé âiêîì äî 1 ðîêó. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçìi-
ðó äîïëàò òà çàãàëüíèõ âèòðàò íà öþ äîïîìîãó ïîòðiáíî îöiíèòè
äîõîäèòè ñiìåé iç ìàëîëiòíiìè äiòüìè â ðîçðàõóíêó íà îäíó îñî-
áó. Âiäîìî, ùî â öüîìó ìiñòi 10000 äîìîãîñïîäàðñòâ. À ñiìåé, ó
ÿêèõ ¹ äâî¹ äiòåé âiêîì äî 1 ðîêó íåìà¹. Ó ìiñòi ïðîõîäèëî âèáið-
êîâå îáñòåæåííÿ, ç ÿêîãî ñòàëî âiäîìî, ùî ñåðåä 30 îáñòåæåíèõ
ÏÂÂáÏ äîìîãîñïîäàðñòâ ó âèáiðêó ïîòðàïèëè ëèøå 3 äîìîãîñïî-
äàðñòâà iç ìàëîëiòíiìè äiòüìè ó ÿêèõ ùîìiñÿ÷íi äîõîäè íà 1 îñîáó
ñêëàäàþòü: 2, 5, òà 3 òèñ. ãðí.

Ñåðåäíié äîõiä íà îäíó îñîáó äëÿ äîìîãîñïîäàðñòâ iç ìàëîëi-
òíiìè äiòüìè ó öüîìó ìiñòi ìîæíà îöiíèòè äâîìà ñïîñîáàìè:

1. âèêîðèñòàòè îöiíêó Ãîðâiöà-Òîìïñîíà ŷ
(HT )
d = 1

n

∑
k∈s y

∗
k, äå

y∗k =

{
yk, k-òå äã ìà¹ ìàëîëiòíþ äèíèíó;
0, k-òå äã íå ìà¹ ìàëîëiòíiõ äiòåé.

2. âèêîðèñòàòè àëüòåðíàòèâíó îöiíêó ŷ
(A)
d = 1

n∗
∑

k∈s y
∗
k, äå n∗

� öå êiëüêiñòü äã, ùî ìàþòü ìàëîëiòíiõ äiòåé ó âèáiðöi.

ßê âè äóìà¹òå, ÿêà iç öèõ îöiíîê êðàùà i â ÿêîìó ðîçóìiííi? Ïî-
áóäóâàòè 95% äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ îòðèìàíèõ îöiíîê. Ïðîàíàëi-
çóâàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.
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Ðîçäië 10

Âèêîðèñòàííÿ äîïîìiæíî¨ iíôîðìàöi¨

10.1. Îñíîâíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

Îöiíþâàííÿ çà ðiçíèöåþ.

Äîïîìiæíà çìiííà � öå çìiííà, äëÿ ÿêî¨ íàÿâíà ïîâíà iíôîð-
ìàöiÿ äî ïî÷àòêó ïðîâåäåííÿ îáñòåæåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî J äîïîìiæíèõ çìiííèõ x1, . . . , xj , . . . , xJ . Äî ïî-
÷àòêó âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòå-
ðèñòèêè y1, . . . , yN çàëèøàþòüñÿ íåâiäîìèìè, òîäi ÿê iíôîðìàöiÿ
ïðî âåêòîðè x1, . . . ,xN ¹ ó ïîâíîìó ðîçïîðÿäæåííi äîñëiäíèêà.

Âèáiðêà s âèáèðà¹òüñÿ ç U çãiäíî ç âèáiðêîâèì äèçàéíîì p(·)
ç iìîâiðíîñòÿìè âêëþ÷åííÿ πk > 0 i πkl > 0. Äëÿ êîæíîãî k ∈ s

ìè ìà¹ìî çíà÷åííÿ yk i âåêòîð çíà÷åíü äîïîìiæíèõ çìiííèõ xk.
Çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá îöiíèòè ñóìàðíå çíà÷åííÿ Ty, ìàþ-
÷è çíà÷åííÿ (yk,xk) äëÿ âñiõ k ∈ s, à òàêîæ çíà÷åííÿ xk äëÿ âñiõ
k ∈ U \ s.

Ãîëîâíà iäåÿ, ÿêà ëåæèòü â îñíîâi îöiíþâàííÿ çà ðiçíèöåþ,
ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi äîïîìiæíî¨ iíôîðìàöi¨ äëÿ ñòâîðåííÿ N

íàáëèæåíèõ çíà÷åíü y0
1, . . . , y

0
N õàðàêòåðèñòèêè y, òàêèõ ùî y0

k äî-
ñòàòíüî òî÷íî íàáëèæàþòü çíà÷åííÿ yk � çàçâè÷àé ó âèãëÿäi ëiíié-
íî¨ êîìáiíàöi¨ âiäîìèõ çíà÷åíü äîïîìiæíèõ çìiííèõ x1k, . . . , xJk:
y0
k =

∑J
j=1 Ajxjk = A′xk, äå A = (A1, . . . , AJ)′ � âåêòîð ïîñòiéíèõ

êîåôiöi¹íòiâ.
Âèêîðèñòîâóþ÷è íàáëèæåíi çíà÷åííÿ, íåâiäîìå ñóìàðíå çíà-

÷åííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

Ty =
∑
k∈U

yk =
∑
k∈U

y0
k +

∑
k∈U

(yk − y0
k) =

∑
k∈U

y0
k +

∑
k∈U

Dk. (10.1)

Íàáëèæåíå ñóìàðíå çíà÷åííÿ
∑
k∈U

y0
k ó âèðàçi (10.1) ¹ âiäîìîþ

âåëè÷èíîþ, àëå ñóìà ðiçíèöü
∑
k∈U

Dk ¹ íåâiäîìîþ, òîìó ïðèðî-

äíî çàìiíèòè ó ôîðìóëi (10.1) ñóìó ðiçíèöü âiäïîâiäíîþ ñóìîþ
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π-îöiíîê ðiçíèöü:

t̂yD =
∑
k∈U

y0
k +

∑
k∈s

Dk

πk
. (10.2)

Òàêèé ìåòîä íàçèâà¹òüñÿ îöiíþâàííÿ çà ðiçíèöåþ (àíãë.
difference estimator). Îöiíêà t̂yD ¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ñóìàð-
íîãî çíà÷åííÿ Ty =

∑
k∈U

yk. �¨ äèñïåðñiÿ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D(t̂yD) =
∑
k∈U

∑
l∈U

∆kl
Dk

πk

Dl

πl
. (10.3)

Íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ (10.3) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D̂(t̂yD) =
∑
k∈s

∑
l∈s

∆kl

πkl

Dk

πk

Dl

πl
, (10.4)

äå ∆kl = (πkl − πkπl), k, l ∈ U : k 6= l, òà ∆kk = πk(1− πk).
ßêùî y0

k = xk, òî Dk = yk − xk. Òîäi ó âèïàäêó ÏÂÂáÏ ç
ðîçìiðîì âèáiðêè n = fN îöiíêà çà ðiçíèöåþ íàáóäå âèãëÿäó

t̂yD =
∑
k∈U

xk +
∑
k∈s

yk − xk
n/N

= Tx + (t̂yπ − t̂xπ)

ç äèñïåðñi¹þ

D(t̂yD) = N2 1− f

n

(
S2
y + S2

x − 2Sxy

)
, (10.5)

ÿêó ìîæíà îöiíèòè ÿê

D̂(t̂yD) = N2 1− f

n

(
Ŝ2
y + Ŝ2

x − 2Ŝxy

)
.

Óçàãàëüíåíà ðåãðåñiéíà îöiíêà (GREG) áàçó¹òüñÿ íà ïiäõîäi, ïî-
äiáíîìó äî îöiíêè çà ðiçíèöåþ

t̂yGREG =
∑
k∈U

y0
k +

∑
k∈s

Dk

πk
= t̂yπ +

J∑
j=1

Bj(Txj − t̂xjπ), (10.6)
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àëå çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ â íié B1, . . . , BJ ¹ íåâiäîìèìè. Çàìiñòü
íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ ïiäñòàâëÿþòü ¨õ îöiíêè B̂1, . . . , B̂J äëÿ çíà-
õîäæåííÿ ÿêèõ âèêîðèñòîâóþòü ìîäåëi ðåãðåñiéíîãî àíàëiçó.
Îöiíþâàííÿ çà âiäíîøåííÿì. Íåõàé ó íàñ ¹ iíôîðìàöiÿ ïðî îäíó
äîïîìiæíó çìiííó x, ÿêà íàáóâà¹ òiëüêè äîäàòíèõ çíà÷åíü.

Ìîäåëü ðåãðåñi¨ M1, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà ïðèïóùåííi, ùî âiäíî-
øåííÿ yk/xk ¹ ïðèáëèçíî êîíñòàíòîþ, íàçèâà¹òüñÿ ìîäåëëþ âiä-

íîøåííÿ. Ó öié ìîäåëi ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî{
EM1(yk) = βxk,

DM1(yk) = σ2xk,
(10.7)

äå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ β òà σ2 íåâiäîìi.
Ðåãðåñiéíà îöiíêà, ó ÿêié íàáëèæåíi çíà÷åííÿ çíàõîäÿòüñÿ

âèõîäÿ÷è iç ìîäåëi (10.7), íàçèâà¹òüñÿ îöiíêîþ çà âiäíîøåííÿì

(àíãë. ratio estimator).
Îöiíêà çà âiäíîøåííÿì äëÿ Ty ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

t̂yR =

(∑
k∈U

xk

) ∑
k∈s

yk/πk∑
k∈s

xk/πk
= Tx

t̂yπ

t̂xπ
= Tx B̂. (10.8)

Öÿ îöiíêà ¹ ïðèáëèçíî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà Ty, à
íàáëèæåíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè t̂yR çíàõîäèòüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ ìåòîäó ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà çà ôîðìóëîþ

D̃(t̂yR) =
∑
k∈U

∑
l∈U

(πkl − πkπl)
(yk −Bxk)(yl −Bxl)

πkπl
, (10.9)

äå

B =

∑
k∈U

yk∑
k∈U

xk
=

Ty

Tx
.

Îöiíêà öi¹¨ äèñïåðñi¨

D̂(t̂yR) =
∑
k∈s

∑
l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

(
gks(yk − B̂xk)

πk

)(
gls(yl − B̂xl)

πl

)
=

(10.10)
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äå äëÿ âñiõ k ∈ s

gks =

∑
k∈U

xk∑
k∈s

xk/πk
=

Tx

t̂xπ
. (10.11)

Îöiíþâàííÿ çà ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ.
Ìîäåëü ðåãðåñi¨ M2, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà ïðèïóùåííi, ùî çàëå-

æíiñòü ìiæ yk òà îäíi¹þ äîïîìiæíîþ çìiííîþ xk ¹ ëiíiéíîþ âèäó
yk ≈ β1 + β2xk, íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ ðåãðåñiéíîþ ìîäåëëþ. Òîá-
òî, â äàíîìó âèïàäêó ðåãðåñiéíà ïðÿìà íå îáîâ'ÿçêîâî ïðîõîäèòü
÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Ìîäåëü ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ ìà¹ âèãëÿä:{

EM2(yk) = β1 + β2xk,

DM2(yk) = σ2, ∀k, (10.12)

äå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ β1, β2 òà σ2 íåâiäîìi.
Óçàãàëüíåíà ðåãðåñiéíà îöiíêà (GREG), ÿêà  ðóíòó¹òüñÿ íà

ëiíiéíié ìîäåëi (10.12), íàçèâà¹òüñÿ îöiíêîþ çà ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ

(àíãë. linear regression estimator).
Êîåôiöi¹íòè öi¹¨ ìîäåëi ìîæíà îöiíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

B̂1 =

∑
k∈s

1
πk

(xk − t̂xπ
N̂

)(yk − t̂yπ

N̂
)∑

k∈s
1
πk

(xk − t̂xπ
N̂

)2
; (10.13)

B̂0 = ŷπ − B̂1x̂π, äå N̂ =
∑
k∈s

1

πk
. (10.14)

Îöiíêà çà ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ äëÿ ñóìàðíîãî Ty ìà¹ âèãëÿä:

t̂yLR =
∑
k∈U

ŷk +
∑
k∈s

yk − ŷk
πk

=

=
∑
k∈U

(B̂0 + B̂1xk) +
∑
k∈s

yk − B̂0 − B̂1xk
πk

=

= t̂yπ + B̂0(N − N̂) + B̂1(Tx − t̂xπ).
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ßêùî äëÿ âèáiðêîâîãî äèçàéíó p(s): N̂ = N (ÿê íàïðèêëàä, äëÿ
ÏÂÂáÏ), òîäi

B̂1 =

∑
k∈s

1
πk

(xk − x̂π)(yk − ŷπ)∑
k∈s

1
πk

(xk − x̂π)2
=

Ŝxy

Ŝ2
x

.

Öÿ îöiíêà òàêîæ ¹ ïðèáëèçíî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà
Ty ïðè âåëèêèõ N òà n.

Íàáëèæåíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè t̂yLR ìîæíà îòðèìàòè
ìåòîäîì ëiàíåðèçàöi¨ Òåéëîðà. Ôîðìóëà ìà¹ âèãëÿä:

D̃(t̂yLR) =
∑
k∈U

∑
l∈U

(πkl − πkπl)
(yk −B0 −B1xk)(yl −B0 −B1xl)

πkπl
,

(10.15)
äå

B1 =

∑
k∈U (xk −X)(yk − Y )∑

k∈U (xk −X)2
=

Sxy

S2
x

,

B0 = Y −B1X.

Îöiíêà äèñïåðñi¨ îöiíêè t̂yLR

D̂(t̂yLR) =
∑
k∈s

∑
l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

· (yk − B̂0 − B̂1xk)

πk
· (yl − B̂0 − B̂1xl)

πl
.

(10.16)
Çîêðåìà, ïðè ÏÂÂáÏ îöiíêà çà ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ áóäå ìàòè

âèãëÿä t̂yLR = Ny +
Ŝxy

Ŝ2
x

(X − x), à ¨¨ äèñïåðñiÿ áóäå îöiíþâàòèñÿ

çà ôîðìóëîþ:

D̂ÏÂÂáÏ(t̂yLR) = N2(1− n

N
)
Ŝ2
e

n
,

äå Ŝ2
e � öå âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ çàëèøêiâ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ ek =

yk − B̂0 − B̂1xk.
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10.2. Çàäà÷i

Çàäà÷à 10.1. Äëÿ âèïàäêó ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïî-
âåðíåííÿ âèâåñòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ îöiíêè çà âiäíîøåí-
íÿì ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàëü-
íî¨ ñóêóïíîñòi, à òàêîæ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ íàáëèæåíîãî
çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ òà îöiíêè äèñïåðñi¨ îòðèìàíî¨ îöiíêè çà âiäíî-
øåííÿì.

Çàäà÷à 10.2. Iç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîçìiðó N = 200 âèáið-
êîâèõ îäèíèöü çà äîïîìîãîþ ÏÂÂáÏ îòðèìàíî âèáiðêó ðîçìiðó
n = 40, çà ÿêîþ îá÷èñëåíî òàêi âåëè÷èíè äëÿ äîñëiäæóâàíî¨ çìií-
íî¨ y òà äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ x:∑

k∈s
yk = 24874;

∑
k∈s

y2
k = 19136668;

∑
k∈s

xk = 473;
∑
k∈s

x2
k = 6539;

∑
k∈s

xkyk = 348071.

Êðiì òîãî, âiäîìî, ùî Tx = 2603. Îöiíèòè ñóìàðíå çíà÷åííÿ õà-
ðàêòåðèñòèêè y çà âiäíîøåííÿì äèñïåðñiþ öi¹¨ îöiíêè.

Çàäà÷à 10.3. Ïðèïóñòèìî, ùî â ìiñòi Ñòàòèñëàâ ïîòðiáíî îöiíèòè
ñóìàðíó êiëüêiñòü îñiá âiêîì 60+. Äëÿ öüîãî ñåðåä 1024 äîìîãîñïî-
äàðñòâ (äã) áóëî âèáðàíî ÏÂÂáÏ òà îáñòåæåíî 20 äã. Ðåçóëüòàòè
îáñòåæåííÿ íàñòóïíi: ëèøå â 3 äã ïðîæèâàëè îñîáè âiêîì 60+,
ïðè ÷îìó ó 2-õ äã ïðîæèâàëî ïî äâî¹ òàêèõ îñiá, à ó îäíîìó äã
ïðîæèâàëà îäíà îñîáà âiêîì 60+. Âñi iíøi äã íå ìàëè â ñâî¹ìó
ñêëàäi îñiá âiêîì 60+.

Îöiíèòè øóêàíó êiëüêiñòü òà äèñïåðñiþ öi¹¨ îöiíêè:
1) âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó Ãîðâiöà-Òîìïñîíà;
2) âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó çà ðiçíèöåþ;
3) âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó çà âiäíîøåííÿì;
4)âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó çà ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ;

ÿêùî âiäîìî iç çîâíiøíiõ äæåðåë, ùî âñüîãî â Ñòàòèñëàâi äîìî-
ãîñïîäàðñòâ, ùî ìàþòü îñiá âiêîì 60+ ¹ 300. Ïîðiâíÿòè îòðèìàíi
ðåçóëüòàòè. ßêèé ìåòîä îöiíþâàííÿ âèÿâèâñÿ íàéáiëüø òî÷íèì?
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Çàäà÷à 10.4. Âëàäà ìiñòà T âèðiøèëà ôiíàíñîâî äîïîìàãàòè
ñiì'ÿì, ùî ìàþòü äiòåé âiêîì äî 1 ðîêó. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñóìàðíîãî
ðîçìiðó âèòðàò íà öþ äîïîìîãó ïðîâåëè âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ â
ÿêîìó äîñëiäèëè äîõîäèòè ñiìåé iç ìàëîëiòíiìè äiòüìè â ðîçðàõóí-
êó íà îäíó îñîáó. Ç íüîãî ñòàëî âiäîìî, ùî ñåðåä 100 îáñòåæåíèõ
ÏÂÂáÏ äîìîãîñïîäàðñòâ ó âèáiðêó ïîòðàïèëè ëèøå 3 äîìîãîñïî-
äàðñòâà iç ìàëîëiòíiìè äiòüìè, ùî ìàþòü òàêi ùîìiñÿ÷íi äîõîäè
íà îñîáó: 2, 5, òà 3 òèñ. ãðí.

Âiäîìî, iç àäìiíiñòðàòèâíèõ äæåðåë, ùî â öüîìó ìiñòi ¹ 10000
äîìîãîñïîäàðñòâ, 108 iç ÿêèõ ìàþòü ìàëîëiòíiõ äiòåé. Ïðè öüîìó
ñiìåé, ó ÿêèõ ¹ äâî¹ äiòåé âiêîì äî 1 ðîêó íåìà¹.

Äîïëàòè äëÿ òàêèõ ñiìåé áóäóòü ðîçðàõîâóâàòèñü íàñòóïíèì
÷èíîì: ÿêùî äîõiä íà îäíó îñîáó íå ïåðåâèùó¹ 2500 ãðí, òîäi
äîïëàòà áóäå ñòàíîâèòè ðiçíèöþ ìiæ öi¹þ ñóìîþ òà äîõîäîì íà
îäíó îñîáó äëÿ öüîãî äîìîãîñïîäàðñòâà. ßêùî äîõiä ¹ âèùèì çà
öþ ñóìó, òîäi äîïëàòó ðîáèòè íå áóäóòü.

Îöiíèòè çàãàëüíó ñóìó äîïëàò äëÿ ñiìåé iç äiòüìè â öüîìó
ìiñòi òà îöiíèòè äèñïåðñiþ äëÿ öi¹¨ âåëè÷èíè âèêîðèñòîâóþ÷è:

1. îöiíêó Ãîðâiöà-Òîìïñîíà;

2. îöiíêó çà ðiçíèöåþ. Â ÿêîñòi äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ ìîæíà âçÿ-
òè çìiííó xk = 200 ãðí, ÿêùî äã ìà¹ ìàëîëiòíiõ äiòåé, òà
xk = 0 � ÿêùî íåìà¹;

3. îöiíêó çà âiäíîøåííÿì. Â ÿêîñòi äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ ìîæíà
âçÿòè çìiííó xk = 1, ÿêùî äã ìà¹ ìàëîëiòíiõ äiòåé, òà xk = 0

� ÿêùî íåìà¹. ßêîþ áóäå â öüîìó âèïàäêó îöiíêà êîåôiöi¹íòà
âiäíîøåííÿ B̂?

4. îöiíêó çà ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ. Â ÿêîñòi äîïîìiæíî¨ çìiííî¨
âèêîðèñòàéòå çìiííó iç ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó.

ßêà iç öèõ îöiíîê êðàùà i â ÿêîìó ðîçóìiííi? Ïîáóäóâàòè 95%
äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ îòðèìàíèõ îöiíîê.
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Çàäà÷à 10.5. Äâà ëiêàðÿ-äàíòèñòà ïðîâîäÿòü îáñòåæåííÿ ñòàíó
çóáiâ ó 200 äiòåé â îäíîìó íàñåëåíîìó ïóíêòi. Ïåðøèé äàíòèñò âè-
áðàâ ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì áåç ïîâåðíåííÿ 20 äiòåé iç 200
òà çiáðàâ äàíi ïðî êiëüêiñòü çóáiâ iç êàði¹ñîì äëÿ êîæíî¨ äèòèíè
iç âèáiðêè. Îòðèìàíi äàíi íàâåäåíi â òàáëèöi.

Êiëüêiñòü çóáiâ iç êàði¹ñîì 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Êiëüêiñòü äiòåé 8 4 2 2 1 2 0 0 1

Iíøèé äàíòèñò îáñòåæèâ âñiõ 200 äiòåé, àëå éîãî öiêàâèëà ëèøå
êiëüêiñòü äiòåé, ùî âçàãàëi íå ìàþòü êàði¹ñà. Òàêèõ âèÿâèëîñü 50.

1. Îöiíèòè ñåðåäíþ êiëüêiñòü çóáiâ óðàæåíèõ êàði¹ñîì íà îäíó
äèòèíó âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå iíôîðìàöiþ, ùî çiáðàâ ïåð-
øèé äàíòèñò. Îöiíiòü äèñïåðñiþ öi¹¨ îöiíêè òà ïîáóäóéòå 95%
äîâið÷èé iíòåðâàë.

2. Îöiíèòè ñåðåäíþ êiëüêiñòü çóáiâ óðàæåíèõ êàði¹ñîì íà îäíó
äèòèíó âèêîðèñòàâøè òàêîæ iíôîðìàöiþ, ùî çiáðàâ äðóãèé
äàíòèñò. Îöiíiòü äèñïåðñiþ öi¹¨ îöiíêè. ßêèì ¹ åôåêò âiä
âèêîðèñòàííÿ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨?

3. Ïîìiðêóéòå, ÷è îòðèìàíèé åôåêò âiä âèêîðèñòàííÿ äîäàòêî-
âî¨ iíôîðìàöi¨ âàðòèé çàëó÷åííÿ ùå îäíîãî äàíòèñòà äî çáî-
ðó iíôîðìàöi¨?
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Ðîçäië 11

Ëàáîðàòîðíi ðîáîòè

11.1. Ëàáîðàòîðíi ðîáîòè íà îñíîâi ãiïîòåòè÷íî¨ ïî-

ïóëÿöi¨ ëþäåé, ùî ïðîæèâàþòü â îáëàñòi Ñòå-

ôåíñ

Îïèñ

Ãiïîòåòè÷íà îáëàñòü Ñòåôåíñ áóëà ðîçðîáëåíà Ò. ×àíãîì òà
Ø.Ëîð äëÿ íàâ÷àëüíèõ öiëåé. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî öÿ ãiïîòåòè÷íà
îáëàñòü Ñòåôåíñ, ùî ðîçòàøîâàíà â ÑØÀ. Äàíi äëÿ îáñòåæåíü
îòðèìóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïðîãðàìè SURVEY. Ìàòåðiàëè òà çî-
áðàæåííÿ áóëî âçÿòî iç êíèãè Ø.Ëîð [18].

Îáëàñòü Ñòåôåíñ ïîäiëåíà íà 75 ðàéîíiâ (districts), íóìåðà-
öiÿ áóäèíêiâ â êîæíîìó ç ðàéîíiâ ïî÷èòà¹òüñÿ ç 1. Ìàïà ðàéîíiâ
îáëàñòi Ñòåôåíñ çîáðàæåíà íà Ðèñ. 11.1..

Îáëàñòü Ñòåôåíñ ìà¹ íàñåëåííÿ áëèçüêî 103 òèñ. ÷îëîâiê. Âî-
íà ìà¹ 2 îñíîâíèõ âåëèêèõ ìiñòà: Ëîêõàðä (ðàéîíè 51-75) ç íàñå-
ëåííÿì 57 500 ÷îë. òà Iâåñòâiëü (ðàéîíè 47-50) ç íàñåëåííÿì 11 700
÷îë. Îáèäà ìiñòà ¹ òðàíñïîðòíèìè òà êîìåðöiéíèìè öåíòðàìè, ìà-
þòü âèðîáíèöòâî. Òàêîæ îáëàñòü ìiñòèòü 3 ìåíøi íàñåëåíi ïóí-
êòè: ìiñòå÷êà Âiëåãàñ (ðàéîí 44), Âåëäîí (ðàéîí 45) òà Ðîóòëåäæ
(ðàéîí 46), ç íàñåëåííÿì âiä 1 000 äî 2 000 ÷îë. Íàñåëåííÿ öèõ
ìiñò òà ìiñòå÷îê ââàæà¹òüñÿ ìiñüêèì íàñåëåííÿì. Íàñåëåííÿ, ùî
ïðîæèâà¹ ïîçà öèìè ìiñòàìè (ðàéîíè 1-43) � ñiëüñüêèì íàñåëåí-
íÿì. Áiëüø äîêëàäíà iíôîðìàöiÿ ïðî êiëüêiñíèé ñêëàä ðàéîíiâ �
íà Ðèñ. 11.1..

Êàáåëüíà êîìïàíiÿ SCCC ïëàíó¹ âèõîäèòè íà ðèíîê îáëàñòi
Ñòåôåíñ i ïåðåä ïî÷àòêîì êàìïàíi¨ ïðîâîäèòü äîñëiäæåííÿ, ùî
íàïðàâëåíå íà âèçíà÷åííÿ öiíîâî¨ ïîëiòèêè òà ïðîãðàìíîãî íà-
ïîâíåííÿ ñâî¨õ ïîñëóã. Äëÿ öüîãî âîíà ïðîâîäèòü âèáiðêîâå îá-
ñòåæåííÿ äîìîãîñïîäàðñòâ.

Â îáñòåæåííi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ Àíêåòà ç íàñòóïíèìè âìiñòîì:
Âiòà¹ìî Âàñ! Ìè ïðîâîäèìî îáñòåæåííÿ äëÿ êàáåëüíî¨ êîì-

ïàíi¨ SCCC. Âiäïîâiâøè íà íàøi ïèòàííÿ Âè äîïîìîæåòå íàì

çðîáèòè íàø ñåðâiñ ÿêîìîãà êîðèñíèì äëÿ âàñ. Äÿêó¹ìî çà ñïiâ-
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Ðèñ. 11.1: Ìàïà ðàéîíiâ îáëàñòi Ñòåôåíñ

ïðàöþ!

1. Ñêiëüêè îñiá âiêîì 12 ðîêiâ i áiëüøå ïðîæèâàþòü çà âàøîþ

àäðåñîþ? (Áóäü-ëàñêà, âêëþ÷àéòå ëèøå îñiá, ÿêi âè ìîæå-

òå ââàæàòè ÷ëåíàìè ñâî¹¨ ðîäèíè. Íå âêëþ÷àéòå îñiá, ùî

âèíàéìàþòü ó âàñ êiìíàòó àáî ¹ ãîñòÿìè.)

2. Ñêiëüêè îñiá âiêîì 11 ðîêiâ i ìåíøå ïðîæèâàþòü çà âàøîþ

àäðåñîþ?

3. Ñêiëüêè òåëåâiçîðiâ ¹ â âàøîìó ïîìåøêàííi?
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Ðèñ. 11.2: Iíôîðìàöiÿ ïðî êiëüêiñíèé ñêëàä ðàéîíiâ: (1) íîìåð ðà-
éîíó; (2) êiëüêiñòü áóäèíêiâ â ðàéîíi; (3) àêóìóëüîâàíi êiëüêîñòi
áóäèíêiâ; (4) êiëüêiñòü ëþäåé, ùî ïðîæèâàþòü â ðàéîíi; (5) ñåðå-
äíÿ âàðòiñòü áóäèíêó â ðàéîíi.

4. ßêùî ïîñëóãè êàáåëüíîãî òåëåáà÷åííÿ áóäóòü êîøòóâàòè

5$ â ìiñÿöü, ÷è âè á ñêîðèñòàëèñü éîãî ïîñëóãàìè? À ÿêùî

10$, 15$, 20$...? (Iíòåðâ'þ¹ð ôiêñó¹ íàéâèùó öiíó, ùî ïîãî-

äæóþòüñÿ çàïëàòèòè íà ïîñëóãè ÊÒÁ).

5. Ñêiëüêè ãîäèí Âè îñîáèñòî ïðîâåëè áiëÿ òåëåâiçîðà âïðî-

äîâæ îñòàííüîãî òèæíÿ? Âàø ÷îëîâiê(äðóæèíà)? Äiòè?

Iíøi îñîáè, ùî ïðîæèâàþòü ç Âàìè? (Iíòåðâ'þ¹ð çàïèñó¹

çàãàëüíó ñóìó âñiõ ãîäèí. ßêùî ¹ ïðèñóòíi âäîìà iíøi ÷ëå-

íè ðîäèíè, ïèòàííÿ ¨ì ñòàâèòüñÿ îêðåìî).

6. Ñêiëüêè ãîäèí âè äèâèëèñü íîâèíè òà(÷è) iíøi ïóáëiöèñòè-

÷íi ïðîãðàìè?
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7. Ñêiëüêè ãîäèí âè äèâèëèñü ñïîðòèâíi ïðîãðàìè?

8. Ñêiëüêè ãîäèí âè äèâèëèñü äèòÿ÷i ïðîãðàìè?

9. Ñêiëüêè ãîäèí âè äèâèëèñü õóäîæíi ôiëüìè?

Äîäàòêîâî, êàáåëüíà êîìïàíiÿ îòðèìàëà iíôîðìàöiþ iç ðå¹-
ñòðó áóäèíêiâ ïðî îöiíî÷íó âàðòiñòü âñiõ æèòëîâèõ áóäèíêiâ â
îáëàñòi Ñòåôåíñ. Öÿ iíôîðìàöiÿ âiäîìà ïðî âñi áóäèíêè i íå çà-
ïèòó¹òüñÿ ïiä ÷àñ iíòåðâ'þ.

Âèòðàòè íà ïðîâåäåííÿ îáñòåæåííÿ:

• 60$ âèòðà÷àþòüñÿ íà òðàíñïîðòíi âèòðàòè äëÿ ïî¨çäîê â ðà-
éîíè ñiëüñüêî¨ ìiñöåâîñòi (1-46)

• 20$ âèòðà÷àþòüñÿ íà òðàíñïîðòíi âèòðàòè äëÿ ïî¨çäîê â ðà-
éîíè ìiñüêî¨ ìiñöåâîñòi (47-50)

• 6$ âèòðà÷àþòüñÿ íà âiäâiäóâàííÿ òà îïèòóâàííÿ äîìîãîñïî-
äàðñòâ â ðàéîíàõ ñiëüñüêî¨ ìiñöåâîñòi (1-46, â íåçàëåæíîñòi
âiä òîãî, áóâ õòîñü îïèòàíèé ÷è íi)

• 3$ âèòðà÷àþòüñÿ íà âiäâiäóâàííÿ òà îïèòóâàííÿ äîìîãîñïî-
äàðñòâ â ìiñüêèõ ðàéîíàõ ìiñöåâîñòi (âêëþ÷àþ÷è ì. Ëî-
êõàðä, â íåçàëåæíîñòi âiä òîãî, áóâ õòîñü îïèòàíèé ÷è íi)

• 10$ âèòðà÷àþòüñÿ íà îïðàöþâàííÿ êîæíîãî îòðèìàíîãî ií-
òåðâ'þ.

Íàïðèêëàä, ÿêùî â âèáiðêó ïîòðàïèëè àäðåñè: 3�47 (3 ðàéîí,
47), 3�25, 5�16, 51�25, 51�36, òî âàðòiñòü òàêîãî îáñòåæåííÿ áóäå
îáðàõîâóâàòèñü òàê: 2*60+1*20+3*6+2*3+5*10=214 $.
Ëàáîðàòîðíà ðîáîòà � 1. ÏÂÂáÏ

1. Ïðîâåñòè ïðîáíå îáñòåæåííÿ 20 äîìîãîñïîäàðñòâ â îáëàñòi
Ñòåôåíñ çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïî-
âåðíåííÿ. Îöiíèòè:

(à) çàãàëüíó êiëüêiñòü òåëåâiçîðiâ â îáëàñòi Ñòåôåíñ;
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(á) ñåðåäíþ öiíó, ÿêó ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà ïîñëóãè
êàáåëüíîãî òåëåáà÷åííÿ;

(â) äèñïåðñi¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (S2) ïî õàðàêòåðèñòè-
öi y � ¾êiëüêiñòü òåëåâiçîðiâ¿ òà ïî õàðàêòåðèñòèöi z �
¾öiíà çà ïîñëóãè êàáåëüíîãî ÒÁ¿.

2. Ïiäðàõóâàòè íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè, âèêîðèñòîâóþ÷è ií-
ôîðìàöiþ ç ïðîáíîãî îáñòåæåííÿ, äëÿ ïðîâåäåííÿ ïîâíîöií-
íîãî îáñòåæåííÿ, ÿêùî ïîòðiáíî îöiíèòè îäíî÷àñíî òà ç 95%
âiðîãiäíiñòþ: à) çàãàëüíó êiëüêiñòü òåëåâiçîðiâ â îáëàñòi Ñòå-
ôåíñ ç àáñîëþòíîþ òî÷íiñòþ = 2000; á) ñåðåäíþ öiíó, ÿêó
ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà ïîñëóãè êàáåëüíîãî òåëåáà÷åííÿ
ç âiäíîñíîþ òî÷íiñòþ ẽ = 2%. ×è äîñòàòíüî áóäå äëÿ îòðè-
ìàííÿ áàæàíèõ òî÷íîñòåé âèáiðêè ðîçìiðó 200?

3. Ïðîâåñòè îáñòåæåííÿ 200 äîìîãîñïîäàðñòâ òà ïîáóäóâàòè
95% äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ: à) çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi òåëåâiçîðiâ
â îáëàñòi Ñòåôåíñ; á) ñåðåäíüî¨ öiíè, ÿêó ïîãîäæóþòüñÿ ïëà-
òèòè çà ïîñëóãè êàáåëüíîãî òåëåáà÷åííÿ; â) ÷àñòêè äîìîãî-
ñïîäàðñòâ, ÿêi ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà êàáåëüíå ÒÁ õî÷à
á 10 $. ßêîãî òèïó ïåðåäà÷i íàéáiëüø ïîïóëÿðíi â îáëàñòi
Ñòåôåíñ?

4. Ïî äàíèì ç âèáiðêè ïîáóäóâàòè 95% äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ
ñåðåäíüî¨ âàðòîñòi áóäèíêiâ â îáëàñòi Ñòåôåíñ. ×è ìiñòèòü
îòðèìàíèé iíòåðâàë ðåàëüíå çíà÷åííÿ 68 045 $? Íà âàøó
äóìêó, ÷è îòðèìàíà âèáiðêà ¹ ðåïðåçåíòàòèâíîþ? ×îìó?

Ëàáîðàòîðíà ðîáîòà � 2 Ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið

1. Äëÿ îáñòåæåííÿ æèòåëiâ îáëàñòi Ñòåôåíñ çàñòîñóâàòè ñè-
ñòåìàòè÷íèé âiäáið ç ðîçìiðîì âèáiðêè n = 200. ßêèì áóäå
âèáiðêîâèé iíòåðâàë a â öüîìó âèïàäêó? Îöiíèòè:

(à) çàãàëüíó êiëüêiñòü òåëåâiçîðiâ â îáëàñòi Ñòåôåíñ;

(á) ñåðåäíþ öiíó, ÿêó ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà ïîñëóãè
êàáåëüíîãî òåëåáà÷åííÿ;
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(â) ÷àñòêó äîìîãîñïîäàðñòâ, ÿêi ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà
êàáåëüíå ÒÁ õî÷à á 10 $.

Îöiíèòè âiäïîâiäíi äèñïåðñi¨ çà äîïîìîãîþ çìiùåíèõ îöiíîê
D̂. Îáãðóíòóâàòè äîöiëüíiñòü òà ðèçèêè ¨õ âèêîðèñòàííÿ.

2. Çàñòîñóâàòè äëÿ îáñòåæåííÿ ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið ç 2-ìà âè-
ïàäêîâèìè ñòàðòàìè (m = 2) òà âèáiðêîâèì iíòåðâàëîì ma,
òàê ùîá ðîçìið çàãàëüíî¨ âèáiðêè ñïiâïàäàâ ç ðîçìiðîì âè-
áiðêè ç ï.1. Îöiíèòè:

(à) çàãàëüíó êiëüêiñòü òåëåâiçîðiâ â îáëàñòi Ñòåôåíñ;

(á) ñåðåäíþ öiíó, ÿêó ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà ïîñëóãè
êàáåëüíîãî òåëåáà÷åííÿ;

(â) ÷àñòêó äîìîãîñïîäàðñòâ, ÿêi ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà
êàáåëüíå ÒÁ õî÷à á 10 $

òà âiäïîâiäíi äèñïåðñi¨. Ïîðiâíÿòè ç ðåçóëüòàòàìè ç ï.1. òà
ëàáîðàòîðíî¨ ðîáîòè 1 (ï.3). Ïðîàíàëiçóâàòè.

Ëàáîðàòîðíà ðîáîòà �3. Âiäáið iç ïîâåðíåííÿì

1. Ïðîâåñòè îáñòåæåííÿ äîìîãîñïîäàðñòâ â îáëàñòi Ñòåôåíñ çà
äîïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó ç ïîâåðíåííÿì ç
ðîçìiðîì âèáiðêè 200. Îöiíèòè:

(à) çàãàëüíó êiëüêiñòü òåëåâiçîðiâ â îáëàñòi Ñòåôåíñ;

(á) ñåðåäíþ öiíó, ÿêó ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà ïîñëóãè
êàáåëüíîãî òåëåáà÷åííÿ;

(â) âiäñîòîê òèõ äîìîãîñïîäàðñòâ, ùî ìàþòü äiòåé.

Âêàçàòè äëÿ îòðèìàíèõ îöiíîê äîâið÷i iíòåðâàëè.

2. Ïðîâåñòè îáñòåæåííÿ äîìîãîñïîäàðñòâ â îáëàñòi Ñòåôåíñ çà
äîïîìîãîþ âiäáîðó ç ïîâåðíåííÿì ç éìîâiðíîñòÿìè ïðîïîð-
öiéíèìè äî âàðòîñòi áóäèíêó äîìîãîñïîäàðñòâà ç ðîçìiðîì
âèáiðêè 200. Îöiíèòè â öüîìó âèïàäêó:
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(à) çàãàëüíó êiëüêiñòü òåëåâiçîðiâ â îáëàñòi Ñòåôåíñ çà äî-
ïîìîãîþ îöiíêè Õàíñåíà-Ãóðâiöà;

(á) çàãàëüíó êiëüêiñòü òåëåâiçîðiâ â îáëàñòi Ñòåôåíñ çà äî-
ïîìîãîþ îöiíêè Ãîðâiöà-Òîìïñîíà.

ßêà ç öèõ îöiíîê êðàùà? Àðãóìåíòóéòå âiäïîâiäü.

Ëàáîðàòîðíà ðîáîòà �4. Ñòðàòèôiêîâàíèé âiäáið

1. Ïðîâåñòè îáñòåæåííÿ ÏÂÂáÏ ç ìåòîþ âèçíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨
öiíè, ÿêó ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà ïîñëóãè êàáåëüíîãî òå-
ëåáà÷åííÿ â îáëàñòi Ñòåôåíñ ç ðîçìiðîì âèáiðêè n=200. Îöi-
íèòè äèñïåðñiþ öi¹¨ îöiíêè. ßêà âàðòiñòü ïðîâåäåííÿ òàêî-
ãî îáñòåæåííÿ? (Òóò ìîæíà ïðîñòî âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàòè,
îòðèìàíi â Ëàáîðàòîðíié ðîáîòi �1).

2. Íàñåëåííÿ îáëàñòi Ñòåôåíñ ìîæíà ïîäiëèòè íà ñòðàòè äâîìà
ñïîñîáàìè:

1) Ñiëüñüêå íàñåëåííÿ (ðàéîíè 1�46) òà ìiñüêå íàñåëåííÿ
(ðàéîíè 47�75);

2) Ñiëüñüêå íàñåëåííÿ (ðàéîíè 1�43), ìiñüêå íàñåëåííÿ
êðiì ìiñòà Ëîêõàðä (ðàéîíè 44�50) òà ìiñòî Ëîêõàðä
(ðàéîíè 51�75).

3. ßêèì áóäå ïðîïîðöiéíå ðîçìiùåííÿ ïðè ïðîñòîìó ñòðàòèôi-
êîâàíîìó âiäáîði äëÿ âèáiðêè ðîçìiðó 200 äëÿ öèõ äâîõ âè-
ïàäêiâ? Îöiíèòè ñåðåäíþ öiíó, ÿêó ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà
ïîñëóãè êàáåëüíîãî òåëåáà÷åííÿ â îáëàñòi. Îöiíèòè äèñïåð-
ñiþ öi¹¨ îöiíêè. Ïîðiâíÿòè ç ï.1). ßêà âàðòiñòü ïðîâåäåííÿ
òàêèõ îáñòåæåíü?

4. Âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ âèáiðêîâî¨ äèñïåðñi¨ ç ï.2) òà,
ïðèïóñêàþ÷è, ùî âàðòiñòü îáñòåæåííÿ â óñiõ ñòðàòàõ îäíàêî-
âà, çíàéòè ðîçìiùåííÿ Íåéìàíà äëÿ ñòðàòèôiêîâàíî¨ âèáið-
êè ðîçìiðó 200 äëÿ öèõ äâîõ ñïîñîáiâ ñòðàòèôiêàöi¨. Îöiíèòè
ñåðåäíþ öiíó, ÿêó ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà ïîñëóãè êàáåëü-
íîãî òåëåáà÷åííÿ â îáëàñòi Ñòåôåíñ. Îöiíèòè äèñïåðñiþ öi¹¨
îöiíêè äëÿ îáîõ âèäiâ ñòðàòèôiêàöi¨. Ïîðiâíÿòè ç ï.1) òà 2).

80



5. Ââàæàþ÷è, ùî äëÿ ðàéîíiâ 1�46 âàðòiñòü îáñòåæåííÿ 1 äî-
ìîãîñïîäàðñòâà ñêëàäà¹ 76$, à äëÿ ðàéîíiâ 47�75 âàðòiñòü
îáñòåæåííÿ 1 äîìîãîñïîäàðñòâà ñêëàäà¹ 33$ ïiäðàõóâàòè
îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ ïðè ôiêñîâàíèõ âèòðàòàõ Ñ=10 000$
äëÿ ïåðøîãî ñïîñîáó ñòðàòèôiêàöi¨ âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷å-
ííÿ âèáiðêîâî¨ äèñïåðñi¨ ç ï.2). Îöiíèòè ñåðåäíþ öiíó, ÿêó
ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà ïîñëóãè êàáåëüíîãî òåëåáà÷åííÿ
â îáëàñòi. ßêîþ áóäå ìiíiìàëüíà äèñïåðñiÿ öi¹¨ îöiíêè? Ïî-
ðiâíÿòè ç ï.1) 2) òà 3).

6. Ïðîàíàëiçóâàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè. Ìîæëèâî âè ìîæåòå
çàïðîïîíóâàòè ÿêóñü àëüòåðíàòèâíèé ñïîñiá ñòðàòèôiêàöiþ?
Íàïèøiòü ñâî¨ ìiðêóâàííÿ.

Ëàáîðàòîðíà ðîáîòà � 5. Êëàñòåðíèé âiäáið

Ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè ÷è êëàñòåðíà âèáiðêà îáëàñòi Ñòåôåíñ ìî-
æå áóòè êðàùîþ (òî÷íiøîþ) çà ïðîñòó âèïàäêîâó âèáiðêó áåç ïî-
âåðíåííÿ ðîçìiðó 200 ïðè îäíàêîâié âàðòîñòi. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî
îñíîâíèì ïàðàìåòðîì, ùî öiêàâèòü êàáåëüíó êîìïàíiþ, ¹ çàãàëüíà
êiëüêiñòü òåëåâiçîðiâ â îáëàñòi Ñòåôåíñ. Äëÿ öüîãî:

1. ïîòðiáíî îöiíèòè âàðòiñòü îáñòåæåííÿ 200 äîìîãîñïîäàðñòâ
ÏÂÂáÏ âèêîðèñòàâøè ïðîãðàìó ADDGEN äëÿ îòðèìàííÿ 10
ðiçíèõ âèáiðîê ÏÂÂáÏ. Óñåðåäíèâøè âàðòiñòü îòðèìàííÿ 10
ÏÂÂáÏ âèáiðîê ìè îòðèìà¹ìî îöiíêó âàðòîñòi ïðîâåäåííÿ
òàêîãî îáñòåæåííÿ. ßêîþ áóäå öÿ ñåðåäíÿ âàðòiñòü?

2. ñïëàíóâàòè äâîñòàäiéíó êëàñòåðíó âèáiðêó òàêèì ÷èíîì,
ùîá îòðèìàòè íàéìåíøó äèñïåðñiþ äëÿ îöiíêè çàãàëüíî¨
êiëüêîñòi òåëåâiçîðiâ â îáëàñòi Ñòåôåíñ ïðè òié æå ñåðåäíié
âàðòîñòi îáñòåæåííÿ ÿê i âàðòiñòü ÏÂÂáÏ âèáiðêè ç ï. 1
(äëÿ âèçíà÷åííÿ íåîáõiäíèõ ïàðàìåòðiâ ìîæíà ñêîðèñòàòèñü
iíôîðìàöi¹þ ùîäî çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi òåëåâiçîðiâ â îáëàñòi
Ñòåôåíñ âçÿòèõ iç ïîïåðåäíiõ îáñòåæåíü (ëàáîðàòîðíèõ ðî-
áiò)). Ñêiëüêè ïîòðiáíî áóäå îáñòåæèòè äîìîãîñïîäàðñòâ â
öüîìó âèïàäêó?
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3. Ïðîâåñòè îáñòåæåííÿ äîìîãîñïîäàðñòâ âèêîðèñòîâóþ÷è
äâîñòàäiéíèé êëàñòåðíèé âiäáið iç ïàðàìåòðàìè, âèçíà÷åíè-
ìè â ï. 2. Ïîðàõóâàòè:

(à) îöiíêó çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi òåëåâiçîðiâ â îáëàñòi Ñòå-
ôåíñ;

(á) îöiíêó ñåðåäíüî¨ öiíè, ÿêó ïîãîäæóþòüñÿ ïëàòèòè çà
ïîñëóãè êàáåëüíîãî òåëåáà÷åííÿ;

(â) âêàçàòè äëÿ îòðèìàíèõ îöiíîê îöiíêè äèñïåðñi¨ òà äî-
âið÷i iíòåðâàëè. Ïîðiâíÿòè ç äèñïåðñi¹þ âiäïîâiäíèõ
îöiíîê ïðè ÏÂÂáÏ ðîçìiðó 200.

11.2. Ëàáîðàòîðíi ðîáîòè íà îñíîâi ãiïîòåòè÷íî¨ ïî-

ïóëÿöi¨ ëþäåé, ùî ïðîæèâàþòü íà Îñòðîâàõ

Îïèñ

Öþ øòó÷íó âiðòóàëüíó ïîïóëÿöiþ ëþäåé, ùî ïðîæèâàþòü
îñòðîâàõ, áóëî ðîçðîáëåíî ïðîôåñîðàìè Ìàéêëîì Áàëìåðîì òà
Êiìáåðëi Õàëàäií ç Óíiâåðñèòåòó Êâiíñëåíäà (Àâñòðàëiÿ) äëÿ íà-
â÷àííÿ òà âèêëàäàííÿ åêñïåðèìåíòàëüíîãî äèçàéíó, åïiäåìiîëîãi¨
òà iíøèõ ñòàòèñòè÷íèõ äîñëiäæåíü. Áiëüø äîêëàäíî ïðî öåé ðå-
ñóðñ íàïèñàíî â [12].

Îñòðiâè (The Island) ìîæíà çíàéòè çà àäðåñîþ
http://island.maths.uq.edu.au. Öåé ðåñóðñ áåçêîøòîâíèé, àëå
äëÿ ìîæëèâîñòi íèì êîðèñòóâàòèñü òðåáà îòðèìàòè ëîãií òà
ïàðîëü. Äëÿ öüîãî âèêëàäà÷ ìîæå çâåðíóòèñü çà àäðåñîþ
island@maths.uq.edu.au. Ñòóäåíòiâ çàëó÷à¹ äî öüîãî ðåñóðñó âæå
áåçïîñåðåäíüî âèêëàäà÷.

Æèòåëi îñòðîâà æèâóòü ó äâàäöÿòè ñåìè ïîñåëåííÿõ íà òðüîõ
îñòðîâàõ. Íà ãîëîâíié êàðòi âè ìîæåòå íàòèñíóòè íà ïîñåëåííÿ,
ùîá âiäâiäàòè éîãî. Êîæíå ïîñåëåííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç áàãàòüîõ áó-
äèíêiâ, à òàêîæ êiëüêîõ iíøèõ áóäiâåëü (íàïðèêëàä, øêîëè ÷è
àäìiíiñòðàöi¨). Ïðè íàòèñêàííi íà íèõ, âè ïîáà÷èòå ñiì'þ, ÿêà æè-
âå â íüîìó. Íàòèñíiòü íà îäíå ç iìåí ó ðîäèíi, ùîá äåòàëüíî îçíà-
éîìèòèñÿ ç æèòåëÿìè îñòðîâà. Êîæåí æèòåëü îñòðîâà ðîçïîâiäà¹
âàì ñâîþ iñòîðiþ, ÿêî¨ ÷àñòî äîñòàòíüî äëÿ îáñòåæåííÿ.
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Îñîáëèâiñòþ öüîãî âiðòóàëüíîãî ðåñóðñó ¹ òå, ùî îñîáè â íüî-
ìó ìàþòü äóæå íàáëèæåíó ïîâåäiíêó äî ðåàëüíî¨. Âîíè íå âiäïî-
âiäàþòü íà çàïèòàííÿ âíî÷i, êîëè ñïëÿòü. Àáî ìîæóòü âçàãàëi íå
çàõîòiòè âiäïîâiäàòè - òàêèì ÷èíîì ìè ìîæåìî îòðèìóâàòè íåâiä-
ïîâiäi. Íàñåëåííÿ îñòîâiâ äîñèòü ìiíëèâå - âîíè ïåðåñåëÿþòüñÿ â
iíøi ïîñåëåííÿ, ïîìèðàþòü, íàðîäæóþòüñÿ. Öå óñêëàäíþ¹ ðîáî-
òó iç ñïèñêîì ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ùî ïîòðiáåí ïðè ïðîâåäåííi
âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ. Àëå öå òàêîæ ïîêàçó¹ âàæëèâiñòü ðîáîòè
iç ïîáóäîâîþ i ïiäòðèìêîþ â àêòàëüíîìó ñòàíi òàêîãî ñïèñêó.
Ëàáîðàòîðíà ðîáîòà � 1. ÏÂÂáÏ

1. Ïðîâåñòè ïðîáíå îáñòåæåííÿ Îñòðîâiâ 10 îñiá ïðàöåçäàòíîãî
âiêó çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåð-
íåííÿ. Îöiíèòè :

• ñóìàðíèé äîõiä (T ) ïðàöåçäàòíîãî íàñåëåííÿ Îñòðîâiâ;

• ñåðåäíié ðiâåíü IQ (Y ) äëÿ ïðàöåçäàòíîãî íàñåëåííÿ;

• ïðîïîðöiþ òèõ, õòî ¹ áåçðîáiòíèì (P , ó âiäñîòêàõ);

• äèñïåðñi¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (S2) ïî âñiì òðüîì õà-
ðàêòåðèñòèêàì;

• äèñïåðñi¨ îöiíîê âñiõ òðüîõ ïàðàìåòðiâ D̂(θ̂).

2. Ïiäðàõóâàòè íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè äëÿ ïðîâåäåííÿ îá-
ñòåæåííÿ íàñåëåííÿ îñòðîâiâ ïðàöåçäàòíîãî âiêó (ìîæíà âè-
êîðèñòîâóâàòè iíôîðìàöiþ ç ïðîáíîãî îáñòåæåííÿ), äëÿ ïðî-
âåäåííÿ ïîâíîöiííîãî îáñòåæåííÿ, ÿêùî ïîòðiáíî îöiíèòè
âñi ïàðàìåòðè ÎÄÍÎ×ÀÑÍÎ ç 95% âiðîãiäíiñòþ òà òî÷íi-
ñòþ, ùî çàäàíà îêðåìî äëÿ êîæíîãî ïàðàìåòðà:

• ñóìàðíèé äîõiä ïðàöåçäàòíîãî íàñåëåííÿ iç âiäíîñíîþ
òî÷íiñòþ 20%;

• ñåðåäíié ðiâåíü IQ äëÿ ïðàöåçäàòíîãî íàñåëåííÿ iç àá-
ñîëþòíîþ òî÷íiñòþ 5 îäèíèöü;

• ïðîïîðöiþ òèõ, õòî ¹ áåçðîáiòíèì (ó âiäñîòêàõ) iç àáñî-
ëþòíîþ òî÷íiñòþ 1,5%;
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3. Ïðîâåñòè âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ âñüîãî íàñåëåííÿ îñòðîâiâ
ïðàöåçäàòíîãî âiêó çà äîïîìîãîþ âèáiðêè íà îñíîâi ÏÂÂáÏ
äëÿ 30 îñiá, îöiíèòè òðè ïàðàìåòðè òà ¨õ äèñïåðñi¨, ïîáóäó-
âàòè 95% äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ âñiõ òðüîõ ïàðàìåòðiâ;

4. Ïîðàõóâàòè ïî îòðèìàíié âèáiðöi iç ï. 2) ñåðåäíié âiê îñiá òà
ïîáóäóâàòè äëÿ öüîãî ïàðàìåòðó 95% äîâið÷èé iíòåðâàë. ×è
âõîäèòü ó îòðèìàíèé äîâið÷èé iíòåðâàë ðåàëüíèé ñåðåäíié
âiê 39.27? ßêèé âèñíîâîê âè ìîæåòå iç öüîãî çðîáèòè?

Ëàáîðàòîðíà ðîáîòà � 2. Ñòðàòèôiêîâàíèé âiäáið

Ïðàöåçäàòíå íàñåëåííÿ Îñòðîâiâ ïîäiëèòè íà ñòðàòè õî÷à á
äâîìà ñïîñîáàìè. Çìiííi, ÿêi ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ñòðàòèôiêà-
öi¨: ñòàòü, âiê òà ìiñöå ïðîæèâàííÿ.

1. ßêèì áóäå ïðîïîðöiéíå ðîçìiùåííÿ ïðè ïðîñòîìó ñòðàòè-
ôiêîâàíîìó âiäáîði äëÿ âèáiðêè ðîçìiðó 30 äëÿ öèõ äâîõ
âèïàäêiâ? Îöiíèòè ñóìàðíèé äîõiä ïðàöåçäàòíîãî íàñåëåí-
íÿ Îñòðîâiâ, ñåðåäí¹ IQ òà ïðîïîðöiþ áåçðîáiòíèõ. Îöiíèòè
äèñïåðñiþ öi¹¨ îöiíêè.

2. Âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ âèáiðêîâî¨ äèñïåðñi¨ ç ï.1) òà ïðè-
ïóñêàþ÷è, ùî âàðòiñòü îáñòåæåííÿ ó âñiõ ñòðàòàõ îäíàêîâà,
çíàéòè ðîçìiùåííÿ Íåéìàíà äëÿ ñòðàòèôiêîâàíî¨ âèáiðêè
ðîçìiðó 30 äëÿ îáîõ âèäiâ ñòðàòèôiêàöi¨. Îöiíèòè ñóìàðíèé
äîõiä ïðàöåçäàòíîãî íàñåëåííÿ Îñòðîâiâ, ñåðåäí¹ IQ òà ïðî-
ïîðöiþ áåçðîáiòíèõ äëÿ ðîçìiùåííÿ Íåéìàíà. Îöiíèòè äèñ-
ïåðñiþ öi¹¨ îöiíêè.

3. Ïðîàíàëiçóâàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè � ìîæíà ïîðiâíÿòè
îòðèìàíi ðåçóëüòàòè iç òèìè, ùî áóëè îòðèìàíi ïðè ÏÂÂáÏ
â ëàá.ðîáîòi � 1 òà â ï.1) òà ï. 2). ßêèé iç ìåòîäiâ îöiíþ-
âàííÿ âèÿâèâñÿ íàéêðàùèì? ×è ìîæåòå âè ñêàçàòè ÿêèé iç
îñòðîâiâ íàéáàãàòøèé, äå íàñåëåííÿ ìà¹ áiëüøèé ðiâåíü IQ,
äå íàéáiëüøèé ðiâåíü áåçðîáiòòÿ? Íàïèøiòü ñâî¨ ìiðêóâàííÿ.
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11.3. Ëàáîðàòîðíi ðîáîòè íà îñíîâi ãiïîòåòè÷íîãî ñå-

ëèùà Ñòàòâiëiäæ

Îïèñ

Ñòàòâiëiäæ (StatVillage) � öå ãiïîòåòè÷íå ïîñå-
ëåííÿ â Êàíàäi. Çíàéòè éîãî ìîæíà çà àäðåñîþ
http://jse.amstat.org/v5n2/schwarz.supp/index.html i ïðàöþ-
âàòè ìîæëèâî ïðÿìî â âåá-áðàóçåði. Ðîçðîáíèêîì öüîãî ðåñóðñó
¹ ïðîôåñîð Êàðë Äæ. Øâàðö iç Óíiâåðñèòåòó Ñàéìîíà Ôðåçåðà
(Êàíàäà) [21].

Áóäèíêè â Ñòàòâiëiäæi óïîðÿäêîâàíi ñèñòåìîþ áëîêiâ íà ïðÿ-
ìîêóòíié ñiòöi ç 8 áóäèíêàìè â îäíîìó áëîöi. Ïîñåðåäèíi êîæíî¨
ãðóïè ç 8 áóäèíêiâ ¹ iãðîâèé ìàéäàí÷èê. Àäðåñè áóäèíêiâ ôîðìó-
þòüñÿ çà äîïîìîãîþ áëî÷íî¨ ñèñòåìè. Ïîñëóãè (íàïðèêëàä, ïðîäî-
âîëü÷i ìàãàçèíè, ìàãàçèíè) ðîçòàøîâàíi íà ïåðèôåði¨ ïîñåëåííÿ
i íå âiäîáðàæàþòüñÿ íà êàðòi. Äîìîãîñïîäàðñòâà ìîæíà âèáðàòè
äëÿ îïèòóâàííÿ çà äîïîìîãîþ êëiêàáåëüíî¨ êàðòè.

� òðè âåðñi¨ ïîñåëåííÿ: ìàêñèìàëüíå ïîñåëåííÿ - 128 êâàðòà-
ëiâ, ìiíi ïîñåëåííÿ - 60 êâàðòàëiâ òà ìiêðîïîñåëåííÿ - 36 êâàðòà-
ëiâ. Ðåçóëüòàòè îïèòóâàííÿ ïîâåðòàþòüñÿ ó âàø âåá-áðàóçåð, à ïî-
òiì ìîæóòü áóòè çáåðåæåíi ó ôàéë, íàïðèêëàä, .txt äëÿ ïîäàëü-
øî¨ îáðîáêè.

Äëÿ êîæíîãî äîìîãîñïîäàðñòâà âèìiðþ¹òüñÿ áàãàòî ðiçíèõ
çìiííèõ, ïîÿñíåííÿ ïðî êîæíó ìiñòèòüñÿ â êîäîâié êíèçi, ùî ïî-
ÿñíþ¹ ðiçíi çìiííi òà ¨õ êîäè. ßê i â áiëüøîñòi ìiñò, äåÿêi ðàéîíè
ìiñòà ¹ áiëüø çàìîæíèìè, íiæ iíøi ðàéîíè. Ó öüîìó ïîñåëåííi ëþ-
äè ç âèùèìè äîõîäàìè, â îñíîâíîìó, çîñåðåäæåíi ó âåðõíié ÷àñòè-
íi ñåëà, òîäi ÿê ëþäè ç íèçüêèìè äîõîäàìè, çîñåðåäæåíi ó íèæíié
÷àñòèíi ñåëà.

Äàíi, îòðèìàíi äëÿ êîæíîãî äîìîãîñïîäàðñòâà, ¹ ðåàëüíèìè
äàíèìè, âçÿòèìè ç ôàéëiâ ìiêðîäàíèõ çàãàëüíîãî êîðèñòóâàííÿ ç
ïåðåïèñó íàñåëåííÿ Êàíàäè 1991 ðîêó.

Ïðè ðîáîòi iç Ñòàòâiëiäæåì ñòóäåíòàì ïðîïîíó¹òüñÿ ïðèäóìà-
òè äëÿ ñåáå ñâîþ ïðîáëåìó, ÿêà áóäå äîñëiäæóâàòèñü çà äîïîìî-
ãîþ âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ. Äëÿ öüîãî ¨ì ïðîïîíó¹òüñÿ âèáðàòè
iç äîñòóïíèõ çìiííèõ òi, ÿêi áóäóòü àíàëiçóâàòèñü ðiçíèìè ïàðà-
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ìåòðàìè: ñóìàðíèì, ñåðåäíiì, ïðîïîðöi¹þ. Ñòóäåíòè ìîæóòü ïðà-
öþâàòè ïàðàìè.

Ïðèêëàä çàäà÷i äëÿ îáñòåæåííÿ. Ñiì'ÿ ç äâîìà äiòüìè ïëàíó¹
ç âåëèêîãî ìåãàïîëiñó ïåðå¨õàòè â ìàëåíüêå çàòèøíå ìiñòå÷êî. �õ
âèáið ïàâ íà Ñòàòâiëiäæ. Àëå ïåðåä òèì, ÿê ïåðå¨æäæàòè, âîíè
õî÷óòü äiçíàòèñü ïåâíó iíôîðìàöiþ ïðî öå ìiñòî. ßêi ïèòàííÿ ¨õ
öiêàâëÿòü?

1. Ñêiëüêè äiòåé ïðîæèâà¹ â Ñòàòâiëiäæi?(ñóìàðíå)

2. ßêà ñåðåäíÿ âàðòiñòü æèòëà â Ñòàòâiëiäæi? (ñåðåäí¹)

3. ßêà ÷àñòêà äîìîãîñïîäàðñòâ çäà¹òüñÿ â àðåíäó? (ïðîïîðöiÿ)

Çìiííi, ùî áóäóòü äîñëiäæóâàòèñü â öié çàäà÷i: äëÿ ñóìàðíî-
ãî: HHPERA (äiòè äî 5-òè ðîêiâ); äëÿ ñåðåäíüîãî: VALUEH; äëÿ
ïðîïîðöi¨: TENURH.

Âàæëèâèì ¹ çäîáóòòÿ ñòóäåíòàìè íàâè÷îê íå ëèøå ðîáèòè
òåõíi÷íi ïiäðàõóíêè, à é àíàëiçó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Òîìó
îáîâ'ÿçêîâî â êiíöi êîæíî¨ ëàáîðàòîðíî¨ ðîáîòè ïîâèíåí áóòè
âèñíîâîê, ùî ñòîñó¹òüñÿ ïîñòàâëåíîþ ñòóäåíòàìè ñàìèì ñîái
çàäà÷i. Òàê ó íàâåäåíîìó ïðèêëàäi, ïîòðiáíî âèðiøèòè, ÷è áóäå
ñiì'ÿ ïåðå¨çäæàòè ó Ñòàòâiëiäæ ÷è íi.

Ëàáîðàòîðíà ðîáîòà � 1. ÏÂÂáÏ

1. Ïðîâåñòè ïðîáíå îáñòåæåííÿ äîìîãîñïîäàðñòâ Ñòàòâiëiäæà
(ìàêñèìàëüíå ïîñåëåííÿ - 128 blocks) iç ÷àñòêîþ âiäáîðó
f=n/N=2% çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç
ïîâåðíåííÿ. Îöiíèòè äëÿ ñâî¹¨ çàäà÷i:

• ñóìàðíå T � ïî îäíié çìiííié y
(1)
k ;

• ñåðåäí¹ Y � ïî iíøié çìiííié y
(2)
k ;

• ïðîïîðöiþ P � ïî ùå îäíié çìiííié y
(3)
k ;

• äèñïåðñi¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (S2
y(i)

) ïî âñiì òðüîì
õàðàêòåðèñòèêàì i = 1, 2, 3, ùî áóäóòü âèêîðèñòîâóâà-
òèñü â îáñòåæåííi.
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• äèñïåðñi¨ îöiíîê âñiõ òðüîõ ïàðàìåòðiâ (D̂(θ̂), θ̂ ∈
{t̂, ŷ, p̂}).

2. Ïiäðàõóâàòè íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè, âèêîðèñòîâóþ÷è ií-
ôîðìàöiþ ç ïðîáíîãî îáñòåæåííÿ, äëÿ ïðîâåäåííÿ ïîâíîöií-
íîãî îáñòåæåííÿ, ÿêùî ïîòðiáíî îöiíèòè ÎÄÍÎ×ÀÑÍÎ: ïà-
ðàìåòðè ñóìàðíå T òà ñåðåäí¹ Y ç 95% âiðîãiäíiñòþ òà âiäíî-
ñíîþ ïîõèáêîþ 20%, à ïàðàìåòð ïðîïîðöiÿ P (âèìiðþ¹òüñÿ
ó %) � iç àáñîëþòíîþ äîïóñòèìîþ ïîõèáêîþ 10% òà 95% âi-
ðîãiäíiñòþ.

3. Ïðîâåñòè ïîâíîöiííå îáñòåæåííÿ òi¹¨ êiëüêîñòi äîìîãîñïî-
äàðñòâ, ùî áóëè îòðèìàíi â ï. 2 òà ïîáóäóâàòè 95% äîâið÷i
iíòåðâàëè äëÿ òèõ òðüîõ ïàðàìåòðiâ, ùî öiêàâëÿòü â îáñòå-
æåííi.

4. Ïîðiâíÿòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè â ï. 1 òà ï. 3: ÿê âîíè çìiíè-
ëèñü, íà ñêiëüêè ñèëüíî, ÷îìó öå ñòàëîñü?

5. ßêèé âèñíîâîê âè ìîæåòå çðîáèòè ñòîñîâíî ïðîáëåìè, ÿêó
âè äîñëiäæóâàëè?

Ëàáîðàòîðíà ðîáîòà � 2. Îöiíþâàííÿ âiäíîøåííÿ

1. Âèáåðiòü äëÿ ñâî¹¨ çàäà÷i ïàðàìåòð, ùî ìîæíà ïðåäñòàâè-
òè ÿê âiäíîøåííÿ R (íàïðèêëàä, R öå ìîæå áóòè äîõiä íà
îäíó îñîáó, çîêðåìà öåé ïàðàìåòð îòðèìó¹ìî ÿêùî ïîäiëè-
òè çàãàëüíèé äîõiä äîìîãîñïîäàðñòâà íà êiëüêiñòü îñiá ó äî-
ìîãîñïîäàðñòâi). Ïðîâåñòè îáñòåæåííÿ 1/4 ÷àñòèíè äîìîãî-
ñïîäàðñòâ Ñòàòâiëiäæà (128 áëîêiâ) çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî
âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ. Îöiíèòè ïàðàìåòð R.

2. Îöiíèòè äèñïåðñiþ îöiíêè R̂ òðüîìà ìåòîäàìè: çà äîïîìî-
ãîþ ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà, Äæåê-íàéô òà Áóò-ñòðåï íà îñíîâi
îäíi¹¨ i òi¹¨ æ âèáiðêè.

3. Ïîáóäóâàòè 95% äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðà R, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è îöiíêè äëÿ äèñïåðñi¨ ç ï. 2 à òàêîæ âèêîðèñòî-
âóþ÷è âèáiðêîâèé ðîçïîäië îöiíêè ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ
ìåòîäó Áóòñòðåï. Ïðîàíàëiçóâàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.
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Ëàáîðàòîðíà ðîáîòà � 3. Âèêîðèñòàííÿ äîïîìiæíî¨ ií-

ôîðìàöi¨

Â Ñòàòâiëiäæi ïîòðiáíî îöiíèòè ñåðåäíié äîõiä ä/ã, (çìiííà y

� öå TOTINCH, ââàæà¹òüñÿ âiäîìîþ ëèøå äëÿ åëåìåíòiâ iç âèáiðêè)
âèêîðèñòîâóþ÷è ÿê äîïîìiæíó, iíôîðìàöiþ ïðî:

à) êiëüêiñòü îñiá, ùî ïðîæèâàþòü â ä/ã (çìiííà HHSIZE, ââàæà-
¹òüñÿ âiäîìîþ äëÿ âñiõ äã);

á) âàðòiñòü áóäèíêó (çìiííà VALUEH, ââàæà¹òüñÿ âiäîìîþ äëÿ
âñiõ äã).

1. Ïðîâåñòè îáñòåæåííÿ ïîëîâèíè äîìîãîñïîäàðñòâ Ñòàòâiëi-
äæà (128 áëîêiâ) çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáî-
ðó áåç ïîâåðíåííÿ. Îöiíèòè ñåðåäí¹ çìiííî¨ y âèêîðèñòîâó-
þ÷è îöiíêó çà âiäíîøåííÿì òà îöiíêó çà ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ
ç âèêîðèñòàííÿì êîæíî¨ iç äîïîìiæíèõ çìiííèõ iç ï. à) òà
á).

2. Îöiíèòè äèñïåðñi¨ öèõ îöiíîê íà îñíîâi îäíi¹¨ i òi¹¨ æ âèáiðêè.
Ïðîàíàëiçóâàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè. Íà ñêiëüêè òî÷íèìè ¹
îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïîðiâíÿíî îäíà iç iíøîþ òà iç îöiíêîþ
Ãîðâiöà-Òîìïñîí?

3. Õî÷à á äëÿ îäíîãî âèïàäêó îöiíèòè äèñïåðñiþ îäíèì iç àëü-
òåðíàòèâíèõ ìåòîäiâ � äæåê-íàéô ÷è áóò-ñòðåï. Ïîðiâíÿòè
iç ðåçóëüòàòîì, ùî áóâ îòðèìàíèé ìåòîäîì ëiàíåðèçàöi¨ Òåé-
ëîðà (êëàñè÷íèé).

4. Ïîáóäóâàòè 95% äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ öèõ îöiíîê.

Ôiíàëüíèé ïðîåêò

Ïðîâåñòè îäíå îáñòåæåííÿ òi¹¨ êiëüêîñòi äîìîãîñïîäàðñòâ Ñòà-
òâiëiäæà (ìàêñèìàëüíå ïîñåëåííÿ - 128 áëîêiâ), ùî âè îòðèìàëè
â ï. 2 Ëàáîðàòîðíî¨ ðîáîòè � 1 çà äîïîìîãîþ ÏÂÂáÏ. (ìîæíà
ïðàöþâàòè iç òi¹þ æ ñàìîþ âèáiðêîþ, ùî áóëà îòðèìàíà â ï. 3
Ëàáîðàòîðíî¨ ðîáîòè � 1). Äëÿ çìiííèõ òà ïàðàìåòðiâ iç ëàáîðà-
òîðíî¨ ðîáîòè � 1:
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• ñóìàðíå � îäíà çìiííà y
(1)
k , ââàæà¹òüñÿ âiäîìîþ ëèøå äëÿ

åëåìåíòiâ iç âèáiðêè, òà íåâiäîìîþ äëÿ âñiõ iíøèõ åëåìåíòiâ
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi;

• ñåðåäí¹ � iíøà çìiííà y
(2)
k , ââàæà¹òüñÿ âiäîìîþ ëèøå äëÿ

åëåìåíòiâ iç âèáiðêè, òà íåâiäîìîþ äëÿ âñiõ iíøèõ åëåìåíòiâ
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi;

• ïðîïîðöiþ (÷àñòêà) � ùå îäíà äèõîòîìi÷íà çìiííà y
(3)
k , ââà-

æà¹òüñÿ âiäîìîþ ëèøå äëÿ åëåìåíòiâ iç âèáiðêè, òà íåâiäî-
ìîþ äëÿ âñiõ iíøèõ åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi

Âèïèñàòè:

1. îöiíêè ïàðàìåòðiâ iç ï. 1-3 çà äîïîìîãîþ îöiíêè Ãîðâiöà-
Òîìñïîíà ðàçîì iç îöiíêàìè äëÿ ¨õ äèñïåðñié;

2. îöiíêè ïàðàìåòðiâ iç ï. 1-3 çà äîïîìîãîþ îöiíþâàííÿ çà âiä-
íîøåííÿì âèáðàâøè äëÿ öüîãî äîïîìiæíó çìiííó (÷è äå-
êiëüêà çìiííèõ) xk, ùî áóäå ââàæàòèñü âiäîìîþ äëÿ âñiõ áåç
âèíÿòêó åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (äîìîãîñïîäàðñòâ
Ñòàòâiëiäæà). Äëÿ ðiçíèõ çìiííèõ ìîæíà âèáèðàòè ðiçíi äî-
ïîìiæíi çìiííi (õî÷à i íå îáîâ'ÿçêîâî), âðàõîâóþ÷è, ùî âîíè
ïîâèííi áóòè ïîâ'ÿçàíi iç çìiííîþ, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ. Ïîðà-
õóâàòè îöiíêè äèñïåðñié äëÿ îöiíîê çà âiäíîøåííÿì äëÿ öèõ
òðüîõ ïàðàìåòðiâ;

3. îöiíêè ïàðàìåòðiâ iç ï. 1-3 çà äîïîìîãîþ îöiíþâàííÿ çà ëi-
íiéíîþ ðåãðåñi¹þ âçÿâøè äëÿ öüîãî òó æ ñàìó äîïîìiæíó
çìiííó(íi) xk, ùî i â ï. 2), ùî áóäå ââàæàòèñü âiäîìîþ äëÿ
âñiõ áåç âèíÿòêó åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêïíîñòi. Ïîðàõó-
âàòè îöiíêè äèñïåðñié äëÿ îöiíîê çà ëiíiéíiéíîþ ðåãðåñi¹þ
äëÿ öèõ òðüîõ ïàðàìåòðiâ.

4. Ïðîàíàëiçóâàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè � êîëè òà ÷îìó âè
îòðèìàëè íàéêðàùèé ðåçóëüòàò? (Áàæàíî çiáðàòè âñi ðå-
çóëüòàòè â îäíié òàáëèöi). ßêi áóäóòü âàøi ðåêîìåíäàöi¨? ßêi
âèñíîâêè âè çðîáèòå ñòîñîâíî òi¹¨ ïðîáëåìè, ùî âè ç ñàìîãî
ïî÷àòêó çáèðàëèñü âèðiøóâàòè?
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Ðîçäië 12

Âiäïîâiäi òà ðîçâ'ÿçêè

Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçäiëó 1

1.1 Âêàçiâêà. Ïîçíà÷èìî òóò ìíîæèíó âñiõ îñiá iç ÿêèõ ðîáèòüñÿ
âiäáið ÿê U1 òà âèáiðêó îñiá ÿê s1. Òîäi éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ
îñîáè ó ÏÂÂáÏ âèáiðêó π(1)

k = n
N = f . Àëå ìíîæèíà îñiá (k) òóò íå

¹ ãåíåðàëüíîþ ñóêóïíiñòþ, à íàñïðàâäi ¹ âèáiðêîâîþ ñóêóïíiñòþ.
Ãåíåðàëüíîþ ñóêóïíiñòþ ¹ ìíîæèíà äîìîãîñïîäàðñòâ (äã) i ñàìå
öÿ ìíîæèíà äîñëiäæó¹òüñÿ. Ìíîæèíó âñiõ äã (i) ïîçíà÷èìî U2 òà

âèáiðêó äã ÿê s2. Òîäi éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ i-òîãî äã π(2)
i , äî

ÿêîãî íàëåæàòü êîíêðåòíi m îñîáè k1, k2, ..., km äîðiâíþ¹:

π
(2)
i = P(i ∈ s2) = P(k1 ∪ k2 ∪ ... ∪ km ∈ s1) =

=
m∑
j=1

P(kj ∈ s1)−
m∑
j=1

m∑
l=1,l<j

P(kj ∩ kl ∈ s1) + ...

... + (−1)m−1P(k1 ∩ ... ∩ km ∈ s1).

Àáî ìîæíà ïîðàõóâàòè éìîâiðíiñòü ïðîòèëåæíî¨ ïîäi¨, òîáòî êîëè
æîäíi iç m îñiá, ùî ïðîæèâàþòü â i-òîìó äã íå ïîòðàâëÿòü ó âè-
áiðêó îñiá s1. À ïiñëÿ öüîãî çíàéòè øóêàíó éìîâiðíiñòü âèêîðèñòî-
âóþ÷è çâÿçîê ìiæ éìîâiðíiñòþ ïîäi¨ òà éìîâiðíiñòþ ïðîòèëåæíî¨
äî íå¨ ïîäi¨.

ßêùî f = 0.1, òîäi:

• äëÿ m = 1 π
(2)
i = 0.1;

• äëÿ m = 2 π
(2)
i ≈ 0.19;

• äëÿ m = 3 π
(2)
i ≈ 0.271.

1.2 Âiäïîâiäü. Éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿä-
êiâ çíàõîäÿòüñÿ çà îçíà÷åííÿì. Êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ iíäèêàòîðiâ
âêëþ÷åííÿ áóäå ìàòè âèãëÿä

∆ =
1

36
×

 5 −2 −3

−2 8 −6

−3 −6 9

 .
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1.3 Âêàçiâêà. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ âèáiðêîâèõ äèçàéíiâ iç ôiêñîâà-
íèì ðîçìiðîì âèáiðêè ñóìè çíà÷åíü êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ ïî áóäü-
ÿêîìó ðÿäêó àáî ñòîâï÷èêó çàâæäè äîðiâíþþòü 0.

Éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ìîæíà çíàéòè iç äi-
àãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ êîâàðiàöiéíî¨ ìàòðèöi.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ éìîâiðíîñòåé âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó
ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òèì, ùî πkl = ∆kl + πkπl äëÿ âñiõ k, l ∈ U .
1.4 Âêàçiâêà. Äëÿ äàíîãî âèáiðêîâîãî äèçàéíó ðîçìið âèáiðêè nS

íå ¹ ôiêñîâàíîþ âåëè÷èíîþ, à íàñïðàâäi ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ
iç ìîæëèâèìè çíà÷åííÿì 2, 3 òà 4. Ïîðàõóéòå éìîâiðíîñòi, ùî âiä-
ïîâiäàþòü êîæíîìó iç öèõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü òà ïîðàõóéòå â ï.2)
Ens òà Dns çà îçíà÷åííÿì. Â ï.3) çíàéäiòü â ïiäðó÷íèêó [?] òà ñêî-
ðèñòàéòåñü ôîðìóëàìè, ùî ïîâ'ÿçóþòü Ens òà Dns òà éìîâiðíîñòi
âêëþ÷åííÿ. Â ï.2) òà ï.3) âè ïîâèííi îòðèìàòè îäíàêîâi çíà÷åííÿ
Ens = 3.7 òà Dns = 1.21.
1.5 Âiäïîâiäü. 1) Et̂π = 3, Dt̂π = 2.69; 2) CV (t̂π) = 0.54; 3)
D̂(t̂π)(s1) = 0, D̂(t̂π)(s2) = D̂(t̂π)(s3) = 10.81, D̂(t̂π)(s4) = 6.57;
4) ED̂(t̂π) = 2.69.
1.6 Âiäïîâiäü. Ens = 600 îñiá, Dns = 140.801.

Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçäiëó 2

2.1 Âiäïîâiäü. t̂π = 66 000 ãà; 95%DI(T ) = [64 231.5; 67786.5].
2.2 Âêàçiâêà. Äëÿ ãåíåðóâàííÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ íà [0,1]
÷èñåë ñêîðèñòàéòåñü òàáëèöåþ âèïàäêîâèõ ÷èñåë iç Äîäàòêó 1.
2.3 Âêàçiâêè. 1) Øóêàíà éìîâiðíiñòü ñïiâïàäà¹ iç éìîâiðíiñòþ
âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. 2) Âèêîðèñòàéòå íåçàëåæíiñòü âè-
áiðîê. 3) Çíàéäiòü òàêå n, ùî éìîâiðíiñòü ïðîòèëåæíî¨ äî øóêà-
íî¨ ïîäi¨ áóäå ìåíøå îáî äîðiâíþâàòè 0.5. Âiäïîâiäü äî ï.3) 16120
íåçàëåæíèõ âèáiðîê.
2.4 Âiäïîâiäü. 0.00123.

2.5 Âiäïîâiäü. n ≥
z2
1−α/2

N2S2

e2+z2
1−α/2

NS2 .

2.6 Âêàçiâêà. 1) Ìîæíà ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ (2.2), äå S2 =

P (1−P )/n êîëè P = 0.3; 2) ìîæíà âèõîäèòè iç íàéãiðøî¨ ñèòóàöi¨
êîëè âèðàç P (1 − P ) íàáóâà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ 1/4,
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êîëè P = 1/2.
2.7 Âiäïîâiäü. ßêùî ââàæàòè, ùî ðîçìið ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
ââàæàòè íåñêií÷åííî âåëèêèì, òî íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè ïî-
âèíåí áóòè õî÷à á 3 999 600. ßê âè äóìà¹òå, ÷è ïîâ'ÿçàíî öå ç òèì,
ùî õàðàêòåðèñòèêà, ÿêó ïîòðiáíî âèÿâèòè, ¹ äîñèòü ðiäêiñíîþ?
2.8 Âiäïîâiäü. n ≥ 4900.
2.9 Âiäïîâiäü. Ñêîðèñòàéòåñü âiäïîâiäíèìè ôîðìóëàìè äëÿ îöi-
íîê ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ òà ïðîïîðöi¨. Ó ï.3) ïîäóìàéòå, ÷è áóäå
ïðàöþâàòè ÖÃÒ.
2.9 Âêàçiâêà ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî êàíäèäàò A ïðîãðà¹ âèáîðè
òà PA � öå âiäñîòîê ãîëîñiâ, ÿêi âií îòðèìà¹ â äåíü âèáîðiâ, òî íå-
õàé P̂A � öå âiäñîòîê ãîëîñiâ, ùî îòðèìàâ êàíäèäàò A íàïåðåäîäíi
ïiä ÷àñ îïèòóâàííÿ. Òîäi çàäà÷à áóäå çâîäèòèñü äî çíàõîäæåííÿ
êðèòè÷íî¨ îáëàñòi äëÿ P̂A, äëÿ ÿêî¨ éìîâiðíiñòü âèçíàííÿ êàíäèäà-
òà A ïåðåìîæöåì íàïåðåäîäíi âèáîðiâ áóäå ñêëàäàòè ìåíøå 0,05.
Òîáòî, ïîòðiáíî çíàéòè òàêå çíà÷åííÿ c, ùîá

P{P̂A > c|PA < 50 %} ≤ 0, 05.

Òóò ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ðîçìið ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òàêèé
âåëèêèé, ùî ìîæíà ââàæàòè, ùî âîíà íåñêií÷åííà.

Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçäiëó 3

3.1 Âiäïîâiäü. 1) Ens = 160, Dns = 90; 2) π = 160
600 , Dns = 117.3.

3.2 Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàéòåñü ôîðìóëîþ ïiäðàõóíêó óìîâíî¨ éìî-
âiðíîñòi.
3.3 Âiäïîâiäi. 1) ñêîðèñòàéòåñü îöiíêîþ äëÿ ïðîïîðöi¨ ïðè ÂÁ;

2) 95%DI(P ) = [0.26; 0.30]; 3) d̂eff
(
ÂÁ, P̂dπ

)
= 1.38. Öå îçíà÷à¹,

ùî òî÷íiñòü âiäáîðó Áåðíóëëi ãiðøà, íiæ ó ÏÂÂáÏ ïðè òàêîìó æ
ñåðåäíüîìó ðîçìiði âèáiðêè.
3.4 Ðîçâ'ÿçîê. 1) Ãåíåðàëüíîþ ñóêóïíiñòþ â íàñ ¹ ñóêóïíiñòü âåò-
ïóíêòiâ, ¨õ â íàñ N = 120. Êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ îöiíêè Ãîðâiöà�
Òîìïñîíà t̂π íå ïîâèíåí ïåðåâèùóâàòè çíà÷åííÿ e = 0.1. Çàïè-
øåìî óìîâó ç ÿêî¨ ñïî÷àòêó çíàéäåìî éìîâiðíiñòü ïîòðàïëÿííÿ
åëåìåíòà ó âèáiðêó π. Çâåðòàþ óâàãó, ùî ïðè âèçíà÷åííi ðîçìiðó
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âèáiðêè ìè êîðèñòó¹ìîñü òåîðåòè÷íèìè âèðàçàìè äëÿ äèñïåðñié
D(t̂π), à íå îöiíêàìè D̂(t̂π).

CVÂÁ(t̂π) =

√
D(t̂π)

T
=

√
1−π
π

∑
k∈U y2

k∑
k∈U yk

≤ e.

Òîäi
1− π
π
≤

(e ·
∑

k∈U yk)2∑
k∈U y2

k

=
(0.1 · 2400)2

50000
= 1.152

π ≥ 1

1.152 + 1
= 0.4646

Îòæå, ìiíiìàëüíèé ñåðåäíié ðîçìið âèáiðêè, ùî çàäîâîëüíÿ¹
íàøó óìîâó íà êåîåôiöiíò âàðiàöi¨ äîðiâíþ¹ Ens = Nπ = 120 ·
0.4646 = 55.76 i ìîæå áóòè íå öiëèì ÷èñëîì.

2)Îñêiëüêè ïðè n = Ens

DÂÁ(t̂àëüò) ≈ DÏÂÂáÏ(t̂π),

òîìó îáìåæåííÿ íà n îòðèìó¹ìî iç íåðiâíîñòi

CVÂÁ(t̂àëüò) ≈

√
N2(1− n

N )S
2

n

T
≤ e,

S2 =
1

N − 1

(∑
k∈U

y2
k −

1

N
(
∑
k∈U

yk)2

)
=

=
1

120− 1

(
50000− 1

120
(2400)2

)
= 16.8;

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

n ≥ 1

( e·TN )2 1
S2 + 1

N

=
1

(0.1·2400
120 )2 1

16.8 + 1
120

= 4.057.

Îòæå, ñåðåäíié î÷iêóâàíèé ðîçìið âèáiðêè äëÿ àëüòåðíàòèâíî¨
îöiíêè n = Ens = 4.057 i ìîæå áóòè íå öiëèì ÷èñëîì, îñêiëüêè
ìè ìà¹ìî âiäáið Áåðíóëëi.
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Àáî, ìîæíà ñêîðèñòàòèñü ïîíÿòòÿì äèçàéí-åôåêò. Äié-
ñíî, îñêiëüêè äèñïåðñi¨ ìàëî âiäðiçíÿþòüñÿ DÂÁ(t̂àëüò) ≈
DÏÂÂáÏ(t̂π), òîìó

deff(ÂÁ, t̂π) ≈
DÂÁ(t̂π)

DÂÁ(t̂àëüò)
⇒ DÂÁ(t̂àëüò) ≈

DÂÁ(t̂π)

deff(ÂÁ, t̂π)
.

Òîäi

CVÂÁ(t̂àëüò) ≈

√
1

deffDÂÁ(t̂π)

T
≤ e.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

DÂÁ(t̂π) ≤ (e · T )2deff

1− π
π
≤

(e ·
∑

k∈U yk)2deff∑
k∈U y2

k

= 1.152 · deff

Ïîðàõó¹ìî ÿêèì áóäå äèçàéí-åôåêò â íàøîìó âèïàäêó.

Y =
1

N

∑
k∈U

yk =
1

120
· 2400 = 20;

CVU =

√
S2

Y
=

√
16.8

20
= 0.2;

deff ≈ 1 +
1

CV 2
U

= 1 +
Y

2

S2
= 24.8;

π ≥ 1

29.58
= 0.034,

òîáòî, n ≥ Nπ = 120 · 0.034 = 4.08, ùî ìàéæå ñïiâïàäà¹ iç çíà÷åí-
íÿì, îòðèìàíèì ïåðøèì ñïîñîáîì. Íåâåëèêà ðiçíèöÿ ó çíà÷åííÿõ
n ïîâ'ÿçàíà iç åôåêòîì çàîêðóãëåííÿ çíà÷åíü ïðè îá÷èñëåííÿõ.

Âèñíîâîê : àëüòåðíàòèâíà îöiíêà â öüîìó âèïàäêó ïðèâîäèòü
äî ñåðåäíüîãî íåîáõiäíîãî ðîçìiðó âèáiðêè, ùî â 56/4=14 ðàçiâ
ìåíøà, íiæ ïðè âèêîðèñòàííi îöiíêè Ãîðâiöà-Òîìïñîíà. Òîáòî,
ùîá îòðèìàòè òàêó æ òî÷íiñòü (ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ êîåôiöi¹íòîì
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âàðiàöi¨ îöiíêè) äëÿ îöiíêè Ãîðâiöà-Òîìïñîíà, ÿêó äà¹ àëüòåðíà-
òèâíà îöiíêà ïðè âiäáîði Áåðíóëëi, ìè ïîâèííi â ñåðåäíüîìó îáñòå-
æèòè â 14 ðàçiâ áiëüøå åëåìåíòiâ. Îòæå, âèêîðèñòàííÿ îöiíêè Ã-Ò
ïðè âiäáîði Áåðíóëëi ¹ äóæå íååôåêòèâíèì, ÿê i äëÿ áóäü-ÿêîãî
iíøîãî äèçàéíó iç íåôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè.

Çàãàëîì, iç âèðàçó äëÿ äèçàéí-åôåêòó ìè áà÷èìî, ùî ÷èì
áiëüø îäíîðiäíîþ ¹ ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü (CVU ≈ 0), òèì áiëü-
øîþ áóäå ðiçíèöÿ â åôåêòèâíîñòi âèêîðèñòàííÿ îöiíêè Ãîðâiöà-
Òîìïñîíà òà àëüòåðíàòèâíî¨ îöiíêè. Äëÿ íåîäíîðiäíèõ ñóêóïíî-
ñòåé ðiçíèöÿ áóäå òàêîæ íå íà êîðèñòü îöiíêè Ãîðâiöà-Òîìïñîíà,
àëå âæå íå íà ñòiëüêè çíà÷íîþ.
3.5 Âêàçiâêà. 1) n ≥ 2 219. Â ï.2) ïîòðiáíî ñïî÷àòêó âèðàçèòè
ñóìó êâàäðàòiâ õàðàêòåðèñòèêè y ÷åðåç äèñïåðñiþ öi¹¨ çìiííî¨
ïî ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi, à ñàìå

∑
k∈U y2

k = (N − 1)S2
y + NY

2
i

ïiäñòàâèòè öå ó âèðàç äëÿ êîåôiöi¹íòà âàðiàöi¨ îöiíêè ñåðåäíüîãî.
Òîäi ñåðåäíié íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè, ùî íåîáõiäíî îáñòåæèòè
ïðè ÂÁ Ens ≥ 5623.87. Îòæå, äëÿ îòðèìàííÿ ïîòðiáíî¨ òî÷íîñòi,
ïðè ÂÁ ïîòðiáíî áóäå îáñòåæèòè â ñåðåäíüîìó â 2.5 ðàçè áiëüøå
åëåìåíòiâ, íiæ ïðè ÏÂÂáÏ.

Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçäiëó 4

4.1 Âêàçiâêà. Çâåðíiòü óâàãó, ùî â îáîõ ìåòîäàõ ñèñòåìàòè÷íi âè-
áiðêè íå áóäóòü íåïåðåòèííèìè.
4.2 Âiäïîâiäü. t̂π = 600, D̂ÑÂ2 = 13 920. Îöiíêà äèñïåðñi¨ ìà¹
äîñèòü âåëèêå çíà÷åííÿ - äîâið÷èé iíòåðâàë íàâiòü çàõîäèòü ó
âiä'¹ìíó ïiââiñü.
4.3 Âêàçiâêà. Îñêiëüêè â çàäà÷i äàíà iíôîðìàöiÿ ïðî âñi 10 ñè-
ñòåìàòè÷íèõ âèáiðêè, òîìó òóò ìîæíà ïîðàõóâàòè ðåàëüíå çíà-
÷åííÿ äèñïåðñi¨ π-îöiíêè ñåðåäíüîãî äëÿ êîæíîãî âïîðÿäêóâàí-
íÿ. Çàóâàæèìî, ùî äèñïåðñiÿ îöiíêè ñåðåäíüîãî ïðè ñèñòåìàòè-
÷íîìó âiäáîði ìîæå áóòè ïiäðàõîâàíà âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè:
D(ŷπ) = a(a−1)

N2 S2
t , S

2
t = n2

a−1

∑a
r=1(ysr − y)2, y = 1

a

∑a
r=1 ysr = Y .

Ïåðåä âèêîðèñòàííÿì âêàçàíèõ ôîðìóë, ðàäèìî ïåðåâiðèòè ¨õ
ïðàâèëüíiñòü. Â ï.3) ìîæíà âèêîðèñòàòè òå, ùî SST = (N − 1)S2

òà SSW = SST − SSB. 4) Âèêîðèñòàííÿ çìiùåíî¨ îöiíêè ïðè
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äðóãîìó òà òðåòüîìó óïîðÿäêóâàííi áóäå ïðèâîäèòè äî ïîáóäîâè
êîíñåðâàòèâíèõ äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ, òîáòî ¨õ ðiâåíü äîâiðè áóäå
íàñïðàâäi áiëüøèì, íiæ çàÿâëåíèé. À îò ïðè ïåðøîìó óïîðÿäêó-
âàííi çàÿâëåíèé ðiâåíü äîâiðè íå áóäå äîñÿãàòèñü. ßê âè äóìà¹òå,
ÿêà iç öèõ ñèòóàöié ¹ íàéìåíø áàæàíîþ?
4.4 Âiäïîâiäü. t̂π = 20200; D̂ÑÂ10

(
t̂π
)

= 1 296 867; 95%DI(T ) =

[17 624; 22 776]. Äëÿ ïîáóäîâè äîâið÷îãî iíòåðâàëà êðàùå âèêîðè-
ñòàòè êâàíòèëü ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà iç 9 ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi,
îñêiëüêè âèïàäêîâiñòü çàêëàäåíî ó 10 ñèñòåìàòè÷íèõ âèáiðîê, à
äëÿ íîðìàëüíîãî íàáëèæåííÿ áàæàíî ìàòè õî÷à á 30 âèïàäêîâèõ
åëåìåíòiâ.
4.5 Âêàçiâêà. Òóò ìîæíà ñêîðèñòàòèñü òèì, ùî S2

t = n
a−1SSB òà

(N − 1)S2 = SST = SSB + SSW .

Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçäiëó 5

5.1 Âêàçiâêà. Çíàéäiòü òî÷íèé âèðàç äëÿ éìîâiðíîñòi P{k ∈ os} =

1−P{k 6∈ os} òà ðîçêëàäiòü öåé âèðàç ó ðÿä Òåéëîðà êîëè 1
N → 0.

5.2 Âêàçiâêà. 1) R1 = P{âñi åëåìåíòè os îäíàêîâi} = 1
N2 , R3 =

P{âñi åëåìåíòè os ðiçíi} = (N−1)(N−2)
N2 , R2 = 1−R1 −R3. 2) ÿêùî

ðîçìið âèáiðêè ns = j, i = 1, 2, 3 òî óìîâíèé âèáiðêîâèé äè-
çàéí ìîæíà ïiäðàõóâàòè òàê: P(S = s|ns = i) = P(S=s∩ns=i)

Ri
=

1
Ri

∑
os:r(os)=s p̃(os), äå p̃(os) = 1

N3 . 3) âèáiðêîâèé äèçàéí p(s) ìî-
æíà âèïèñàòè âèõîäÿ÷è iç îòðèìàíîãî â ï. 2) óìîâíîãî âèáiðêî-
âîãî äèçàéíó çà ôîðìóëîþ p(s) = P(S = s) = P(S = s|ns =

i)P(ns = i). 4) Îñêiëüêè îöiíêà y1 ¹ îöiíêîþ Õàíñåíà-Ãóðâiöà äëÿ
ñåðåäíüîãî Y , ùî ìà¹ âëàñòèâiñòü íåçìiùåíîñòi. Òîìó ¨¨ ìàòåìà-
òè÷íå ñïîäiâàííÿ ñïiâïàäà¹ iç ñåðåäíiì çíà÷åííÿì à äèñïåðñiÿ âè-
çíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (5.1.) ïîäiëåíî¨ íà N2. Ùîá ïî-
ðàõóâàòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ îöiíêè y2 ìîæíà
ñêîðèñòàòèñü óìîâíèì âèáiðêîâèì äèçàéíîì iç ï. 2) òà ôîðìóëàìè
E(y2) = E(E(y2|ns)) = E(y2|ns = 1)R1+E(y2|ns = 2)R2+E(y2|ns =

3)R3 = Y , D(y2) = E(D(y2|ns)) + D(E(y2|ns)) = E(D(y2|ns)) =

D(y2|ns = 1)R1 +D(y2|ns = 2)R2 +D(y2|ns = 3)R3.
5.3 Âêàçiâêà. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî i ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü i
âèáiðêà ¹ äîñòàòíüî âåëèêèìè, ùîá äîáðå ïðàöþâàëà ÖÃÒ i ìî-
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æíà áóëî âèêîðèñòàòè êâàíòèëi íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó, òîäi m ≥
z20.975
e2

P (1−P ). Âèõîäÿ÷è iç íàéãiðøî¨ ìîæëèâî¨ ñèòóàöi¨, êîëè âè-
ðàç P (1 − P ) íàáóâà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ 0.25, îòðèìó¹ìî ùî
íàéìåíøèé ðîçìið âèáiðêè, ùî çàäîâîëüíÿ¹ çàäàíi ðiâíi òî÷íîñòi
òà íàäiéíîñòi, äîðiâíþ¹ m = 9 604.
5.4 Âiäïîâiäü. p7 = 5/100 = 0.05, p3 = 0.02, p56 = 0.01, t̂pwr = 800,
çà ôîðìóëîþ (5.2) îòðèìà¹ìî D̂(t̂pwr) = 68333.33; π7 = 1 − (1 −
p7)4 = 0.1855, π3 = 0.0776, π56 = 0.0394, t̂π = 529.18; π7 3 = π7 +

π3− [1−(1−p7−p3)4] = 0.0112, π7 56 = 0.0056, π3 56 = 0.0023. Äàëi
çàëèøà¹òüñÿ ëèøå âèêîðèñòàòè ôîðìóëó (1.3), ç ÿêî¨ îòðèìó¹ìî
D̂(t̂π) = 74494.97. Êðàùîþ ¹ îöiíêà Õàíñåíà-Ãóðâiöà t̂pwr, îñêiëüêè
¨¨ ëåãøå ïiäðàõîâóâàòè i âîíà âèÿâèëàñü òî÷íiøîþ, ïîðiâíÿòî iç
îöiíêîþ Ãîðâiöà-Òîìñîíà t̂π.
5.5 Âêàçiâêà. Âèïàäêîâi ÷èñëà äëÿ âiäáîðó ìîæíà âçÿòè iç
Òàáëèöi Ä 1 â êiíöi ïiäðó÷íèêà.

Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçäiëó 6

6.1 Âiäïîâiäü. 1) t̂π = 2541, 16; 2) D̂(t̂π) = 1020956;
3) cv(t̂π) = 0, 398.
6.2 Âiäïîâiäü. 1) ŷπ = 36, 97; 2) D̂(ŷπ) = 0, 0101; 3) cv(ŷπ) = 0, 0027.
6.3 Ðîçâ'ÿçîê. Çãiäíî çi ñõåìîþ Ñàíòåðà, íà ïåðøîìó êðîöi òðåáà
âïîðÿäêóâàòè N = 10 åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ó ïîðÿäêó
ñïàäàííÿ çìiííî¨ x:

10, 10, 8, 6, 6, 4, 2, 2, 1, 1.

Íà äðóãîìó êðîöi äëÿ åëåìåíòà k = 1 ãåíåðó¹òüñÿ çíà÷åííÿ ε1

ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ íà [0,1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà ïiäðàõî-
âó¹òüñÿ çíà÷åííÿ π1 = nx1/TN , äå TN =

∑
k∈U xk. ßêùî ε1 < π1,

òî åëåìåíò 1 ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó, òà íå ïîòðàïëÿ¹ � â iíøîìó âè-
ïàäêó. Íàïðèêëàä, íåõàé ε1 = 0, 375. Òîäi π1 = 4x1/T10 = 4·10

50 =

0, 8 > 0, 375, òîìó åëåìåíò 1 ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó.
Äàëi, äëÿ êîæíîãî íàñòóïíîãî åëåìåíòà k = 2, 3, ... íåçàëåæíî

ãåíåðó¹òüñÿ çíà÷åííÿ εk ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ íà [0,1] âèïàäêî-
âî¨ âåëè÷èíè òà ïiäðàõîâó¹òüñÿ çíà÷åííÿ π

′
k = (n−nk)xk

tk
, äå nk �
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êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ùî ïîòðàïèëè ó âèáiðêó, ñåðåä ïåðøèõ k − 1

åëåìåíòiâ, tk = xk + xk+1 + ... + xN . ßêùî εk < π
′
k, òî åëåìåíò k

ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó, òà íå ïîòðàïëÿ¹ � â iíøîìó âèïàäêó. Îòæå,
äëÿ k = 2 ìà¹ìî n2 = 1, π

′
2 = (4−1)10

40 = 0, 75. Ãåíåðó¹ìî ε2 = 0, 624;
ε2 < π

′
2, òîìó åëåìåíò 2 ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó.

Äëÿ k = 3 ìà¹ìî n3 = 2, π
′
3 = (4−2)8

30 = 0, 53. Ãåíåðó¹ìî ε3 =

0, 518; ε3 < π
′
3, òîìó åëåìåíò 3 ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó.

Äëÿ k = 4 ìà¹ìî n4 = 3, π
′
4 = (4−3)6

22 = 0, 273. Ãåíåðó¹ìî
ε4 = 0, 045; ε4 < π

′
4, òîìó åëåìåíò 4 òåæ ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè âèáiðêó ç n = 4 åëåìåíòiâ, òîìó
ïðîöåäóðà çàâåðøó¹òüñÿ. Ïðè öüîìó éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ äëÿ
âiäiáðàíèõ åëåìåíòiâ äîðiâíþþòü:

π1 =
4x1

T10
=

4 · 10

50
= 0, 8; π2 =

4x2

T10
=

4 · 10

50
= 0, 8;

π3 =
4x3

T10
=

4 · 8
50

= 0, 64; π4 =
4x4

T10
=

4 · 6
50

= 0, 48.

6.4 Âiäïîâiäü. 1) Ðåçóëüòóþ÷à âèáiðêà {1, 2, 4};
2) π23 = 9

25 , π24 = 6
35 .

6.5 Ðîçâ'ÿçîê. 1) Éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó çàëå-
æàòü âiä ðåçóëüòàòó âèáîðó åëåìåíòà íà ïåðøîìó êðîöi: åëåìåíò
k ìîæå áóòè îáðàíèé ïåðøèì ç éìîâiðíiñòþ pk, òîìó

πk = pk + (1− pk)
n− 1

N − 1
= pk

N − n

N − 1
+

n− 1

N − 1
, k ∈ U.

Éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çàëåæàòü âiä òðüîõ
ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ âèáîðó åëåìåíòà íà ïåðøîìó êðîöi: âèáðà-
íî åëåìåíò k, àáî âèáðàíî åëåìåíò l, àáî íå âèáðàíî íi k, íi l:

πkl = pk
n− 1

N − 1
+ pl

n− 1

N − 1
+ (1− pk − pl)

(n− 1)(n− 2)

(N − 1)(N − 2)
=

= (pk + pl)
(n− 1)(N − n)

(N − 1)(N − 2)
+

(n− 1)(n− 2)

(N − 1)(N − 2)
.
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2) Ñêîðèñòà¹ìîñü ðåçóëüòàòàìè ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó:

πkl =

(
πk

N − 1

N − n
− n− 1

N − n
+ πl

N − 1

N − n
− n− 1

N − n

)
(n− 1)(N − n)

(N − 1)(N − 2)
+

+
(n− 1)(n− 2)

(N − 1)(N − 2)
= . . . =

(n− 1)

N − 2

(
πk + πl −

n

N − 1

)
.

3) Éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó �éòñà-
Ãðàíäi-Ñåíà:

πkπl − πkl =

(
pk

N − n

N − 1
+

n− 1

N − 1

)(
pl
N − n

N − 1
+

n− 1

N − 1

)
−

−(pk + pl)
(n− 1)(N − n)

(N − 1)(N − 2)
− (n− 1)(n− 2)

(N − 1)(N − 2)
= . . . =

= (1− pk − pl)
(n− 1)(N − n)

(N − 1)2(N − 2)
+ pkpl

(N − n)2

(N − 1)2
≥ 0.

Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçäiëó 7

7.1 Ðîçâ'ÿçîê. 1)Ðåàëüíå çíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî äîðiâíþ¹ 0 (ìè çíà-
¹ìî âñi çíà÷åííÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè y, òîìó ìîæåìî éîãî ïî-
ðàõóâàòè). Ñïðàâäi Y = 1

N

∑
k∈U yk = 1

4(0 + 0 + 1 − 1) = 0. Òî-
äi äèñïåðñiÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi S2 = 1

N−1

∑
k∈U (yk − Y )2 =

1
3(02 + 02 + 12 + (−1)2) = 2

3 . À îòæå,

DÏÂÂáÏ(ŷ) =
(

1− n

N

) S2

n
=

(
1− 2

4

)
2/3

2
=

1

6
.

2)Äëÿ ñòðàòèôiêîâàíîãî âiäáîðó ïîðàõó¹ìî âiäîâiäíi âåëè÷èíè
ïî ñòðàòàì. Äëÿ U1: Y 1 = 1

N 1

∑
k∈U1

yk = 1
2(0 + 0) = 0, S2

1 =
1

N1−1

∑
k∈U1

(yk − Y 1)2 = 1
1(02 + 02) = 0. À îòæå,

D(ŷ1) =

(
1− n1

N1

)
S2

1

n1
=

(
1− 1

2

)
0

2
= 0.
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Äëÿ U2: Y 2 = 1
N 2

∑
k∈U2

yk = 1
2(1 + (−1)) = 0, S2

2 =
1

N2−1

∑
k∈U2

(yk − Y 2)2 = 1
1((1− 0)2 + (−1− 0)2) = 2. À îòæå,

D(ŷ2) =

(
1− n2

N2

)
S2

2

n2
=

(
1− 1

2

)
2

1
=

2

2
= 1.

Òîäi,

DÑÒÏÂÂ(ŷ) =
1

N2
DÑÒÏÂÂ(t̂) =

1

N2

2∑
h=1

N2
h

(
1− nh

Nh

)
S2
h

nh
=

=
2∑

h=1

N2
h

N2

(
1− nh

Nh

)
S2
h

nh
=

2∑
h=1

W 2
hD(ŷh) =

(
2

4

)2

· 0 +

(
2

4

)2

· 1 =
1

4
.

Ïðè öüîìó, çàóâàæèìî, ùî 1
4 > 1

6 , à îòæå ñòðàòèôiêàöiÿ ïîãiðøèëà
ÿêiñòü îöiíêè ñåðåäíüîãî.

Âèñíîâîê: Öå îçíà÷à¹, ùî íå áóäü-ÿêà ñòðàòèôiêàöiÿ ïðèçâî-
äèòü äî ïîêðàùåííÿ ÿêîñòi îöiíîê. Ïîòðiáíî, ùîá ïðè ñòðàòèôi-
êàöi¨ ãðóïè âñåðåäèíi áóëè ÿêîìîãà îäíîðiäíiøèìè, à ìiæ ñîáîþ
ãðóïè ïîâèííi ñóòò¹âî âiäðiçíÿòèñü. Çîêðåìà, ñåðåäíi çíà÷åííÿ â
íèõ ïîâèííi áóòè ðiçíèìè. À â íàñ âîíè áóëè îäíàêîâèìè äëÿ îáîõ
ñòðàò. Äðóãà æ ñòðàòà áóëà äóæå íåîäíîðiäíà â ñåðåäèíi.
7.2 Ðîçâ'ÿçîê. 1)Äëÿ ïiäðàõóíêó äèñïåðñi¨ çìiííî¨ yk (âàãà ñëî-
íà) ïî ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi (ñëîíè) ïîòðiáíî ñïî÷àòêó çíàéòè
ñåðåäíþ âàãó ñëîíà â öèðêó:

Y =
1

N

∑
k∈U

yk =
1

N

∑
k∈U1

yk +
∑
k∈U2

yk

 =

=
1

N

(
N1Y 1 + N2Y 2

)
=

1

100
(60× 6 + 40× 4) =

360 + 160

100
= 5.2

Äèñïåðñiþ âàãè ñëîíiâ ïî ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi ìîæíà ïîðàõó-
âàòè âèêîðèñòîâóþ÷è îñíîâíó òîòîæíiñòü äèñïåðñiéíîãî àíàëiçó
SST = SSW + SSB, äå SST =

∑
k∈U

(
yk − Y

)2
� çàãàëüíà âàði-

àöiÿ, SSW =
∑H

h=1

∑
k∈Uh

(
yk − Y h

)2
� âíóòðiøíüîãðóïîâà âàðià-

öiÿ, SSB =
∑H

h=1 Nh

(
Y h − Y

)2
� ìiæãðóïîâà âàðiàöiÿ. Çîêðåìà,

S2 = 1
N−1SST = 1

N−1(SSB + SSW ).
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Ïîðàõó¹ìî êîæíó iç öèõ âàðiàöié îêðåìî:

SSB =

H∑
h=1

Nh

(
Y h − Y

)2
= N1(Y 1 − Y )2 + N2(Y 2 − Y )2 =

= 60(6− 5.2)2 + 40(4− 5.2)2 = 96;

SSW =
H∑

h=1

∑
k∈Uh

(
yk − Y h

)2
=

H∑
h=1

Nh − 1

Nh − 1

∑
k∈Uh

(
yk − Y h

)2
=

=

H∑
h=1

(Nh − 1)S2
h = 59 · 4 + 39 · 2.25 = 323.75.

Îòæå,

S2 =
1

N − 1
SST =

1

N − 1
(SSB+SSW ) =

1

99
(96+323.75) = 4.2399

2)ÏÂÂáÏ, n = 10.

DÏÂÂáÏ(t̂π) = N2
(

1− n

N

) S2

n
= 1002

(
1− 10

100

)
4.2399

10
= 3815.91

3)Ïîðàõó¹ìî ñïî÷àòêó ðîçìiðè âèáiðîê iç êîæíî¨ ñòðàòè, ÿêi ïî-
òðiáíî âçÿòè ïðè ïðîïîðöiéíîìó ðîçìiùåííi 10 åëåìåíòiâ:

n1 = n
N1

N
= 10

60

100
= 6, n2 = n

N2

N
= 10

40

100
= 4

Òîäi îöiíêà ïðè ñòðàòèôiêàöi¨ òà ïðîïîðöiéíîìó ðîçìiùåííi 10
åëåìåíòiâ ïî ñòðàòàì áóäå ìàòè äèñïåðñiþ:

DÑÒÏÂÂ(t̂π) =
H∑

h=1

N2
h

(
1− nh

Nh

)
S2
h

nh
=

= 602

(
1− 6

60

)
4

6
+ 402

(
1− 4

40

)
2.25

4
= 2970

4) Òåïåð ïîðàõó¹ìî ðîçìiðè âèáiðîê iç êîæíî¨ ñòðàòè, ÿêi ïîòðiáíî
âçÿòè ïðè íåéìàíiâñüêîìó ðîçìiùåííi 10 åëåìåíòiâ:
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n1 = n
S1N1

S1N1 + S2N2
= 10

√
4 · 60√

4 · 60 +
√

2.25 · 40
= 6.66

n2 = n
S2N2

S1N1 + S2N2
= 10

√
2.25 · 40√

4 · 60 +
√

2.25 · 40
= 3.33

Çàîêðóãëèìî öi çíà÷åííÿ i îòðèìà¹ìî n1 = 7 òà n2 = 3. Òîäi îöiíêà
ïðè ñòðàòèôiêàöi¨ òà ðîçìiùåííi Íåéìàíà 10 åëåìåíòiâ ïî ñòðàòàì
áóäå ìàòè äèñïåðñiþ:

DÑÒÏÂÂ(t̂π) =

H∑
h=1

N2
h

(
1− nh

Nh

)
S2
h

nh
=

= 602

(
1− 7

60

)
4

6
+ 402

(
1− 3

40

)
2.25

4
= 2927.14

Âèñíîâîê: Âèãðàø ó òî÷íîñòi ïðè âèêîðèñòàííi ïðîñòîãî ñòðàòè-
ôiêîâàíîãî âiäáîðó òà ïðîïîðöiéíîãî ðîçìiùåííÿ ¹ äîñèòü ñóòò¹-
âèì, à îò âèêîðèñòàííÿ çàìiñòü ïðîïîðöiéíîãî ðîçìiùåííÿ � îïòè-
ìàëüíîãî ðîçìiùåííÿ, âåëèêîãî åôåêòó íå äàëî, à ðîçðàõóíêè ïðè
öüîìó ¹ ñêëàäíiøèìè òà âèìàãàþòü ïîïåðåäíüî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî
çìiííó, ÿêî¨ ÷àñòî íåìà¹. Òàêèé åôåêò çóìîâëþ¹ áiëüøó ïîïóëÿð-
íiñòü âèêîðèñòàííÿ ñàìå ïðîïîðöiéíå ðîçìiùåííÿ ïðè ñòðàòèôi-
êîâàíîìó âiäáîði.
7.3 Âiäïîâiäi. 1) ŷπ = 37; 2) D(ŷπ) = 0.194; 3) n1 = 60, n2 = 30,
n3 = 10,Dprop(ŷπ) = 0.146; 4) C = 1·40+1·20+4·40 = 220, n1 = 126,
n2 = 50, n3 = 11, Dopt(ŷπ) = 0.082. Äèñïåðñiÿ çìåíøèëàñü â áiëüø
íiæ 2 ðàçè ïîðiâíÿíî iç ïî÷àòêîâèìè ðåçóëüòàòàìè.

7.4 Âêàçiâêà. Âèðàç
H∑

h=1

Whyh ñïiâïàäà¹ iç îöiíêîþ Ãîðâiöà-

Òîìñîíà ŷπ ïðè ÑÒÏÂÂ. ßêùî ìè ïðèïóñòèìî, ùî ãåíåðàëüíà
ñóêóïíiñòü, ñòðàòè òà âèáiðêè â êîæíié ñòðàòi ¹ äîñèòü âåëèêèìè
i ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè íîðìàëüíå íàáëèæåííÿ äëÿ ðîçïîäiëó
π-îöiíêè, òî ïîòðiáíó íåðiâíiñòü ìîæíà îòðèìàòè iç òîãî, ùî

z
√
DÑÒÏÂÂ(ŷπ) ≤ a.
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7.5 Âiäïîâiäü. ßêùî w1 = 0.2, òî n ≥ 208; ÿêùî w1 = 0.5, òî
n ≥ 90; ÿêùî w1 = 0.7, òî n ≥ 84; ÿêùî w1 = 0.8, òî n ≥ 90. Îòæå,
â îêîëi çíà÷åííÿ w1 = 0.7 ¹ ìiíiìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ n, ùî
äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ïîòðiáíó òî÷íiñòü òà íàäiéíiñòü.

Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçäiëó 8

8.1 Âiäïîâiäü.Ïðîñòèé âèïàäêîâèé îäíîñòàäiéíèé êëàñòåðíèé âiä-
áið. 1) t̂π = 112 020; 2) D̂ÏÂÎÊÂ(t̂π) = 117 800 190; 3) ŷπ = 22.404;

D̂(ŷπ) = 4.712.
8.2 Ðîçâ'ÿçîê.

1) Òàêèé ìåòîä âiäáîðó íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì âèïàäêîâèì êëà-
ñòåðíèì îäíîñòàäiéíèì âiäáîðîì, äå êëàñòåðàìè ¹ ïàïêè iç
äîêóìåíòàìè êëè¹íòiâ. Ïðè öüîìó ãåíåðàëüíîþ ñóêóïíiñòþ
U ó íàñ ¹ êëi¹íòè áàíêó, N = 39800, âèáiðêîâà ñóêóïíiñòü UI

(òà, ç ÿêî¨ áåçïîñåðåäíüî ðîáèòüñÿ âiäáið) - öå ïàïêè (êëàñòå-
ðè) iç ïîãðóïîâàíîìè êëi¹íòàìè, NI = 39 80, â êîæíié ïàïöi
(êëàñòåði) ¹ 10 êëi¹íòiâ, òîáòî Ni = 10 äëÿ âñiõ i = 1, NI .
Îñêiëüêè âñi êëàñòåðè ó íàñ îäíàêîâi, òî ñåðåäíié ðîçìið
êëàñòåðà N = 10 òà N = NNI .

2) ×àñòêà êëi¹íòiâ P , ùî îòðèìàëè êðåäèò âiä öüîãî áàíêó �
öå âiäíîøåííÿ ñóìàðíî¨ êiëüêîñòi êëi¹íòiâ, ÿêèì áàíê âè-
äàâ êðåäèò, äî çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi êëi¹íòiâ áàíêó. ßêùî ìè
ðîçãëÿíåìî çìiííó

zk =

{
1, ÿêùî êëi¹íò k îòðèìàâ êðåäèò;
0, â iíøîìó âèïàäêó,

òî

P =

∑
k∈U zk

N
=

∑
i∈UI

∑
k∈Ui

zk

N
=

∑
i∈UI

Ai

N
=

∑
i∈UI

Ai

NNI

.

Êëàñòåðè ó âèáiðêó êëàñòåðiâ sI âiäáèðàëèñü ÏÂÂáÏ iç πIi =
nI
NI
, äå nI = 40, òà îácòåæóâàëèñü âñi êëi¹íòè iç ïàïêè, òîìó

îöiíêà Ãîðâiöà-Òîìïñîíà ó öüîìó âèïàäêó áóäå ìàòè âèãëÿä:

P̂ =

NI
nI

∑
i∈sI Ai

NNI

=

∑
i∈sI Ai

NnI

=
185

10 · 40
= 0.4625(46.25%).
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3) Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè äèñïåðñiþ îöiíêè ÷àñòêè êëi¹íòiâ,
ÿêèì áàíê íàäàâ êðåäèò, âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó äëÿ îöi-
íþâàííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ, ïîäiëèâøè ¨¨
íà N2 (ïàì'ÿòà¹ìî, ùî ïðîïîðöiÿ ¹ ïî ñóòi ñåðåäíiì, òîá-
òî, äîðiâíþ¹ ñóìàðíîìó çíà÷åííþ, ïîäiëåíîìó íà N). Òîäi ç
ôîðìóëè (8.7) ìàòèìåìî

D̂ÏÂÎÊÂ(P̂ ) =
N2

I
1−fI
nI

Ŝ2
A

N2
=

1

N
2

1− fI

nI
Ŝ2
A,

äå

Ŝ2
A =

1

nI − 1

∑
i∈sI

A2
i −

1

nI
(
∑
i∈sI

Ai)
2

 =

=
1

39

(
1236− 1

40
(185)2

)
= 10.45

òîäi

D̂ÏÂÎÊÂ(P̂ ) =
1

102

1− 40/3980

40
10.45 = 0.002585 = (0.05)2,

òà 95% äîâið÷èé iíòåðâàë ìàòèìå âèãëÿä:

95%DI(P ) = [0.4625± 1.96 · 0.05] =

= [0.3628; 0.5622] = [36.28%; 56.22%].

8.3 Âiäïîâiäü. Ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið íà îáîõ ñòàäiÿõ äâîñòà-
äiéíîãî âiäáîðó åëåìåíòiâ. 1) t̂π = 15079.7; 2) D̂ÏÂÄÂÅ

(
t̂π
)

=

5173 334, cv(t̂π) = 0.151.
8.4 Âiäïîâiäü. 1) ŷ = 1

nI

∑
i ∈ sIyi, äå yi = 1

ni

∑
k∈si yk � îöií-

êè Ãîðâiöà-Òîìñîíà ñåðåäíiõ âèòðàò âñåðåäèíi i-òîãî êëàñòåðà
(âiääiëåííÿ); 2) D̂(ŷ) = 1

nI(nI−1)

∑
i∈sI (yi − ŷ)2; 3)ŷ = 412/025;

D̂(ŷ) = 303.12.
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Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçäiëó 9

9.1 Âiäïîâiäü. Îöiíèòè ðiçíèöþ D ìîæíà çà äîïîìîãîþ ëiíiéíî¨
îöiíêè d̂ = t̂yπ− t̂zπ = 28980. Îöiíêà äèñïåðñi¨ d̂ ïiäðàõîâó¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ D̂(d̂) = N2( 1

n −
1
N )[Ŝ2

y + Ŝ2
z − 2Ŝyz]; 95%DI(D)=[22 745;

35 220].
9.2 Âêàçiâêè. 1) Ïîðiâíÿííÿ åôåêòèâíîñòi ìîæíà ðîáèòè ðîç-
ãëÿäàþ÷è âiäíîøåííÿ îòðèìàíèõ äâîõ òåîðåòè÷íèõ äèñïåðñié.
2) Îöiíêó Ã-Ò äëÿ ïàðàìåòðàXY ìîæíà çàïèñàòè ÿê x̂y =

1
n+n

(∑
k∈s xk +

∑
k∈s yk

)
= 1

2(x̄ + ȳ) = 1
2n(t̂xπ + t̂yπ). 3) Òóò îá-

÷èñëåííÿ ðîáèòè íå îáîâ'ÿçêîâî, õî÷à i ìîæëèâî. Ïåâíi çíàííÿ
ùîäî åôåêòèâíîñòi ñòðàòèôiêàöi¨ áóäóòü êîðèñíèìè.
9.3 Ðîçâ'ÿçîê. Ãåíåðàëüíîþ ñóêóïíiñòþ â íàñ ¹ ñóêóïíiñòü äã, ¨õ
â íàñ N = 1024, ÏÂÂáÏ-âèáiðêà ñêëàäà¹òüñÿ iç n = 16 åëåìåíòiâ.
ßêùî ìè ðîçãëÿíåìî 2 çìiííi: zk � êiëüêiñòü ó k-òîìó äã îñiá âiêîì
60+; yk � êiëüêiñòü ó k-òîìó äã æiíîê âiêîì 60+, òî âiäñîòîê æiíîê
ñåðåä îñiá âiêîì 60+, ùî ïðîæèâàþòü â Ñòàòèñëàâi ¹ âiäíîøåííÿì

R =

∑
k∈U yk∑
k∈U zk

=
Ty

Tz
.

Öåé ïàðàìåòð ìè ìîæåìî îöiíèòè ïiäñòàâèâøè çàìiñòü ñóìàðíèõ
çíà÷åíü Ty, Tz ¨õ îöiíêè Ãîðâiöà-Òîìïñîíà t̂y, t̂z. Îòðèìà¹ìî

R̂ =
t̂y

t̂z
=

N
n

∑
k∈s yk

N
n

∑
k∈s zk

=

∑
k∈s yk∑
k∈s zk

=
3

5
= 0.6.

à) Äëÿ íàøîãî ïàðàìåòðà R (âiäíîøåííÿ) ìè âæå îòðèìóâàëè
ôîðìóëè äëÿ îöiíêè äèñïåðñi¨ (9.9) ìåòîäîì ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà:

Ïiäðàõó¹ìî âñi íåîáõiäíi âåëè÷èíè:

z =
1

n

∑
k∈s

zk =
1

16
(1 + 2 + 2) =

5

16
= 0.3125;

Ŝ2
y =

1

n− 1

(∑
k∈s

y2
k −

1

n
(
∑
k∈s

yk)2

)
=

1

15
(1 + 1 + 1− 1

16
32) =

=
1

15
(3− 9

16
) = 0.1625;
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Ŝ2
z =

1

n− 1

(∑
k∈s

z2
k −

1

n
(
∑
k∈s

zk)2

)
=

1

15
(1 + 4 + 4− 1

16
52) =

=
1

15
(9− 25

16
) = 0.4958;

Ŝyz =
1

n− 1

(∑
k∈s

ykzk −
1

n
(
∑
k∈s

yk)(
∑
k∈s

zk)

)
=

=
1

15
(1 · 2 + 1 · 2 + 1 · 1− 1

16
3 · 5) =

1

15
(5− 15

16
) = 0.2708;

D̂(R̂) =
1

(0.3125)2

1− 16
1024

16
(0.1625 + (0.6)20.4958− 2 · 0.6 · 0.2708) =

= 0.01009764 = (0.100487)2

ßêùî âèõîäèòè ç òîãî, ùî îöiíêà R̂ ¹ àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíîþ,
òî øóêàíèé äîâið÷èé iíòåðâàë ìàòèìå âèãëÿä:

95%DI(R) = [0.6± 1.96 · 0.100487] = [0.403; 0.797]

á)Ïðè âèêîðèñòàííi ìåòîäó Äæåê-íàéô, ïîòðiáíî ïîðàõóâàòè
îöiíêè âiäíîøåííÿ ïî âèáiðêàì, ùî íå ìiñòÿòü îäèí åëåìåíò j,
j = 1, n:

R̂(j) =

∑
k 6=j yk∑
k 6=j zk

.

Äëÿ 13 äã, äå íå ìà¹ îñiá âiêîì 60+ zj = yj = 0 òà
∑

k 6=j yk =∑
k∈s yk = 3,

∑
k 6=j zk =

∑
k∈s zk = 5, R̂(j) = 3

5 = 0.6.
Äëÿ òèõ 2 äã, äå ïðîæèâàþòü ïî 2 îñiá âiêîì 60+, îäíà ç ÿêèõ

æiíêà zj = 2, yj = 1 òà
∑

k 6=j yk =
∑

k∈s yk − 1 = 3 − 1 = 2,∑
k 6=j zk =

∑
k∈s zk − 2 = 5− 2 = 3, R̂(j) = 2

3 = 0.66.
Äëÿ 1 äã, äå ïðîæèâà¹ îäíà æiíêà âiêîì 60+, zj = 1, yj = 1

òà
∑

k 6=j yk =
∑

k∈s yk − 1 = 3 − 1 = 2,
∑

k 6=j zk =
∑

k∈s zk − 2 =

5− 1 = 4, R̂(j) = 2
4 = 0.5.
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Âèêîðèñòà¹ìî äðóãèé âàðiàíò JK îöiíêè äëÿ îöiíêè äèñïåðñi¨:

D̂JK2(R̂) =
n− 1

n

n∑
j=1

(R̂(j) − R̂)2 =

=
15

16
(13(0.6− 0.6)2 + 2(0.66− 0.6)2 + (0.5− 0.6)2) =

=
15

16
(2(0.06)2 + (0.1)2) = 0.016125.

ßêùî ùå çðîáèòè ïîïðàâêó íà ñêií÷åííiñòü ãåíåðàëüíî¨ ñóêó-
ïíîñòi, òî îòðèìà¹ìî

D̂′JK2(R̂) = (1− 16

1024
)0.016125 = 0.01587 = (0.126)2

ßêùî âèõîäèòè ç òîãî, ùî îöiíêà R̂ ¹ àñèìïòîòè÷íî íîðìàëü-
íîþ, òî øóêàíèé äîâið÷èé iíòåðâàë ìàòèìå âèãëÿä:

95%DI(R) = [0.6± 1.96 · 0.126] = [0.35; 0.84]

â) Äëÿ îöiíþâàííÿ äèñïåðñi¨ ìåòîäîì Áóò-ñòðåï ñòâîðèìî øòó-
÷íó ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü, êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ áóäå óòâîðåíèé iç
N/n=1024/16=64 êîïié çíà÷åíü òà y iç âèáiðêè:

• çíà÷åííÿ z äëÿ âèáiðêè ñêëàäþòüñÿ iç 2-õ '2', îäíi¹¨ '1' òà
âñi iíøi '0', îòæå íàøà øòó÷íà ñóêóïíiñòü áóäå ìàòè ïî õà-
ðàêòåðèñòèöi z 2 · 64 = 128 � '2', 1 · 64 = 64 � '1', âñi iíøi
13 · 64 = 832 � '0'.

• çíà÷åííÿ y äëÿ âèáiðêè ñêëàäà¹òüñÿ iç 3-õ '1' òà âñi iíøi '0',
îòæå íàøà øòó÷íà ñóêóïíiñòü áóäå ìàòè ïî õàðàêòåðèñòèöi
y 3 · 64 = 192 � '1', òà âñi iíøi 13 · 64 = 832 � '0'.

Òîäi, ÿêùî ìè âèáåðåìî iç íàøî¨ øòó-
÷íî¨ ñóêóïíîñòi U∗ ÏÂÂáÏ âèáiðêó s1 =

{659, 151, 137, 90, 772, 5, 315, 144, 564, 302, 683, 483, 106, 696, 14, 978}
(ôóíêöiÿ sample(1:1024,16)) òà ïîðàõó¹ìî ïî åëåìåíòàì
iç öi¹¨ âèáiðêè çíà÷åííÿ íàøîãî ïàðàìåòðà, òî îòðèìà¹ìî
R̂1 = 0.6666667.
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Öþ ïðîöåäóðó âèêîíó¹ìî 1000 ðàçiâ äëÿ ðiçíèõ áóò-ñòðåï âèái-
ðîê, áåðó÷è äî óâàãè, ùî äëÿ äåÿêèõ âèïàäêiâ ìè ìîæåìî îòðèìó-
âàòè äiëåííÿ íà 0. Ìè îòðèìó¹ìî âåêòîð, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç 1000
çíà÷åíü îöiíêè R̂r, äëÿ ÿêîãî îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ R̂∗ = 0.617371

òà D̂BS(R̂) = 0.01849171.

ßêùî âèõîäèòè ç òîãî, ùî îöiíêà R̂ ¹ àñèìïòîòè÷íî íîðìàëü-
íîþ, òî øóêàíèé äîâið÷èé iíòåðâàë ìàòèìå âèãëÿä:

95%DI(R) = [0.6± 1.96 ·
√

0.01849171 = [0.33; 0.86]

Äëÿ îòðèìàííÿ ÄI iç ðîçïîäiëó R̂ ìîæíà ñêîðèñòàòèñü ôóí-
êöi¹þ quantile(..., probs = c(0.025,0.975)). Â ðåçóëüòàòi çà-
ñòîñóâàííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ îòðèìó¹ìî 95%DI(R) = [0.5; 1].

9.4 Âiäïîâiäi. 1) d̂=3 345.54, 95%DI(D) = [2695.19; 3995.88]. Ïîçè-
òèâíèé åôåêò âiä ðåêëàìíî¨ êàìïàíi¨ áåçóìîâíî ¹, àëå çà ïåðøèé
ìiñÿöü êîøòè, ùî áóëè âèòðà÷åíi íà íå¨, íå áóëè êîìïåíñîâàíi.

2) R̂ = 1.22 > 1, òîìó i öåé ïîêàçíèê âêàçó¹ íà ïîçèòèâ-
íèé åôåêò ðåêëàìíî¨ êàìïàíi¨. Äîâið÷èé iíòåðâàë 95%DI(R) =

[1.06; 3.51] ãîâîðèòü, ïðî òå, ùî ðåàëüíå çáiëüøåííÿ ïðîäàæiâ ìî-
æå êîëèâàòèñü âiä 6% äî 351%. Öå äîñèòü øèðîêèé äiàïàçîí. Äëÿ
óòî÷íåííÿ åôåêòó ïîòðiáíi äîäàòêîâi äîñëiäæåííÿ.
9.5 Âêàçiâêà. Ðiâåíü óñïiøíîñòi äëÿ ñòóäåíòiâ ÷è ñòóäåíòîê ¹, â
öüîìó âèïàäêó, ïàðàìåòðîì âiäíîøåííÿ R, ùî íå ¹ ëiíiéíèì. Òîìó
öåé ïàðàìåòð ìà¹ çìiùåííÿ. Ùîá âèçíà÷èòè ïðèáëèçíî ÿêèì ¹ öå
çìiùåííÿ, ìîæíà âèêîðèñòàòè òàêèé ðîçêëàä:

R̂ =
y

z
=

Y y

Y

Z z
Z

= R
1− y−Y

Y

1− z−Z
Z

= R
1− δy
1− δz

= R(1− δy)(1− δz + δ2
z− ...).

ßêùî â öüîìó ðîçêëàäi âçÿòè ïåðøi äåêiëüêà ÷ëåíiâ, òî ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî ïðè ÏÂÂáÏ çìiùåííÿ B(R) ≈ R(1 − f) 1
n [ S

2
z

Z
2 − Syz

Y Z
].

Çàëèøà¹òüñÿ ëèøå ïîðàõóâàòè ÿêîãî âèãëÿäó íàáóäóòü âñi ñêëà-
äîâi öüîãî âèðàçó, êîëè ìè ìà¹ìî ñïðàâó iç ðåàëüíîþ óñïiøíi-
ñòþ, i îá÷èñëèòè â öüîìó âèïàäêó éîãî çíà÷åííÿ. Îòðèìà¹ìî, ùî
B(R) ≈ 0.
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9.6 Âêàçiâêà. Ó ï.2 çàïðîïîíîâàíà îöiíêà ¹ ïî ñóòi îöiíêîþ âiäíî-
øåííÿ. Äiñíî, ÿêùî ðîçãëÿíóòè çìiííó zk, ùî íàáóâà¹ çíà÷åííÿ
1, ÿêùî k-òå äã ìà¹ äèòèíó äî 1 ðîêó òà 0, ÿêùî íå ìà¹, òîäi
n∗ =

∑
k∈s zk.

Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçäiëó 10

10.1 Âêàçiâêà. Îöiíêà çà âiäíîøåííÿì ìà¹ âèãëÿä t̂yR = TxB̂, äå

B̂ =
t̂yπ
t̂xπ

=
∑

k∈s yk∑
k∈s xk

� ¹ îöiíêîþ âiäíîøåííÿ. Òîìó ôîðìóëè äëÿ

äèñïåðñi¨ òà ¨¨ îöiíêè ïðè ÏÂÂáÏ ìîæíà äîñèòü ëåãêî îòðèìàòè
áåðó÷è äî óâàãè òå, ùî D(t̂yR) = D(TxB̂) = T 2

xD(B̂).
10.2 Âiäïîâiäü. t̂yR = 136 885.9; D̂(t̂yR) = 12 544 502.
10.3 Ðîçâ'ÿçîê. Ãåíåðàëüíîþ ñóêóïíiñòþ â íàñ ¹ ñóêóïíiñòü äã, ¨õ
â íàñ N = 1024, ÏÂÂáÏ-âèáiðêà ñêëàäà¹òüñÿ iç n = 20 åëåìåíòiâ.
Ðîçãëÿíåìî 2 çìiííi: yk � êiëüêiñòü ó k-òîìó äã îñiá âiêîì 60+;
xk = 1 � ÿêùî ó k-òîìó äã ¹ îñîáè âiêîì 60+, òà xk = 0, ÿêùî òàêi
îñîáè â äã íå ïðîæèâàþòü.

Ðåçóëüòàòè íàøîãî îáñòåæåííÿ ïîäàyj ó âèãëÿäi òàáëèöi:

k 1 2 3 4 ... 20
yk 2 2 1 0 ... 0
xk 1 1 1 0 ... 0

Êðiì òîãî, íàì âiäîìî äîäàòêîâî, ùî Tx =
∑

k∈U xk = 300.
1) Îöiíèìî øóêàíó êiëüêiñòü çà äîïîìîãîþ îöiíêè Ãîðâiöà-

Òîìïñîíà: t̂yπ = Ny = 1024 · 0.25 = 256.

Ŝ2
y =

1

n− 1

(∑
k∈s

(yk − y)2

)
=

=
1

19

(
2(2− 0.25)2 + (1− 0.25)2 + 17(0− 0.25)2

)
= 0.4079

D̂(t̂yπ) = N2(1− f)
Ŝ2
y

n
= 10242(1− 20/1024)

0.4079

20
= 20967.75

2) Âèêîðèñòà¹ìî îöiíêó çà ðiçíèöåþ: t̂yD = Tx + (t̂yπ − t̂xπ) =

300+(256−153.6) = 402.4 îñêiëüêè t̂xπ = Nx = 1024 ·0.15 = 153.6.
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Äëÿ ïiäðàõóíêó îöiíêè äèñïåðñi¨ îöiíêè ñóìàðíîãî çà ðiçíè-
öåþ, ñïî÷àòêó ïiäðàõó¹ìî âñi íåîáõiäíi äëÿ öüîãî âåëè÷èíè:

Ŝ2
x =

1

n− 1

(∑
k∈s

(xk − x)2

)
=

=
1

19

(
3(1− 0.15)2 + 17(0− 0.15)2

)
= 0.1342

Ŝxy =
1

n− 1

(∑
k∈s

xkyk −
1

n

(∑
k∈s

xk

)(∑
k∈s

yk

))
=

=
1

19

(
2 · 1 + 2 · 1 + 1 · 1 + 17 · 0 · 0− 5 · 3

20

)
= 0.2236

Îòæå,

D̂(t̂yD) = N2(1− f)
1

n

(
Ŝ2
y + Ŝ2

y − 2Ŝxy

)
=

= 10242(1− 20/1024)
0.40789 + 0.1342− 2 · 0.2236

20
= 4869.92

Âèñíîâîê: âèêîðèñòîâóþ÷è äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ çà äîïîìîãîþ
îöiíþâàííÿ çà ðiçíèöåþ ìè îòðèìàëè åôåêò çìåíøåííÿ äèñïåðñi¨
ó áiëüø íiæ 4 ðàçè ïîðiâíÿíî iç π-îöiíêîþ. Äiéñíî

D̂(t̂yπ)

D̂(t̂yD)
=

20967.75

4869.92
= 4.3.

Òàêå ñóòò¹âå ïîêðàùåííÿ ÿêîñòi îöiíêè çóìîâëåíå òèì, ùî
êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨ ìiæ çìiííèìè äîñèòü âåëèêèé. Çîêðåìà

r̂ =
Ŝxy

ŜxŜy
= 0.956 ùî i äàëî òàêèé ñóòò¹âèé åôåêò.

3) Ïîðàõó¹ìî ñïî÷àòêó îöiíêó âiäíîøåííÿ (íå ïëóòàòè iç îöií-
êîþ ïî âiäíîøåííþ!)

B̂ =
t̂yπ

t̂xπ
=

256

153.6
= 1.67 òà t̂yR = B̂ · Tx = 1.67 · 300 = 500.
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Òîäi

D̂(t̂yR) =
T 2
x

t̂2xπ
N2(1− f)

1

n

(
Ŝ2
y + B̂2Ŝ2

x − 2B̂Ŝxy

)
=

=
(300)210242

(153.6)2
(1− 20

1024
)
0.4079 + (1.67)20.1342− 2 · 1.67 · 0.2236

20
=

= 5379.5

Âèñíîâîê: âèêîðèñòîâóþ÷è äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ çà äîïîìîãîþ
îöiíþâàííÿ çà âiäíîøåííÿì ìè îòðèìàëè åôåêò çìåíøåííÿ äèñ-
ïåðñi¨, àëå ó ìåíøå íiæ 4 ðàçè. Äiéñíî

D̂(t̂yπ)

D̂(t̂yD)
=

20967.75

5379.5
= 3.89.

Ïîðiâíÿíî iç îöiíêîþ Ãîðâiöà-Òîìïñîíà ìè îòðåìàëè êðàùèé
ðåçóëüòàò, àëå ÿêùî ïîðiâíÿòè iç îöiíêîþ çà ðiçíèöåþ � òî
ðåçóëüòàò ïîãiðøèâñÿ. Öå ìîæå áóòè ïîâ'ÿçíèì ç òèì, ùî ìîäåëü,
ùî âiäïîâiäà¹ îöiíöi ïî âiäíîøåííþ íå çîâñiì àäåêâàòíî (ãiðøå)
âiäîáðàæà¹ çàëåæíiñòü çìiííèõ y òà x.

4) Ïðè âèêîðèñòàííi îöiíêè çà ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ ñïî÷àòêó

òðåáà ïîðàõóâàòè êîåôiöi¹íòè B̂1 =
Ŝxy

Ŝ2
x

= 0.2236
0.1342 = 1.667, B̂0 =

y − B̂1x = 1
n(t̂yπ − B̂1t̂xπ) = 1

20(256 − 1.667 · 153.6) = 0.076. Òîäi,
îöiíêà ñóìàðíîãî çà ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ áóäå äîðiâíþâàòè

t̂yLR = t̂yπ + B̂1(Tx − t̂xπ) =

= 256 + 1.667(300− 153.6) = 500

Äëÿ ïiäðàõóíêó îöiíêè äèñïåðñi¨ íàì ïîòðiáíà áóäå âåëè÷èíà

Ŝ2
e =

1

n− 1

(∑
k∈s

(yk − B̂0 − B̂1xk)2

)
=

=
1

19

(
2(2− 0.076− 1.667 · 1)2 + (1− 0.076− 1.667 · 1)2+

+ 17(0− 0.076− 1.667 · 0)2
)

= 0.0412.
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Îòæå,

D̂(t̂yLR) = N2(1− f)
1

n
Ŝ2
e =

= 10242(1− 20/1024)
0.0412

20
= 2117.878

Âèñíîâîê: âèêîðèñòîâóþ÷è äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ çà äîïîìîãîþ
îöiíþâàííÿ çà ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ ìè îòðèìàëè åôåêò çìåíøåííÿ
äèñïåðñi¨ ó ìàéæå 10 ðàçiâ. Äiéñíî

D̂(t̂yπ)

D̂(t̂yLR)
=

20967.75

2117.878
= 9.9.

10.4 Âêàçiâêà. Äèâiòüñÿ ðîçâ'ÿçîê ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i 10.3
10.5 Âiäïîâiäü. 1) Òóò ìîæíà âèêîðèñòàòè îöiíêó Ãîðâiöà-
Òîìñîíà: ŷπ = 1.8, D̂(ŷπ) = 0.2255, 95%DI(Y ) = [0.87; 2.73]. Òî-
÷íiñòü îòðèìàíî¨ îöiíêè íå íàéêðàùà. Ïðè÷èíà ó íàäòî ìàëîìó
ðîçìiði âèáiðêè. Òàêîæ ðiâåíü íàäiéíîñòi ïîáóäîâàíîãî äîâið÷îãî
iíòåðâàëó ìîæå âiäðiçíÿòèñü âiä çàÿâëåíîãî, îñêiëüêè ïðè òàêî-
ìó íåâåëèêîìó ðîçìiði ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òà ðîçìiði âèáiðêè
íîðìàëüíà àïðîêñèìàöiÿ ïðàöþ¹ ïîãàíî.

2) ßêùî ðîçãëÿíóòè äîäàòêîâó çìiííó x, ùî íàáóâà¹ çíà÷åí-
íÿ 1, ÿêùî äèòèíà ìà¹ õî÷à á îäèí çóá iç êàði¹ñîì òà 0 â iíøî-
ìó âèïàäêó, òîäi ìîæíà ñêîðèñòàòèñü îöiíêîþ çà âiäíîøåííÿì.
ŷR = X y

x = 2.25; D̂(ŷR) = 0.1622. Åôåêò ó òî÷íîñòi ìîæíà ïðî-
àíàëiçóâàòè ÿêùî ðîçãëÿíóòè âiäíîøåííÿ

D̂(ŷR)

D̂(ŷπ)
=

0.1622

0.2255
= (0.85)2.

Îòæå, çàëó÷åííÿ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨ ÷åðåç îöiíêó ïî âiäíîøåí-
íþ, ùî â öüìó âèïàäêó ñïiâïàäà¹ iç ïîñò-ñòðàôiêàöiéíîþ îöiíêîþ,
äàëî çìåíøåííÿ øèðèíè äîâið÷îãî iíòåðâàëó íà 15%.

3) Ç îäíi¹ ñòîðîíè, çàëó÷åííÿ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨ äàëî
åôåêò ïîêðàùåííÿ òî÷íîñòi îöiíþâàííÿ, àëå çàëó÷åííÿ äîäàòêî-
âîãî ñïåöiàëiñòà âèìàãà¹ çáiëüøåííÿ ôiíàíñîâèõ âèòðàò. I õî÷à ó
äðóãîãî äàíòèñòà îáñòåæåííÿ êîæíî¨ äèòèíè ïðîõîäèòü øâèäøå,
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îñêiëüêè éîìó íå ïîòðiáíî ðàõóâàòè çóáè iç êàði¹ñîì, àëå âií ïîâè-
íåí îáñòåæèòè â 10 ðàçiâ áiëüøå äiòåé. Òîìó åôåêò â ïîêðàùåííi
òî÷íîñòi îöiíêè ïðè çàëó÷åííi äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨ òðåáà ùå ïî-
ðiâíþâàòè iç äîäàòêîâèìè ôiíàíñîâèìè çàòðàòàìè, ùî âèíèêàþòü
ïðè öüîìó.
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Äîäàòîê 1. Òàáëèöÿ âèïàäêîâèõ ÷èñåë

×èñëà, íàâåäåíi ó òàáëèöi Ä 1, ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ
îòðèìàííÿ éìîâiðíiñíî¨ âèáiðêè.

Òàáëèöÿ Ä1. Âèïàäêîâi ÷èñëà

4924 2621 2514 4455 9711 1976 0308 3212 8638

7680 0568 8778 3996 0998 8625 4506 6684 7793

5970 4902 1544 2810 8221 4022 3616 7954 6257

2987 1686 2788 9285 5947 9673 2614 5966 9133

2646 1809 7469 6628 5080 5025 3906 7979 6269

4848 4229 1076 8969 8756 2836 2893 7430 3620

5497 8722 6911 0794 9419 3160 8038 2607 5299

1670 4811 4211 5073 2348 0956 5165 9942 1715

1485 4611 4765 7903 0638 1406 5404 5430 8715

7794 2374 6830 9832 8038 1727 7501 3898 7937

5643 2263 0444 0889 0698 2109 1195 2140 2585

8879 5094 9197 6246 4311 3016 9587 7750 4391

1715 3085 4729 2761 5988 8949 6692 9764 2889

6591 3228 5133 1429 9187 6325 6240 0089 1000

0031 2817 7924 7565 5523 5999 1482 1377 5698

6722 2565 9574 2048 0178 9170 2517 1930 2078

3659 1905 0394 5019 4839 2854 1262 1434 6583

5514 5849 6951 4852 7391 4533 2545 2608 7408

8940 2013 6147 1136 3906 6087 6054 7899 4834

0996 1176 9037 2954 2611 6859 2751 3540 4568

3155 1666 2782 4984 7135 7289 4662 3274 4902

7686 0141 8403 7507 5481 2868 7362 7259 3453

7385 1820 9399 4384 8736 0097 1745 0924 5357

8742 3039 0170 0927 2970 7634 0094 3087 1702

7189 8624 7943 4307 9255 4939 8986 2376 6746

7429 3532 4075 6833 5550 2816 7272 4624 2848

7535 0249 1106 9795 0864 1380 6000 8889 1481

3005 9164 7251 6231 7949 7927 9971 8322 2980

9844 0573 0733 8485 6749 2572 5178 7846 8996

1096 9787 5211 4342 8500 1435 2986 1057 4450

7960 6896 6454 9658 2578 1956 0563 4190 8844
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Äîäàòîê 2. Íîðìàëüíèé ðîçïîäië

Ó òàáëèöi Ä 2 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Φ(t) íîðìàëüíîãî
ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (0; 1):

• äëÿ çàäàíèõ t ≥ 0 òàáóëüîâàíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

N0; 1 (t) = Φ (t) =
1√
2π

tw

−∞
exp

{
−s2

2

}
ds.

• äëÿ t < 0 çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Φ(t) îòðèìóþòüñÿ ç ðiâíîñòi

Φ(t) = 1− Φ(−t).

Çíà÷åííÿ Na;σ2 (x) ôóíêöi¨ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìå-
òðàìè a i σ2 îá÷èñëþ¹òüñÿ çà çíà÷åííÿìè òàáóëüîâàíî¨ ôóíêöi¨
N0; 1 (t) = Φ (t) íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó N0; 1:

Na;σ2 (x) = N0; 1

(
x− a

σ

)
= Φ

(
x− a

σ

)
.

Òàáëèöÿ Ä2 äîïóñêà¹ ëiíiéíó iíòåðïîëÿöiþ.
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Òàáëèöÿ Ä2. Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Φ(t)

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 ,5000 ,5040 ,5080 ,5120 ,5160 ,5199 ,5239 ,5279 ,5319 ,5359

0,1 ,5398 ,5438 ,5478 ,5517 ,5557 ,5596 ,5636 ,5675 ,5714 ,5753

0,2 ,5793 ,5832 ,5871 ,5910 ,5948 ,5987 ,6026 ,6064 ,6103 ,6141

0,3 ,6179 ,6217 ,6255 ,6293 ,6331 ,6368 ,6406 ,6443 ,6480 ,6517

0,4 ,6554 ,6591 ,6628 ,6664 ,6700 ,6736 ,6772 ,6808 ,6844 ,6879

0,5 ,6915 ,6950 ,6985 ,7019 ,7054 ,7088 ,7123 ,7157 ,7190 ,7224

0,6 ,7257 ,7291 ,7324 ,7357 ,7389 ,7422 ,7454 ,7486 ,7517 ,7549

0,7 ,7580 ,7611 ,7642 ,7673 ,7703 ,7734 ,7764 ,7794 ,7823 ,7852

0,8 ,7881 ,7910 ,7939 ,7967 ,7995 ,8023 ,8051 ,8078 ,8106 ,8133

0,9 ,8159 ,8186 ,8212 ,8238 ,8264 ,8289 ,8315 ,8340 ,8365 ,8389

1,0 ,8413 ,8438 ,8461 ,8485 ,8508 ,8531 ,8554 ,8577 ,8599 ,8621

1,1 ,8643 ,8665 ,8686 ,8708 ,8729 ,8749 ,8770 ,8790 ,8810 ,8830

1,2 ,8849 ,8869 ,8888 ,8907 ,8925 ,8944 ,8962 ,8980 ,8997 ,9015

1,3 ,9032 ,9049 ,9066 ,9082 ,9099 ,9115 ,9131 ,9147 ,9162 ,9177

1,4 ,9192 ,9207 ,9222 ,9236 ,9251 ,9265 ,9279 ,9292 ,9306 ,9319

1,5 ,9332 ,9345 ,9357 ,9370 ,9382 ,9394 ,9406 ,9418 ,9429 ,9441

1,6 ,9452 ,9463 ,9474 ,9484 ,9495 ,9505 ,9515 ,9525 ,9535 ,9545

1,7 ,9554 ,9564 ,9573 ,9582 ,9591 ,9599 ,9608 ,9616 ,9625 ,9633

1,8 ,9641 ,9649 ,9656 ,9664 ,9671 ,9678 ,9686 ,9693 ,9699 ,9706

1,9 ,9713 ,9719 ,9726 ,9732 ,9738 ,9744 ,9750 ,9756 ,9761 ,9767

2,0 ,9772 ,9778 ,9783 ,9788 ,9793 ,9798 ,9803 ,9808 ,9812 ,9817

2,1 ,9821 ,9826 ,9830 ,9834 ,9838 ,9842 ,9846 ,9850 ,9854 ,9857

2,2 ,9861 ,9864 ,9868 ,9871 ,9875 ,9878 ,9881 ,9884 ,9887 ,9890

2,3 ,9893 ,9896 ,9898 ,9900 ,9904 ,9906 ,9909 ,9911 ,9913 ,9916

2,4 ,9918 ,9920 ,9922 ,9925 ,9927 ,9929 ,9931 ,9932 ,9934 ,9936

2,5 ,9938 ,9940 ,9941 ,9943 ,9945 ,9946 ,9948 ,9949 ,9951 ,9952

2,6 ,9953 ,9955 ,9956 ,9957 ,9959 ,9960 ,9961 ,9962 ,9963 ,9964

2,7 ,9965 ,9966 ,9967 ,9968 ,9969 ,9970 ,9971 ,9972 ,9973 ,9974

2,8 ,9974 ,9975 ,9976 ,9977 ,9977 ,9978 ,9979 ,9979 ,9980 ,9981

2,9 ,9981 ,9982 ,9982 ,9983 ,9984 9984 ,9985 ,9985 ,9986 ,9986

t 3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9

Φ(t) ,9987 ,9990 ,9993 ,9995 ,9997 ,9998 ,9998 ,9999 ,9999 ,1000
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Ñïèñîê îñíîâíèõ ïîçíà÷åíü

E(θ̂) � ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ
îöiíêè θ̂;
D(θ̂) � äèñïåðñiÿ îöiíêè θ̂;
D̂(θ̂) � îöiíêà äèñïåðñi¨
îöiíêè θ̂;
N � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ
ïîïóëÿöi¨;
n, ns � ðîçìið âèáiðêè;
p(·) � âèáiðêîâèé äèçàéí;
S2
y = 1

N−1

∑
k∈U (yk − Y )2 � äèñ-

ïåðñiÿ çìiííî¨ y äëÿ ïîïóëÿöi¨;
Ŝ2
y = 1

n−1

∑
k∈s(yk − y)2 � âèáið-

êîâà äèñïåðñiÿ çìiííî¨ y;
s � âèáiðêà;
T =

∑
k∈U yk � ñóìàðíå çíà÷åí-

íÿ çìiííî¨ y äëÿ ïîïóëÿöi¨;
t =

∑
k∈s yk � ñóìàðíå çíà÷åííÿ

çìiííî¨ y çà âèáiðêîþ;
t̂π � îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà
ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ T ;

U � ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü, ïî-
ïóëÿöiÿ;
Ud � ïiäñóêóïíiñòü;
Uh � ñòðàòà;
xk � çíà÷åííÿ äîïîìiæíî¨ çìií-
íî¨ x äëÿ åëåìåíòà k;
Y = 1

N

∑
k∈U yk � ñåðåäí¹ çíà÷å-

ííÿ çìiííî¨ y äëÿ ïîïóëÿöi¨;
y = 1

n

∑
k∈s yk � âèáiðêîâå ñåðå-

äí¹ çìiííî¨ y;
yk, zk � çíà÷åííÿ çìiííèõ y òà z

äëÿ åëåìåíòà k;
ŷπ � îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà
ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ Y ;
θ � ïàðàìåòð ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi;
πk � éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ
ïåðøîãî ïîðÿäêó;
πkl � éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ñïèñîê ñêîðî÷åíü

ÂÁ � âiäáið Áåðíóëëi;
ÂÂÎ � âòîðèííà âèáiðêîâà
îäèíèöÿ;
ÂÏ � âiäáið Ïóàññîíà;
ÄÂÅ � äâîñòàäiéíèé âiäáið
åëåìåíòiâ;
ÄÊÂ � äâîñòàäiéíèé êëàñòåð-
íèé âiäáið;
ÎÊÂ � îäíîñòàäiéíèé êëàñòåð-
íèé âiäáið;

ÏÂÂáÏ � ïðîñòèé âèïàäêîâèé
âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ;
ÏÂÂçÏ � ïðîñòèé âèïàäêîâèé
âiäáið ç ïîâåðíåííÿì;
ÏÂÎ � ïåðâèííà âèáiðêîâà îäè-
íèöÿ;
ÑÂ � ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið;
ÑÒÂ � ñòðàòèôiêîâàíèé âiäáið;
ÑÒÏÂÂ � ñòðàòèôiêîâàíèé ïðî-
ñòèé âèïàäêîâèé âiäáið.

117



Ñïèñîê ðåêîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè

1. Âàñèëèê, Î. I. Ëåêöi¨ ç òåîði¨ i ìåòîäiâ âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü
/ Î. I. Âàñèëèê, Ò. Î. ßêîâåíêî. � Ê. : ÂÏÖ ¾Êè¨âñüêèé óí-ò¿,
2010.

2. Âèáiðêîâå ñïîñòåðåæåííÿ. Òåðìiíîëîãi÷íèé ñëîâíèê /
Î. Î. Âàñ¹÷êî, Î. I. ×åðíÿê, �. Ì. Æóéêîâà òà ií. � Ê. : IÂÖ
ÄÊÑ Óêðà¨íè, 2004.

3. Çií÷åíêî, Í. Ì. Àíàëiòè÷íi ìîäåëi òà ìåòîäè ñîöiîëîãi¨ /
Í. Ì. Çií÷åíêî, À. ß. Îëåíêî. � Ê. : ÂÏÖ ¾Êè¨âñüêèé óí-ò¿,
2000.

4. Êàðòàøîâ, Ì. Â. Iìîâiðíiñòü, ïðîöåñè, ñòàòèñòèêà /
Ì. Â. Êàðòàøîâ. � Ê. : ÂÏÖ ¾Êè¨âñüêèé óí-ò¿, 2007.

5. Ìàéáîðîäà, Ð. �. Ðåãðåñiÿ: ëiíiéíi ìîäåëi / Ð. �. Ìàéáîðîäà.
� Ê. : ÂÏÖ ¾Êè¨âñüêèé óí-ò¿, 2007.

6. Ïàðõîìåíêî, Â. Ì. Ìåòîäè âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü /
Â. Ì. Ïàðõîìåíêî. � Ê. : ÒÂiÌÑ, 2001.

7. Ñàðiîãëî, Â. Ã. Ïðîáëåìè ñòàòèñòè÷íîãî çâàæóâàííÿ âèáiðêî-
âèõ äàíèõ / Â. Ã. Ñàðiîãëî. � Ê. : IÂÖ Äåðæêîìñòàòó Óêðà¨íè,
2005.

8. ×åðíÿê, Î. I. Òåõíiêà âèáiðêîâèõ äîñëiäæåíü / Î. I. ×åðíÿê.
� Ê. : ÌIÂÂÖ, 2001.

9. Êîêðåí, Ó. Ìåòîäû âûáîðî÷íîãî èññëåäîâàíèÿ / Ó. Êîêðåí. �
Ì. : Ñòàòèñòèêà, 1976.

10. Ëèòòë, Ð. Äæ. À. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç äàííûõ ñ ïðîïó-
ñêàìè / Ð. Äæ. À. Ëèòòë, Ä. Á. Ðóáèí. � Ì. : Ôèíàíñû è
ñòàòèñòèêà, 1991.

11. Ardilly, P. Sampling Methods. Exercises and Solutions / P. Ardi-
lly, Y. Till�e. � Springer Science+Business Media Inc., 2006.

118



12. Bulmer, M. Life on an island: A simulated population to support
student projects in statistics / M. Bulmer, J. K. Haladyn//
Technology Innovations in Statistics Education, 2011. � Vol. 5,
No. 1.

13. Brewer, K. R. W. Sampling with Unequal Probabilities /
K. R. W. Brewer, M. Hanif. � Springer-Verlag, 1983.

14. Fan, C. N. Development of sampling plans by using sequenti-
al (item by item) techiques and digital computers / C. N. Fan,
M. E. Muller, I. Rezucha // Journal of the American Statistical
Association, 1962. � Vol. 57.

15. H�ajek, J. Limiting distributions in simple random sampling from
a �nite population / J. H�ajek // Publ. Math. Inst. Hung. Acad.
Sci., 1960. � Vol. 5.

16. Isaki, C. T. Survey design under the regression superpopulation
model / C. T. Isaki, W. A. Fuller // Journal of the American
Statistical Association, 1982. � Vol. 77.

17. Kish, L. Survey Sampling / L. Kish. � Wiley, 1995.

18. Lohr, S. Sampling: design and analysis / S. Lohr. � New York :
Duxbury Press, 1999.

19. McLeod, A. L. A convenient algorithm for drawing a simple
random sample / A. L. McLeod, D. R. Bellhouse // Applied Stati-
stics, 1983. � Vol. 32, No. 2.

20. S�arndal, C.-E. Model Assisted Survey Sampling / C.-E. S�arndal,
B. Swensson, J. Wretman. � New York : Springer-Verlag, 1992.

21. Schwarz, C. J. StatVillage: An On-Line, WWW-Accessible,
Hypothetical City Based on Real Data for Use in an Introductory
Class in Survey Sampling / C. J. Schwarz// Journal of Statistics
Education, 1997. � Vol. 5, No. 2.

119



22. Sunter, A. B. Response burden, sample rotation and classi�cati-
on renewal in economic surveys / A. B. Sunter // International
Statistical Review, 1977. � Vol. 45.

23. Sunter, A. B. List sequential sampling with equal or unequal
probabilities without replacement / A. B. Sunter // Applied
Statistics, 1977. � Vol. 26, No. 3.

24. Thompson, S.-K. Sampling, 3rd Edition / S.-K. Thompson. �
Wiley, 2012.

120


