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АНОТАЦIЯ

Остапенко В. I. Оцiнки функцiоналiв вiд гармонiзованих стоха-

стичних процесiв. – На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.01.05 «Теорiя ймовiрностей i математична стати-

стика». – Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка МОН

України, Київ, 2017.

У дисертацiйнiй роботi дослiджуються задачi оптимального лiнiйного оцi-

нювання функцiоналiв вiд невiдомих значень випадкових гармонiзованих по-

слiдовностей та процесiв. Задачi дослiджено у випадках спектральної визна-

ченостi, коли вiдомий явний вигляд спектральної щiльностi, та спектральної

невизначеностi, коли спектральнi щiльностi послiдовностей та процесiв невi-

домi, а заданi лише класи допустимих спектральних щiльностей.

Серед сучасних напрямкiв розвитку теорiї стохастичних процесiв важливе

мiсце посiдає напрямок, що присвячений задачам оцiнки стохастичних проце-

сiв. Симетричнi α-стiйкi гармонiзованi процеси є узагальненням стацiонарних

процесiв, зокрема у випадку α = 2 гармонiзованi процеси є стацiонарними ви-

падковими процесами.

У роботi коротко наводяться результати спектральної теорiї для гармонi-

зованих послiдовностей та процесiв. Суттєвою вiдмiннiстю вiд стацiонарних

процесiв є вiдсутнiсть властивостi лiнiйностi за другим аргументом коварiацiї

мiж сумiсними симетричними α-стiйкими випадковими величинами.

Отриманi результати базуються на iзоморфiзмi мiж простором гармонiзо-

ваних симетричних α-стiйких величин та простором iнтегрованих функцiй в

степенi α.

Традицiйнi методи розв’язання задач оцiнки функцiоналiв суттєво вико-

ристовують припущення, що вигляд спектральних щiльностей стохастичних

послiдовностей та процесiв точно вiдомий. Однак, у реальних задачах на пра-

ктицi такою iнформацiєю дослiдник часто не володiє. Одним iз способiв по-

долання такого ускладнення може стати замiна припущення про вiдому спе-
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ктральну щiльнiсть на припущення про вiдомий клас допустимих спектраль-

них щiльностей D. У такому разi доцiльнiше шукати оцiнки, що є оптималь-

ними одразу для всiх щiльностей iз класу D. Такi оцiнки називаються мiнi-

максними, оскiльки вони мiнiмiзують максимальне значення похибки.

Сформульовано та розв’язано задачi оцiнювання функцiоналiв вiд невiдо-

мих значень гармонiзованих послiдовностей. Серед задач оцiнок функцiона-

лiв розглянуто задачi екстраполяцiї, iнтерполяцiї та фiльтрацiї гармонiзова-

них послiдовностей. Функцiонали, що розглядаються мають вигляд лiнiйних

перетворень вiд невiдомих значень випадкового процесу.

У випадку спектральної визначеностi, коли вiдома спектральна щiльнiсть

послiдовностi, знайдено формули та спiввiдношення для самої оцiнки фун-

кцiоналiв вiд гармонiзованих послiдовностей, її похибки та спектральної ха-

рактеристики для задачi екстраполяцiї (прогнозування).

Також дослiджено задачу iнтерполяцiї, пошук оцiнки для пропущених

значень. У цьому випадку на основi припущення про вiдому спектральну

щiльнiсть знайдено спiввiдношення для оцiнки, похибки, спектральної ха-

рактеристики. Для фiксованих числових значень параметрiв були знайденi

числовi значення похибки та спектральної характеристики.

Для задачi фiльтрацiї на основi вiдомої спектральної щiльностi знайде-

но спiввiдношення для визначення оцiнки, спектральної характеристики та

похибки оцiнки.

У випадку спектральної невизначеностi для задачi екстраполяцiї, iнтер-

поляцiї, фiльтрацiї гармонiзованих випадкових послiдовностей, виведенi спiв-

вiдношення, що визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi та

мiнiмакснi спектральнi характеристики для деяких класiв допустимих спе-

ктральних щiльностей.

Дослiджено задачi оцiнки функцiоналiв вiд невiдомих значень гармонiзо-

ваних випадкових процесiв. Розглянуто задачi екстраполяцiї, iнтерполяцiї та

фiльтрацiї у двох випадках: спектральної визначеностi та спектральної не-

визначеностi. У випадку спектральної визначеностi виведенi спiввiдношення
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для обчислення оцiнки функцiонала вiд невiдомих значень гармонiзованих

процесiв, значення похибки оцiнки та спектральної характеристики.

Коли у задачах оцiнки функцiоналу вiд гармонiзованого процесу спе-

ктральна щiльнiсть невiдома, а задано лише клас допустимих спектральних

щiльностей, застосований мiнiмаксний пiдхiд. Для мiнiмаксної задачi екстра-

поляцiї, iнтерполяцiї, фiльтрацiї знайдено спiввiдношення, що визначають

найменш сприятливi спектральнi щiльностi та мiнiмакснi спектральнi хара-

ктеристики для деяких класiв допустимих спектральних щiльностей.

Ключовi слова: гармонiзована послiдовнiсть, гармонiзований процес,

оптимальна оцiнка, спектральна характеристика, мiнiмаксна (робастна) оцiн-

ка, найменш сприятлива спектральна щiльнiсть, мiнiмаксна спектральна ха-

рактеристика.

ABSTRACT

Ostapenko V.I. Estimates of functionals from harmonizable processes.–

Manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences

degree on the speciality – 01.01.05 Probability theory and mathematical statistics.

– Taras Shevchenko National University of Kyiv, MES of Ukraine, Kyiv, 2017.

The work is devoted to investigation of the problem of optimal linear estimati-

on of functionals of unknown values of harmonizable sequences and processes. The

solutions to the extrapolation, interpolation and filtering problems are proposed

under the condition of spectral certainty as well as under the condition of spectral

uncertainty. Problems of estimating functionals from unknown values of harmoni-

zable sequences are formulated and solved. Among problems of functional evaluati-

ons, the problems of extrapolation, interpolation and filtration for harmonizable

sequences are considered. In the classical approach, when spectral density is

known, we find formulas and relation for estimates of functionals from harmoni-

zable sequences, their error and spectral characteristics.

Among the modern trends of the progress of the theory of stochastic processes,

estimations of stochastic processes are very important. Symmetric α-stable harmoni-
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zable processes are a generalization of stationary processes. In particular, in the

case of α = 2, the harmonizable processes are stationary random processes.

The results of the spectral theory for harmnizable sequences and processes are

summarized briefly. An essential difference from the case with stationary processes

is the absence of the linearity property by the second argument of the covariation

between join symmetric α-stable random values.

The obtained results are based on isomorphism between the space of harmoni-

zable symmetric α-stable variables and the space of integrable functions in the

power α.

Classically, the solution to the problems of estimation of functionalities is based

on the assumption that the form of spectral densities of stochastic sequences and

processes is exactly known. However, in real problems in practice, researcher does

not have such information often. One way to overcome such a complication may

be to replace the assumption of a known spectral density on the assumption of a

known class of admissible spectral densities D. In this case, it is more appropriate

to work with estimates that are optimal for all densities of the class D. Such

estimates are called minimax, since they minimize the maximum error value.

In the case of spectral certainty, when the spectral density of a sequence is

known, we find formulas and relations for the estimation of functionals from

harmonizable sequences, its errors and the search for a spectral characteristic

for the problem of extrapolation (prediction).

Also investigated the problem of interpolation, the search for an estimation for

missed values. In this case, based on the assumption of a known spectral density,

formulas and relations for estimation, error of estimation, spectral characteristic

are found. For fixed numerical values of parameters, numerical values of error and

spectral characteristics were found.

For a filtration problem based on known spectral density, a formula for esti-

mation, spectral characteristic and estimation error are found.

In the case of spectral uncertainty for the extrapolation, interpolation problem

of harmonizable random sequences, the relations that determine the least favorable
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spectral densities, the minimax spectral characteristics for the some class of spectral

densities were found.

The problems of estimation functionals from unknown values of harmonizable

random processes are investigated. In the case of spectral certainty, formulas that

determine the spectral characteristics and values of errors of estimates of functi-

onals are obtained.

For a minimax extrapolation, interpolation, filtration problem, relations were

found for the least favorable spectral densities and the minimax spectral characteri-

stics for a class.

The main results presented in the dissertation work are the following:

— found estimation of functional in problem of extrapolation α-stable, harmoni-

zable random processes in discrete and continuous time in the case of

known and unknown spectral density;

— found estimation of functional in problem of interpolation α-stable, harmoni-

zable random processes in discrete and continuous time in the case of

known and unknown spectral density;

— found estimation of functional in problem of filtration α-stable, harmoni-

zable random processes in discrete and continuous time in the case of

known and unknown spectral density.

Results described in PhD Thesis have theoretical significance for stochastic

calculus and practical application to the problems of system analysis, signal

processing, econometrics.

Keywords: harmonizable sequence, harmonizable process, optimal estimate,

spectral characteristic, mean square error, minimax-robust estimate, least favorable

spectral density, minimax-robust spectral characteristic.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Останнiм часом зростає iнтерес до дослiджень не-

стацiонарних випадкових процесiв. Задачi пов’язанi iз оцiнками гармонiзова-

них α-стiйких випадкових послiдовностей та процесiв розглядали С. Камбанiс

[47], М. Масанi [83], С. Раджупут [103], Й. Хосойа [63], А. Верон [115]. Розпо-

дiли, що пов’язанi iз стiйкими процесами часто з’являються у рiзноманiтних

моделях економiки, бiологiї та теорiї обробки сигналiв [15]. Актуальнiсть гар-

монiзованих процесiв пов’язана iз можливим застосуванням до теорiї обробки

сигналiв [44] та задач системного аналiзу [50].

Класично, задачi оцiнювання невiдомих значень випадкових процесiв ба-

зуються на припущеннi, що спектральнi щiльностi процесiв точно вiдомi.

Такий пiдхiд можна простежити у роботах A. М. Колмогорова, Н. Вiнера,

А. Яглома, С. Камбанiса, Е. Масрi, А. Верона та iн. Також варто вiдзначити

мiнiмаксний пiдхiд, що полягає у замiнi припущення про вiдому спектральну

щiльнiсть на припущення про вiдомий клас допустимих спектральних щiль-

ностей, що використовується у роботах К. Кассама та Х. Пура, У. Гренандера,

М. Моклячука, О. Масютки, I. Голiченко, М. Луза та iн. Вперше такий пiдхiд

був запропонований У. Гренандером у 1957 роцi i стосувався пошуку опти-

мальної оцiнки лiнiйного функцiонала вiд невiдомих значень стацiонарного

процесу. Разом iз зростанням кiлькостi прикладних задач оцiнювання невiдо-

мих значень процесiв зростала потреба у розвитку запропонованого методу

оцiнювання. Досить детальний огляд робастних методiв обробки сигналiв,

розроблених до 1985 року, мiститься в оглядовiй статтi С. А. Кассама та

Г. В. Пура.

У дисертацiйнiй роботi дослiджуються задачi оптимального лiнiйного оцi-

нювання функцiоналiв вiд невiдомих значень випадкових гармонiзованих по-

слiдовностей та процесiв. Задачi розв’язано у випадках спектральної визна-
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ченостi та спектральної невизначеностi, коли спектральнi щiльностi гармонi-

зованих послiдовностей та процесiв невiдомi, а заданi лише класи допустимих

щiльностей.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйна робота виконана в рамках державної бюджетної науково-дослiдної

теми № 11БФ038-02 “Еволюцiйнi системи: дослiдження аналiтичних пере-

творень, випадкових флуктуацiй та статистичних закономiрностей” (номер

державної реєстрацiї 0111U006561) i № 16БФ038-02 «Дослiдження та ста-

тистичний аналiз асимптотичної поведiнки складних стохастичних неодно-

рiдних динамiчних систем» (номер державної реєстрацiї 0116U002530) ка-

федри теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної математики механiко-

математичного факультету Київського нацiонального унiверситету iменi Та-

раса Шевченка, що входить до комплексного тематичного плану науково-

дослiдних робiт “Сучаснi математичнi проблеми природознавства, економiки

та фiнансiв”.

Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є розв’язання задач опти-

мального лiнiйного оцiнювання функцiоналiв вiд невiдомих значень гармонi-

зованих послiдовностей та процесiв. Дослiджуються задачi екстраполяцiї, iн-

терполяцiї та фiльтрацiї гармонiзованих послiдовностей та процесiв. Задачею

дослiдження є виведення формул для обчислення похибок та спектральних

характеристик оптимальних оцiнок функцiоналiв за умови, що спектральна

структура процесiв вiдома, та встановлення спiввiдношень для знаходження

найменш сприятливих спектральних щiльностей та мiнiмаксних (робастних)

спектральних характеристик оптимальних оцiнок функцiоналiв в умовах спе-

ктральної невизначеностi, коли задано лише класи допустимих щiльностей.

Об’єктом дослiдження є стохастичнi гармонiзованi послiдовностi та

процеси.

Предметом дослiдження є задачi оптимального лiнiйного оцiнювання

функцiоналiв вiд невiдомих значень гармонiзованих стохастичних послiдов-
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ностей та процесiв.

Методи дослiдження. У роботi використовуються положення спектраль-

ної теорiї гармонiзованих послiдовностей та процесiв для знаходження опти-

мальних оцiнок та значень похибок оцiнок. Спектральнi характеристики опти-

мальних оцiнок в умовах спектральної визначеностi знаходяться, використо-

вуючи метод проекцiї в Lp просторi. В умовах спектральної невизначеностi

використовуються методи оптимiзацiї для розв’язання екстремальних задач.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати, отриманi

в дисертацiї, є новими. Основнi з них наступнi:

— знайдено оцiнки функцiоналiв для задачi екстраполяцiї гармонiзова-

них α-стiйких симетричних випадкових процесiв у дискретному та

неперервному часi у випадку вiдомої i невiдомої спектральної щiльно-

стi;

— знайдено оцiнки функцiоналiв для задачi iнтерполяцiї гармонiзова-

них α-стiйких симетричних випадкових процесiв у дискретному та

неперервному часi у випадку вiдомої i невiдомої спектральної щiльно-

стi;

— знайдено оцiнки функцiоналiв для задачi фiльтрацiї гармонiзованих

α-стiйких симетричних випадкових процесiв у дискретному та непе-

рервному часi у випадку вiдомої i невiдомої спектральної щiльностi.

Практичне значення отриманих результатiв. Роздiл теорiї стоха-

стичних процесiв розширений новими пiдходами та методами розв’язання за-

дач оцiнювання функцiоналiв вiд α-стiйких гармонiзованих випадкових про-

цесiв. Отриманi формули для знаходження похибок та спектральних характе-

ристик оцiнок у задачах iнтерполяцiї, екстраполяцiї, фiльтрацiї функцiоналiв

вiд α-стiйких гармонiзованих випадкових процесiв у випадку вiдомої та не-

вiдомої спектральної щiльностi. Були отриманi розв’язки задач iнтерполяцiї,

екстраполяцiї, фiльтрацiї для деяких класiв спектральних щiльностей при

застосуваннi мiнiмаксного пiдходу.
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Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи

отриманi здобувачем самостiйно. За результатами дисертацiї опублiковано

п’ять робiт у фахових виданнях. Всi роботи пiдготованi у спiвавторствi з

науковим керiвником, професором Моклячуком М.П. В роботах спiвавтору

належать постановка задач, загальне керiвництво роботою та обговорення

результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiда-

лись та обговорювалися на:

— Третя мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вчених з ма-

тематики та фiзики, м. Київ, 25-27 квiтня 2013;

— Мiжнародна наукова конференцiя студентiв, аспiрантiв та молодих

вчених “Теоретичнi та прикладнi аспекти кiбернетики”, Київ, 21-24

листопада 2014;

— Мiжнародна конференцiя ймовiрнiсть, надiйнiсть та стохастична опти-

мiзацiя, Київ, 7-10 квiтня 2015;

— Мiжнародна конференцiя стохастичнi процеси в абстрактних просто-

рах, Київ, 14-16 жовтня 2015;

— засiданнi наукового семiнару кафедри теорiї ймовiрностей, статисти-

ки та актуарної математики механiко-математичного факультету Ки-

ївського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (м. Київ,

2016);

— Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiр-

ностей та математичного аналiзу”, Ворохта, 22 - 25 лютого 2017;

— XV Мiжнародна конференцiя студентiв, аспiрантiв та молодих вчених

«Шевченкiвська весна 2017», Математика, Статистика та Механiка,

Прикладна математика та комп’ютернi науки, м.Київ, квiтень 2017;

— засiдання наукового семiнару кафедри системного аналiзу та теорiї

прийняття рiшень факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Ки-

ївського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка пiд керiв-
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ництвом проф. Наконечного О. Г. (м. Київ, 2017);

— засiдання наукового семiнару кафедри теоретичної та прикладної ста-

тистики механiко-математичного факультету Львiвського нацiональ-

ного унiверситету iменi Iвана Франка пiд керiвництвом проф. Єлей-

ка Я. I. (м. Львiв, 2017).

Публiкацiї. За результатами дисертацiйної роботи опублiковано:

— 5 статей [93] - [95], [32], [33] у фахових виданнях, серед яких 4 статтi

[93], [32], [33], [94] у наукових фахових виданнях України, з яких 1

стаття [94] надруковано у журналi, який включено до наукометричної

бази Scopus, i 1 стаття [95] у фаховому iноземному виданнi;

— 5 тез доповiдей на наукових конференцiях [96] - [98], [34], [36].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї,

вступу, 3 роздiлiв, якi мiстять пiдроздiли, висновкiв, списку використаних

джерел, який мiстить 124 найменувань та додатку. Повний обсяг роботи ста-

новить 142 сторiнки, в тому числi 116 сторiнок основного тексту.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, вказано зв’язок роботи з на-

уковими програмами, темами, планами, встановлено мету, задачi, предмет,

об’єкт та методи дослiдження, коротко викладенi основнi результати роботи,

вказано наукову новизну, практичне значення отриманих в роботi результатiв

та особистий внесок здобувача, наведено список публiкацiй здобувача.

У першому роздiлi наводиться огляд лiтератури, пов’язаної з темою

дисертацiйної роботи та спорiдненими питаннями, а також коротко аналiзу-

ється змiст основних робiт, в яких вивчаються проблеми, що дослiджуються

в дисертацiї.

У першому пiдроздiлi другого роздiлу наведено означення гармонiзо-

ваної стохастичної послiдовностi та викладено основнi питання спектральної

теорiї таких послiдовностей.

У другому пiдроздiлi другого роздiлу розв’язано задачу оптимального
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лiнiйного оцiнювання функцiоналiв

Aξ =
∞∑
j=0

ajξj =

π∫
−π

A(eiθ)dZξ(θ),

A(eiθ) =
∞∑
j=0

aje
ijθ,

що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . , гармонiзованої симетри-

чної α-стiйкої випадкової послiдовностi {ξj, j ∈ Z} за спостереженнями по-

слiдовностi {ξk + ηk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . . Послiдовностi

{ξj, j ∈ Z} та {ηk, k ∈ Z} мають абсолютно неперервнi спектральнi мiри та

спектральнi щiльностi f(θ) > 0 та g(θ) > 0, що задовольняють умову мiнi-

мальностi

π∫
−π

(f(θ) + g(θ))−1/(α−1)dθ <∞. (1)

Iз iзоморфiзму мiж просторами H(ξ+ η) та Lα(f + g) маємо, що оптимальна

оцiнка Âξ функцiоналу Aξ має вигляд

Âξ =

π∫
−π

h(θ)
(
dZξ(θ) + dZη(θ)

)
. (2)

Спектральна характеристика h(θ) оцiнки визначається з рiвняння(
A(eiθ)− h(θ)

)<α−1>
f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ) = C(eiθ), (3)

C(eiθ) =
∞∑
j=0

cje
ijθ,

де cj невiдомi коефiцiєнти, що визначаються iз рiвнянь

π∫
−π

e−iθk h(θ)dθ = 0, k = 0, 1, . . . . (4)
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Похибка оптимальної оцiнки функцiонала обчислюється за наступною фор-

мулою ∥∥∥Aξ − Âξ∥∥∥α
α

=

π∫
−π

∣∣A(eiθ)− h(θ)
∣∣α f(θ)dθ +

π∫
−π

|h(θ)|α g(θ)dθ. (5)

Теорема 0.1. Нехай {ξk, k ∈ Z} та {ηk, k ∈ Z} є взаємно незалежни-

ми гармонiзованими симетричними α-стiйкими випадковими послiдовно-

стями, якi мають абсолютно неперервнi спектральнi мiри та спектральнi

щiльностi f(θ) > 0 та g(θ) > 0, що задовольняють умову мiнiмальностi

(2.18). Оптимальна лiнiйна оцiнка Âξ функцiонала Aξ =
∑∞

j=0 ajξj, що

залежить вiд невiдомих значень послiдовностi ξj, j = 0, 1, . . . , за спосте-

реженнями послiдовностi {ξk + ηk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . ,

обчислюється за формулою (2). Спектральна характеристика h(θ) оцiн-

ки визначається формулою (3), де невiдомi коефiцiєнти cj визначається iз

системи рiвнянь (4). Похибка оптимальної лiнiйної оцiнки визначається

формулою (5).

Як наслiдок iз попередньої теореми маємо наступнi результати для ви-

падку спостереження без шуму.

Оптимальна оцiнка Âξ функцiоналу Aξ має форму

Âξ =

π∫
−π

h(θ)dZξ(θ). (6)

Спектральна характеристика h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ функцiо-

нала обчислюється за формулою

h(θ) = A(eiθ)−
(
C(eiθ))

)< 1
α−1>

(f(θ))
−1
α−1 , (7)

де невiдомi коефiцiєнти cj, j = 0, 1, . . . , визначаються iз наступної системи

рiвнянь
π∫

−π

e−iθk

[ ∞∑
j=0

aje
ijθ

]
−

[ ∞∑
j=0

cje
−ijθ

]< 1
α−1>

[f(θ)]
−1
α−1

 dθ = 0,

k = 0, 1, . . .

(8)
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Похибка оптимальної оцiнки функцiонала обчислюється за формулою

∥∥∥ANξ − Âξ
∥∥∥α
α

=

π∫
−π

∣∣∣∣(C(eiθ)
)< 1

α−1>

(f(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣α f(θ)dθ. (9)

Наслiдок 0.1. Нехай {ξk, k ∈ Z} гармонiзована симетрична α-стiйка

випадкова послiдовнiсть, що має абсолютно неперервну спектральну мi-

ру i спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмаль-

ностi (2.18) при g(θ) = 0. Оптимальна лiнiйна оцiнка Âξ функцiоналу

Aξ =
∑∞

j=0 ajξj, що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . ,

послiдовностi за спостереженнями послiдовностi {ξk, k ∈ Z} точках ча-

су k = −1,−2, . . . , має форму (2.14). Спектральна характеристика h(θ)

оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ функцiоналу обчислюється за формулою

(2.15), де невiдомi коефiцiєнти cj, j = 0, 1, . . . , визначаються системою

рiвнянь (2.16). Похибка оптимальної лiнiйної оцiнки функцiоналу визнача-

ється формулою (2.17).

У наступних пiдроздiлах 2.2.3 та 2.2.4 було застосовано данi теореми до

стацiонарних послiдовностей та отримано вiдомi результати для оцiнки фун-

кцiоналiв, спектральних щiльностей та похибок оцiнок.

Означення 0.1. Для даного класу спектральних щiльностейD = Df×Dg

спектральнi щiльностi f0(θ) ∈ Df , g0(θ) ∈ Dg називають найменш сприятли-

вими в класi D = Df × Dg для оптимальної лiнiйної оцiнки Aξ, якщо має

мiсце наступне спiввiдношення

∆ (f0, g0) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) = max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h (f, g) ; f, g) .

Означення 0.2. Для даного класу спектральних щiльностейD = Df×Dg

спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) оптимальної оцiнки Âξ функцiо-

нала Aξ називається мiнiмаксною (робастною) для оптимальної лiнiйної оцiн-

ки функцiонала Aξ, якщо виконуються наступнi спiввiдношення:

h0 ∈ HD =
⋂

(f,g)∈Df×Dg

Lα(f + g),
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min
h∈HD

max
(f,g)∈D

∆ (h; f, g) = max
(f,g)∈D

∆
(
h0; f, g

)
.

Використовуючи метод множникiв Лагранжа i субдиференцiали функцiо-

налiв описуємо спiввiдношення, якi визначають найменш сприятливi спектраль-

нi щiльностi в деяких спецiальних класах спектральних щiльностей. Найменш

сприятливi спектральнi щiльностi f0(θ), g0(θ) та мiнiмаксна спектральна ха-

рактеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову точку функцiї ∆ (h; f, g) на

множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

∆ (h; f0, g0) > ∆
(
h0; f0, g0

)
> ∆

(
h0; f, g

)
∀h ∈ HD,∀f ∈ Df ,∀g ∈ Dg

справедливо, якщо h0 = h(f0, g0) та h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) є розв’язком

задачi оптимiзацiї з обмеженнями

max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (10)

∆ (h(f0, g0); f, g) =
∥∥∥Aξ − Âξ∥∥∥α

α

=

π∫
−π

∣∣A(eiθ)− h0(θ)
∣∣α f(θ)dθ +

π∫
−π

∣∣h0(θ)
∣∣α g(θ)dθ.

(11)

Пiдсумовуючи отриманi формули i введенi позначення, приходимо до ви-

сновку, що такi леми справедливi

Лема 0.1. Нехай {ξk, k ∈ Z} та {ηk, k ∈ Z} є взаємно незалежними

гармонiзованими симетричними α-стiйкими випадковими послiдовностя-

ми, що мають абсолютно неперервнi спектральнi мiри i спектральнi щiль-

ностi f0(θ) > 0 та g0(θ) > 0, якi задовольняють умову мiнiмальностi

(2.18). Нехай спектральнi щiльностi (f0, g0) ∈ Df × Dg дають розв’язок

задачi оптимiзацiї iз обмеженнями (2.29). Спектральнi щiльностi (f0, g0)

є найменш сприятливими спектральними щiльностями в класi Df × Dg

та h0 = h(f0, g0) є мiнiмаксною спектральною характеристикою опти-

мальної лiнiйної оцiнки Âξ функцiонала Aξ, що залежить вiд невiдомих
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значень послiдовностi ξj, j = 0, 1, . . . , за спостереженнями послiдовностi

{ξk + ηk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . , якщо h0 = h(f0, g0) ∈ HD.

Лема 0.2. Нехай {ξk, k ∈ Z} є гармонiзованою симетричною α-стiйкою

випадковою послiдовнiстю, що має абсолютно неперервну спектральну мiру

та спектральну щiльнiсть f0(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi

(2.18) при g(θ) = 0. Нехай спектральна щiльнiсть f0 ∈ Df дає розв’язок

задачi оптимiзацiї з обмеженнями

max
f∈Df

∆ (h(f0); f) = ∆ (h(f0); f0) , (12)

∆ (h(f0); f) =
∥∥∥Aξ − Âξ∥∥∥α

α
=

π∫
−π

∣∣∣(C0(eiθ)
)< 1

α−1> (f0(θ))
−1
α−1

∣∣∣α f(θ)dθ. (13)

Спектральна щiльнiсть f0 є найменш сприятливою спектральною щiль-

нiстю Df та h0 = h(f0) є мiнiмаксною спектральною характеристикою

оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ функцiонала Aξ, що залежить вiд невiдо-

мих значень ξj, j = 0, 1, . . . , послiдовностi за спостереженнями послiдовно-

стi {ξk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . , якщо h0 = h(f0) ∈ HD.

Далi розв’язано задачу мiнiмаксного (робастного) оцiнювання функцiо-

нала Aξ у випадку, коли спектральнi щiльностi f(λ), g(θ) належать класу

допустимих спектральних щiльностей Dβ
f ×Dε

g:

Dβ
f =

f(θ)

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

(f(θ))βdθ = P1

 ,

Dε
g =

g(θ)

∣∣∣∣∣∣g(θ) = (1− ε)g1(θ) + εw(θ),

π∫
−π

g(θ)dθ = P2

 .

У третьому пiдроздiлi другого роздiлу дослiджено задачу оптимального

лiнiйного оцiнювання функцiонала ANξ

ANξ =
N∑
j=0

ajξj =

π∫
−π

AN(eiθ)dZ(θ),
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AN(eiθ) =
N∑
j=0

aje
ijθ,

що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . , N, гармонiзованої HSαS

послiдовностi ξn, n ∈ Z за спостереженнями послiдовностi ξn в моменти часу

n ∈ Z \ {0, 1, . . . , N}.
Оптимальну оцiнку ÂNξ функцiонала ANξ шукаємо у виглядi

ÂNξ =

π∫
−π

h(θ)dZ(θ). (14)

Спектральна характеристика обчислюється iз наступних рiвнянь

h(θ) = AN(eiθ)−
(
CN(eiθ)

)< 1
α−1> (f(θ))

−1
α−1 , (15)

π∫
−π

e−iθk h(θ)dθ = 0, k = 0, 1, . . . , N. (16)

Похибка оптимальної оцiнки функцiонала обчислюється за формулою

∥∥∥ANξ − ÂNξ
∥∥∥α
α

=

π∫
−π

∣∣∣(CN(eiθ)
)< 1

α−1> (f(θ))
−1
α−1

∣∣∣α f(θ)dθ. (17)

Справедлива наступна теорема.

Теорема 0.2. Нехай гармонiзована симетрична α–стiйка, HSαS, сто-

хастична послiдовнiсть {ξ(n), n ∈ Z} має абсолютно неперервну спектраль-

ну мiру µ(θ), що має спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, яка задовольняє

умову (2.18) при g(θ) = 0. Оптимальна лiнiйна оцiнка ÂNξ функцiонала

ANξ =
∑N

j=0 ajξj, що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . , N,

послiдовностi ξn за спостереженнями послiдовностi ξn в моменти часу

n ∈ Z \ {0, 1, . . . , N} обчислюється за формулою (2.59). Спектральна ха-

рактеристика h(θ) оптимальної оцiнки функцiонала має вигляд (2.61), де

невiдомi коефiцiєнти cj, j = 0, . . . , N, визначаються з рiвняння (2.62). Ва-

рiацiя оптимальної оцiнки функцiонала обчислюється за формулою (2.64).
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Розглянутий приклад задачi оптимального лiнiйного оцiнювання функцiо-

нала

A1ξ = a0ξ0 + a1ξ1,

що залежить вiд невiдомих значень ξ0, ξ1 гармонiзованої HSαS послiдовностi

ξn, n ∈ Z, з α = 4
3 та спектральною щiльнiстю f(θ) = |eiθ + d|− 4

3 ,−1 < d < 1,

за спостереженнями послiдовностi в моменти часу n ∈ Z \ {0, 1}.
Розглянутий приклад задачi оптимального лiнiйного оцiнювання функцiо-

нала

ANξ =
N∑
j=0

ajξj,

що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . , N, гармонiзованої HSαS

послiдовностi ξn з α = 4
3 та спектральною щiльнiстю f(θ) за спостереженнями

послiдовностi в моменти часу n ∈ Z \ {0, 1, . . . , N}.
У пiдроздiлах 2.3.3 - 2.3.5 розв’язано задачу мiнiмаксного (робастного)

оцiнювання функцiонала ANξ у тому випадку, коли спектральна щiльнiсть

f(λ) належать множинам допустимих спектральних щiльностей:

D0 =

f :

π∫
−π

f(θ)dθ = P

 ,

D−M =

f :

π∫
−π

f−1(θ)cos(mθ)dθ = rm,m = 0, . . . ,M

 ,

Dβ =

f :

π∫
−π

(f(θ))β dθ = P

 , β 6= −1

α− 1
, β 6= 1.

У четвертому пiдроздiлi другого роздiлу дослiджена задача оптималь-

ного оцiнювання лiнiйних функцiоналiв

ANξ =
N∑
k=0

akξ−k =

π∫
−π

AN(eiθ)dZ(θ),

AN(eiθ) =
N∑
k=0

ake
−ikθ,
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що залежить вiд невiдомих значень гармонiзованої α−стiйкої послiдовностi
ξk за спостереженнями послiдовностi ξn + ηn, n ∈ Z у моменти часу n =

0,−1,−2, . . .

Оцiнка має наступний вигляд

ÂNξ =

π∫
−π

h(θ)
(
dZξ(θ) + dZη(θ)

)
. (18)

Спектральна характеристика визначається iз спiввiдношення(
AN(eiθ)− h(θ)

)<α−1>
f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ) = C(eiθ), (19)

C(eiθ) =
∞∑
k=0

cke
i(k+1)θ,

де ck – невiдомi коефiцiєнти, якi визначаються iз умови

π∫
−π

e−iθnh(θ)dθ = 0, n = 1, 2, . . . . (20)

Похибка оцiнки обчислюється за формулою

∥∥∥ÂNξ − ANξ
∥∥∥α
α

=

π∫
−π

∣∣AN(eiθ)− h(θ)
∣∣α f(θ)dθ +

π∫
−π

|h(θ)|α g(θ)dθ. (21)

Теорема 0.3. Нехай ξn, n ∈ Z та ηn, n ∈ Z взаємно незалежнi гармо-

нiзованi α−стiйкi, HSαS, стохастичнi послiдовностi, якi мають абсолю-

тно неперервнi спектральнi мiри µ(θ), ν(θ) iз спектральними щiльностя-

ми f(θ) > 0, g(θ) > 0 вiдповiдно, якi задовольняють умову мiнiмальностi

(2.18). Оптимальна лiнiйна оцiнка ÂNξ функцiонала ANξ =
∫ π
−π AN(eiθ)dZξ(θ),

що залежить вiд невiдомих значень HSαS послiдовностi ξn за спостере-

женнями послiдовностi ξn + ηn у точках n = 0,−1,−2, . . . обчислюється

за формулою (18). Спектральна характеристика h(θ) визначається iз рiв-

нянь (19), де невiдомi коефiцiєнти ck, k = 1, 2, . . . , визначаються рiвняння-

ми (20). Похибка оцiнки обчислюється за формулою (21).
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У пiдроздiлах 2.4.4, 2.4.5 розв’язано задачу мiнiмаксного (робастного) оцi-

нювання функцiонала ANξ у тому випадку, коли спектральнi щiльностi f(λ)

та g(λ) належать множинам допустимих спектральних щiльностей:

D0
f =

f(θ)| 1

2π

π∫
−π

f(λ) 6 P1

 ,

D0
g =

g(θ)| 1

2π

π∫
−π

g(λ) 6 P2

 ;

Dv
u =

f(θ)|u(θ) 6 f(θ) 6 v(θ),
1

2π

π∫
−π

f(λ)dλ 6 P1

 ,

Dε =

g(θ)|g(θ) = (1− ε)g1(θ) + εω(θ),
1

2π

π∫
−π

g(λ)dλ 6 P2

 .

У першому пiдроздiлi третього роздiлу наведено означення випадкового

гармонiзованого процесу та викладено основнi положення спектральної теорiї

таких процесiв.

У другому пiдроздiлi третього роздiлу розв’язано задачу оптимального

оцiнювання лiнiйних функцiоналiв

Aextrξ =

∞∫
0

a(t)ξ(t)dt =

∞∫
−∞

Aextr(θ)dZξ(θ),

Aextr(θ) =

∞∫
0

a(t)eitθdt,

що залежить вiд невiдомих значень HSαS-процесу ξ(t), t > 0, за спосте-

реженнями процесу {ξ(t) + η(t), t < 0}, де ξ(t) та η(t) є гармонiзованими

симетричними α-стiйкими стохастичними процесами.

Розглядаємо задачу для взаємно незалежних гармонiзованих симетри-

чних α-стiйких випадкових процесiв {ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈ R}, що мають
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абсолютно неперервнi спектральнi мiри та спектральнi щiльностi f(θ) > 0 i

g(θ) > 0, що задовольняють умову мiнiмальностi

∞∫
−∞

|γ(θ)| α
α−1

(f(θ) + g(θ))
1

α−1
dθ <∞, (22)

для ненульової функцiї експоненцiального типу

γ(θ) =

∞∫
0

α(t)eitθdt,

∞∫
−∞

|γ(θ)|
α
α−1dθ <∞.

Оптимальна лiнiйна оцiнка Âextrξ функцiоналу Aextrξ має вигляд

Âextrξ =

∞∫
−∞

h(θ)
(
dZξ(θ) + dZη(θ)

)
. (23)

Спектральна характеристика h(θ) оцiнки визначається рiвняннями(
Aextr(θ)− h(θ)

)<α−1>
f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ) =

= Cextr(θ), Cextr(θ) =

∞∫
0

c(t)eitθdt,
(24)

∞∫
−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t < 0. (25)

Похибка оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала обчислюється за фор-

мулою

∥∥∥Âextrξ − Aextrξ
∥∥∥α
α

=

∞∫
−∞

∣∣Aextr(θ)− h(θ)
∣∣α f(θ)dθ +

∞∫
−∞

|h(θ)|α g(θ)dθ. (26)

Теорема 0.4. Нехай {ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈ R} є взаємно незалеж-

ними гармонiзованими симетричними α-стiйкими стохастичними проце-

сами, що мають абсолютно неперервнi спектральнi мiри та спектральнi

щiльностi f(θ) > 0 та g(θ) > 0, що задовольняють умовi мiнiмальностi
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(22). Оптимальна лiнiйна оцiнка Âextrξ функцiонала Aextrξ =
∫∞

0 a(t)ξ(t)dt

що залежить вiд невiдомих значень ξ(t), t > 0, процесу ξ(t), t ∈ R за спо-

стереженнями процесу {ξ(t)+η(t), t < 0} обчислюється за формулою (3.8).

Спектральна характеристика h(θ) оцiнки визначається рiвняннями (3.10)

та (3.11). Похибка оптимальної лiнiйної оцiнки визначається формулою

(3.12).

Як наслiдок iз попередньої теореми отримаємо наступнi результати у ви-

падку спостережень без шуму. Оцiнка має вигляд

Âextrξ =

∞∫
−∞

h(θ)dZξ(θ). (27)

Спектральна характеристика h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки Âextrξ фун-

кцiонала визначається формулами

h(θ) = Aextr(θ)−
(
Cextr(θ)

)< 1
α−1>

(f(θ))
−1
α−1 , (28)

де Cextr(θ) визначається умовою

∞∫
−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t < 0. (29)

Похибка оптимальної лiнiйної оцiнки визначається формулою

∥∥∥Âextrξ − Aextrξ
∥∥∥α
α

=

∞∫
−∞

∣∣∣∣(Cextr(θ)
)< 1

α−1>

(f(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣α f(θ)dθ. (30)

Наслiдок 0.2. Нехай {ξ(t), t ∈ R} є гармонiзований симетричний α-

стiйкий стохастичний процес, що має абсолютно неперервну спектральну

мiру та спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, що задовольняє умовi мiнiмаль-

ностi (22) при g(θ) = 0. Оптимальна лiнiйна оцiнка Âextrξ функцiонала

Aextrξ, що залежить вiд невiдомих значень ξ(t), t > 0, процесу {ξ(t), t ∈ R},
за спостереженнями процесу {ξ(t), t < 0} має наступний вигляд (3.14).
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Спектральна характеристика h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки Âextrξ фун-

кцiонала обчислюється за формулою (3.15), де Cextr(θ) визначається умо-

вою (3.16). Похибка оптимальної лiнiйної оцiнки визначається формулою

(3.17).

Якщо ж вiдомо лише клас допустимих спектральних щiльностей, доцiльно

використовувати мiнiмаксний (робастний) метод оцiнювання функцiоналiв.

У пiдроздiлi 3.2.6 - 3.2.9 розв’язано задачу мiнiмаксного (робастного) оцi-

нювання функцiонала Aξ у тому випадку, коли спектральнi щiльностi f(λ),

g(λ) належать класам допустимих спектральних щiльностей:

D1 =

f(θ) :

∞∫
−∞

f(θ)dθ = γ

 ;

Dβ
f =

{f(θ)|
∞∫

−∞

(f(λ))βdλ = P1}

 ;

D0
f =

{f(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

f(θ)dθ 6 P1}

 ,

D0
g =

{g(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

g(θ)dθ 6 P2}

 ;

D2ε1 =

{f(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)|2dλ 6 ε1}

 ,

D1ε2 =

{g(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)|dλ 6 ε2}

 .

У третьому пiдроздiлi третього роздiлу дослiджена задача оптималь-

ного оцiнювання лiнiйних функцiоналiв

Aint
T ξ =

T∫
0

a(t)ξ(t)dt =

∞∫
−∞

Aint
T (θ)dZξ(θ),



29

Aint
T (θ) =

T∫
0

a(t)eitθdt,

що залежить вiд невiдомих значень HSαS стохастичного процесу ξ(t), t ∈
[0;T ] за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R \ [0;T ], де ξ(t) та η(t)

взаємно незалежнi HSαS стохастичнi процеси.

Задачу дослiджено у тому випадку, коли взаємно незалежнi HSαS стоха-

стичнi процеси ξ(t) та η(t) мають абсолютно неперервнi спектральнi мiри µ(θ)

та ν(θ) вiдповiдно та спектральнi щiльностi f(θ) > 0, g(θ) > 0 задовольняють

умову мiнiмальностi (22).

Оцiнку функцiонала шукаємо у виглядi

Âint
T ξ =

∞∫
−∞

h(θ)
(
dZξ(θ) + dZη(θ)

)
. (31)

Така оцiнка визначається спектральною характеристикою h(θ), що належить

пiдпростору LTα(f + g) простору Lα(f + g), породженому функцiями eitθ при

t ∈ R \ [0;T ]. Спектральна характеристика h(θ) оптимальної оцiнки Âint
T ξ

функцiонала Aint
T ξ мiнiмiзує значення ||Aint

T ξ − Âint
T ξ||α.

Найкращим наближенням величини Aint
T ξ у просторi HT (ξ+η) є проекцiя

Âint
T ξ на цей простiр, що визначається наступним чином:

[ξ(t) + η(t), Aint
T ξ − Âint

T ξ]α = 0,∀t ∈ R \ [0;T ].

Отримуємо такi спiввiдношення, що визначають спектральну характери-

стику оптимальної оцiнки функцiонала

(AT (θ)− h(θ))<α−1> f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ) = C int
T (θ), (32)

C int
T (θ) =

T∫
0

c(t)eitθdt,

де c(t), t ∈ [0;T ]− невiдома функцiя, яка визначається з умови
∞∫

−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t ∈ [0;T ]. (33)
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Похибка оцiнки обчислюється за формулою

∥∥∥Âint
T ξ − Aint

T ξ
∥∥∥α
α

=

∞∫
−∞

|AT (θ)− h(θ)|α f(θ)dθ +

∞∫
−∞

|h(θ)|α g(θ)dθ. (34)

Отже, маємо наступну теорему.

Теорема 0.5. Нехай ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R взаємно незалежнi гар-

монiзованi α-стiйкi, HSαS, стохастичнi процеси, якi мають абсолютно

неперервнi спектральнi мiри µ(θ), ν(θ) та спектральнi щiльностi f(θ) > 0,

g(θ) > 0 вiдповiдно, що задовольняють умову мiнiмальностi (22). Опти-

мальна лiнiйна оцiнка Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ, що залежить вiд невiдомих

значень HSαS процесу ξ(t) за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t), t ∈
R \ [0;T ] обчислюється за формулою (31). Спектральна характеристика

h(θ) визначається iз рiвнянь (32), (33). Похибка оцiнки обчислюється за

формулою (34).

Як наслiдок iз попередньої теореми отримаємо наступнi результати у ви-

падку спостережень без шуму.

Оптимальна оцiнка функцiонала має вигляд

Âint
T ξ =

∞∫
−∞

h(θ)dZξ(θ). (35)

Спектральна характеристика h(θ) оптимальної оцiнки обчислюється за фор-

мулою

h(θ) = AT (θ)−
(
C int
T (θ)

)< 1
α−1>

(f(θ))
−1
α−1 , (36)

C int
T (θ) =

T∫
0

c(t)eiθdθ,

де c(t), t ∈ [0;T ]− невiдома функцiя, що знаходиться з умови

∞∫
−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t ∈ [0;T ]. (37)
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Похибка оцiнки обчислюється за формулою

∥∥∥Âint
T ξ − Aint

T ξ
∥∥∥α
α

=

∞∫
−∞

∣∣∣∣(C int
T (θ)

)< 1
α−1>

(f(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣α f(θ)dθ. (38)

Наслiдок 0.3. Нехай гармонiзований α−стiйкий, HSαS, стохастичний

процес ξ(t), t ∈ R має абсолютно неперервну спектральну мiру µ(θ), яка має

спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi мiнi-

мальностi (22) при g(θ) = 0. Оптимальна лiнiйна оцiнка Âint
T ξ функцiонала

Aint
T ξ, що залежить вiд невiдомих значень HSαS - процесу ξ(t), t ∈ [0;T ]

за спостереженнями процесу ξ(t), t ∈ R \ [0;T ] обчислюється за формулою

(3.56). Спектральна характеристика h(θ) визначається рiвняннями (3.57),

(3.58). Похибка оцiнки обчислюється за формулою (3.59).

У пiдроздiлi 3.3.4 - 3.3.5 наведено результати для стацiонарних процесiв

для задачi iнтерполяцiї.

У пiдроздiлi 3.3.6 - 3.3.9 розв’язанi задачi мiнiмаксного (робастного) оцi-

нювання лiнiйного функцiонала Aξ у тому випадку, коли спектральнi щiль-

ностi f(λ) та g(λ) належать класам допустимих спектральних щiльностей:

Dv
u =

{
f(θ)|v(θ) 6 f(θ 6 u(θ)),

1

2π

∞∫
−∞

f(λ) = P1

}
;

D0
f = {f(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

f(λ)dλ 6 P1},

D0
g = {g(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

g(λ)dλ 6 P2};

D2ε1 = {f(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)|2dλ 6 ε1}.

У четвертому пiдроздiлi третього роздiлу дослiджена задача оптималь-
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ного оцiнювання лiнiйних функцiоналiв

AT ξ =

T∫
0

a(t)ξ(−t)dt =

∞∫
−∞

AT (θ)dZ(θ),

AT (θ) =

T∫
0

a(t)e−itθdt,

що залежить вiд невiдомих значень гармонiзованого α−стiйкого процесу ξ(t)

за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t) у моменти часу t < 0.

Оптимальна оцiнка функцiонала має вигляд

ÂT ξ =

∞∫
−∞

h(θ)
(
dZξ(θ) + dZη(θ)

)
. (39)

Спектральна характеристика визначається iз рiвностi

(AT (θ)− h(θ))<α−1> f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ) = C(θ), (40)

C(θ) =

∞∫
0

c(t)eitθdt,

де c(t) – невiдома функцiя, яка визначаються iз умови
∞∫

−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t > 0. (41)

Похибка оцiнки обчислюється за формулою∥∥∥AT ξ − ÂT ξ
∥∥∥α
α

=

∞∫
−∞

|AT (θ)− h(θ)|α f(θ)dθ +

∞∫
−∞

|h(θ)|α g(θ)dθ. (42)

Теорема 0.6. Нехай ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R взаємно незалежнi гармо-

нiзованi α−стiйкi, HSαS, стохастичнi процеси, якi мають абсолютно не-

перервнi спектральнi мiри iз спектральними щiльностями f(θ) > 0, g(θ) >

0 вiдповiдно, якi задовольняють умову мiнiмальностi (22). Оптимальна лi-

нiйна оцiнка ÂT ξ функцiонала AT ξ =
∫∞
−∞AT (θ)dZξ(θ), що залежить вiд не-

вiдомих значень HSαS процесу ξ(t) за спостереженнями процесу ξ(t)+η(t)
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у точках t < 0 обчислюється за формулою (3.85). Спектральна характери-

стика h(θ) визначається iз рiвнянь (3.87), де невiдома функцiя c(t), t > 0,

визначаються рiвняннями (3.88). Похибка оцiнки обчислюється за форму-

лою (3.89).

У пiдроздiлi 3.4.4, 3.4.5 розв’язанi задачi мiнiмаксного (робастного) оцiню-

вання лiнiйного функцiонала Aξ у тому випадку, коли спектральнi щiльностi

f(λ) та g(λ) належать класам:

Dv
u =

{
f(θ)|v(θ) 6 f(θ 6 u(θ)),

1

2π

∞∫
−∞

f(λ) = P1

}
;

D1ε2 = {g(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)|dλ 6 ε2},

D2ε1 = {f(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)|2dλ 6 ε1}.

Подяка. Автор дисертацiї висловлює щиру подяку своєму нау-

ковому керiвнику, доктору фiзико-математичних наук, професору

Моклячуку Михайлу Павловичу за постановку розглянутих у ди-

сертацiї задач, постiйну увагу та пiдтримку в роботi.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

Гармонiзованi стохастичнi процеси є узагальненням стацiонарних проце-

сiв.

Гармонiзованi процеси вперше зустрiчаються у роботах М. Лоєва [75], [76].

Властивостi, пов’язанi з iнтегральним представленням, вивчалися в статтях

М. Лоєва [77] i Ю. Розанова [41]. Їх особлива роль у теорiї стохастичних

процесiв була продемонстрована М. Рао [106].

У статтi С. Камбанicа [47] наводяться основнi означення та властивостi

гармонiзованої стохастичної послiдовностi та демонструється побудова випад-

кового iнтегралу за комплеснозначним симетричним α−стiйким випадковим

процесом Z = {Z(t) : −∞ < t <∞} з незалежними приростами.

Робота С. Камбанiса та Р. Солтанi [49] мiстить результати дослiдження

розкладу Вольда для стiйких процесiв. Наводяться теореми, що характеризу-

ють регулярнiсть, сингулярнiсть гармонiзованих процесiв. Для випадку дис-

кретного часу побудованi лiнiйнi прогнози для гармонiзованої послiдовностi,

а також з’ясовується неможливiсть побудувати розклад рухомого середнього

для незалежного приросту гармонiзованої послiдовностi.

Х. Крамер у своїй статтi [54] дослiджує регулярнi комплексно-значнi ви-

падковi процеси використовуючи спецiальну характеристику – спектральну

кратнiсть. Вводиться число N, що називається повною спектральною кра-

тнiстю процесу i є найменшим числом, для якого таке представлення iснує.

Показано, що кратнiсть однозначно визначається вiдповiдною кореляцiйною

функцiєю i що завжди можна знайти гармонiзований процес, що має задану

кратнiсть. У статтi З. Пiранашвiлi [99] розглядається питання, пов’язанi з

аналiтичнiстю випадкових процесiв та їх рiзнi форми представлення, форму-

ла Котельникова, тощо.
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У роботi М. Мельмана [85] дослiджуються основнi властивостi гармонiзо-

ваних процесiв, розглядаються процеси, що породжуються гармонiзованими

стохастичними процесами. Зокрема, породженi процеси також можуть бути

гармонiзованi. Вводиться n-й момент векторної мiри i дослiджуються спiввiд-

ношення, що поєднують гармонiзованi процеси з їх вiдповiдними векторними

мiрами. Також, подано результати, що стосуються певного(не класичного)

розкладу рухомого середнього; вводиться поняття похiдної вiд гармонiзова-

них процесiв.

У статтi М. Рао [107] дослiджується загальнi властивостi деяких класiв

випадкових процесiв, а саме гармонiзованих процесiв, процесiв Крамера та

процесiв Карунена.

Також окремi властивостi дослiджувалися у працях А. Яглома [123], [124],

А. Хансена та Л. Шарфа [62], Л. Шарфа та iн. [108].

Стаття К. Лi та М. Розенблата [74] присвячена спектральним оцiнкам не-

стацiонарних, зокрема гармонiзованих процесiв, де були запропонованi кон-

систентнi оцiнки.

Задачу екстраполяцiї гармонiзованих випадкових послiдовностей та про-

цесiв дослiджену як розв’язок екстремальних задач у Lp−просторi можна

знайти в роботах С. Раджпута та K. Сандберга [103]. Автори пропонують

розв’язання дуальних екстремальних задач в просторi Хардi Hp i застосува-

ння цих результатiв до задач лiнiйного прогнозування для гармонiзованого

процесу як в дискретному так i в неперервному випадку.

А. Солтанi та Б. Тарамi у своїй статтi [109] розглядали гармонiзований

симетричний α-стiйкий процес у неперервному часi. Використовуючи коварi-

ацiї, можна сконструювати гiльбертовий простiр iз елементiв процесу i далi

застосувати гаусiвську технiку пошуку оцiнки прогнозу та побудови розкладу

рухомого середнього, як для стацiонарних процесiв.

Стаття за авторством Р. Ченга, А. М’яме, М. Пурахмадi [52] наводить

розв’язки для екстремальної задачi inff
∫ 2π

0 |1 − f |pwdλ, де f пробiгає мно-
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жини тригонометричних полiномiв iз частотами:

S1 = {. . . ,−3,−2,−1}
⋃
{1, 2, 3, . . . , n},

S2 = {. . . ,−3,−2,−1} \ {−n}

або

S2 = {. . . ,−3,−2,−1}
⋃
{n}.

Цi результати також можуть бути застосованi для обчислення екстраполяцiї

гармонiзованих стохастичних послiдовностей.

У статтi М. Пурахмадi [100] розв’язано задачу iнтерполяцiї одного спосте-

реження гармонiзованої симетричної α−стiйкої стохастичної послiдовностi.
Також було показано, що гармонiзована симетрична α−стiйка стохастична

послiдовнiсть iз спектральною щiльнiстю f мiнiмальна тодi i тiльки тодi, коли

f > 0, f
−1
α−1 ∈ L. Робота мiстить формули для пiдрахунку оцiнки iнтерполяцiї

та значення похибки.

Класичний пiдхiд до задач iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiльтрацiї ви-

падкових процесiв розроблено на працях А. Колмогорова [71], Н. Вiнера [116],

А. Яглома [123]. Вiн базується на припущеннi, що спектральнi щiльностi про-

цесiв вiдомi. Однак, це часто не вiдповiдає практичним реалiям. Повною iн-

формацiєю про спектральнi щiльностi процесiв дослiдник часто не володiє.

У такiй ситуацiї доводиться знаходити оцiнки спектральних щiльностей па-

раметричними чи непараметричними методами, або пiдбирати такi щiльностi

виходячи з iнших мiркувань. I далi проводити аналiз з цими оцiнками щiльно-

стей, вважаючи їх iстинними. Такий пiдхiд, як показали К. Вастола та Г. Пур

[68] є не завжди доцiльним та може призвести до значної похибки оцiнки.

Тому краще шукати мiнiмакснi оцiнки для спектральних щiльностей де-

якого класу, тобто такi оцiнки, що мiнiмiзують максимальне значення похиб-

ки. Цi iдеї можна простежити у роботах Л. Бреймана, С. Чена [45]. Численнi

результати з мiнiмаксного (робастного) оцiнювання можна простежити в ро-

ботах С. Касама та Г. Пура [68].
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Ю. Франке та Г. Пур [60], [58], [59] запропонували методи розв’язання

задач екстраполяцiя та iнтерполяцiя стацiонарних випадкових процесiв на

основi опуклого аналiзу.

У. Гренандера можна вiдзначити першим, хто сформулював та розв’язав

задачу екстраполяцiї для стацiонарних процесiв методами опуклої оптимi-

зацiї [61]. Вiн сформулював задачу як гру двох гравцiв Y та P , де перший

гравець обирає процес {y(t), t ∈ Z}, а другий за спостереженнями процесу

y(t) при t 6 0 будує прогноз py лiнiйного функцiоналу Ay =
1∫

0

a(t)y(t)dt.

Випадковiсть задана з ймовiрнiсними характеристиками

Ey(t) = 0, Ey2(t) = 1.

Гравець Y прагне до найбiльшого значення виграшу E(Ay − py)2, а P –

навпаки, прагне мiнiмiзувати виграш першого гравця. У. Гренандер показав,

що задача

max
y

min
p
E(Ay − py)2 = min

p
max
y
E(Ay − py)2 = ν

має сiдлову точку. Цiна гри та значення py визначаються заданою функцiєю

a(t), t ∈ (0, 1). Схожi задачi розглянуто в роботi М. Моклячука [23].

Задачi пов’язанi iз оцiнками iнтерполяцiї, екстраполяцiї для гармонiзова-

них випадкових послiдовностей та процесiв буди розглянутi А. Вероном [115]

та М. Пурахмадi [100] С. Камбанiсом [47], С. Камбанiсом та Е. Масрi [48],

Й. Хосойа [63].

У роботах М. Моклячука [30] було розглянуто мiнiмакснi (робастнi) оцiнки

для стацiонарних випадкових послiдовностей та процесiв. У роботах М. Мо-

клячука та О. Масютки [91] розглянутi мiнiмакснi (робастнi) оцiнки для ста-

цiонарних векторнозначних випадкових послiдовностей та процесiв. У ро-

ботах I. Дубовецької [9], [11] розглянутi мiнiмакснi (робастнi) оцiнки для

перiодично-корельованих послiдовностей. У роботах I. Дубовецької та М. Мо-

клячука [56], [13], I. Голiченко та М. Моклячука [7] розглянутi мiнiмакснi (ро-

бастнi) оцiнки для задач iнтерполяцiї, екстраполяцiї, фiльтрацiї для перiодично-
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корельованих випадкових процесiв. У роботах М. Луза та М. Моклячука [79]-

[81] розглянуто мiнiмакснi (робастнi) оцiнки для задач iнтерполяцiї, екстра-

поляцiї, фiльтрацiї для стохастичних процесiв iз стацiонарними приростами.
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РОЗДIЛ 2

ОЦIНКИ ФУНКЦIОНАЛIВ ВIД ГАРМОНIЗОВАНИХ

ВИПАДКОВИХ ПОСЛIДОВНОСТЕЙ

У цьому роздiлi поданi результати дослiдження задач лiнiйного оцiнюван-

ня функцiоналiв вiд невiдомих значень гармонiзованих послiдовностей. Зада-

чi дослiджено у випадку спектральної визначеностi, коли вигляд спектраль-

них щiльностей точно вiдомий, та у випадку спектральної невизначеностi,

коли задано лише класи допустимих спектральних щiльностей. За умови спе-

ктральної визначеностi знайдено формули та спiввiдношення для обчислення

похибок оцiнок, спектральних характеристик оптимальних лiнiйних оцiнок

функцiоналiв. У випадку спектральної невизначеностi встановлено спiввiд-

ношення, якi визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi у за-

даних класах допустимих щiльностей та вiдповiднi мiнiмакснi спектральнi

характеристики оцiнок. Отриманi результати дослiдження задач оцiнювання

невiдомих значень вiд функцiоналiв вiд гармонiзованих послiдовностей опу-

блiковано у роботах [32], [94], [95].

2.1. Гармонiзованi симетричнi α−стiйкi випадковi послiдовностi

У даному пiдроздiлi наведено основнi означення, властивостi та твердже-

ння теорiї гармонiзованих послiдовностей, якi опублiкованi у роботах [100],

[47], [48], [49].

Означення 2.1 (Симетрична α-стiйка випадкова величина). Дiй-

сна випадкова величина ξ називається симетричною α-стiйкою, SαS, якщо

її характеристична функцiя має вигляд Eexp(itξ) = exp(−c|t|α), де c > 0,

0 < α 6 2.

Дiйснi випадковi величини ξ1, ξ2, . . . , ξn сумiсно симетричнi α-стiйкi, SαS,
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якщо всi лiнiйнi комбiнацiї
∑n

k=1 akξk є симетричними α-стiйкими, SαS, або,

що еквiвалентно, коли характеристична функцiя вектора ~ξ = (ξ1, . . . , ξn) має

вигляд

φ~ξ(
~t) = Eexp(i

∑
tkξk) = exp{−

∫
|
∑

tkxk|αdΓ~ξ(~x)},

де t1, . . . , tn– дiйснi числа, а Γ~ξ(·) – це мiра, що визначена на одиничнiй сферi

Sn ∈ Rn.

Комплекснозначнi випадковi величини сумiсно симетричнi α-стiйкi, SαS,

якщо їх дiйснi та уявнi частини є сумiсно симетричними α-стiйкими [47], [49].

Означення 2.2 (Симетрична α-стiйка стохастична послiдовнiсть).

Стохастична послiдовнiсть {ξn, n ∈ Z} називається симетричною α-стiйкою,

SαS, стохастичною послiдовнiстю, якщо всi лiнiйнi комбiнацiї
∑n

k=1 akξk є

SαS випадковими величинами.

Для сумiсно SαS випадкових величин ξ = ξ1+iξ2 та η = η1+iη2 коварiацiя

ξ та η визначається за формулою

[ξ, η]α =

∫
S4

(x1 + ix2)(y1 + iy2)
<α−1>dΓξ1,ξ2,η1,η2(x1, x2, y1, y2),

де z<β> = |z|β−1z̄ з комплексними числами z та β > 0.

Коварiацiя не обов’язково симетрична та лiнiйна за другим аргументом

[115]. Для сумiсно SαS випадкових величин ξ, ξ1, ξ2, η маємо

[ξ1 + ξ2, η]α = [ξ1, η]α + [ξ2, η]α,

|[ξ, η]α| 6 ||ξ||α||η||α−1
α . (2.1)

Функцiя ||ξ||α = [ξ, ξ]
1/α
α є нормою в лiнiйному просторi SαS випадкових

величин, що еквiвалентна збiжностi за ймовiрнiстю. Зазначимо, що || · ||α не

обов’язково є звичайною Lα нормою.

Наведемо найпростiшi властивостi функцiї z<β>, що випливають iз озна-

чення z<β> = |z|β−1z̄.
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Лема 2.1. Нехай z, x, y – комплекснi числа та нехай β > 0. Тодi справ-

джуються наступнi властивостi:

— |z|<β> = z · z<β−1>,

—
∣∣|z|<β>∣∣ = |z|<β> ,

— якщо z<β> = v, z = v<1/β> = |v|(1−β)/β v̄,

— z<1> = z̄,

— якщо z 6= 0, то z<α>z<β> = z̄
|z|z

<α+β>,

— якщо z 6= 0, то z<α>

z<β>
= z
|z|z

<α−β>,

— (cz)<α> = cαz<α>, c ∈ R,

— (z<α>)<β> = z̄<αβ>,

— (xy)<α> = x<α>y<α>,

— (zα)<β> = (z<β>)α,

— (z<α>)β = (zβ)<α>,

— |z<α>|β = |z|αβ,
— (x+ y)<α> = x̄|x+ y|α−1 + ȳ|x+ y|α−1.

Розглянемо комплеснозначний SαS випадковий процес Z = {Z(t) : −∞ <

t < ∞} з незалежними приростами. Спектральна мiра процесу Z визнача-

ється за формулою µ{(s, t]} = ‖Z(t) − Z(s)‖αα. Для всiх f ∈ Lα(µ) можна

визначити iнтеграли
∫
f(t)dZ(t), що мають такi властивостi [47], [49]:∥∥∥∥∫ fdZ

∥∥∥∥α
α

=

∫
|f |αdµ,[∫

fdZ,

∫
gdZ

]
α

=

∫
f(g)<α−1>dµ.

Означення 2.3 (Гармонiзована симетрична α-стiйка стохастична

послiдовнiсть). Симетрична α-стiйка, SαS, стохастична послiдовнiсть {ξn, n ∈
Z} називається гармонiзованою,HSαS, якщо iснує SαS процес Z = {Z(θ); θ ∈
[−π, π]} з незалежними приростами i скiнченна мiра µ такi, що послiдовнiсть

ξn допускає спектральний розклад (може бути записана у виглядi)

ξn =

π∫
−π

einθdZ(θ), n ∈ Z,
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а її коварiацiя має спектральний розклад

[ξn, ξm]α =

π∫
−π

ei(n−m)θdµ(θ),m, n ∈ Z.

Зауважимо, що HSαS стохастична послiдовнiсть не обов’язково стацiо-

нарна. Проте при α = 2 стохастична HSαS послiдовнiсть стацiонарна i гау-

сiвська.

Розглядатимо HSαS послiдовностi лише для 1 < α 6 2.

Позначимо через H(ξ) замкнутий за нормою ‖ · ‖α лiнiйний многовид,

породжений всiма значеннями HSαS послiдовностi {ξn, n ∈ Z}.
Iз спектрального розкладу HSαS послiдовностi {ξn, n ∈ Z} випливає,

що вiдображення ξn ↔ einθ, n ∈ Z, можна розширити до iзоморфiзму мiж

просторами H(ξ) та Lα(µ) [100]. При такому iзоморфiзмi кожному елементу

η ∈ H(ξ) вiдповiдає єдиний елемент h ∈ Lα(µ) i при цьому η =
∫ π
−π h(θ)dZ(θ).

Для кожного замкнутого лiнiйного пiдпростору M ⊆ Lα(µ) та h ∈ Lα(µ)

iснує єдиний елемент пiдпросторуM , що знаходиться на мiнiмальнiй вiдстанi

вiд h. Такий елемент називається проекцiєю h на M або найкращою апро-

ксимацiєю елемента h в M . Ця проекцiя позначається PMh та визначається

єдиним чином з умови [100].
π∫

−π

g(θ) (h(θ)− PMh(θ))<α−1> dµ(θ) = 0 ∀g ∈M. (2.2)

Аналогiчно, для HSαS стохастичної послiдовностi {ξn, n ∈ Z} та замкну-

того лiнiйного пiдпростору HN(ξ) простору H(ξ) iснує єдиний елемент ξ̂n

пiдпростору HN(ξ) який мiнiмiзує вiдстань до ξn та визначається єдиним чи-

ном з умови [
η, ξn − ξ̂n

]
α

= 0 ∀η ∈ HN(ξ). (2.3)

Оскiльки коварiацiя лiнiйна за першим аргументом iз останнього спiввiд-

ношення отримаємо, що

||ξn − ξ̂n||αα =
[
ξn, ξn − ξ̂n

]
α
−
[
ξ̂n, ξn − ξ̂n

]
α

=
[
ξn, ξn − ξ̂n

]
α
. (2.4)
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Це спiввiдношення вiдiграє основну роль при характеризацiї мiнiмаль-

них HSαS стохастичних послiдовностей {ξn, n ∈ Z} та розв’язаннi задачi

оптимального лiнiйного оцiнювання невiдомих функцiоналiв вiд невiдомих

значень гармонiзованих послiдовностей.

2.2. Задача екстраполяцiї гармонiзованих випадкових

послiдовностей

У цьому пiдроздiлi розглядається задача оптимального оцiнювання лiнiй-

ного функцiонала

Aξ =
∞∑
j=0

ajξj =

π∫
−π

A(eiθ)dZξ(θ),

A(eiθ) =
∞∑
j=0

aje
ijθ,

що залежить вiд невiдомих значень випадкового процесу ξj, j = 0, 1, . . . , гар-

монiзованої симетричної α-стiйкої випадкової послiдовностi {ξj, j ∈ Z} за

спостереженнями послiдовностi {ξk+ηk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . .

2.2.1. Класичний пiдхiд. Розглядається задача для взаємно незале-

жних гармонiзованих симетричних α-стiйких випадкових послiдовностей

{ξk, k ∈ Z} та {ηk, k ∈ Z}, якi мають абсолютно неперервнi спектральнi мiри

i спектральнi щiльностi f(θ) > 0 та g(θ) > 0, що задовольняє умову мiнi-

мальностi [19], [41], [100], [115].

π∫
−π

(f(θ) + g(θ))−1/(α−1)dθ <∞. (2.5)

Будемо вважати, що послiдовнiсть {aj : j = 0, 1, . . .}, що визначає фун-

кцiонал Aξ задовольняє умови
∞∑
j=0

|aj| <∞,
∞∑
j=0

(j + 1) |aj|2 <∞. (2.6)
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Перша умова гарантує, що функцiонал Aξ має скiнченний другий момент.

Друга умова забезпечує компактнiсть в `2 операторiв, якi будуть визначенi

нижче.

Визначимо H−(ξ + η) замкнутий за нормою || · ||α лiнiйний многовид,

що породжений значеннями гармонiзованої симетричної α-стiйкої випадкової

послiдовностi ξk + ηk, k = −1,−2, . . . в просторi H(ξ+ η) породженому всiма

значеннями HSαS послiдовностi {ξk + ηk, k ∈ Z}.
Оптимальна оцiнка Âξ функцiоналуAξ є проекцiєюAξ на многовидH−(ξ+

η). Ця оцiнка визначається спiввiдношеннями

[ζ, Aξ − Âξ]α = 0, ∀ζ ∈ H−(ξ + η),

або еквiвалентно, рiвняннями

[ξk + ηk, Aξ − Âξ]α = 0, ∀k = −1,−2, . . . . (2.7)

Iз iзоморфiзму мiж просторами H(ξ + η) та Lα(f + g) маємо, що опти-

мальна оцiнка Âξ of функцiоналу Aξ має вигляд

Âξ =

π∫
−π

h(θ)
(
dZξ(θ) + dZη(θ)

)
. (2.8)

Ця оцiнка визначається такою спектральною характеристикою h(θ), що на-

лежить пiдпростору Lα−(f+g) iз простору Lα(f+g) породженому функцiями

eikθ, k = −1,−2, . . . . Iз умов (2.8) випливає, що спектральна характеристика

h(θ) оптимальної оцiнки задовольняє наступнi рiвняння

π∫
−π

eiθk
[(
A(eiθ)− h(θ)

)<α−1>
f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ)

]
dθ = 0, k = −1,−2, . . . .

(2.9)

З цих рiвнянь маємо, що спектральна характеристика h(θ) оцiнки визна-

чається рiвняннями(
A(eiθ)− h(θ)

)<α−1>
f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ) = C(eiθ), (2.10)
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C(eiθ) =
∞∑
j=0

cje
ijθ,

де cj невiдомi коефiцiєнти. Невiдомi коефiцiєнти cj визначаються iз умови

належностi h(θ) пiдпростору Lα−(f + g), що дає наступну систему рiвнянь

π∫
−π

e−iθk h(θ)dθ = 0, k = 0, 1, . . . . (2.11)

Похибка оптимальної оцiнки функцiонала обчислюється за наступною фор-

мулою

∥∥∥Aξ − Âξ∥∥∥α
α

=

π∫
−π

∣∣A(eiθ)− h(θ)
∣∣α f(θ)dθ +

π∫
−π

|h(θ)|α g(θ)dθ. (2.12)

Маємо, що справедлива наступна теорема.

Теорема 2.1. Нехай {ξk, k ∈ Z} та {ηk, k ∈ Z} є взаємно незалежни-

ми гармонiзованими симетричними α-стiйкими випадковими послiдовно-

стями, якi мають абсолютно неперервнi спектральнi мiри та спектральнi

щiльностi f(θ) > 0 та g(θ) > 0, що задовольняють умову мiнiмальностi

(2.5). Оптимальна лiнiйна оцiнка Âξ функцiонала Aξ =
∑∞

j=0 ajξj, що

залежить вiд невiдомих значень послiдовностi ξj, j = 0, 1, . . . , за спостере-

женнями послiдовностi {ξk + ηk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . , що

обчислюється за формулою (2.8). Спектральна характеристика h(θ) оцiнки

визначається формулою (2.10), де невiдомi коефiцiєнти cj визначається iз

системи рiвнянь (2.11). Похибка оптимальної лiнiйної оцiнки визначається

формулою (2.12).

2.2.2. Спостереження без шуму. Розглянемо задачу оптимального

лiнiйного оцiнювання функцiонала

Aξ =
∞∑
j=0

ajξj =

π∫
−π

A(eiθ)dZξ(θ), A(eiθ) =
∞∑
j=0

aje
ijθ,
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що залежить вiд невiдомих значень гармонiзованої симетричної α-стiйкої ви-

падкової послiдовностi {ξj, j ∈ Z}, за спостереженнями послiдовностi ξk у

точках часу k = −1,−2, . . . .

Нехай {ξk, k ∈ Z} гармонiзована симетрична α-стiйка випадкова послiдов-
нiсть, що має абсолютно неперервну спектральну мiру i спектральну щiль-

нiсть f(θ) > 0, яка задовольняє умову мiнiмальностi

π∫
−π

(f(θ))−1/(α−1)dθ <∞. (2.13)

Оптимальна оцiнка Âξ функцiоналу Aξ має вигляд

Âξ =

π∫
−π

h(θ)dZξ(θ). (2.14)

Спектральна характеристика h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ функцiо-

нала обчислюється за формулою

h(θ) = A(eiθ)−
(
C(eiθ))

)< 1
α−1>

(f(θ))
−1
α−1 , (2.15)

C(eiθ) =
∞∑
j=0

cje
ijθ,

де невiдомi коефiцiєнти cj, j = 0, 1, . . . , визначаються iз наступної системи

рiвнянь

π∫
−π

e−iθk

( ∞∑
j=0

aje
ijθ

)
−

( ∞∑
j=0

cje
−ijθ

)< 1
α−1>

(f(θ))
−1
α−1

 dθ = 0, k = 0, 1, . . .

(2.16)

Похибка оптимальної оцiнки функцiонала обчислюється за формулою

∥∥∥Aξ − Âξ∥∥∥α
α

=

π∫
−π

∣∣∣∣(C(eiθ)
)< 1

α−1>

(f(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣α f(θ)dθ. (2.17)

Як наслiдок, iз теореми 2.1 маємо такий наслiдок.
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Наслiдок 2.1. Нехай {ξk, k ∈ Z} гармонiзована симетрична α-стiйка

випадкова послiдовнiсть, що має абсолютно неперервну спектральну мiру

i спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi

(2.13). Оптимальна лiнiйна оцiнка Âξ функцiоналу Aξ =
∑∞

j=0 ajξj, що

залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . , послiдовностi за спостере-

женнями послiдовностi {ξk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . , має ви-

гляд (2.14). Спектральна характеристика h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки

Âξ функцiоналу обчислюється за формулою (2.15), де невiдомi коефiцiєнти

cj, j = 0, 1, . . . визначаються системою рiвнянь (2.16). Похибка оптималь-

ної лiнiйної оцiнки функцiоналу обчислюється за формулою (2.17).

2.2.3. Стацiонарнi послiдовностi. Розглянемо задачу в окремому ви-

падку, коли α = 2. У цьому випадку гармонiзованi симетричнi α-стiйкi випад-

ковi послiдовностi {ξk, k ∈ Z}, {ηk, k ∈ Z} є стацiонарними послiдовностями i

задача приймає вигляд задачi оптимального оцiнювання лiнiйного функцiо-

налу Aξ =
∑∞

j=0 ajξj, що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . ,

стацiонарної випадкової послiдовностi за спостереженнями стацiонарної по-

слiдовностi {ξk + ηk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . .

Припускаємо, що стацiонарнi випадковi послiдовностi {ξk, k ∈ Z} та {ηk, k ∈
Z} мають спектральнi щiльностi f(θ) > 0 та g(θ) > 0, що задовольняють умо-

ву мiнiмальностi
π∫

−π

(f(θ) + g(θ))−1dθ <∞. (2.18)

Оптимальна лiнiйна оцiнка Âξ функцiоналу Aξ має форму (2.8), де спе-

ктральна характеристика h(θ) оптимальної оцiнки та похибка оцiнки визна-

чається рiвняннями (2.10), (2.12), та приймають вигляд

h(θ) =
A(eiθ)f(θ)− C(eiθ)

f(θ) + g(θ)
=

= A(eiθ)− A(eiθ)g(θ) + C(eiθ)

f(θ) + g(θ)
,

(2.19)



48

∆(h; f, g) =
∥∥∥Aξ − Âξ∥∥∥2

2
=

1

2π

π∫
−π

∣∣A(eiθ)g(θ) + C(eiθ)
∣∣2

(f(θ) + g(θ))2
f(θ)dθ

+
1

2π

π∫
−π

∣∣A(eiθ)f(θ)− C(eiθ)
∣∣2

(f(θ) + g(θ))2
g(θ)dθ.

(2.20)

Невiдомi коефiцiєнти cj, j = 0, 1, . . . , визначаються системою рiвнянь

(2.11), яка має вигляд в цьому випадку

π∫
−π

(
A(eiθ)

f(θ)

f(θ) + g(θ)
− C(eiθ)

f(θ) + g(θ)

)
e−ikθdθ = 0, k = 0, 1, . . .

З цiєї системи рiвнянь отримуємо наступнi рiвняння

∞∑
j=0

aj

π∫
−π

ei(j−k)θf(θ)

f(θ) + g(θ)
dθ −

∞∑
j=0

cj

π∫
−π

ei(j−k)θ

f(θ) + g(θ)
dθ = 0, k = 0, 1, . . . (2.21)

Позначимо B, R, Q оператори в просторi `2, якi визначаються матрицями

з елементами

Bk,j =
1

2π

π∫
−π

ei(j−k)θ 1

f(θ) + g(θ)
dθ;

Rk,j =
1

2π

π∫
−π

ei(j−k)θ f(θ)

f(θ) + g(θ)
dθ;

Qk,j =
1

2π

π∫
−π

ei(j−k)θ f(θ)g(θ)

f(θ) + g(θ)
dθ;

k, j = 0, 1, 2, . . .

За допомогою введених позначень можна записати рiвняння (2.21) у фор-

мi
∞∑
j=0

Rk,jaj =
∞∑
j=0

Bk,jcj, k = 0, 1, 2, . . . .

Цi рiвняння можуть бути представленi в матричнiй формi

Ra = Bc,
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де a = (a0, a1, . . . ), c = (c0, c1, . . . ). Невiдомi коефiцiєнти cj, j = 0, 1, . . .

визнаються розв’язком рiвняння i може бути представлено у виглядi

cj = (B−1Ra)j,

де (B−1Ra)j є j-ий елемент вектора B−1Ra.

Спектральна характеристика i похибка оптимальної оцiнки визначаються

за формулами [91], [92], [7].

h(θ) =

A(eiθ)f(θ)−
∞∑
j=0

(B−1Ra)je
ijθ

f(θ) + g(θ)
=

= A(eiθ)−
A(eiθ)g(θ) +

∞∑
j=0

(B−1Ra)je
ijθ

f(θ) + g(θ)
,

(2.22)

∆(h; f, g) =
∥∥∥Aξ − Âξ∥∥∥2

2
=

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣A(eiθ)g(θ) +
∞∑
j=0

(B−1Ra)je
ijθ

∣∣∣∣∣
2

(f(θ) + g(θ))2
f(θ)dθ

+
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣A(eiθ)f(θ)−
∞∑
j=0

(B−1Ra)je
ijθ

∣∣∣∣∣
2

(f(θ) + g(θ))2
g(θ)dθ

= 〈Ra,B−1Ra〉+ 〈Qa, a〉,

(2.23)

Таким чином, наступна теорема вiрна.

Теорема 2.2. Нехай {ξk, k ∈ Z} та {ηk, k ∈ Z} є взаємно незалежними

стацiонарними випадковими послiдовностями, що мають абсолютно непе-

рервнi спектральнi мiри та спектральнi щiльностi f(θ) > 0 та g(θ) > 0,

що задовольняють умову мiнiмальностi (2.5) iз α = 2. Оптимальна лiнiй-

на оцiнка Âξ функцiонала Aξ =
∑∞

j=0 ajξj, що залежить вiд невiдомих

значень ξj, j = 0, 1, . . . , послiдовностi за спостереженнями послiдовностi
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{ξk + ηk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . , обчислюється за формулою

(2.8). Спектральна характеристика h(θ) оптимальної оцiнки обчислюється

за формулою (2.22). Похибка оптимальної оцiнки визначається формулою

(2.23).

2.2.4. Стацiонарнi послiдовностi. Спостереження без шуму. Роз-

глянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала

Aξ =
∞∑
j=0

ajξj =

π∫
−π

A(eiθ)dZξ(θ), A(eiθ) =
∞∑
j=0

aje
ijθ,

що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . , стацiонарної випадко-

вої послiдовностi за спостереженнями послiдовностi ξk у точках часу k =

−1,−2, . . . . Припустимо, що стацiонарна випадкова послiдовнiсть {ξk, k ∈ Z}
має спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi

(2.13) iз α = 2. Оптимальна лiнiйна оцiнка Âξ функцiоналу Aξ має вигляд

(2.14), де спектральна характеристика h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ

функцiонала Aξ обчислюється за формулою

h(θ) = A(eiθ)−

( ∞∑
j=0

(B−1a)je
ijθ

)
(f(θ))−1 . (2.24)

Похибка оцiнки обчислюється за формулою∥∥∥Aξ − Âξ∥∥∥2

2
=

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

(B−1a)je
ijθ

∣∣∣∣∣
2

f−1(θ)dθ =< B−1~a, ~a >, (2.25)

де B оператор у просторi `2, що визначається наступною матрицею

B(k, j) =
1

2π

π∫
−π

f−1(θ)ei(j−k)θdθ, k, j = 0, 1, . . . .

Спектральна щiльнiсть f(θ) > 0 стацiонарної послiдовностi {ξk, k ∈ Z} за-
довольняє умову мiнiмальностi (2.13) iз α = 2. Тому функцiя f−1(θ) допускає

наступну факторизацiю

1

f(θ)
=

∞∑
p=−∞

bpe
ipθ =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

ψje
−ijθ

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

ϕje
−ijθ

∣∣∣∣∣
−2

. (2.26)
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Позначимо Ψ та Φ лiнiйний оператор у просторi `2, що визначається еле-

ментами матрицi Ψi,j = ψi−j, Φi,j = ϕi−j, 0 6 j 6 i, де Ψi,j = 0, Φi,j = 0,

0 6 i < j. Можна показати, що ΨΦ = ΦΨ = I. Оператор B може бути пред-

ставлений у формi B = Ψ
′
Ψ. Оператор B−1 може бути записаний у формi

B−1 = ΦΦ
′
.

Як наслiдок, можемо вивести формулу (2.25), що має наступний вигляд∥∥∥Aξ − Âξ∥∥∥2

2
= 〈B−1~a, ~a〉 = 〈ΦΦ

′
~a, ~a〉 = 〈Φ′

~a,Φ
′
~a〉 = 〈A~ϕ,A~ϕ〉 = ‖A~ϕ‖2,

(2.27)

де лiнiйний оператор A в просторi `2, що визначається матрицею Ai,j = ai−j,

i, j = 0, 1, . . . , i вектор ~ϕ = (ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . ) визначається елементами ϕj, j =

0, 1, . . . iз розкладу факторизацiї (2.26).

Таким чином, наступна теорема вiрна.

Теорема 2.3. Нехай {ξk, k ∈ Z} стацiонарна випадкова послiдовнiсть,

що має абсолютно неперервну спектральну мiру i спектральну щiльнiсть

f(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi (2.13) iз α = 2. Оптимальна

лiнiйна оцiнка Âξ функцiоналу Aξ =
∑∞

j=0 ajξj, що залежить вiд невiдо-

мих значень ξj, j = 0, 1, . . . , послiдовностi {ξk, k ∈ Z} за спостереженнями

послiдовностi {ξk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . має вигляд (2.14),

де спектральна характеристика h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ фун-

кцiоналу обчислюється за формулою (2.24). Похибка оцiнки визначається

за формулою (2.25) або в iншому виглядi (2.27).

Приклад 2.1. Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання

функцiонала

Aξ =
∞∑
j=0

ajξj,

що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . , стацiонарної випадкової

послiдовностi за спостереженнями послiдовностями ξk у точка k = −1,−2, . . . .

Припустимо, що стацiонарна стохастична послiдовнiсть {ξk, k ∈ Z} має спе-



52

ктральну щiльнiсть

f(θ) = |1− αe−iθ|−2, |α| < 1.

Функцiя f−1(θ) = |1− αe−iθ|2 допускає наступну факторизацiю

f−1(θ) = b−1e
−iθ + b0 + b1e

iθ =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

ψje
−ijθ

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

ϕje
−ijθ

∣∣∣∣∣
−2

,

де b0 = 1+ |α|2, b−1 = −α, b1 = −ᾱ, bp = 0, |p| > 1 є коефiцiєнтами Фур’є фун-

кцiї f−1(θ); ψ0 = 1, ψ1 = −α, ψj = 0, j > 1; ϕj = αj, j > 0; bp =
∞∑
k=0

ψkψk+p,

p > 0, i b−p = bp, p > 0.

Оптимальна лiнiйна оцiнка Âξ функцiоналу Aξ має форму (2.14), де спе-

ктральна характеристика h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ функцiонала

Aξ обчислюється за формулою

h(θ) =

( ∞∑
j=0

aje
ijθ

)
−

( ∞∑
j=0

(B−1a)je
ijθ

)(
b−1e

−iθ + b0 + b1e
iθ
)
, (2.28)

Використовуючи спiввiдношення B−1 = ΦΦ
′ знайдемо, що матриця (B)−1

має наступну форму

B−1 =



1 α α2 α3 . . .

α αα + 1 αα2 + α αα3 + α2 . . .

α2 α2α + α α2α2 + αα + 1 α2α3 + αα2 + α . . .

α3 α3α + α2 α3α2 + α2α + α α3α3 + α2α2 + +αα + 1 . . .

. . .


.

Розглянемо задачу при умовi aj = 0, j > 3. У цьому випадку коефiцiєнти

c(j) =
(
B−1~a

)
j
, j = 0, 1, 2, . . . мають наступний вигляд

c0 = a0 + a1α + a2α
2,

c1 = a0α + a1(αα + 1) + a2(αα
2 + α),

c2 = a0α2 + a1(α2α + α) + a2(α2α2 + αα + 1),

cj = a0αj + a1(αjα + αj−1) + a2(αjα
2 + αj−1α + αj−2), j > 3.



53

Спектральна характеристика h2(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки Â2ξ функцiо-

нала A2ξ = a0 + a1ξ1 + a2ξ2 обчислюється за формулою

h2(θ) =
(
a0 + a1e

iθ + a2e
i2θ
)
−

( ∞∑
j=0

cje
ijθ

)(
b−1e

−iθ + b0 + b1e
iθ
)

=

= −c0b−1e
−iθ =

(
a0α + a1α

2 + a2α
3
)
e−iθ.

Похибка оцiнки обраховується за формулою∥∥∥A2ξ − Â2ξ
∥∥∥2

2
= 〈A~ϕ,A~ϕ〉 = 〈B−1~a, ~a〉 =

= a2
0+a0a1(α+α)+a2

1(1+α2)+a0a2(α
2+α2)+a1a2(α+α)(1+α2)+a2

2(1+α2+α4).

2.2.5. Мiнiмаксний пiдхiд. Значення похибки

∆ (h(f, g); f, g) :=
∥∥∥Âξ − Aξ∥∥∥α

α

та спектральної характеристики h(f, g) := h(θ) оптимальної оцiнки Âξ фун-

кцiонала Aξ можна розрахувати за пропонованими формулами тiльки в то-

му випадку, коли точно знаємо спектральнi щiльностi f(θ) та g(θ) вiд гар-

монiзованої симетричної α-стiйкої випадкової послiдовностi {ξk, k ∈ Z}, та
{ηk, k ∈ Z}. Однак, як правило, ми не маємо точних значень спектральних

щiльностей стохастичних послiдовностей, в той час як набiр D = Df × Dg

допустимих спектральних щiльностей нам зазвичай вiдомий. У цьому випад-

ку можемо застосувати мiнiмаксний метод оцiнки для задачi екстраполяцiї.

Цей метод дає оцiнку, що мiнiмiзує максимум похибки для всiх спектральних

щiльностей множини D = Df × Dg допустимих спектральних щiльностей

одночасно [30], [92], [7].

Означення 2.4. Для даного класу спектральних щiльностейD = Df×Dg

спектральнi щiльностi f0(θ) ∈ Df , g0(θ) ∈ Dg називають найменш сприятли-

вими в класi D = Df × Dg для оптимальної лiнiйної оцiнки Aξ, якщо має

мiсце наступне спiввiдношення

∆ (f0, g0) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) = max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h (f, g) ; f, g) .
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Означення 2.5. Для даного класу спектральних щiльностейD = Df×Dg

спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) оптимальної оцiнки Âξ функцiо-

нала Aξ називається мiнiмаксною (робастною) для оптимальної лiнiйної оцiн-

ки функцiонала Aξ, якщо виконуються наступнi спiввiдношення:

h0 ∈ HD =
⋂

(f,g)∈Df×Dg

Lα(f + g),

min
h∈HD

max
(f,g)∈D

∆ (h; f, g) = max
(f,g)∈D

∆
(
h0; f, g

)
.

Зауважмо, що найменш сприятливi спектральнi щiльностi f0(θ), g0(θ) та

мiнiмаксна спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову

точку функцiї ∆ (h; f, g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

∆ (h; f0, g0) > ∆
(
h0; f0, g0

)
> ∆

(
h0; f, g

)
∀h ∈ HD,∀f ∈ Df ,∀g ∈ Dg

виконуються, якщо h0 = h(f0, g0) та h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) є розв’язком

задачi на умовний екстремум

max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (2.29)

∆ (h(f0, g0); f, g) =
∥∥∥Aξ − Âξ∥∥∥α

α

=

π∫
−π

∣∣A(eiθ)− h0(θ)
∣∣α f(θ)dθ +

π∫
−π

∣∣h0(θ)
∣∣α g(θ)dθ.

(2.30)

Задача оптимiзацiї iз обмеженнями (2.29) еквiвалентна задачi безумовної

оптимiзацiї

∆D(f, g) = −∆(h(f0, g0); f, g) + δ(f, g |Df ×Dg )→ inf, (2.31)

де δ(f, g |Df ×Dg ) є iндикаторною функцiєю множини D = Df ×Dg. Розв’я-

зок (f0, g0) задачi (2.31) характеризується умовою 0 ∈ ∂∆D(f0, g0), де ∂∆D(f0, g0)

є субдиференцiалом опуклого функцiоналу ∆D(f, g) у точцi (f0, g0). Ця умова
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дозволяє знайти найменш сприятливi спектральнi щiльностi в деяких спецi-

альних класах спектральних щiльностей D = Df ×Dg [38].

Звернемо увагу, що форма (2.30) функцiонала ∆(h(f0, g0); f, g) є зручною

для застосування методу множникiв Лагранжа для знаходження розв’язку

задачi (2.29). Використовуючи метод множникiв Лагранжа i субдиференцi-

ал iндикаторної функцiї множини, описуємо спiввiдношення, якi визначають

найменш сприятливi спектральнi щiльностi в деяких спецiальних класах спе-

ктральних щiльностей.

Пiдсумовуючи отриманi формули i введенi позначення, приходимо до ви-

сновку, що справедливi такi леми.

Лема 2.2. Нехай {ξk, k ∈ Z} та {ηk, k ∈ Z} є взаємно незалежними гар-

монiзованими симетричними α-стiйкими випадковими послiдовностями,

що мають абсолютно неперервнi спектральнi мiри i спектральнi щiльностi

f0(θ) > 0 та g0(θ) > 0, якi задовольняють умову мiнiмальностi (2.5). Нехай

спектральнi щiльностi (f0, g0) ∈ Df ×Dg дають розв’язок задачi оптимiза-

цiї iз обмеженнями (2.29). Спектральнi щiльностi (f0, g0) є найменш спри-

ятливими спектральними щiльностями в класi Df ×Dg та h0 = h(f0, g0)

є мiнiмаксною спектральною характеристикою оптимальної лiнiйної оцiн-

ки Âξ функцiонала Aξ, що залежить вiд невiдомих значень послiдовностi

ξj, j = 0, 1, . . . , за спостереженнями послiдовностi {ξk+ηk, k ∈ Z} у точках

часу k = −1,−2, . . . , якщо h0 = h(f0, g0) ∈ HD.

Лема 2.3. Нехай {ξk, k ∈ Z} є гармонiзованю симетричною α-стiйкою

випадковою послiдовнiстю, що має абсолютно неперервну спектральну мiру

та спектральну щiльнiсть f0(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi

(2.13). Нехай спектральна щiльнiсть f0 ∈ Df дає розв’язок задачi оптимi-

зацiї з обмеженнями

max
f∈Df

∆ (h(f0); f) = ∆ (h(f0); f0) , (2.32)
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∆ (h(f0); f) =
∥∥∥Aξ − Âξ∥∥∥α

α
=

π∫
−π

∣∣∣(C0(eiθ)
)< 1

α−1> (f0(θ))
−1
α−1

∣∣∣α f(θ)dθ. (2.33)

Спектральна щiльнiсть f0 є найменш сприятливою спектральною щiль-

нiстю Df та h0 = h(f0) є мiнiмаксною спектральною характеристикою

оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ функцiонала Aξ, що залежить вiд невiдо-

мих значень ξj, j = 0, 1, . . . , послiдовностi за спостереженнями послiдовно-

стi {ξk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . , якщо h0 = h(f0) ∈ HD.

Лема 2.4. Нехай {ξk, k ∈ Z} та {ηk, k ∈ Z} є взаємно незалежними

стацiонарними випадковими послiдовностями, що мають абсолютно непе-

рервнi спектральнi мiри та спектральнi щiльностi f0(θ) > 0 та g0(θ) > 0,

що задовольняють умову мiнiмальностi (2.5) iз α = 2. Нехай спектральнi

щiльностi (f0, g0) ∈ Df ×Dg дають розв’язок задачi оптимiзацiї з обмеже-

ннями

max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (2.34)

∆ (h(f0, g0); f, g) =
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣A(eiθ)g0(θ) +
∞∑
j=0

((B0)−1R0a)je
ijθ

∣∣∣∣∣
2

(f0(θ) + g0(θ))2
f(θ)dθ

+
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣A(eiθ)f0(θ)−
∞∑
j=0

((B0)−1R0a)je
ijθ

∣∣∣∣∣
2

(f0(θ) + g0(θ))2
g(θ)dθ.

(2.35)

Спектральнi щiльностi (f0, g0) є найменш сприятливими спектральними

щiльностями в класi Df × Dg та h0 = h(f0, g0) – мiнiмаксна спектраль-

на характеристика оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ функцiонала Aξ, що

залежить вiд невiдомих значень послiдовностi ξj, j = 0, 1, . . . , за спостере-

женнями послiдовностями {ξk + ηk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . ,

якщо h0 = h(f0, g0) ∈ HD.

Лема 2.5. Нехай {ξk, k ∈ Z} є стацiонарною випадковою послiдовнiстю,

що має абсолютно неперервну спектральну мiру та спектральну щiльнiсть
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f0(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi (2.13) iз α = 2. Нехай спе-

ктральна щiльнiсть f0 ∈ Df дає розв’язок задачi оптимiзацiї з обмежен-

нями

max
f∈Df

∆ (h(f0); f) = ∆ (h(f0); f0) , (2.36)

∆ (h(f0); f) =
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

((B0)−1a)je
ijθ

∣∣∣∣∣
2

f−2
0 (θ)f(θ)dθ. (2.37)

Спектральна щiльнiсть f0 є найменш сприятливою спектральною щiль-

нiстю в класi Df та h0 = h(f0) є мiнiмаксною спектральною характери-

стикою оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ функцiонала Aξ, що залежить вiд

невiдомих значень послiдовностi ξj, j = 0, 1, . . . , за спостереженнями послi-

довностi {ξk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . , якщо h0 = h(f0) ∈ HD.

2.2.6. Найменш сприятливi щiльностi в класi Dβ
f ×Dε

g. Розгляне-

мо задачу оптимального оцiнювання лiнiйного функцiонала Aξ, що залежить

вiд невiдомих значень випадкової послiдовностi ξj, j = 0, 1, . . . , за спостере-

женнями послiдовностi {ξk + ηk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . , де

{ξk, k ∈ Z} та {ηk, k ∈ Z} є взаємно незалежними гармонiзованими симе-

тричними α-стiйкими випадковими послiдовностями, що мають спектральнi

щiльностi f(θ) > 0 та g(θ) > 0, що задовольняють умову мiнiмальностi (2.5)

для класу допустимих спектральних щiльностей D = Dβ
f ×Dε

g, де

Dβ
f =

f(θ)

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

(f(θ))βdθ = P1

 ,

Dε
g =

g(θ)

∣∣∣∣∣∣g(θ) = (1− ε)g1(θ) + εw(θ),

π∫
−π

g(θ)dθ = P2

 .

Припускаємо, що спектральнi щiльностi f0 ∈ Dβ
f , g0 ∈ Dε

g та функцiї hf(f0, g0),

hg(f0, g0), визначенi рiвняннями

hf(f0, g0) =
∣∣A(eiθ)− h0(θ)

∣∣α , (2.38)
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hg(f0, g0) =
∣∣h0(θ)

∣∣α , (2.39)(
A(eiθ)− h0(θ)

)<α−1>
f0(θ)−

(
h0(θ)

)<α−1>
g0(θ) = C0(eiθ), (2.40)

π∫
−π

e−iθk h0(θ)dθ = 0, k = 0, 1, . . . (2.41)

обмеженi. За цих умов функцiонал

∆ (h(f0, g0); f, g) =
∥∥∥Aξ − Âξ∥∥∥α

α

=

π∫
−π

∣∣A(eiθ)− h0(θ)
∣∣α f(θ)dθ +

π∫
−π

∣∣h0(θ)
∣∣α g(θ)dθ.

(2.42)

є лiнiйним та неперервним в просторi L1 × L1 i ми можемо застосувати ме-

тод множникiв Лагранжа для знаходження найменш сприятливих щiльно-

стей f0 ∈ Dβ
f , g0 ∈ Dε

g. Маємо, що спектральнi щiльностi задовольняють

рiвняння ∣∣A(eiθ)− h0(θ)
∣∣α = γ1 (f0(θ))

β−1 , (2.43)∣∣h0(θ)
∣∣α = (ϕ1(θ) + γ2) , (2.44)

де ϕ1(θ) 6 0 i ϕ1(θ) = 0 якщо g0(θ) > (1 − ε)g1(θ); γ1, γ2 є множниками

Лагранжа, що визначаються iз наступних рiвнянь:
π∫

−π

(f0(θ))
βdθ = P1,

π∫
−π

g0(θ)dθ = P2.

Таким чином, наступне твердження справедливо.

Теорема 2.4. Нехай спектральнi щiльностi f0 ∈ Dβ
f , g0 ∈ Dε

g задоволь-

няють умову мiнiмальностi (2.5) i нехай функцiї hf(f0, g0), hg(f0, g0) визна-

ченi формулами (2.38), (2.39), (2.40), (2.41) обмеженi. Спектральнi щiльно-

стi f0(θ) i g0(θ) є найменш сприятливими в класi D = Dβ
f ×Dε

g для лiнiйної

оцiнки функцiонала Aξ, якщо вони задовольняються рiвняння (2.43), (2.44)

i визначають розв’язок задачi оптимiзацiї (2.29). Мiнiмаксна спектральна

характеристика h(f0, g0) оптимальної функцiонала Aξ визначається фор-

мулою (2.40), (2.41).
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2.2.7. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi. Спостереже-

ння без шуму. Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання фун-

кцiонала Aξ =
∑∞

j=0 ajξj, що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . .,

за спостереженнями послiдовностi {ξk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . ,

де {ξk, k ∈ Z} є гармонiзованою симетричною α-стiйкою випадковою послi-

довнiстю, що має спектральну щiльнiсть f0(θ) > 0, що задовольняє умову

мiнiмальностi (2.13) в класi допустимих спектральних щiльностей Dβ
f . При-

пустимо, що спектральна щiльнiсть f0 ∈ Dβ
f та функцiя hf(f0) визначена

рiвнянням

hf(f0) =
∣∣∣(C0(eiθ)

)< 1
α−1> (f0(θ))

−1
α−1

∣∣∣α (2.45)

є обмеженими. За цих умов функцiонал (2.33) є лiнiйним та неперервним у

просторi L1 i ми можемо застосувати метод множникiв Лагранжа для знахо-

дження розв’язку задачi оптимiзацiї з обмеженнями (2.32). Отримуємо, що

найменш сприятлива щiльнiсть f0 ∈ Dβ
f задовольняє рiвнянню∣∣∣(C0(eiθ)

)< 1
α−1> (f0(θ))

−1
α−1

∣∣∣α = γ1 (f0(θ))
β−1 , (2.46)

де γ1 множники Лагранжа. З цього рiвняння ми знаходимо, що найменш

сприятливий щiльнiсть має вигляд

f0(θ) = C

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

cje
−ijθ

∣∣∣∣∣
α

α+(α−1)(β−1)

. (2.47)

Невiдомi константи визначаються з задачi оптимiзацiї (2.32) i з умови

π∫
−π

(f0(θ))
βdθ = P1.

У випадку β = 1 найменш сприятлива щiльнiсть має вигляд

f0(θ) = C

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

cje
−ijθ

∣∣∣∣∣ . (2.48)

Наступне твердження справедливо.
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Теорема 2.5. Нехай спектральна щiльнiсть f0 ∈ Dβ
f задовольняє умову

мiнiмальностi (2.13) i нехай функцiя hf(f0), що визначається формулою

(2.45) обмежена. Найменш сприятлива спектральна щiльнiсть f0(θ) ∈ Dβ
f

оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Aξ у виглядi (2.47) є щiлнiсть,

яка визначає розв’язок задачi оптимiзацiї (2.32). Мiнiмаксна спектральна

характеристика h(f0) оптимальної оцiнки функцiонала Aξ визначається

формулою (2.15).

2.2.8. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi. Стацiонар-

нi послiдовностi. Розглянемо задачу оптимального оцiнювання лiнiйного

функцiонала Aξ, що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . , випадко-

вої послiдовностi {ξk, k ∈ Z} за спостереженнями послiдовностi {ξk + ηk, k ∈
Z} у точках часу k = −1,−2, . . . , де {ξk, k ∈ Z} та {ηk, k ∈ Z} є взаємно не-

залежними випадковими послiдовностями, що мають спектральнi щiльностi

f(θ) > 0 та g(θ) > 0 та задовольняють умову мiнiмальностi (2.5) iз α = 2 для

класу допустимих спектральних щiльностей D = Dβ
f ×Dε

g.

Припустимо, що спектральнi щiльностi f0 ∈ Dβ
f , g0 ∈ Dε

g i функцiя hf(f0, g0),

hg(f0, g0), визначенi рiвняннями

hf(f0, g0) =

∣∣∣∣∣A(eiθ)g0(θ) +
∞∑
j=0

((B0)−1R0a)je
ijθ

∣∣∣∣∣
2

(f0(θ) + g0(θ))2
, (2.49)

hg(f0, g0) =

∣∣∣∣∣A(eiθ)f0(θ)−
∞∑
j=0

((B0)−1R0a)je
ijθ

∣∣∣∣∣
2

(f0(θ) + g0(θ))2
(2.50)

обмеженi. За цих умов функцiонал (2.35) є лiнiйним та неперервним в про-

сторi L1×L1, i ми можемо застосувати метод множникiв Лагранжа для зна-

ходження розв’язку задачi оптимiзацiї з обмеженнями (2.34), i отримуємо,

що найменш сприятливим щiльностями f0 ∈ Dβ
f , g0 ∈ Dε

g, що задовольняють
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рiвняння∣∣∣∣∣A(eiθ)g0(θ) +
∞∑
j=0

((B0)−1R0a)je
ijθ

∣∣∣∣∣
2

= γ1(f0(θ) + g0(θ))
2 (f0(θ))

β−1 , (2.51)

∣∣∣∣∣A(eiθ)f0(θ)−
∞∑
j=0

((B0)−1R0a)je
ijθ

∣∣∣∣∣
2

= (f0(θ) + g0(θ))
2 (ϕ1(θ) + γ2) , (2.52)

де ϕ1(θ) 6 0 i ϕ1(θ) = 0 якщо g0(θ) > (1 − ε)g1(θ); γ1, γ2 є множниками

Лагранжа, що визначаються рiвняннями
π∫

−π

(f0(θ))
βdθ = P1,

π∫
−π

g0(θ)dθ = P2.

Таким чином, наступне твердження справедливо.

Теорема 2.6. Нехай спектральнi щiльностi f0 ∈ Dβ
f , g0 ∈ Dε

g задо-

вольняють умовi мiнiмальностi (2.5) iз α = 2 i нехай функцiї hf(f0, g0),

hg(f0, g0), що визначаються формулами (2.49), (2.50) обмеженi. Спектраль-

нi щiльностi f0(θ), g0(θ) є найменш сприятливими в класi D = Dβ
f ×Dε

g для

оптимальної лiнiйної оцiнки Aξ, якщо вони задовольняють рiвняння (2.51),

(2.52) i визначають розв’язок задачi оптимiзацiї з обмеженнями (2.29). Мi-

нiмаксна спектральна характеристика h(f0, g0) оптимальної лiнiйної фун-

кцiонала Aξ визначається формулою (2.22).

2.2.9. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi. Стацiонар-

нi послiдовностi. Спостереження без шуму. Розглянемо задачу опти-

мального лiнiйного оцiнювання функцiонала Aξ, що залежить вiд невiдомих

значень послiдовностi {ξj, j ∈ Z} за спостереженнями послiдовностi у точках

часу k = −1,−2, . . . , де стацiонарна випадкова послiдовнiсть {ξk, k ∈ Z}, має
спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi (2.13)

iз α = 2 з класу допустимих спектральних щiльностей Dβ
f . Припустимо, що

спектральна щiльнiсть f0 ∈ Dβ
f i функцiя hf(f0) визначена рiвнянням

hf(f0) =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

((B0)−1a)je
ijθ

∣∣∣∣∣
2

f−2
0 (θ), (2.53)
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обмеженi.

За цих умов функцiонал (2.37) є лiнiйним та неперервним в просторi

L1 i ми можемо застосувати метод множникiв Лагранжа для знаходження

розв’язку задачi оптимiзацiї з обмеженнями (2.36) i отримуємо, що найменш

сприятлива щiльнiсть f0 ∈ Dβ
f , задовольняє рiвнянню∣∣∣∣∣

∞∑
j=0

((B0)−1a)je
ijθ

∣∣∣∣∣
2

f−2
0 (θ) = γ1 (f0(θ))

β−1 , (2.54)

де γ1 є множник Лагранжа яка визначається з умов

π∫
−π

(f0(θ))
βdθ = P1.

Таким чином, наступне твердження справедливо.

Теорема 2.7. Нехай спектральна щiльнiсть f0 ∈ Dβ
f , що задовольняє

умову мiнiмальностi (2.13) iз α = 2 i нехай функцiя hf(f0), що визначе-

на формулою (2.53) є обмеженою. Спектральна щiльнiсть f0(θ) є найменш

сприятливою в класi Dβ
f для оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Aξ,

якщо вона задовольняє рiвняння (2.54) i визначає розв’язок задачi оптимi-

зацiї з обмеженнями (2.29). Мiнiмаксна спектральна характеристика h(f0)

оптимальної оцiнки функцiонала Aξ визначається формулами (2.24).

У випадку β = 1 множина допустимих спектральних щiльностей D = Df

має форму

Df =

f(θ)

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

f(θ)dθ = P

 .

Стацiонарнi послiдовностi зi спектральною щiльнiстю у класi Df мають скiн-

ченну дисперсiю E|ξj|2 = P i можуть бути представленi у виглядi суми регу-

лярної послiдовностi i сингулярної послiдовностi. Найменш сприятлива спе-

ктральна щiльнiсть в класi Df є щiльнiсть регулярної послiдовностi, так як

сингулярна послiдовнiсть має нульове значення середньої квадратичної по-

хибки екстраполяцiї. Спектральнi щiльностi Df регулярних послiдовностей
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допускають факторизацiю

f(θ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

ϕje
−ijθ

∣∣∣∣∣
2

,
∞∑
j=0

|ϕj|2 = P, (2.55)

i ми можемо використовувати задачу оптимiзацiї, щоб знайти найменш спри-

ятливу спектральну щiльнiсть в класi Df

‖A~ϕ‖2 → max, ‖~ϕ‖2 =
∞∑
j=0

|ϕj|2 = P, (2.56)

де лiнiйний оператор A в просторi `2 визначається матрицею iз елементами

Ai,j = ai−j, i, j = 0, 1, . . . , i вектор ~ϕ = (ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . ) визначається iз ϕj, j =

0, 1, . . . факторизацiї (2.55). Розв’язок задачi оптимiзацiї (2.56) являє собою

власний вектор ~ϕ0 = (ϕ0
0, ϕ

0
1, ϕ

0
2, . . . ) що визначається найбiльшим власним

значенням ν0 лiнiйного оператора A.

Подамо даний результат у виглядi теореми

Теорема 2.8. Спектральна щiльнiсть f0(θ) є найменш сприятливою в

класi Df для оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Aξ, якщо вона має

вигляд (2.55), де ~ϕ0 = (ϕ0
0, ϕ

0
1, ϕ

0
2, . . . ) є власним вектором лiнiйного опера-

тора A, що вiдповiдає найбiльшому значенню оператора ν0. Оптимальна

лiнiйна оцiнка Âξ функцiонала Aξ =
∑∞

j=0 ajξj має форму

Âξ =
∞∑
j=0

aj

[ −1∑
u=−∞

ϕ0
j−uεu

]
,

де εu стандартна стацiонарна послiдовнiсть з ортогональними значеннями

(послiдовнiсть "бiлого шуму"), послiдовнiсть {ϕ0
u : u = 0, 1, . . . } однозначно

визначається через координати власного вектора оператора A, що вiдпо-

вiдає найбiльшому власному числу ν0 i задовольняє умову E ‖ξj‖2 = P .

Приклад 2.2. Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання

функцiоналу

A1ξ = ξ(0) + 2ξ(1),
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що залежить вiд невiдомих значень ξ(0), ξ(1) стацiонарної послiдовностi ξ(j),

що задовольняє умови

Eξ(j) = 0, E |ξ(j)|2 6 P,

побудовано за спостереженнями послiдовностi ξ(j) у точках j = −1,−2, . . . .

Власнi числа оператора A1 рiвнi (1±
√

17)/2. Таким чином найбiльше власне

число оператора ν1 = (1 +
√

17)/2. Власний вектор, що вiдповiдає власному

значенню ν1 = (1 +
√

17)/2 має вигляд ~ϕ = {ϕ(0), ϕ(1)}, де

ϕ(0) =

√
1/2 + 1/2

√
17, ϕ(1) =

√
1/2− 1/2

√
17.

Найменш сприятлива щiльнiсть в класi Df для оптимальної лiнiйної оцiн-

ки функцiонала A1ξ має вигляд

f(θ) = P
∣∣ϕ0 + ϕ1e

−ijθ∣∣2 , |ϕ0|2 + |ϕ1|2 = 1.

Оптимальна лiнiйна оцiнка Â1ξ функцiонала A1ξ має вигляд

Â1ξ =
√
Pϕ(1) ε(−1) =

√
P

√
1/2− 1/2

√
17 ε(−1).

Середньо-квадратична похибка оцiнки функцiонала A1ξ не перевищує

(9 +
√

17)/2.

2.3. Задача iнтерполяцiї гармонiзованих випадкових

послiдовностей.

У даному пiдроздiлi дослiджується задача оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала

ANξ =
N∑
j=0

ajξj =

π∫
−π

AN(eiθ)dZ(θ),

AN(eiθ) =
N∑
j=0

aje
ijθ,
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що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . , N, гармонiзованої HSαS

послiдовностi ξn, n ∈ Z за спостереженнями послiдовностi ξn в моменти часу

n ∈ Z \ {0, 1, . . . , N}.

2.3.1. Класичний пiдхiд. Розглядаються гармонiзованi симетричнi α–

стiйкi,HSαS, стохастичнi послiдовностi з абсолютно неперервною спектраль-

ною мiрою µ(θ), що має спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, яка задовольняє

умову мiнiмальностi [71, 100, 115]

π∫
−π

(f(θ))−1/(α−1)dθ <∞. (2.57)

Позначимо черезHN(ξ) замкнуту в ||·||α нормi лiнiйну оболонку породже-

ну значеннями гармонiзованої симетричної α–стiйкої, HSαS, стохастичної

послiдовностi ξn при n ∈ Z \ {0, 1, . . . , N} у просторi H(ξ), що породжений

усiма значеннями HSαS послiдовностi {ξn, n ∈ Z}.
Оптимальна оцiнка ÂNξ функцiонала ANξ – це проекцiя елемента ANξ на

пiдпростiр HN(ξ). Ця проекцiя визначається умовами

[η, ANξ − ÂNξ]α = 0, ∀η ∈ HN(ξ),

або, що еквiвалентно, умовами

[ξk, ANξ − ÂNξ]α = 0, ∀k ∈ Z \ {0, 1, . . . , N}. (2.58)

Iз спiввiдношень iзоморфiзму мiж просторами H(ξ) та Lα(f) випливає,

що оптимальну оцiнку ÂNξ функцiонала ANξ слiд шукати у виглядi

ÂNξ =

π∫
−π

h(θ)dZ(θ). (2.59)

Така оцiнка визначається спектральною характеристикою h(θ) оцiнки, що

належить пiдпростору LαN(µ) простору Lα(µ), який породжений функцiями
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eikθ, k ∈ Z\{0, 1, . . . , N}. Спектральна характеристика h(θ) оптимальної оцiн-

ки визначається рiвняннями

π∫
−π

eiθk
(
AN(eiθ)− h(θ)

)<α−1>
f(θ)dθ = 0, k ∈ Z \ {0, 1, . . . , N}. (2.60)

Iз цих рiвнянь випливає спiввiдношення

(
AN(eiθ)− h(θ)

)<α−1>
f(θ) = CN(eiθ), CN(eiθ) =

N∑
j=0

cje
−ijθ,

де cj, j = 0, 1, . . . , N – невiдомi коефiцiєнти, якi потрiбно знайти. З останнього

спiввiдношення випливає, що спектральна характеристика h(θ) оптимальної

оцiнки функцiонала має вигляд

h(θ) = AN(eiθ)−
(
CN(eiθ)

)< 1
α−1> (f(θ))

−1
α−1 . (2.61)

Невiдомi коефiцiєнти cj, j = 0, 1, . . . , N, визначаються з умови h(θ) ∈
LαN(f), яка задає систему рiвнянь

π∫
−π

e−iθk h(θ)dθ = 0, k = 0, 1, . . . , N. (2.62)

Цi рiвняння мають вигляд

π∫
−π

e−iθk

( N∑
j=0

aje
ijθ

)
−

(
N∑
j=0

cje
−ijθ

)< 1
α−1>

(f(θ))
−1
α−1

 dθ = 0,

k = 0, 1, . . . , N.

(2.63)

Похибка оптимальної оцiнки функцiонала обчислюється за формулою

∥∥∥ANξ − ÂNξ
∥∥∥α
α

=

π∫
−π

∣∣∣(CN(eiθ)
)< 1

α−1> (f(θ))
−1
α−1

∣∣∣α f(θ)dθ. (2.64)

Отже справедлива наступна теорема.
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Теорема 2.9. Нехай гармонiзована симетрична α–стiйка, HSαS, сто-

хастична послiдовнiсть {ξn, n ∈ Z} має абсолютно неперервну спектраль-

ну мiру µ(θ), що має спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, яка задовольняє

умову мiнiмальностi (2.57). Оптимальна лiнiйна оцiнка ÂNξ функцiонала

ANξ =
∑N

j=0 ajξj, що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . , N,

послiдовностi ξn за спостереженнями послiдовностi ξn в моменти часу

n ∈ Z \ {0, 1, . . . , N} обчислюється за формулою (2.59). Спектральна ха-

рактеристика h(θ) оптимальної оцiнки функцiонала має вигляд (2.61), де

невiдомi коефiцiєнти cj, j = 0, . . . , N, визначаються рiвняннями (2.63). Ва-

рiацiя оптимальної оцiнки функцiонала обчислюється за формулою (2.64).

Приклад 2.3. Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання

функцiонала A0ξ = aξ0, що залежить вiд невiдомого значення ξ0 гармонi-

зованої HSαS послiдовностi ξn, n ∈ Z за спостереженнями послiдовностi ξn
в моменти часу n ∈ Z \ {0}.

У цьому випадку спектральна характеристика h(θ) оптимальної оцiнки

функцiонала має вигляд

h(θ) = a− c<
1

α−1> (f(θ))
−1
α−1 .

Варiацiя оптимальної оцiнки функцiонала обчислюється за формулою

∥∥∥Â0ξ − A0ξ
∥∥∥α
α

=

π∫
−π

∣∣∣c< 1
α−1> (f(θ))−

1
α−1

∣∣∣α f(θ)dθ,

де константа c – це розв’язок рiвняння

π∫
−π

(
a− c<

1
α−1> (f(θ))−

1
α−1

)
dθ = 0,

c =
(2πa)<α−1>(∫ π

−π (f(θ))−
1

α−1dθ
)<α−1> .

Отже, при α = 2 отримуємо результат А.М. Колмогорова.
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Приклад 2.4. Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання

функцiонала A1ξ = a0ξ0 + a1ξ1, що залежить вiд невiдомих значень ξ0, ξ1

гармонiзованої HSαS послiдовностi ξn, n ∈ Z, з α = 4
3 та спектральною щiль-

нiстю f(θ) = |eiθ + d|− 4
3 ,−1 < d < 1, за спостереженнями послiдовностi в

моменти часу n ∈ Z \ {0, 1}.
У цьому випадку спектральна характеристика h(θ) оптимальної оцiнки

функцiонала має вигляд

h(θ) = a0 + a1e
iθ −

(
c0 + c1e

−iθ)<3> |eiθ + d|4. (2.65)

Тут (
c0 + c1e

−iθ)<3>
=
(
c0 + c1e

−iθ) (c0 + c1e
iθ
)2

=

b−1e
−iθ + b0 + b1e

iθ + b2e
2iθ,

(2.66)

де

b−1 = c0
2c1, b0 = c0c0

2 + 2c0c1c1, b1 = 2c0c0c1 + c1c1
2, b2 = c0c1

2, (2.67)

та

|eiθ + d|4 = r−2e
−2iθ + r−1e

−iθ + r0 + r1e
iθ + r2e

2iθ, (2.68)

де

r−2 = d2, r−1 = 2d+ 2d3, r0 = 1 + 4d2 + d4, r1 = 2d+ 2d3, r2 = d2. (2.69)

Аналiзуючи спiввiдношення (2.66) – (2.69) знаходимо, що спектральна ха-

рактеристика h(θ) оптимальної оцiнки функцiонала має вигляд

h(θ) = h−3e
−3iθ + h−2e

−2iθ + h−1e
−iθ + h0 + h1e

iθ + h2e
2iθ + h3e

3iθ + h4e
4iθ,

де

h−3 = −b−1r−2, h−2 = −b−1r−1 − b0r−2, h−1 = −b−1r0 − b0r−1 − b1r−2,

h0 = a0 − b−1r1 − b0r0 − b1r−1 − b2r−2, h1 = a1 − b−1r2 − b0r1 − b1r0 − b2r−1,
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h2 = −b0r2 − b1r1 − b1r0, h3 = −b1r2 − b2r1, h4 = −b2r2.

Умова (2.62) виконується, коли

h0 = a0 − b−1r1 − b0r0 − b1r−1 − b2r−2 = 0,

h1 = a1 − b−1r2 − b0r1 − b1r0 − b2r−1 = 0.
(2.70)

Рiвностi (2.67) та (2.69) задають систему рiвнянь, що визначають невiдомi

коефiцiєнти c0, c1.

Розглянемо задачу для a0 = 1, a1 = 1, d = 0.5. У цьому випадку невi-

домi коефiцiєнти обчислюються iз зазначених рiвнянь. Вони такi: c0 ≈ 0.44,

c1 ≈ 0.44. Спектральна характеристика оптимальної оцiнки функцiонала має

вигляд

h(θ) = h−3e
−3iθ + h−2e

−2iθ + h−1e
−iθ + h2e

2iθ + h3e
3iθ + h4e

4iθ,

де

h−3 ≈ −0.02, h−2 ≈ −0.17, h−1 ≈ −0.57, h2 ≈ −0.57, h3 ≈ −0.17, h4 ≈ −0.02.

Варiацiя оптимальної оцiнки функцiонала обчислюється за формулою

∥∥∥Â1ξ − A1ξ
∥∥∥ 4

3

4
3

≈
π∫

−π

∣∣∣(0.44 + 0.44eiθ
)<3> ∣∣eiθ + 0.5

∣∣4∣∣∣ 43 (|eiθ + 0.5|−
4
3

)
dθ ≈ 5.57.

Вiдповiднi результати для α = 2 та f(θ) = |eiθ + 0.5|−2 такi: c0 = 4
7 , c1 = 4

7 ,∥∥∥Â1ξ − A1ξ
∥∥∥2

2
=

π∫
−π

∣∣∣∣∣
(

4

7
+

4

7
e−iθ

)<1> ∣∣eiθ + 0.5
∣∣2∣∣∣∣∣

2 (
|eiθ + 0.5|−2

)
dθ =

16π

7
.

Приклад 2.5. Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання

функцiонала ANξ =
∑N

j=0 ajξj, що залежить вiд невiдомих значень ξj, j =

0, 1, . . . , N, гармонiзованої HSαS послiдовностi ξn з α = 4
3 та спектраль-

ною щiльнiстю f(θ) за спостереженнями послiдовностi в моменти часу n ∈
Z \ {0, 1, . . . , N}.
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У цьому випадку спектральна характеристика h(θ) оптимальної оцiнки

функцiонала має вигляд

h(θ) =
N∑
k=0

ake
ikθ −

(
N∑
k=0

cke
−ikθ

)<3>

(f(θ))−3. (2.71)

Скориставшись розкладами у ряди Фур’є(
N∑
k=0

cke
−ikθ

)<3>

=

(
N∑
k=0

cke
−ikθ

)(
N∑
k=0

cke
ikθ

)2

=
2N∑

k=−N

bke
ikθ

та

(f(θ))−3 =
∞∑

k=−∞

rke
ikθ, rk =

1

2π

π∫
−π

(f(θ))−3e−ikθdθ,

матимемо

h(θ) =
N∑
k=0

ake
ikθ −

(
2N∑

k=−N

bke
ikθ

)( ∞∑
k=−∞

rke
ikθ

)
. (2.72)

Щоб вивести систему рiвнянь для обчислення невiдомих коефiцiєнтiв

c0, c1, . . . , cN визначимо (N + 1)× (2N + 1) матрицю CN з елементами Ck,j =

cN+k−j при k 6 j 6 N+k та Ck,j = 0 при k > j та j > N+k, де k = 0, 1, . . . , N,

j = 0, 1, . . . , 2N . Як результат добутку ~α = ~cCN вектора ~c = (c0, c1, . . . , cN)

на матрицю CN ми отримаємо 2N + 1 вектор ~α = (α−N , . . . , αN). Аналогiчно

тому, як була визначена матриця CN , визначимо (N +1)× (3N +1) матрицю

ΛN з елементами Λk,j = α−N−k+j при k 6 j 6 2N +k та Λk,j = 0 при k > j та

j > 2N+k, де k = 0, 1, . . . , N, j = 0, 1, . . . , 3N . Як результат добутку~b = ~cΛN

вектора ~c на матрицю ΛN ми отримаємо 3N + 1 вектор ~b = (b−N , . . . , b2N).

Iнше рiвняння ми отримаємо iз умови (2.62) скориставшись виглядом спе-

ктральної характеристики (2.72). Матимемо ~a = ~bR, де ~a = (a0, a1, . . . , aN),

R – це (3N + 1)× (N + 1) матриця з елементами {Rk,j}3N,N
k=0,j=0, Rk,j = rN−k+j,

побудована з коефiцiєнтiв Фур’є rk = 1
2π

∫ π
−π(f(θ))−3e−ikθdθ функцiї (f(θ))−3.

Вказанi рiвняння

~α = ~cCN , ~b = ~cΛN , ~a = ~bR
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визначають невiдомi коефiцiєнти c0, c1, . . . , cN .

У частинному випадку N = 1 та f(θ) = |eiθ + d|− 4
3 матимемо

h(θ) =
1∑

k=0

ake
ikθ −

(
2∑

k=−1

bke
ikθ

)(
2∑

k=−2

rke
ikθ

)
та рiвняння

b−1 = c0
2c1, b0 = c0c0

2 + 2c0c1c1, b1 = 2c0c0c1 + c1c1
2, b2 = c0c1

2

a0 − b−1r1 − b0r0 − b1r−1 − b2r−2 = 0, a1 − b−1r2 − b0r1 − b1r0 − b2r−1 = 0,

що спiвпадають з рiвняннями (2.67), (2.70).

2.3.2. Мiнiмаксний пiдхiд. Величина похибки

∆(h(f); f) :=
∥∥∥ÂNξ − ANξ

∥∥∥α
α
та спектральна характеристика h(f) := h(θ)

оптимальної оцiнки функцiонала ANξ визначаються вказаними формулами

лише у тому випадку, коли вiдома спектральна щiльнiсть f(θ) гармонiзованої

HSαS послiдовностi ξn, n ∈ Z. Якщо ж задано лише множину D допусти-

мих спектральних щiльностей, то застосовується мiнiмаксний пiдхiд до задачi

оцiнювання функцiонала, тобто визначається оцiнка, яка мiнiмiзує значення

похибки одночасно для всiх спектральних щiльностей iз клаcу D [30].

Означення 2.6. Для заданого класу спектральних щiльностей D спе-

ктральна щiльнiсть f0 ∈ D називається найменш сприятливою в D для опти-

мальної лiнiйної оцiнки ANξ, якщо виконується наступне спiввiдношення:

4(f0) = 4(h(f0); f0) = max
f∈D
4(h(f); f).

Позначимо через Lα−(f) пiдпростiр функцiй в Lα(f), який породжений

{eiλk, k < 0}, а через LαN(f) пiдпростiр, що породжений {eiλk, k > N}.

Означення 2.7. Для заданого класу спектральних щiльностей D спе-

ктральна характеристика h0(f) називається мiнiмаксною (робастною), якщо

h0 ∈ HD =
⋂
f∈D

Lα−(f)⊕ LαN(f),

min
h∈HD

max
f∈D
4(h; f) = max

f∈D
(h0; f).
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Найменш сприятлива спектральна щiльнiсть f0(θ) та мiнiмаксна спектраль-

на характеристика h0 = h(f0) утворюють сiдлову точку функцiї 4(h; f) на

множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

4(h; f0) > 4(h0; f0) > 4(h0; f) ∀f ∈ D, ∀h ∈ HD

виконуються коли h0 = h(f0) та h(f0) ∈ HD, де f0 – розв’язок задачi на

умовний екстремум

4̃(f) = −4(h(f0); f)→ inf, f ∈ D, (2.73)

4(h(f0); f) =

π∫
−π

∣∣∣∣∣∣
(

N∑
j=0

cje
−ijθ

)< 1
α−1>

(f0(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣∣∣
α

f(θ)dθ. (2.74)

Така задача на умовний екстремум еквiвалентна задачi на безумовний

екстремум

4̃D(f) = 4̃(f) + δ(f |D)→ inf,

де δ(f |D) – iндикаторна функцiя множини D. Розв’язок f0 цiєї задачi на без-

умовний екстремум характеризується умовою 0 ∈ ∂4̃D(f0) [30], де ∂4̃D(f0)

– субдиференцiал опуклого функцiонала 4̃D(f0).

Вигляд (2.74) функцiонала 4(h(f0); f) зручний для застосування методу

невизначених множникiв Лагранжа до розв’язання задачi на умовний екс-

тремум (2.73). Користуючись методом Лагранжа та виглядом субдиференцi-

алiв iндикаторних функцiй δ(f |D) множин D спектральних щiльностей, ми

знайдемо спiввiдношення, що визначають найменш сприятливi спектральнi

щiльностi для конкретних класiв щiльностей.

2.3.3. Найменш сприятливi щiльностi в класi D0. Розглянемо за-

дачу оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала ANξ у тому випадку,

коли спектральна щiльнiсть f(θ) гармонiзованої HSαS послiдовностi ξn, n ∈
Z, невiдома, а задано лише множину D0 допустимих спектральних щiльно-

стей, де

D0 =

f :

π∫
−π

f(θ)dθ = P

 .
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Застосувавши метод невизначених множникiв Лагранжа до розв’язання

задачi на умовний екстремум (2.73), отримаємо спiввiдношення

π∫
−π

∣∣∣∣∣∣
(

N∑
j=0

cje
−ijθ

)< 1
α−1>

(f0(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣∣∣
α

− λ

 f(θ)dθ = 0.

З леми Лагранжа випливає, що∣∣∣∣∣∣
(

N∑
j=0

cje
−ijθ

)< 1
α−1>

(f0(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣∣∣
α

= λ.

Iз цього спiввiдношення можемо зробити висновок, що найменш сприятлива

спектральна щiльнiсть у класi D0 має вигляд

f0(θ) = C

∣∣∣∣∣
N∑
j=0

cje
−ijθ

∣∣∣∣∣ . (2.75)

Отже, наступне твердження вiрне.

Теорема 2.10. Спектральна щiльнiсть (2.75), що задовольняє умову мi-

нiмальностi (2.57), рiвняння (2.63) та умову f0 ∈ D0, тобто
∫ π
−π f0(θ)dθ =

P , є найменш сприятливою спектральною щiльнiстю у класi D0 для опти-

мального лiнiйного оцiнювання функцiонала ANξ. Мiнiмаксна спектральна

характеристика h(f0) оптимальної оцiнки функцiонала ANξ обчислюється

за формулою (2.61) при f(θ) = f0(θ).

2.3.4. Найменш сприятливi щiльностi в класi Dβ. Розглянемо за-

дачу оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала ANξ у тому випадку,

коли спектральна щiльнiсть f(θ) гармонiзованої HSαS послiдовностi ξn не-

вiдома, проте задано множину допустимих спектральних щiльностей

Dβ =

f :

π∫
−π

(f(θ))β dθ = P

 , β 6= −1

α− 1
, β 6= 1.

Застосувавши метод невизначених множникiв Лагранжа до розв’язання
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задачi на умовний екстремум (2.73), отримаємо спiввiдношення∣∣∣∣∣∣
(

N∑
j=0

cje
−ijθ

)< 1
α−1>

(f0(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣∣∣
α

= λ (f0(θ))
β−1 ,

яке можна записати у виглядi∣∣∣∣∣
N∑
j=0

cje
−ijθ

∣∣∣∣∣
α
α−1

(f0(θ))
−α
α−1 = λ (f0(θ))

β−1 .

Iз цього спiввiдношення можемо зробити висновок, що найменш сприятлива

спектральна щiльнiсть у класi Dβ має вигляд

f0(θ) = C

∣∣∣∣∣
N∑
j=0

cje
−ijθ

∣∣∣∣∣
−α

−α−(α−1)(β−1)

. (2.76)

Отже, справджується така теорема.

Теорема 2.11. Спектральна щiльнiсть (2.76), що задовольняє умову мi-

нiмальностi (2.57), рiвняння (2.63) та умову f0 ∈ Dβ, тобто
∫ π
−π (f0(θ))

β dθ =

P , є найменш сприятливою спектральною щiльнiстю у класi Dβ для опти-

мального лiнiйного оцiнювання функцiонала ANξ. Мiнiмаксна спектральна

характеристика h(f0) оптимальної оцiнки функцiонала ANξ обчислюється

за формулою (2.61) при f(θ) = f0(θ).

2.3.5. Найменш сприятливi щiльностi в класi D−M . Розглянемо за-

дачу оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала ANξ у тому випадку,

коли спектральна щiльнiсть f(θ) гармонiзованої HSαS послiдовностi ξn не-

вiдома, а задано множину допустимих спектральних щiльностей

D−M =

f :

π∫
−π

f−1(θ)cos(mθ)dθ = rm,m = 0, . . . ,M

 ,

де rm, m = 0, . . . ,M – строго позитивна послiдовнiсть дiйсних чисел. За цiєї

умови проблема моментiв має розв’язки i множина D−M мiстить нескiнченну

кiлькiсть щiльностей.
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Застосувавши метод невизначених множникiв Лагранжа до розв’язання

задачi на умовний екстремум (2.73), отримаємо спiввiдношення∣∣∣∣∣∣
(

N∑
j=0

cje
−ijθ

)< 1
α−1>

(f0(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣∣∣
α

=

(
M∑
m=0

λmcos(mθ)

)
(f0(θ))

−2,

де λj, j = 0, . . . ,M – множники Лагранжа. Вираз
(∑M

m=0 λmcos(mθ)
)
можна

подати у виглядi [122](
M∑
m=0

λmcos(mθ)

)
=

∣∣∣∣∣
M∑
m=0

pme
imθ

∣∣∣∣∣
2

.

Iз отриманих спiввiдношень можемо зробити висновок, що найменш сприя-

тлива спектральна щiльнiсть у класi D−M має вигляд (1 < α < 2)

f0(θ) =

∣∣∣∣∣
N∑
j=0

cje
−ijθ

∣∣∣∣∣
α

2−α
∣∣∣∣∣
M∑
m=0

pme
imθ

∣∣∣∣∣
2 1−α
2−α

. (2.77)

Отже справджується така теорема.

Теорема 2.12. Спектральна щiльнiсть (2.77), що задовольняє умову мi-

нiмальностi (2.57), рiвняння (2.63), та умову f0 ∈ D−M , тобто∫ π
−π f

−1
0 (θ)cos(mθ)dθ = rm,m = 0, . . . ,M , є найменш сприятливою спектраль-

ною щiльнiстю у класi D−M для оптимального лiнiйного оцiнювання фун-

кцiонала ANξ. Мiнiмаксна спектральна характеристика h(f0) оптимальної

оцiнки функцiонала ANξ обчислюється за формулою (2.61) при f(θ) = f0(θ).

2.4. Задача фiльтрацiї гармонiзованих випадкових

послiдовностей

У даному пiдроздiлi дослiджується задача оптимального лiнiйного оцiню-

вання функцiонала

ANξ =
N∑
k=0

akξ−k =

π∫
−π

AN(eiθ)dZ(θ), AN(eiθ) =
N∑
k=0

ake
−ikθ,
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що залежить вiд невiдомих значень гармонiзованої α−стiйкої послiдовно-

стi ξk за спостереженнями послiдовностi ξn + ηn, n ∈ Z у моменти часу

n = 0,−1,−2, . . . , де ξn та ηn взаємно незалежнi гармонiзованi α−стiйкi сто-
хастичнi послiдовностi.

2.4.1. Класичний пiдхiд. Задачу дослiджуватимемо у тому випадку,

коли взаємно незалежнi HSαS стохастичнi послiдовностi ξn та ηn мають аб-

солютно неперервнi спектральнi мiри µ(θ) та ν(θ) вiдповiдно, та спектральнi

щiльностi f(θ) > 0, g(θ) > 0, що задовольняють умову мiнiмальностi:

π∫
−π

(f(θ) + g(θ))
−1
α−1dθ <∞. (2.78)

Позначимо через H−(ξ + η) замкнуту за нормою || · ||α лiнiйну оболонку

породжену випадковими величинами {ξn + ηn;n = 0,−1,−2, . . .}.
Виходячи iз спiввiдношення iзоморфiзму мiж просторамиH(ξ) та Lα(f + g)

будемо шукати оцiнку у виглядi

ÂNξ =

π∫
−π

h(θ)
(
dZξ(θ) + dZη(θ)

)
. (2.79)

Така оцiнка визначається спектральною характеристикою h(θ), що належить

пiдпростору L−α (f + g) простору Lα(f + g) породженому функцiями einθ при

n = 0,−1, . . . . Спектральна характеристика h(θ) оптимальної оцiнки ÂNξ

функцiонала ANξ мiнiмiзує значення ||ANξ − ÂNξ||α. Найкращим наближе-

нням значення величини ANξ у просторi H−(ξ + η) є проекцiя ÂNξ на цей

простiр, що визначається наступним чином:

[ξn + ηn, ANξ − ÂNξ]α = 0, n = 0,−1,−2, . . .

Скориставшись спектральним розкладом коварiацiї гармонiзованого процесу,
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отримаємо наступне спiввiдношення

π∫
−π

e−iθn
[(
AN(eiθ)− h(θ)

)<α−1>
f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ)

]
dθ = 0,

n = 0,−1,−2, . . .

(2.80)

Iз отриманого спiввiдношення маємо таке рiвняння для визначення спектраль-

ної характеристики(
AN(eiθ)− h(θ)

)<α−1>
f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ) = C(eiθ), (2.81)

C(eiθ) =
∞∑
k=0

cke
i(k+1)θ,

де ck – невiдомi коефiцiєнти, якi визначаються iз умови

π∫
−π

e−iθnh(θ)dθ = 0, n = 1, 2, . . . . (2.82)

Похибка оцiнки обчислюється за формулою

∥∥∥ÂNξ − ANξ
∥∥∥α
α

=

π∫
−π

∣∣AN(eiθ)− h(θ)
∣∣α f(θ)dθ +

π∫
−π

|h(θ)|α g(θ)dθ. (2.83)

Отже, маємо наступну теорему.

Теорема 2.13. Нехай ξn, n ∈ Z та ηn, n ∈ Z взаємно незалежнi гармо-

нiзованi α−стiйкi, HSαS, стохастичнi послiдовностi, якi мають абсолю-

тно неперервнi спектральнi мiри µ(θ), ν(θ) iз спектральними щiльностя-

ми f(θ) > 0, g(θ) > 0 вiдповiдно, якi задовольняють умову мiнiмальностi

(2.78). Оптимальна лiнiйна оцiнка ÂNξ функцiонала ANξ =
∫ π
−π AN(eiθ)dZξ(θ),

що залежить вiд невiдомих значень HSαS послiдовностi ξn за спостере-

женнями послiдовностi ξn + ηn у точках n = 0,−1,−2, . . . обчислюється за

формулою (2.79). Спектральна характеристика h(θ) визначається iз рiв-

нянь (2.81), де невiдомi коефiцiєнти ck, k = 1, 2, . . . , визначаються рiвнян-

нями (2.82). Похибка оцiнки обчислюється за формулою (2.83).
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2.4.2. Фiльтрацiя гармонiзованих α-стiйких послiдовностей. α =

2. Розглянемо задачу оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала ANξ, що

залежить вiд невiдомих значень HSαS послiдовностi ξk, для α = 2. У цьому

випадку взаємно незалежнi HSαS послiдовностi ξn, n ∈ Z та ηn, n ∈ Z є

стацiонарними.

Спектральна характеристика оцiнки, що визначається iз рiвняння (2.81),

матиме вигляд

h(θ) = AN(eiθ)− AN(eiθ)g(θ) + C(eiθ)

f(θ) + g(θ)
,

C(eiθ) =
∞∑
k=0

cke
i(k+1)θ.

(2.84)

Невiдомi коефiцiєнти ck визначаються iз рiвнянь

N∑
j=0

aj

π∫
−π

ei(j−n)θf(θ)

f(θ) + g(θ)
dθ −

∞∑
k=0

ck

π∫
−π

ei(k−n+1)θ

f(θ) + g(θ)
dθ = 0, n = 1, 2, . . . . (2.85)

Визначимо оператори у просторi `2, що заданi матрицями (B)k,j = Bk,j, k, j >

0; (Q)k,j = Qk,j, k > 1, j > 0; (R)k,j = Rk,j, k, j > 0, утвореними з коефiцiєнтiв

Фур’є

Bk,j =
1

2π

π∫
−π

ei(j−k)θ 1

f(θ) + g(θ)
dθ;

Qk,j =
1

2π

π∫
−π

e−i(j+k)θ f(θ)

f(θ) + g(θ)
dθ;

Rk,j =
1

2π

π∫
−π

ei(j−k)θ f(θ)g(θ)

f(θ) + g(θ)
dθ.

Рiвняння (2.85), що визначають невiдомi коефiцiєнти ck, можна записати у

виглядi:

Qa = Bc, c = B−1Qa,

де вектори a = (a0, a1, . . . , aN , 0, . . . ), c = (c1, c2, . . . ).
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Похибку оцiнки функцiонала можемо обчислити за формулою

∥∥∥ÂNξ − ANξ
∥∥∥2

2
=

π∫
−π

∣∣∣∣AN(eiθ)g(θ) + C(eiθ)

f(θ) + g(θ)

∣∣∣∣2 f(θ)dθ

+

π∫
−π

∣∣∣∣AN(eiθ)f(θ)− C(eiθ)

f(θ) + g(θ)

∣∣∣∣2 g(θ)dθ =

= 〈Qa,B−1Qa〉+ 〈Ra, a〉.

(2.86)

Сформулюємо результат у виглядi леми.

Лема 2.6. Нехай ξn, n ∈ Z та ηn, n ∈ Z взаємно незалежнi гармонiзова-

нi α−стiйкi, HSαS, α = 2, стохастичнi послiдовностi, якi мають абсолю-

тно неперервнi спектральнi мiри µ(θ), ν(θ) iз спектральними щiльностями

f(θ) > 0, g(θ) > 0 вiдповiдно, якi задовольняють умову мiнiмальностi (2.78)

при α = 2. Оптимальна лiнiйна оцiнка ÂNξ функцiонала ANξ, що зале-

жить вiд невiдомих значень HSαS послiдовностi ξk за спостереженнями

послiдовностi ξn+ηn в точках n = 0,−1,−2, . . . обчислюється за формулою

(2.79). Спектральна характеристика h(θ) визначається iз рiвняння (2.84),

де невiдомi коефiцiєнти ck, k = 1, 2, . . . , визначається рiвнянням (2.85). По-

хибка оцiнки обчислюється за формулою (2.86).

2.4.3. Мiнiмаксний пiдхiд. Розв’язання задачi оптимальної лiнiйної

оцiнки функцiонала ANξ, знаходження похибки

∆(h(f, g); f, g) :=
∥∥∥ÂNξ − ANξ

∥∥∥α
α
, спектральної характеристики h(f, g) :=

h(θ) використовувало знання спектральної щiльностi f та g. Знайдемо оцiн-

ку, яка мiнiмiзує величину похибки одночасно для всiх спектральних щiльно-

стей з деякого класу D = Df ×Dg [92], для цього зробимо припущення, що

щiльностi f та g належить класу спектральних щiльностей D = Df ×Dg.

Означення 2.8. Для заданого класу спектральних щiльностей D = Df×
Dg спектральнi щiльностi f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg називається найменш спри-

ятливими в D = Df ×Dg для оптимальної лiнiйної оцiнки ÂNξ функцiонала
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ANξ, якщо виконується наступне спiввiдношення:

4(f0, g0) = 4(h(f0, g0); f0, g0) = max
(f,g)∈D=Df×Dg

4(h(f, g); f, g).

Означення 2.9. Для заданого класу спектральних щiльностей D = Df×
Dg спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) оптимальної лiнiйної оцiнки

ÂNξ функцiонала ANξ називається мiнiмаксною (робастною), якщо

h0 ∈ HD =
⋂

(f,g)∈Df×Dg

Lα(f + g),

min
h∈HD

max
(f,g)∈Df×Dg

4(h; f, g) = max
(f,g)∈D

(h0; f, g).

Найменш сприятлива щiльнiсть f0(θ), g0(θ) та мiнiмаксна спектральна

характеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову точку ∆ (h; f, g) на множинi

HD ×D.

Маємо нерiвностi сiдлової точки

∆ (h; f0, g0) > ∆
(
h0; f0, g0

)
> ∆

(
h0; f, g

)
∀h ∈ HD,∀f ∈ Df ,∀g ∈ Dg

при умовi h0 = h(f0, g0) i h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) - розв’язок обмеженої

екстремальної задачi

max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (2.87)

4̃(f, g) = −4(h(f0, g0); f, g) =

− 1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣
N∑
k=0

ake
ikθ − h0(θ)

∣∣∣∣∣
α

f(θ)dθ − 1

2π

π∫
−π

∣∣h0(θ)
∣∣α g(θ)dθ → inf,

(2.88)

(f, g) ∈ D = Df ×Dg.

Зауважимо, що задача на умовний екстремум (2.88) еквiвалентна до за-

дачi на безумовний екстремум [38]

4̃D(f, g) = 4̃(f, g) + δ(f, g|Df ×Dg)→ inf,
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де δ(f, g|Df ×Dg) – iндикаторна функцiя множини D. Розв’язок характери-

зується умовою 0 ∈ ∂4̃D(f0, g0), де ∂4̃D(f0, g0) - субдиференцiал опуклого

функцiонала 4̃(f0, g0).

2.4.4. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D0
f ×

D0
g. Розглянемо наступний клас спектральних щiльностей D0

f × D0
g. Нехай

f0(θ) ∈ D0
f , g0(θ) ∈ D0

g, де

D0
f =

f(θ)| 1

2π

π∫
−π

f(λ) 6 P1

 ,

D0
g =

g(θ)| 1

2π

π∫
−π

g(λ) 6 P2

 .

Також припустимо, що функцiї

hf(f0, g0) =

∣∣∣∣∣
N∑
k=0

ake
ikθ − h0(θ)

∣∣∣∣∣
α

, (2.89)

hg(f0, g0) =
∣∣h0(θ)

∣∣α (2.90)

обмеженi. Iз попереднiх припущень випливає, що ∆ (h(f0, g0); f, g) є неперерв-

ним лiнiйним функцiоналом у просторi L1 × L1.

Виходячи iз цих умов функцiонал

4̃(f, g) = − 1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣∣
N∑
k=0

ake
ikθ − h0(θ)

∣∣∣∣∣
α

f(θ)dθ − 1

2π

π∫
−π

∣∣h0(θ)
∣∣α g(θ)dθ

обмежений в просторi L1 × L1. Iз умови 0 ∈ ∂4D(f0, g0), D = D0
f × D0

g,

отримуємо, що найменш сприятливi щiльностi задовольняють рiвняння∣∣∣∣∣
N∑
k=0

ake
ikθ − h0(θ)

∣∣∣∣∣
α

= α1(f0(θ) + g0(θ)) (2.91)

∣∣h0(θ)
∣∣α = α2(f0(θ) + g0(θ)), (2.92)

де константи α1 > 0, α2 > 0.
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Зауважимо α1 6= 0, якщо

1

2π

π∫
−π

f0(θ) = P1.

А також α2 6= 0, якщо
1

2π

π∫
−π

g0(θ) = P2.

Теорема 2.14. Нехай f0(θ) ∈ D0
f , g0(θ) ∈ D0

g задовольняють умову мiнi-

мальностi (2.78). Нехай функцiї hf , hg визначенi рiвностями (2.89), (2.90)

обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(θ), g0(θ) є найменш сприятливi в класi

D = D0
f×D0

g для оптимальної оцiнки функцiонала ANξ =
∫ π
−π AN(eiθ)dZξ(θ),

AN(eiθ) =
∑N

k=0 ake
ikθ, якщо f0(θ), g0(θ) є розв’язком системи рiвнянь (2.91),

(2.92) та визначає розв’язок екстремальної задачi (2.87). Спектральна ха-

рактеристика h(f0, g0) оптимальної лiнiйної оцiнки ÂNξ функцiонала ANξ

визначається рiвняннями (2.81), (2.82).

2.4.5. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi Dv
u ×

Dε. Розглянемо задачу для стацiонарного випадку iз шумом α = 2. Нехай

f0(θ) ∈ Dv
u, g0(θ) ∈ Dε, де

Dv
u =

f(θ)|u(θ) 6 f(θ) 6 v(θ),
1

2π

π∫
−π

f(λ)dλ 6 P1

 ,

Dε =

g(θ)|g(θ) = (1− ε)g1(θ) + εω(θ),
1

2π

π∫
−π

g(λ)dλ 6 P2

 .

Також нехай

hf(f0, g0) =

∣∣∣∑N
k=0 ake

ikθg0(θ) +
∑∞

k=0 c
0
ke
iθ(k+1)

∣∣∣
f0(θ) + g0(θ)

, (2.93)

hg(f0, g0) =

∣∣∣∑N
k=0 ake

ikθf0(θ)−
∑∞

k=0 c
0
ke
iθ(k+1)

∣∣∣
f0(θ) + g0(θ)

(2.94)
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обмеженi.

Маємо, що ∆ (h(f0, g0); f, g) є неперервним лiнiйним функцiоналом у про-

сторi L1 × L1.

Виходячи iз цих умов функцiонал

4̃(f, g) =− 1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣AN(eiθ)g0(θ) + C(eiθ)

f0(θ) + g0(θ)

∣∣∣∣2 f(θ)dθ

− 1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣AN(eiθ)f0(θ)− C(eiθ)

f0(θ) + g0(θ)

∣∣∣∣2 g(θ)dθ

(2.95)

обмежений в просторi L1 × L1. Iз умови 0 ∈ ∂4D(f0, g0), D = D0
f × D0

g,

отримуємо, що найменш сприятливi щiльностi задовольняють рiвняння∣∣∣∣∣
N∑
k=0

ake
ikθg0(θ) +

∞∑
k=0

c0
ke
iθ(k+1)

∣∣∣∣∣
α

= (f0(θ)+g0(θ))
α(γ1(θ)+γ2(θ)+α−1

1 ), (2.96)

∣∣∣∣∣
N∑
k=0

ake
ikθf0(θ)−

∞∑
k=0

c0
ke
iθ(k+1)

∣∣∣∣∣
α

= (f0(θ) + g0(θ))
α(φ(θ) + α−1

2 ), (2.97)

де константи γ1 6 0 та γ1 = 0, f 0(θ) > v(θ);

γ2 = 0, f 0(θ) 6 u(θ); φ(θ) 6 0, φ(0) = 0 якщо g0(θ) > (1− ε)g1(θ).

Теорема 2.15. Нехай f0(θ) ∈ Dv
u, g0(θ) ∈ Dε задовольняють умову мi-

нiмальностi (2.78). Нехай функцiї hf , hg визначенi (2.93), (2.94) обмеже-

нi. Спектральнi щiльностi f0(θ), g0(θ) найменш сприятливi в класi D =

Dv
u × Dε для оптимальної оцiнки функцiонала ANξ =

∫ π
−π AN(eiθ)dZξ(θ),

AN(eiθ) =
∑N

k=0 ake
ikθ, якщо f0(θ), g0(θ) є розв’язком системи рiвнянь (2.96),

(2.97) та визначає розв’язок екстремальної задачi (2.87). Спектральна ха-

рактеристика h(f0, g0) оптимальної лiнiйної оцiнки ÂNξ функцiонала ANξ

визначається рiвняннями (2.81), (2.82).
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Висновки до роздiлу 2

Роздiл 2 присвячений задачам екстраполяцiї, iнтерполяцiї та фiльтрацiї

лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень гармонiзованих послiдовностей.

Задачi розв’язано за умови спектральної визначеностi, коли заданi спектраль-

нi щiльностi послiдовностей, та за умови спектральної невизначеностi, коли

вiдомо лише деяку множину допустимих спектральних щiльностей.

Для задачi екстраполяцiї знайдено спiввiдношення для обчислення зна-

чень похибок та спектральних характеристик оцiнок функцiонала

Aξ =
∞∑
j=0

ajξj =

π∫
−π

A(eiθ)dZξ(θ),

A(eiθ) =
∞∑
j=0

aje
ijθ,

що залежить вiд невiдомих значень випадкового процесу ξj, j = 0, 1, . . . , гар-

монiзованої симетричної α-стiйкої випадкової послiдовностi {ξj, j ∈ Z} за

спостереженнями послiдовностi {ξk+ηk, k ∈ Z} у точках часу k = −1,−2, . . . ,

де ξn та ηn взаємно незалежнi гармонiзованi α−стiйкi стохастичнi послiдов-
ностi. Застосовано мiнiмаксний метод оцiнювання найменш сприятливих спе-

ктральних щiльностей та мiнiмаксних спектральних характеристик оцiнок

функцiонала для деяких класiв спектральних щiльностей.

Для задачi iнтерполяцiї без шуму знайдено формули для обчислення по-

хибок та знайдено явний вигляд спектральної характеристики оцiнки фун-

кцiонала

ANξ =
N∑
j=0

ajξj =

π∫
−π

AN(eiθ)dZ(θ),

AN(eiθ) =
N∑
j=0

aje
ijθ,

що залежить вiд невiдомих значень ξj, j = 0, 1, . . . , N, гармонiзованої HSαS

послiдовностi ξn, n ∈ Z за спостереженнями послiдовностi ξn в моменти часу

n ∈ Z \ {0, 1, . . . , N}. А також застосовано мiнiмаксний метод для пошуку
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найменш сприятливих спектральних щiльностей та мiнiмаксних спектраль-

них характеристик.

Для задачi фiльтрацiї знайдено спiввiдношення для обчислення значень

похибок та спектральних характеристик оцiнок функцiонала

ANξ =
N∑
k=0

akξ−k =

π∫
−π

AN(eiθ)dZ(θ), AN(eiθ) =
N∑
k=0

ake
−ikθ,

що залежить вiд невiдомих значень гармонiзованої α−стiйкої послiдовно-

стi ξk за спостереженнями послiдовностi ξn + ηn, n ∈ Z у моменти часу

n = 0,−1,−2, . . . , де ξn та ηn взаємно незалежнi гармонiзованi α−стiйкi сто-
хастичнi послiдовностi. Для випадку спектральної невизначеностi знайдено

спiввiдношення, що визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi

в деяких заданих класах допустимих спектральних щiльностей та мiнiмакснi

спектральнi характеристики.
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РОЗДIЛ 3

ОЦIНКИ ФУНКЦIОНАЛIВ ГАРМОНIЗОВАНИХ

ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСIВ

У цьому роздiлi поданi результати дослiдження задач лiнiйного оцiнюван-

ня функцiоналiв вiд невiдомих значень гармонiзованих процесiв. Задачi дослi-

джено у випадку спектральної визначеностi, коли вигляд спектральних щiль-

ностей точно вiдомий, та у випадку спектральної невизначеностi, коли зада-

но лише класи допустимих спектральних щiльностей. За умови спектральної

визначеностi знайдено формули та спiввiдношення для обчислення похибок

оцiнок, спектральних характеристик оптимальних лiнiйних оцiнок функцiо-

налiв. У випадку спектральної невизначеностi встановлено спiввiдношення,

якi визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi у заданих класах

допустимих щiльностей та вiдповiднi мiнiмакснi спектральнi характеристики

оцiнок. Отриманi результати дослiдження задач оцiнювання невiдомих зна-

чень вiд функцiоналiв вiд гармонiзованих процесiв опублiковано у роботах

[93], [33].

3.1. Гармонiзованi симетричнi α−стiйкi випадковi процеси

Означення 3.1 (Симетрична α-стiйка випадкова величина). Дiй-

сна випадкова величина ξ називається симетричною α-стiйкою, SαS, якщо її

характеристична функцiя має вигляд Eexp(itξ) = exp(−c|t|α), для деякого

c > 0, 0 < α 6 2.

Означення 3.2 (Симетричний α-стiйкий стохастичний процес).

Стохастичний процес {ξ = ξ(t), t ∈ R} називається симетричним α-стiйким,

якщо будь-якi скiнченновимiрнi розподiли (ξ(t1), ξ(t2), . . . , ξ(td)), t1, t2, . . . , td ∈
R, d > 1 мають симетричний α-стiйкий розподiл.
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Коварiацiя SαS величин X = X1 + iX2 та Y = Y1 + iY2 (1 < α 6 2)

визначається за формулою

[X, Y ]α =

∫
S4

(x1 + ix2)×

× (y1 + iy2)
<α−1>dΓX1,X2,Y1,Y2(x1, x2, y1, y2),

(3.1)

де z<β> = |z|β−1z̄, β > 0. Коварiацiя не є симетричною та не є лiнiйною

за другим аргументом. Для сумiсно SαS розподiлених випадкових величин

ξ, ξ1, ξ2, η маємо такi властивостi:

[ξ(t1) + ξ(t2), η]α = [ξ(t1), η]α + [ξ(t2), η]α,

|[ξ, η]α| 6 ||ξ||α||η||α−1
α (3.2)

де ||ξ||α = [ξ, ξ]
1/α
α є нормою у лiнiйному просторi, що породжений SαS випад-

ковими величинами, яка еквiвалентна збiжностi за ймовiрнiстю. Зауважимо,

що || · ||α може не спiвпадати зi стандартною нормою в Lα.

Означення 3.3 (Гармонiзований симетричний α-стiйкий стоха-

стичний процес). Симетричний α-стiйкий стохастичний SaS процес {ξ(t), t ∈
R} є гармонiзованим HSαS процесом, якщо iснує такий SaS стохастичний

процес Z = {Z(θ); θ ∈ (−∞,∞)} з незалежними приростами та скiнченою

спектральною мiрою µ, що процес {ξ(t), t ∈ R} допускає спектральне зобра-

ження

ξ(t) =

∞∫
−∞

eitθdZ(θ), t ∈ R.

Коварiацiя процесу допускає спектральне зображення

[ξ(t), ξ(s)]α =

∞∫
−∞

ei(t−s)θdµ(θ), t, s ∈ R.

Будемо вивчати гармонiзованi симетричнi α-стiйкi процеси {ξ(t), t ∈ R} за
умови 1 < α 6 2. Побудуємо спектральну мiру SαS процесу iз незалежними

приростами Z = {Z(θ) : −∞ < θ < ∞} у наступний спосiб µ{(s, t]} =



88

‖Z(t) − Z(s)‖αα. Для всiх f ∈ Lα(µ) можна визначити iнтеграл
∫
f(θ)dZ(θ),

що має такi властивостi [47]:∥∥∥∥∫ f(θ)dZ(θ)

∥∥∥∥α
α

=

∫
|f(θ)|αdµ(θ), (3.3)[∫

f(θ)dZ(θ),

∫
g(θ)dZ(θ)

]
α

=

∫
f(θ) (g(θ))<α−1> dµ(θ). (3.4)

Для замкнутого лiнiйного пiдпростору M ⊆ Lα(µ) та f ∈ Lα(µ) iснує

єдиний елемент з M, який мiнiмiзує вiдстань до f i називається проекцiєю f

наM або найкращою апроксимацiєю f наM, що позначається PMf. Проекцiя

PMf єдиним чином визначається спiввiдношенням∫
g(θ) (f(θ)− PMf(θ))<α−1> dµ(θ) = 0, g ∈M. (3.5)

Позначимо через H(ξ) замкнутий за нормою || · ||α лiнiйний многовид,

породжений всiма значеннями процесу {ξ(t), t ∈ R}.
Для HSαS стохастичного процесу {ξ(t), t ∈ R} i замкнутої пiдмножини

N ⊆ H(ξ) iснує єдиний елемент ξ̂(t) ∈ N, який мiнiмiзує вiдстань до ξ(t) i

визначається спiввiдношенням[
η, ξ(t)− ξ̂(t)

]
α

= 0,∀η ∈ N. (3.6)

3.2. Задача екстраполяцiї гармонiзованих випадкових процесiв

У даному пiдроздiлi дослiджується задача оптимального оцiнювання лi-

нiйного функцiонала

Aextrξ =

∞∫
0

a(t)ξ(t)dt =

∞∫
−∞

Aextr(θ)dZξ(θ),

Aextr(θ) =

∞∫
0

a(t)eitθdt,

що залежить вiд невiдомих значень HSαS-процесу ξ(t), t > 0, за спосте-

реженнями процесу {ξ(t) + η(t), t < 0}, де ξ(t) та η(t) є гармонiзованими

симетричними α-стiйкими стохастичними процесами.
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3.2.1. Класичний пiдхiд(Aξ). Розглядаємо задачу для взаємно неза-

лежних гармонiзованих симетричних α-стiйких випадкових процесiв {ξ(t), t ∈
R} та {η(t), t ∈ R}, що мають абсолютно неперервнi спектральнi мiри та спе-

ктральнi щiльностi f(θ) > 0 i g(θ) > 0, що задовольняють умову мiнiмально-

стi ∞∫
−∞

|γ(θ)| α
α−1

(f(θ) + g(θ))
1

α−1
dθ <∞ (3.7)

для деякої ненульової функцiї експоненцiального типу γ(θ) =
∫∞

0 α(t)eitθdt,∫∞
−∞ |γ(θ)| α

α−1dθ <∞.
Позначимо H−(ξ+η) замкнутий за нормою || · ||α лiнiйний многовид поро-

джений значеннями гармонiзованого симетричного α-стiйкого стохастичного

процесу ξ(t) + η(t), t < 0, в просторi H(ξ + η), який породжений всiма значе-

ннями процесу {ξ(t) + η(t), t ∈ R}.
Як випливає зi спiввiдношення мiж просторами H(ξ + η) та Lα(f + g)

оптимальна лiнiйна оцiнка Âextrξ функцiоналу Aextrξ має вигляд

Âextrξ =

∞∫
−∞

h(θ)
(
dZξ(θ) + dZη(θ)

)
. (3.8)

Ця оцiнка визначається спектральною характеристикою h(θ) iз L−α (f+g),

що є пiдпростором Lα(f + g) породженого експонентами eitθ при t < 0.

Оптимальна оцiнка Âextrξ функцiоналу Aextrξ є проекцiєю величини Aextrξ

на пiдпростiр H−(ξ + η), що визначається спiввiдношенням

[ζ, Aextrξ − Âextrξ]α = 0, ∀ζ ∈ H−(ξ + η),

або, еквiвалентно, спiввiдношенням

[ξ(t) + η(t), Aextrξ − Âextrξ]α = 0, ∀t < 0. (3.9)

З цих рiвнянь випливає, що спектральна характеристика h(θ) оцiнки ви-
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значається рiвнянням(
Aextr(θ)− h(θ)

)<α−1>
f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ) = Cextr(θ),

Cextr(θ) =

∞∫
0

c(t)eitθdt
(3.10)

та задовольняє умови
∞∫

−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t < 0. (3.11)

Похибка оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала визначається форму-

лою ∥∥∥Âextrξ − Aextrξ
∥∥∥α
α

=

∞∫
−∞

∣∣Aextr(θ)− h(θ)
∣∣α f(θ)dθ+

+

∞∫
−∞

|h(θ)|α g(θ)dθ.

(3.12)

Маємо, що вiрна наступна теорема.

Теорема 3.1. Нехай {ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈ R} є взаємно незале-

жними гармонiзованими симетричними α-стiйкими стохастичними про-

цесами, що мають абсолютно неперервнi спектральнi мiри та спектральнi

щiльностi f(θ) > 0 та g(θ) > 0, що задовольняють умовi мiнiмальностi

(3.7). Оптимальна лiнiйна оцiнка Âextrξ функцiонала Aextrξ =
∫∞

0 a(t)ξ(t)dt,

що залежить вiд невiдомих значень ξ(t), t > 0, процесу ξ(t), t ∈ R за спо-

стереженнями процесу {ξ(t)+η(t), t < 0} обчислюється за формулою (3.8).

Спектральна характеристика h(θ) оцiнки визначається рiвняннями (3.10)

та (3.11). Похибка оптимальної лiнiйної оцiнки визначається формулою

(3.12).

3.2.2. Спостереження без шуму. Розглянемо задачу оптимального

лiнiйного оцiнювання функцiонала Aextrξ,що залежить вiд невiдомих значень

HSαS− процесу ξ(t), t > 0, за спостереженнями процесу {ξ(t), t < 0}.
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Нехай {ξ(t), t ∈ R} є гармонiзованим симетричним α-стiйким стохасти-

чним процесом, що має абсолютно неперервну мiру та спектральну щiльнiсть

f(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi
∞∫

−∞

|γ(θ)| α
α−1

(f(θ))
1

α−1
dθ <∞, (3.13)

для деякої ненульової функцiї експоненцiального типу

γ(θ) =

∞∫
0

α(t)eitθdt,

∞∫
−∞

|γ(θ)|
α
α−1dθ <∞.

Позначимо через H−(ξ) замкнутий за нормою || · ||α лiнiйний многовид

породжений значеннями HSαS процесу ξ(t), t < 0, в просторi H(ξ), який

породжений всiма значеннями HSαS процесу {ξ(t), t ∈ R}.
Iз побудови H(ξ) та Lα(f) випливає, що оптимальну оцiнкуÂextrξ фун-

кцiонала Aextrξ можна побудувати у наступному виглядi

Âextrξ =

∞∫
−∞

h(θ)dZξ(θ). (3.14)

Спектральна характеристика h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки Âextrξ фун-

кцiонала визначається формулами

h(θ) = Aextr(θ)−
(
Cextr(θ)

)< 1
α−1>

(f(θ))
−1
α−1 , (3.15)

де Cextr(θ) =
∫∞

0 c(t)eitθdt та умовою

∞∫
−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t < 0. (3.16)

Похибка оптимальної лiнiйної оцiнки визначається формулою

∥∥∥Âextrξ − Aextrξ
∥∥∥α
α

=

∞∫
−∞

∣∣∣∣(Cextr(θ)
)< 1

α−1>

(f(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣α f(θ)dθ. (3.17)

Iз теореми 3.1 наслiдком випливає наслiдок.
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Наслiдок 3.1. Нехай {ξ(t), t ∈ R} є гармонiзований симетричний α-

стiйкий стохастичний процес, що має абсолютно неперервну спектральну

мiру та спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, що задовольняє умовi мiнiмаль-

ностi (3.13). Оптимальна лiнiйна оцiнка Âextrξ функцiонала Aextrξ, що за-

лежить вiд невiдомих значень ξ(t), t > 0, процесу {ξ(t), t ∈ R}, за спостере-

женнями процесу {ξ(t), t < 0} має вигляд (3.14). Спектральна характери-

стика h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки Âextrξ функцiонала обчислюється

за формулою (3.15), де Cextr(θ) визначається умовою (3.16). Похибка опти-

мальної лiнiйної оцiнки визначається формулою (3.17).

3.2.3. Стацiонарнi процеси. Розглянемо задачу оптимального оцiню-

вання функцiоналаAextrξ, що залежить вiд невiдомих значеньHSαS−процесу
ξ(t), t > 0, за спостереженнями процесу {ξ(t) + η(t), t < 0}, де ξ(t) та η(t) є

взаємно незалежними гармонiзованими симетричними α-стiйкими стохасти-

чними процесами у випадку α = 2.

Будемо вважати, що стацiонарi процеси {ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈ R}
мають спектральнi щiльностi f(θ) > 0 та g(θ) > 0, що задовольняють умову

мiнiмальностi (3.7) iз α = 2.

Спектральна характеристика h(θ) оптимальної оцiнки може бути пред-

ставлена в однiй iз наступних форм

h(θ) =
Aextr(θ)f(θ)− Cextr(θ)

f(θ) + g(θ)
, (3.18)

h(θ) = Aextr(θ)− Aextr(θ)g(θ) + Cextr(θ)

f(θ) + g(θ)
. (3.19)
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Похибка оцiнки обчислюється за формулою∥∥∥Âextrξ − Aextrξ
∥∥∥2

2
=

=

∞∫
−∞

∣∣∣∣Aextr(θ)g(θ) + Cextr(θ)

f(θ) + g(θ)

∣∣∣∣2 f(θ)dθ

+

∞∫
−∞

∣∣∣∣Aextr(θ)f(θ)− Cextr(θ)

f(θ) + g(θ)

∣∣∣∣2 g(θ)dθ =

= 〈Bc, c〉+ 〈Ra, a〉,

(3.20)

де

c(t) =
(
B−1Da

)
(t), t > 0, (3.21)

Оператори B,D,R визначаються за формулами:

(Bc) (t) =

∞∫
0

c(u)

∞∫
−∞

ei(u−t)θ
1

f(θ) + g(θ)
dθdu;

(Dc) (t) =

∞∫
0

c(u)

∞∫
−∞

ei(u−t)θ
f(θ)

f(θ) + g(θ)
dθdu;

(Rc) (t) =

∞∫
0

c(u)

∞∫
−∞

ei(u−t)θ
f(θ)g(θ)

f(θ) + g(θ)
dθdu.

Таким, чином наступна теорема вiрна.

Теорема 3.2. Нехай {ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈ R} є взаємно незале-

жними стацiонарними стохастичними процесами, що мають абсолютно

неперервнi мiри та спектральнi щiльностi f(θ) > 0 та g(θ) > 0, що задо-

вольняють умову мiнiмальностi (3.7) iз α = 2. Оптимальна лiнiйна оцiнка

Âextrξ функцiонала Aextrξ, що залежить вiд невiдомих значень ξ(t), t > 0

процесу {ξ(t), t ∈ R}, за спостереженнями процесу {ξ(t) + η(t), t < 0}, ви-
значається формулою (3.8). Спектральна характеристика h(θ) оцiнки об-

числюються за формулою (3.18) або (3.19). Похибка оптимальної лiнiйної

оцiнки визначається формулою (3.20).
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3.2.4. Стацiонарнi процеси. Спостереження без шуму. Розгляне-

мо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала Aextrξ, що зале-

жить вiд невiдомих значень ξ(t), t > 0, стацiонарного стохастичного проце-

су {ξ(t), t ∈ R} за спостереженнями процесу ξ(t), t < 0. Припустимо, що

стацiонарний процес {ξ(t), t ∈ R} має спектральнi щiльностi f(θ) > 0, що

задовольняють умову мiнiмальностi (3.13) iз α = 2.

Спектральна характеристика h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки Âextrξ фун-

кцiонала Aextrξ визначається за формулою

h(θ) = Aextr(θ)− Cextr(θ) (f(θ))−1 , (3.22)

Похибку оцiнки можна порахувати наступною формулою

∥∥∥Âextrξ − Aextrξ
∥∥∥2

2
=

∞∫
−∞

∣∣∣Cextr(θ) (f(θ))−1
∣∣∣2 f(θ)dθ. (3.23)

Тут

Cextr(θ) =

∞∫
0

c(t)eiθdθ,

c(t) =
(
B−1a

)
(t), t > 0, (3.24)

(Bc)(t) =
1

2π

∞∫
0

c(u)

∞∫
−∞

(f(t))−1 dtdu.

Таким, чином вiрна наступна теорема.

Теорема 3.3. Нехай {ξ(t), t ∈ R} стацiонарний стохастичний процес,

що має абсолютно неперервну спектральну мiру спектральну щiльнiсть

f(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi (3.13) з α = 2. Опти-

мальна лiнiйна оцiнка Âextrξ функцiонала Aextrξ, що залежить вiд невiдо-

мих значень ξ(t), t > 0, процесу {ξ(t), t ∈ R} за спостереженнями процесу

{ξ(t), t < 0} має вигляд (3.14), де спектральна характеристика h(θ) опти-

мальної оцiнки обчислюється за формулою (3.22). Похибка оптимальної лi-

нiйної оцiнки визначається за формулою (3.23).
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3.2.5. Мiнiмаксний пiдхiд. Отриманi формули для розрахунку по-

милки

∆ (h(f, g); f, g) :=
∥∥∥Âextrξ − Aextrξ

∥∥∥α
α

i спектральної характеристики h(f, g) := h(θ) оптимальної оцiнки Âextrξ фун-

кцiонала Aextrξ можуть бути застосованi тiльки в тому випадку, коли точно

вiдомi спектральнi щiльностi процесiв. Однак, як правило, ми не маємо то-

чних значень спектральних щiльностей процесiв, у той час як часто знаємо

набiр D = Df × Dg допустимих спектральних щiльностей. У цьому випад-

ку ми можемо застосувати мiнiмаксний пiдхiд до оцiнки функцiонала Aextrξ.

Цей метод знаходить оцiнку, що мiнiмiзує максимум похибки для всiх спе-

ктральних щiльностей iз множини D = Df × Dg допустимих спектральних

щiльностей одночасно [92].

Означення 3.4. Для даного класу спектральних щiльностейD = Df×Dg

спектральнi щiльностi f0(θ) ∈ Df , g0(θ) ∈ Dg називають найменш сприятли-

вими в класi D = Df × Dg для оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала

Aextrξ, якщо виконується наступне спiввiдношення

∆ (f0, g0) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) = max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h (f, g) ; f, g) . (3.25)

Означення 3.5. Для даного класу спектральних щiльностейD = Df×Dg

спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) оптимальної оцiнки Âextrξ фун-

кцiонала Aextrξ називається мiнiмаксною (робастною) для оптимальної лiнiй-

ної оцiнки функцiонала Aextrξ, якщо виконується наступне спiввiдношення

h0 ∈ HD =
⋂

(f,g)∈Df×Dg

Lα(f + g),

min
h∈HD

max
(f,g)∈D

∆ (h; f, g) = max
(f,g)∈D

∆
(
h0; f, g

)
.

Найменш сприятливi спектральнi щiльностi f0(θ), g0(θ) та мiнiмаксна спе-

ктральна характеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову точку функцiї

∆ (h; f, g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

∆ (h; f0, g0) > ∆
(
h0; f0, g0

)
> ∆

(
h0; f, g

)
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∀h ∈ HD,∀f ∈ Df ,∀g ∈ Dg

справджуються, якщо h0 = h(f0, g0) та h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) є розв’язком

оптимiзацiйної задачi без обмежень

max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (3.26)

∆ (h(f0, g0); f, g) =
∥∥∥Aextrξ − Âextrξ

∥∥∥α
α

= − 1

2π

∞∫
−∞

∣∣Aextr(θ)− h0(θ)
∣∣α f(θ)dθ − 1

2π

∞∫
−∞

∣∣h0(θ)
∣∣α g(θ)dθ.

(3.27)

Задача оптимiзацiї з обмеженнями (3.26) еквiвалентна до оптимiзацiної

задачi без обмежень

∆D(f, g) = −∆(h(f0, g0); f, g) + δ(f, g |Df ×Dg )→ inf, (3.28)

де δ(f, g |Df ×Dg ) iндикаторна функцiя множини D = Df × Dg. Розв’язок

(f0, g0) задачi (3.28) характеризується умовою 0 ∈ ∂∆D(f0, g0), де ∂∆D(f0, g0)

субдиференцiал функцiонала ∆D(f, g) в точцi (f0, g0). Ця умова дозволяє зна-

йти найменш сприятливi спектральнi щiльностi в деяких спецiальних класiв

спектральних щiльностей D = Df ×Dg [30].

Зауважимо, що форма функцiонала ∆(h(f0, g0); f, g) зручна для застосу-

вання методу множникiв Лагранжа для знаходження розв’язку задачi (3.26).

У наступнiй частинi запропоновано спiввiдношення, якi визначають найменш

сприятливi спектральнi щiльностi в деяких спецiальних класiв спектральних

щiльностей. На пiдставi поданих визначень i отриманих формул приходимо

до висновку, що справедливi наступнi твердження.

Лема 3.1. Нехай {ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈ R} є взаємно незалежни-

ми гармонiзованими симетричними α-стiйкими стохастичними процеса-

ми, що мають абсолютно неперервнi спектральнi мiри та спектральнi

щiльностi f0(θ) > 0 та g0(θ) > 0, що задовольняють умову мiнiмально-

стi (3.7). Нехай спектральнi щiльностi (f0, g0) ∈ Df ×Dg дають розв’язок
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задачi оптимiзацiї з обмеженнями (3.26). Спектральнi щiльностi (f0, g0)

є найменш сприятливими спектральними щiльностями Df × Dg та h0 =

h(f0, g0) мiнiмаксною спектральною характеристикою оптимальної лiнiй-

ної оцiнки Âextrξ функцiонала Aextrξ що залежить вiд невiдомих значень

ξ(t), t > 0, процесу {ξ(t), t ∈ R} за спостереженнями процесу {ξ(t)+η(t), t <

0} якщо h0 = h(f0, g0) ∈ HD.

Наслiдок 3.2. Нехай {ξ(t), t ∈ R} є гармонiзованим симетричним α-

стiйким стохастичним процесом, що має абсолютно неперервну спектраль-

ну мiру та щiльнiсть f0(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi (3.13).

Нехай спектральна щiльнiсть f0 ∈ Df дає розв’язок задачi оптимiзацiї з

обмеженнями

max
f∈Df

∆ (h(f0); f) = ∆ (h(f0); f0) , (3.29)

∆ (h(f0); f) =
∥∥∥Aextrξ − Âextrξ

∥∥∥α
α

=

∞∫
−∞

∣∣∣∣(Cextr0
(θ)
)< 1

α−1>

(f0(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣α f(θ)dθ.
(3.30)

Спектральна щiльнiсть f0 є найменш сприятливою спектральною щiльнi-

стю в класi Df та h0 = h(f0) є мiнiмаксною спектральною характеристи-

кою оцiнки Âextrξ функцiонала Aextrξ, що залежить вiд невiдомих значень

ξ(t), t > 0, процесу {ξ(t), t ∈ R}, за спостереженнями процесу {ξ(t), t < 0}
якщо h0 = h(f0) ∈ HD.

Лема 3.2. Нехай {ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈ R} є взаємно незалежними

стацiонарними стохастичними процесами, що має абсолютно неперервнi

спектральнi мiри та спектральнi щiльностi f0(θ) > 0 та g0(θ) > 0, що за-

довольняють умови мiнiмальностi (3.7) iз α = 2. Нехай спектральнi щiль-

ностi (f0, g0) ∈ Df×Dg дають розв’язок задачi оптимiзацiї з обмеженнями

max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (3.31)
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∆ (h(f0, g0); f, g) =

1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣Aextr(θ)g0(θ) +
∞∫
0

((B0)−1R0a)(t)eitθdt

∣∣∣∣2
(f0(θ) + g0(θ))2

× f(θ)dθ+

+
1

2π
×

∞∫
−∞

∣∣∣∣Aextr(θ)f0(θ)−
∞∫
0

((B0)−1R0a)(t)eitθdt

∣∣∣∣2
(f0(θ) + g0(θ))2

× g(θ)dθ.

(3.32)

Спектральнi щiльностi (f0, g0) є найменш сприятливими спектральними

щiльностями в класi Df × Dg та h0 = h(f0, g0) є мiнiмаксною спектраль-

ною характеристикою оцiнки Âextrξ функцiонала Aextrξ, що залежить вiд

невiдомих значень ξ(t), t > 0, процесу {ξ(t), t ∈ R} за спостереженнями

процесу {ξ(t) + η(t), t < 0} при h0 = h(f0, g0) ∈ HD.

Наслiдок 3.3. Нехай {ξ(t), t ∈ R} стацiонарним стохастичним проце-

сом iз абсолютно неперервною спектральною мiрою та спектральну щiль-

нiстю f0(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi (3.13) iз α = 2. Нехай

спектральна щiльнiсть f0 ∈ Df дає розв’язок задачi оптимiзацiї з обмеже-

ннями

max
f∈Df

∆ (h(f0); f) = ∆ (h(f0); f0) , (3.33)

∆ (h(f0); f) =
1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

((B0)−1a)(t)eitθdt

∣∣∣∣∣∣
2

f−2
0 (θ)f(θ)dθ. (3.34)

Спектральна щiльнiсть f0 є найменш сприятливою спектральною щiль-

нiстю в класi Df та h0 = h(f0) є мiнiмаксною спектральною характери-

стикою оптимальної оцiнки Âextrξ функцiонала Aextrξ, що залежить вiд

невiдомих значень ξ(t), t > 0, процесу {ξ(t), t ∈ R} за спостереженнями

процесу {ξ(t), t < 0} якщо h0 = h(f0) ∈ HD.
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3.2.6. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D0
f ×

D0
g. Розглянемо задачу для класу D0

f ×D0
g, де

D0
f =

f(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

f(θ)dθ 6 P1

 ,

D0
g =

g(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

g(θ)dθ 6 P2

 .

Нехай f0(θ) ∈ D0
f , g0(θ) ∈ D0

g i нехай функцiї

hf(f0, g0) =

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

a(t)eitθdt− h0(θ)

∣∣∣∣∣∣
α

, (3.35)

hg(f0, g0) =
∣∣h0(θ)

∣∣α (3.36)

обмеженi.

За цих умов маємо, що функцiонал

4̃(f, g) =− 1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

a(t)eitθdt− h0(θ)

∣∣∣∣∣∣
α

f(θ)dθ

− 1

2π

∞∫
−∞

∣∣h0(θ)
∣∣α g(θ)dθ.

(3.37)

є лiнiйно обмеженим у просторi L1 × L1.

Iз умови 0 ∈ ∂4D(f0, g0), для D = D0
f ×D0

g випливає, що найменш спри-

ятливi щiльностi задовольняють рiвнянням∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

a(t)eitθdt− h0(θ)

∣∣∣∣∣∣
α

= α1(f0(θ) + g(θ)) (3.38)

∣∣h0(θ)
∣∣α = α2(f0(θ) + g(θ)), (3.39)

де α1 > 0, α2 > 0 є константами, α1 6= 0, якщо
∞∫

−∞

f0(θ)dθ = P1;
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α2 6= 0, якщо
∞∫

−∞

g0(θ)dθ = P2.

Маємо, що вiрне наступне твердження.

Теорема 3.4. Нехай спектральнi щiльностi f0(θ) ∈ D0
f , g0(θ) ∈ D0

g задо-

вольняють умову мiнiмальностi (3.7). Нехай функцiї hf , hg, що визначенi

(3.35), (3.36) є обмеженими. Спектральнi щiльностi f0(θ), g0(θ) є найменш

сприятливими спектральними щiльностями D = D0
f×D0

g для оптимальної

екстраполяцiї функцiонала Aextrξ, якщо f0(θ), g0(θ) дають розв’язок систе-

ми рiвнянь (3.38), (3.39) i визначають розв’язок задачi оптимiзацiї (3.26).

Спектральнi характеристики h(f0, g0) оптимальної лiнiйної оцiнки Âextrξ

функцiонала Aextrξ визначаються рiвняннями (3.10), (3.11).

3.2.7. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi для класу D1.

Спостереження без шуму. Розглянемо задачу для класу спектральних

щiльностей

D1 =

f(θ) :

∞∫
−∞

f(θ)dθ = γ

 .

Використовуючи метод множникiв Лагранжа отримуємо

f0(θ) = λ
∣∣∣Cextr0(θ)

∣∣∣ . (3.40)

h(f0) = Aextr(θ) +
(
Cextr0(θ)

)< 1
α−1>

(f0(θ))
− 1
α−1 . (3.41)

Наступна теорема є справедливою.

Теорема 3.5. Нехай спектральнi щiльнiсть f0 ∈ D1 задовольняє умову

мiнiмальностi (3.13) iз α = 2. Найменш сприятлива спектральна щiль-

нiсть D1 оптимальної оцiнки функцiонала Aextrξ є щiльнiсть (3.40), якi

визначають розв’язок задачi оптимiзацiї (3.29). Мiнiмаксна спектральна

характеристика оптимальної оцiнки Âextrξ функцiонала Aextrξ визначає-

ться формою (3.41) та (3.16).
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3.2.8. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi для класу D2ε1×
D1ε2. Стацiонарнi процеси. Розглянемо задачу для класу D2ε1 ×D1ε2, де

D2ε1 =

f(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

|f(θ)− f1(θ)|2dθ 6 ε1

 ,

D1ε2 =

g(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

|g(θ)− g1(θ)|dθ 6 ε2

 .

Нехай функцiї

hf(f0, g0) =

∣∣Aextr(θ)g0(θ) +
∫∞

0

(
(B0)−1D0a

)
(t)eitθdt

∣∣2
(f0(θ) + g0(θ))2

, (3.42)

hg(f0, g0) =

∣∣Aextr(θ)f0(θ)−
∫∞

0

(
(B0)−1D0a

)
(t)eitθdt

∣∣2
(f0(θ) + g0(θ))2

(3.43)

обмеженi. Iз умови 0 ∈ ∂4D(f0, g0), D = D0
f ×D0

g, маємо, що найменш спри-

ятливi спектральнi щiльностi визначаються рiвнянням∣∣∣∣∣∣Aextr(θ)g0(θ) +

∞∫
0

(
(B0)−1D0a

)
(t)eitθdt

∣∣∣∣∣∣
2

=

= α1(f0(θ) + g0(θ))
2(f0(θ)− f1(θ))

(3.44)

∣∣∣∣∣∣Aextr(θ)f0(θ)−
∞∫

0

(
(B0)−1D0a

)
(t)eitθdt

∣∣∣∣∣∣
2

=

= α2(f0(θ) + g0(θ))Ψ(θ),

(3.45)

1

2π

∞∫
−∞

|f(θ)− f1(θ)|2dθ = ε1 (3.46)

1

2π

∞∫
−∞

|g(θ)− g1(θ)|dθ = ε2 (3.47)

|Ψ(θ)| < 1,Ψ(θ) = sign(g0(θ)− g1(θ)), якщо g0(θ) 6= g1(θ), α1, α2 є константа-

ми.

Таким чином, наступне твердження справедливо.
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Теорема 3.6. Нехай f0(θ) ∈ D2ε1, g0(θ) ∈ D1ε2 задовольняє умову мiнi-

мальностi (3.7). Нехай функцiї hf , hg визначаються (3.42), (3.43) є обме-

женi. Спектральнi щiльностi f0(θ), g0(θ) є найменш сприятливими спе-

ктральними щiльностями в класi D = D2ε1 × D1ε2 для оптимальної екс-

траполяцiї функцiонала Aextrξ =
∫∞

0 a(t)ξ(t)dt, якщо f0(θ), g0(θ) є розв’язком

рiвняння (3.44), (3.45), (3.46), (3.47) i визначають розв’язок задачi оптимi-

зацiї (3.31). Спектральна характеристика h(f0, g0) для оптимальної оцiнки

Âextrξ функцiонала Aextrξ визначається рiвняннями (3.19).

3.2.9. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi Dβ
f . Стацiо-

нарнi процеси. Спостереження без шуму. Розглянемо задачу для кла-

су Dβ
f , де

Dβ
f =

f(θ)|
∞∫

−∞

(f(θ))βdθ = P1

 .

Iз умови 0 ∈ ∂4D(f0, g0), D = Dβ
f найменш сприятлива спектральна щiль-

нiсть задовольняє рiвняння∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

(
(B0)−1a

)
(t)eiθdθ

∣∣∣∣∣∣
2

f−2
0 (θ) = γ1(f0(θ))

β−1, (3.48)

де γ1 визначається iз умови

∞∫
−∞

f0(θ)
βdθ = P1. (3.49)

Таким чином, наступне твердження справедливо.

Теорема 3.7. Нехай спектральна щiльнiсть f0 ∈ Dβ
f задовольняє умову

мiнiмальностi (3.13) iз α = 2. Найменш сприятлива спектральна щiль-

нiсть Dβ
f для оптимальної оцiнки функцiонала Aextrξ визначається рiвня-

ннями (3.48) i задачею оптимiзацiї (3.33). Мiнiмаксний спектральна хара-

ктеристика h(f0) визначається рiвнянням (3.22).
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3.3. Задача iнтерполяцiї гармонiзованих випадкових процесiв.

У даному роздiлi дослiджується задача оптимальної лiнiйної оцiнки фун-

кцiонала

Aint
T ξ =

T∫
0

a(t)ξ(t)dt =

∞∫
−∞

Aint
T (θ)dZξ(θ),

Aint
T (θ) =

T∫
0

a(t)eitθdt,

що залежить вiд невiдомих значень HSαS стохастичного процесу ξ(t), t ∈
[0;T ] за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R \ [0;T ], де ξ(t) та η(t)

взаємно незалежнi HSαS стохастичнi процеси.

3.3.1. Класичний пiдхiд. Задачу вивчатимемо у тому випадку, коли

взаємно незалежнi HSαS стохастичнi процеси ξ(t) та η(t) мають абсолютно

неперервнi спектральнi мiри µ(θ) та ν(θ) вiдповiдно, та спектральнi щiльностi

f(θ) > 0, g(θ) > 0, що задовольняють умову мiнiмальностi:

∞∫
−∞

|γ(θ)| α
α−1

(f(θ) + g(θ))
1

α−1
dθ <∞ (3.50)

для деякої ненульової функцiї експоненцiального типу

γ(θ) =

T∫
0

α(t)eitθdt,

∞∫
−∞

|γ(θ)|
α
α−1dθ <∞.

Позначимо через HT (ξ + η) замкнуту за нормою || · ||α лiнiйну оболонку

породжену всiма значеннями випадкових величин {ξ(t) + η(t); t ∈ R \ [0;T ]}.
Виходячи iз спiввiдношення iзоморфiзму мiж H(ξ + η) та Lα(f + g) будемо

шукати оцiнку функцiонала у виглядi

Âint
T ξ =

∞∫
−∞

h(θ)
(
dZξ(θ) + dZη(θ)

)
. (3.51)
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Така оцiнка визначається спектральною характеристикою h(θ), що належить

пiдпростору LTα(f + g) простору Lα(f + g), породженому функцiями eitθ при

t ∈ R \ [0;T ]. Спектральна характеристика h(θ) оптимальної оцiнки Âint
T ξ

функцiонала Aint
T ξ мiнiмiзує значення ||Aint

T ξ − Âint
T ξ||α.

Найкращим наближенням величини Aint
T ξ у просторi HT (ξ+η) є проекцiя

Âint
T ξ на цей простiр, що визначається наступним чином:

[ξ(t) + η(t), Aint
T ξ − Âint

T ξ]α = 0,∀t ∈ R \ [0;T ].

Iз зазначених мiркувань отримуємо такi спiввiдношення, що визначають

спектральну характеристику оптимальної оцiнки функцiонала

(AT (θ)− h(θ))<α−1> f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ) = C int
T (θ), (3.52)

C int
T (θ) =

T∫
0

c(t)eitθdt,

де c(t), t ∈ [0;T ]− невiдома функцiя, яка визначається з умови

∞∫
−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t ∈ [0;T ]. (3.53)

Похибка оцiнки обчислюється за формулою∥∥∥Âint
T ξ − Aint

T ξ
∥∥∥α
α

=

=

∞∫
−∞

|AT (θ)− h(θ)|α f(θ)dθ +

∞∫
−∞

|h(θ)|α g(θ)dθ.
(3.54)

Отже, маємо наступну теорему

Теорема 3.8. Нехай ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R взаємно незалежнi гар-

монiзованi α-стiйкi, HSαS, стохастичнi процеси, якi мають абсолютно

неперервнi спектральнi мiри µ(θ), ν(θ) та спектральнi щiльностi f(θ) > 0,

g(θ) > 0 вiдповiдно, що задовольняють умову мiнiмальностi (3.50). Опти-

мальна лiнiйна оцiнка Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ, що залежить вiд невiдомих
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значень HSαS процесу ξ(t) за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t), t ∈
R \ [0;T ] обчислюється за формулою (3.51). Спектральна характеристика

h(θ) визначається iз рiвнянь (3.52), (3.53). Похибка оцiнки обчислюється за

формулою (3.54).

3.3.2. Спостереження без шуму. Дослiджено задачу оптимальної лi-

нiйної оцiнки функцiонала

Aint
T ξ =

T∫
0

a(t)ξ(t)dt,

що залежить вiд невiдомих значень HSαS процесу ξ(t), t ∈ [0;T ] за спосте-

реженнями процесу ξ(t), t ∈ R \ [0;T ] без шуму.

Розглянемо HSαS процес iз абсолютно неперервною спектральною мiрою

µ(θ), яка має спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, що задовольняє умову мiнi-

мальностi ∞∫
−∞

|γ(θ)| α
α−1

(f(θ))
1

α−1
dθ <∞, (3.55)

для деякої ненульової функцiї експоненцiального типу γ(θ).

Оптимальна оцiнка функцiонала має вигляд

Âint
T ξ =

∞∫
−∞

h(θ)dZξ(θ). (3.56)

Спектральна характеристика h(θ) оптимальної оцiнки обчислюється за фор-

мулою

h(θ) = AT (θ)−
(
C int
T (θ)

)< 1
α−1>

(f(θ))
−1
α−1 , (3.57)

C int
T (θ) =

T∫
0

c(t)eiθdθ,

де c(t), t ∈ [0;T ]− невiдома функцiя, що знаходиться з умови
∞∫

−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t ∈ [0;T ]. (3.58)
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Похибка оцiнки обчислюється за формулою∥∥∥Âint
T ξ − Aint

T ξ
∥∥∥α
α

=

=

∞∫
−∞

∣∣∣∣(C int
T (θ)

)< 1
α−1>

(f(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣α f(θ)dθ.
(3.59)

Маємо наступну лему

Лема 3.3. Нехай гармонiзований α−стiйкий, HSαS, стохастичний про-

цес ξ(t), t ∈ R має абсолютно неперервну спектральну мiру µ(θ), яка має

спектральну щiльнiсть f(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi (3.55).

Оптимальна лiнiйна оцiнка Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ, що залежить вiд невi-

домих значень HSαS - процесу ξ(t), t ∈ [0;T ] за спостереженнями процесу

ξ(t), t ∈ R \ [0;T ] обчислюється за формулою (3.56). Спектральна характе-

ристика h(θ) визначається рiвняннями (3.57), (3.58). Похибка оцiнки обчи-

слюється за формулою (3.59).

3.3.3. Стацiонарний випадок, α = 2. Розглянемо задачу у спецiаль-

ному випадку α = 2. У цьому випадку взаємно незалежнi HSαS процеси

ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R є стацiонарними. Розглянемо задачу оптимальної лi-

нiйної оцiнки функцiонала Aint
T ξ, що залежить вiд невiдомих значень HSαS

процесу ξ(t), t ∈ [0;T ] за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R \ [0;T ].

Маємо, що спектральна характеристика задовольняє спiввiдношення(
Aint
T (θ)− h(θ)

)<1>
f(θ)− (h(θ))<1> g(θ) = C int

T (θ),

C int
T (θ) =

T∫
0

c(t)eitθdt.

Отже, спектральну характеристику можна обчислити за однiєю iз формул

h(θ) =
Aint
T (θ)f(θ)− C int

T (θ)

f(θ) + g(θ)
, (3.60)

h(θ) = Aint
T (θ)− Aint

T (θ)g(θ) + C int
T (θ)

f(θ) + g(θ)
. (3.61)
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Похибка оцiнки обчислюється за формулою∥∥∥Âint
T ξ − Aint

T ξ
∥∥∥2

2

=

∞∫
−∞

∣∣∣∣Aint
T (θ)g(θ) + C int

T (θ)

f(θ) + g(θ)

∣∣∣∣2 f(θ)dθ

+

∞∫
−∞

∣∣∣∣Aint
T (θ)f(θ)− C int

T (θ)

f(θ) + g(θ)

∣∣∣∣2 g(θ)dθ

= 〈BTc, c〉+ 〈RTa, a〉,

(3.62)

Функцiя c(t), 0 6 t 6 T визначається за формулою

c(t) =
(
B−1
T DTa

)
(t), 0 6 t 6 T,

BT ,DT ,RT оператори дiя яких визначаться за формулами:

(BTc) (t) =

T∫
0

c(u)

∞∫
−∞

ei(u−t)θ
1

f(θ) + g(θ)
dθdu,

(DTc) (t) =

T∫
0

c(u)

∞∫
−∞

ei(u−t)θ
f(θ)

f(θ) + g(θ)
dθdu,

(RTc) (t) =

T∫
0

c(u)

∞∫
−∞

ei(u−t)θ
f(θ)g(θ)

f(θ) + g(θ)
dθdu.

Теорема 3.9. Нехай ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R взаємно незалежнi гар-

монiзованi α−стiйкi, HSαS, α = 2, стохастичнi процеси, якi мають аб-

солютно неперервнi спектральнi мiри µ(θ), ν(θ) та спектральнi щiльностi

f(θ) > 0, g(θ) > 0, що задовольняє умову мiнiмальностi (3.50). Оптимальна

лiнiйна оцiнка Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ, що залежить вiд невiдомих значень

HSαS процесу ξ(t) за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R \ [0;T ]

обчислюється за формулою (3.51). Спектральна характеристика h(θ) ви-

значається iз рiвняння (3.60) Похибка оцiнки обчислюється за формулою

(3.62).
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3.3.4. Стацiонарнi процеси, α = 2. Спостереження без шуму.

Розглянемо задачу оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Aint
T ξ, що зале-

жить вiд невiдомих значень HSαS процесу ξ(t) за спостереженнями процесу

ξ(t), t ∈ R\[0;T ] при α = 2. Спектральна характеристика приймає наступний

вигляд

h(θ) = Aint
T (θ)− C int

T (θ) (f(θ))−1 ,

C int
T (θ) =

T∫
0

c(t)eiθdθ.
(3.63)

Похибка оцiнки функцiонала обчислюється за формулою

∥∥∥Âint
T ξ − Aint

T ξ
∥∥∥2

2
=

∞∫
−∞

∣∣∣C int
T (θ) (f(θ))−1

∣∣∣2 f(θ)dθ, (3.64)

де c(t) визначається iз наступного рiвняння

∞∫
−∞

e−iθt
(
Aint
T (θ)− C int

T (θ) (f(θ))−1
)
dθ = 0, t ∈ [0;T ], (3.65)

c(t) =
(
B−1
T a
)

(t), 0 6 t 6 T, (3.66)

(BTc)(t) =

T∫
0

c(u)

∞∫
−∞

(f(t))−1 dtdu.

Отже, маємо наступну теорему

Теорема 3.10. Нехай стацiонарний стохастичний процес ξ(t), t ∈ R

має абсолютно неперервну спектральну мiру µ(θ), яка має спектральну

щiльнiсть f(θ) > 0, α = 2, що задовольняє умову мiнiмальностi (3.55).

Оптимальна лiнiйна оцiнка Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ, що залежить вiд не-

вiдомих значень HSαS процесу ξ(t) за спостереженнями процесу ξ(t), t ∈
R \ [0;T ] обчислюється за формулою (3.56). Спектральна характеристика

h(θ) має вигляд (3.63), де невiдома функцiя c(t), t ∈ [0;T ], визначається

рiвнянням (3.66). Похибка оцiнки обчислюється за формулою (3.64).
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3.3.5. Мiнiмаксний пiдхiд. Величина похибки

∆(h(f, g); f, g) :=
∥∥∥Âint

T ξ − Aint
T ξ
∥∥∥α
α

та спектральна характеристика h(f, g) := h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки

функцiонала Aint
T ξ обчислюються за вказаними формулами за умови, що нам

вiдомi спектральнi щiльностi f та g. Якщо ж щiльностi f та g невiдомi, про-

те можна вказати класи допустимих спектральних щiльностей D = Df ×Dg

використаємо мiнiмаксний пiдхiд до задачi оцiнювання функцiонала i знайде-

мо оцiнку, яка мiнiмiзує величину похибки одночасно для всiх спектральних

щiльностей з даного класу D = Df ×Dg [30].

Означення 3.6. Для заданого класу спектральних щiльностей D = Df×
Dg спектральнi щiльностi f0 ∈ Df , g0 ∈ Dg називаються найменш сприятли-

вими в D = Df ×Dg для оптимальної оцiнки Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ, якщо

виконується наступне спiввiдношення:

4(f0, g0) = 4(h(f0, g0); f0, g0) =

= max
(f,g)∈D=Df×Dg

4(h(f, g); f, g).
(3.67)

Означення 3.7. Для заданого класу спектральних щiльностей D = Df×
Dg спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) оптимальної лiнiйної оцiнки

Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ називається мiнiмаксною (робастною), якщо викону-

ються спiввiдношення

h0 ∈ HD =
⋂

(f,g)∈Df×Dg

Lα(f + g),

min
h∈HD

max
(f,g)∈Df×Dg

4(h; f, g) = max
(f,g)∈D

(h0; f, g).

Найменш сприятливi щiльностi f0(θ), g0(θ) та мiнiмаксна спектральна ха-

рактеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову точку функцiї ∆ (h; f, g) на

множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки

∆ (h; f0, g0) > ∆
(
h0; f0, g0

)
> ∆

(
h0; f, g

)
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∀h ∈ HD,∀f ∈ Df ,∀g ∈ Dg

справджуються при умовi, що h0 = h(f0, g0) i h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) -

розв’язок задачi на умовний екстремум

4̃(f, g)→ inf, (f, g) ∈ D = Df ×Dg, (3.68)

4̃(f, g) = −4(h(f0, g0); f, g) =

− 1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

a(t)eitθdt− h0(θ)

∣∣∣∣∣∣
α

f(θ)dθ − 1

2π

∞∫
−∞

∣∣h0(θ)
∣∣α g(θ)dθ.

Зауважимо, що задача на умовний екстремум еквiвалентна до задачi на

безумовний екстремум [92]

4̃D(f, g) = 4̃(f, g) + δ(f, g|Df ×Dg)→ inf,

де δ(f, g|Df ×Dg) – iндикаторна функцiя множини D. Розв’язок характери-

зується умовою 0 ∈ ∂4̃D(f0, g0), де ∂4̃D(f0, g0) - субдиференцiал опуклого

функцiонала 4̃(f0, g0) [92].

Пiдсумуємо наведенi формули та означення у наступних лемах.

Лема 3.4. Нехай {ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈ R} взаємно незалежнi гар-

монiзованi симетричнi α-стiйкi стохастичнi процеси, якi мають абсолю-

тно неперервнi спектральнi мiри i спектральнi щiльностi f0(θ) > 0 та

g0(θ) > 0, що задовольняють умову мiнiмальностi (3.50). Нехай спектраль-

нi щiльностi (f0, g0) ∈ Df × Dg є розв’язком екстремальної задачi (3.68).

Спектральнi щiльностi (f0, g0) є найменш сприятливими в класi Df ×Dg i

h0 = h(f0, g0) є мiнiмаксною спектральною характеристикою оптимальної

лiнiйної оцiнки Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ, що залежить вiд невiдомих значень

ξ(t), t ∈ [0;T ], процесу ξ(t) за спостереженнями {ξ(t) + η(t), t ∈ R \ [0;T ]},
якщо h0 = h(f0, g0) ∈ HD.

Лема 3.5. Нехай {ξ(t), t ∈ R} гармонiзований симетричний α-стiйкий

стохастичний процес, який має абсолютно неперервну спектральну мiру

i спектральну щiльнiсть f0(θ) > 0, що задовольняє умовi мiнiмальностi
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(3.50). Нехай спектральна щiльнiсть f0 ∈ Df є розв’язком екстремальної

задачi

max
f∈Df

∆ (h(f0); f) = ∆ (h(f0); f0) , (3.69)

∆ (h(f0); f) =
1

2π

∥∥∥Aint
T ξ − Âint

T ξ
∥∥∥α
α

=

1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣(C0
T (θ)

)< 1
α−1>

(f0(θ))
−1
α−1

∣∣∣∣α f(θ)dθ.
(3.70)

Спектральна щiльнiсть f0 є найменш сприятливою в класi Df i h0 = h(f0) є

мiнiмаксною спектральною характеристикою оптимальної лiнiйної оцiнки

Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ, що залежить вiд невiдомих значень ξ(t), t ∈ [0;T ]

процесу за спостереженнями {ξ(t), t ∈ R \ [0;T ]}, якщо h0 = h(f0) ∈ HD.

Лема 3.6. Нехай {ξ(t), t ∈ R} та {η(t), t ∈ R} взаємно незалежнi ста-

цiонарнi процеси, що мають абсолютно неперервнi мiри iз спектральними

щiльностями f0(θ) > 0, g0(θ) > 0 вiдповiдно, якi задовольняють умову мi-

нiмальностi (3.50) при α = 2. Нехай (f0, g0) ∈ Df × Dg розв’язок екстре-

мальної задачi

max
(f,g)∈Df×Dg

∆ (h(f0, g0); f, g) = ∆ (h(f0, g0); f0, g0) , (3.71)

∆ (h(f0, g0); f, g) =
1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣Aint
T (θ)g0(θ) +

T∫
0

((B0
T )−1D0

Ta)(t)eitθdt

∣∣∣∣2
(f0(θ) + g0(θ))2

f(θ)dθ+

+
1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣Aint
T (θ)f0(θ)−

T∫
0

((B0
T )−1D0

Ta)(t)eitθdt

∣∣∣∣2
(f0(θ) + g0(θ))2

g(θ)dθ.

(3.72)

Спектральнi щiльностi (f0, g0) є найменш сприятливими в класi Df ×Dg i

h0 = h(f0, g0) є мiнiмаксною спектральною характеристикою оптимальної

лiнiйної оцiнки Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ, що залежить вiд невiдомих значень

ξ(t), t ∈ [0;T ] процесу ξ(t) за спостереженнями {ξ(t) + η(t), t ∈ R \ [0;T ]},
якщо h0 = h(f0, g0) ∈ HD.
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Лема 3.7. Нехай {ξ(t), t ∈ R} стацiонарний випадковий процес, що має

абсолютно неперервну спектральну мiру та спектральну щiльнiсть f0(θ) >

0, що задовольняє умовi мiнiмальностi (3.55) при α = 2. Нехай f0 ∈ Df -

розв’язок екстремальної задачi

max
f∈Df

∆ (h(f0); f) = ∆ (h(f0); f0) , (3.73)

∆ (h(f0); f) =
1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

((B0
T )−1a)(t)eitθdt

∣∣∣∣∣∣
2

f−2
0 (θ)f(θ)dθ. (3.74)

Спектральна щiльнiсть f0 є найменш сприятливою в класi Df та h0 =

h(f0) є спектральною характеристикою оптимальної оцiнки Âint
T ξ функцiо-

нала Aint
T ξ, що залежить вiд невiдомих значень ξ(t), t ∈ [0;T ] процесу за

спостереженнями {ξ(t), t ∈ R \ [0;T ]} якщо h0 = h(f0) ∈ HD.

3.3.6. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi Dv
u ×

Dε. Розглянемо задачу для класу Dv
u ×Dε.

Dv
u =
{
f(θ)|v(θ) 6 f(θ 6 u(θ)),

1

2π

∞∫
−∞

f(λ) = P1

}
,

Dε =
{
g(θ)|g(θ) = (1− ε)g1(θ) + εω(θ),

1

2π

∞∫
−∞

g(λ) = P2

}
,

де спектральнi щiльностi v(θ), u(θ), g1(θ) вiдомi та фiксованi, а щiльностi

v(θ), u(θ) обмеженi.

Нехай f0(θ) ∈ Dv
u, g0(θ) ∈ Dε. Припустимо, що функцiї

hf(f0, g0) =

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

a(t)eitθdt− h0(θ)

∣∣∣∣∣∣
α

, (3.75)

hg(f0, g0) =
∣∣h0(θ)

∣∣α (3.76)

обмеженi. За таких умов функцiонал

4̃(f, g) = − 1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

a(t)eitθdt− h0(θ)

∣∣∣∣∣∣
α

f(θ)dθ − 1

2π

∞∫
−∞

∣∣h0(θ)
∣∣α g(θ)dθ
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обмежений у просторi L1 × L1.

Iз умови 0 ∈ ∂4D(f0, g0), D = Dv
u × Dε, отримуємо, що найменш сприя-

тливi щiльностi задовольняють рiвняння∣∣∣∣∣∣
T∫

0

a(t)eitθdt− h0(θ)

∣∣∣∣∣∣
α

= (f0(θ) + g0(θ))(γ1(θ) + γ2(θ) + α−1
1 ) (3.77)

∣∣h0(θ)
∣∣α = (f0(θ) + g0(θ))(φ(θ) + α−1

2 ), (3.78)

де γ1(θ) > 0, γ1(θ) = 0, якщо f0(θ) > v(θ);

γ2(θ) 6 0, γ2(θ) = 0, якщо f0(θ) 6 u(θ);

φ(θ) 6 0, φ(θ) = 0, якщо g0(θ) > (1− ε)g1(θ).

Теорема 3.11. Нехай f0(θ) ∈ D0
f , g0(θ) ∈ D0

g задовольняють умову мiнi-

мальностi (3.50). Нехай функцiї hf , hg, що визначенi за формулами (3.75),

(3.76) обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(θ), g0(θ) найменш сприятливi в

класi D = Dv
u ×Dε для оптимальної iнтерполяцiї функцiонала Aint

T ξ, якщо

f0(θ), g0(θ) є розв’язком рiвнянь (3.77), (3.78) та визначають розв’язок екс-

тремальної задачi (3.68). Спектральна характеристика h(f0, g0) оптималь-

ної лiнiйної оцiнки Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ визначається рiвняннями (3.52),

(3.53).

3.3.7. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi Dβ.

Спостереження без шуму. Розглянемо задачу для множини спектраль-

них щiльностей

Dβ =

f(θ) :

∞∫
−∞

(f(λ))β dλ = γ

 ,

де β− деяке фiксоване дiйсне число,

β 6= −1

α− 1
, β 6= 1.

Скористаємося методом невизначених множникiв Лагранжа. Матимемо∣∣∣C0int
T (θ)

∣∣∣ α
α−1

(f0(θ))
−α
α−1 = λ (f0(θ))

β−1 .
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Отже найменш сприятлива щiльнiсть має вигляд

f0(θ) = λ
α−1

−α−(α−1)(β−1)

∣∣∣C0int
T (θ)

∣∣∣ −α
−α−(α−1)(β−1)

. (3.79)

Теорема 3.12. Нехай спектральна щiльнiсть f0 ∈ Dβ задовольняє умо-

ву мiнiмальностi (3.55) при α = 2. Найменш сприятливою щiльнiстю в

класi Dβ для оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Aint
T ξ є щiльнiсть

(3.79), яка визначає розв’язок екстремальної задачi (3.69). Спектральна ха-

рактеристика h(f0) оптимальної лiнiйної оцiнки Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ

визначається iз спiввiдношень (3.57) та (3.58).

3.3.8. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D0
f ×

D0
g. Стацiонарнi процеси. Розглянемо задачу для класу D0

f ×D0
g.

D0
f = {f(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

f(λ)dλ 6 P1},

D0
g = {g(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

g(λ)dλ 6 P2}.

Припустимо, що функцiї

hf(f0, g0) =

∣∣∣A(eiθ)g0(θ) +
∫ T

0

(
(B0

T )−1D0
Ta
)

(t)eitθdt
∣∣∣2

(f0(θ) + g0(θ))2
, (3.80)

hg(f0, g0) =

∣∣∣A(eiθ)f0(θ)−
∫ T

0

(
(B0

T )−1D0
Ta
)

(t)eitθdt
∣∣∣2

(f0(θ) + g0(θ))2
, (3.81)

обмеженi.

Iз умови 0 ∈ ∂4D(f0, g0), D = D0
f × D0

g, отримуємо, що найменш сприя-

тливi щiльностi задовольняють рiвняння∣∣∣∣∣∣A(θ)g0(θ) +

T∫
0

(
(B0

T )−1D0
Ta
)

(t)eitθdt

∣∣∣∣∣∣ =

= α1(f0(θ) + g0(θ)),

(3.82)



115∣∣∣∣∣∣A(θ)f0(θ)−
T∫

0

(
(B0

T )−1D0
Ta
)

(t)eitθdt

∣∣∣∣∣∣ =

= α2(f0(θ) + g0(θ)),

(3.83)

де α1 > 0, α2 > 0. Зауважимо, що α1 6= 0, якщо

1

2π

∞∫
−∞

f0(θ)dθ = P1,

a також α2 6= 0, якщо
1

2π

∞∫
−∞

g0(θ)dθ = P2.

Теорема 3.13. Нехай f0(θ) ∈ D2ε1, g0(θ) ∈ D1ε2 задовольняють умову мi-

нiмальностi (3.50). Нехай функцiї hf , hg, що визначенi рiвняннями (3.80),

(3.81) обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(θ), g0(θ) найменш сприятливi

в класi D = D0
f × D0

g для оптимальної iнтерполяцiї функцiонала Aint
T ξ,

якщо f0(θ), g0(θ) є розв’язком системи рiвнянь (3.82), (3.83) та визнача-

ють розв’язок екстремальної задачi (3.71). Спектральна характеристика

h(f0, g0) оптимальної лiнiйної оцiнки Âint
T ξ функцiонала Aint

T ξ визначається

рiвнянням (3.60).

3.3.9. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D2ε1.

Спостереження без шуму. Розглянемо задачу для класу D2ε1.

D2ε1 = {f(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)|2dλ 6 ε1},

де f1− задана щiльнiсть. Iз умови 0 ∈ ∂4D(f0), D = D2ε1, отримуємо, що

найменш сприятливi щiльностi задовольняють рiвняння

|C0
T (θ)|2 = α1f

2
0 (θ) (f0(θ)− f1(θ)) . (3.84)

Теорема 3.14. Нехай спектральна щiльнiсть f0 ∈ D2ε1 задовольняє умо-

ву мiнiмальностi (2.18) при α = 2. Найменш сприятливою щiльнiстю в
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класi D2ε1 для оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Aint
T ξ є щiльнiсть,

що задовольняє рiвняння (3.84) та визначає розв’язок екстремальної задачi

(3.73). Мiнiмаксна спектральна характеристика h(f0) визначається рiвня-

нням (3.63).

3.4. Задача фiльтрацiї гармонiзованих випадкових процесiв

У даному роздiлi дослiджено задачу оптимального лiнiйного оцiнювання

функцiонала

AT ξ =

T∫
0

a(t)ξ(−t)dt =

∞∫
−∞

AT (θ)dZ(θ),

AT (θ) =

T∫
0

a(t)e−itθdt,

що залежить вiд невiдомих значень гармонiзованого α−стiйкого процесу ξ(t)

за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t) у моменти часу t < 0.

3.4.1. Традицiйний пiдхiд. Нехай взаємно незалежнi HSαS стоха-

стичнi процеси ξ(t) та η(t) мають абсолютно неперервнi спектральнi мiри

µ(θ) та ν(θ) вiдповiдно, та спектральнi щiльностi f(θ) > 0, g(θ) > 0, що задо-

вольняють умову мiнiмальностi (3.50). Така умова дає необхiдну i достатню

умову неможливостi безпомилкової фiльтрацiї невiдомих значень процесу.

Позначимо через H−(ξ + η) замкнуту за нормою || · ||α лiнiйну оболонку

породжену випадковими величинами {ξ(t) + η(t); t < 0}.

Теорема 3.15. Нехай ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R взаємно незалежнi

гармонiзованi α−стiйкi, HSαS, стохастичнi процеси, якi мають абсолю-

тно неперервнi спектральнi мiри µ(θ), ν(θ) iз спектральними щiльностя-

ми f(θ) > 0, g(θ) > 0 вiдповiдно, якi задовольняють умову мiнiмальностi

(3.50). Оптимальна лiнiйна оцiнка ÂT ξ функцiонала AT ξ =
∫∞
−∞AT (θ)dZξ(θ),

що залежить вiд невiдомих значень HSαS процесу ξ(t) за спостережен-

нями процесу ξ(t) + η(t) у точках t < 0 обчислюється за формулою (3.85).
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Спектральна характеристика h(θ) визначається iз рiвнянь (3.87), де не-

вiдома функцiя c(t), t > 0, визначається рiвнянням (3.88). Похибка оцiнки

обчислюється за формулою (3.89).

Доведення. Виходячи iз спiввiдношення iзоморфiзму мiж просторамиH(ξ+

η) та Lα(f) будемо шукати оцiнку у виглядi

ÂT ξ =

∞∫
−∞

h(θ)
(
dZξ(θ) + dZη(θ)

)
. (3.85)

Така оцiнка визначається спектральною характеристикою h(θ), що належить

пiдпростору L−α (f + g) простору Lα(f + g) породженому функцiями eitθ при

t < 0. Спектральна характеристика h(θ) оптимальної оцiнки ÂT ξ функцiона-

ла AT ξ мiнiмiзує значення ||AT ξ−ÂT ξ||α. Найкращим наближенням значення

величини AT ξ у просторi H−(ξ+ η) є проекцiя ÂT ξ на цей простiр, що визна-

чається наступним чином:

[ξ(t) + η(t), AT ξ − ÂT ξ]α = 0, t < 0

Скориставшись спектральним розкладом коварiацiї гармонiзованого процесу,

отримаємо наступне спiввiдношення
∞∫

−∞

e−iθt
[
(AT (θ)− h(θ))<α−1> f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ)

]
dθ = 0, t < 0. (3.86)

Iз отриманого спiввiдношення маємо таке рiвняння для визначення спектраль-

ної характеристики оцiнки

(AT (θ)− h(θ))<α−1> f(θ)− (h(θ))<α−1> g(θ) = C(θ), (3.87)

C(θ) =

∞∫
0

c(t)eitθdt,

де c(t) – невiдома функцiя, яка визначаються iз умови
∞∫

−∞

e−iθth(θ)dθ = 0, t > 0. (3.88)
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Похибка оцiнки обчислюється за формулою

∥∥∥AT ξ − ÂT ξ
∥∥∥α
α

=

∞∫
−∞

|AT (θ)− h(θ)|α f(θ)dθ +

∞∫
−∞

|h(θ)|α g(θ)dθ. (3.89)

3.4.2. Фiльтрацiя гармонiзованих α-стiйких процесiв, α = 2. Роз-

глянемо задачу оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала AT ξ, що залежить

вiд невiдомих значень HSαS процесу ξ(t) при α = 2. У цьому випадку вза-

ємно незалежнi HSαS процеси ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R є стацiонарними.

Теорема 3.16. Нехай ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R взаємно незалежнi гар-

монiзованi α−стiйкi, HSαS, α = 2, стохастичнi процеси, якi мають аб-

солютно неперервнi спектральнi мiри µ(θ), ν(θ) iз спектральними щiльно-

стями f(θ) > 0, g(θ) > 0 вiдповiдно, якi задовольняють умову мiнiмаль-

ностi (3.50) при α = 2. Оптимальна лiнiйна оцiнка ÂT ξ функцiонала AT ξ,

що залежить вiд невiдомих значень HSαS процесу ξ(t) за спостережен-

нями процесу ξ(t) + η(t) в точках t < 0 обчислюється за формулою (3.85).

Спектральна характеристика h(θ) визначається iз рiвняння (3.90), де не-

вiдома функцiя c(t)t > 0, визначається рiвнянням (3.91). Похибка оцiнки

обчислюється за формулою (3.92).

Доведення. Спектральна характеристика оцiнки, що визначається iз рiв-

няння (3.87), матиме вигляд

h(θ) = AT (θ)− AT (θ)g(θ) + C(θ)

f(θ) + g(θ)
,

C(θ) =

∞∫
0

c(t)eitθdt.

(3.90)

Невiдомi функцiя c(t) визначаються iз рiвнянь

T∫
0

a(t)

∞∫
−∞

ei(t−s)θf(θ)

f(θ) + g(θ)
dθdt−

∞∫
0

c(t)

∞∫
−∞

et−s)θ

f(θ) + g(θ)
dθ = 0, s > 0. (3.91)
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Визначимо оператори B,Q,R за формулами

(Bc)(t) =

T∫
0

c(u)

∞∫
−∞

ei(u−t)θ
1

f(θ) + g(θ)
dθdu;

(Qc)(t) =

T∫
0

c(u)

∞∫
−∞

ei(u−t)θ
f(θ)

f(θ) + g(θ)
dθdu;

(Rc)(t) =

T∫
0

c(u)

∞∫
−∞

ei(u−t)θ
f(θ)g(θ)

f(θ) + g(θ)
dθdu.

Рiвняння (3.91), що визначають невiдому функцiю c(t), можна записати у

виглядi

c(t) =
(
B−1Qa

)
(t).

Похибку оцiнки функцiонала можемо обчислити за формулою

∥∥∥ÂT ξ − AT ξ
∥∥∥2

2
=

∞∫
−∞

∣∣∣∣AT (eiθ)g(θ) + C(θ)

f(θ) + g(θ)

∣∣∣∣2 f(θ)dθ

+

∞∫
−∞

∣∣∣∣AT (θ)f(θ)− C(θ)

f(θ) + g(θ)

∣∣∣∣2 g(θ)dθ =

= 〈Qa,B−1Qa〉+ 〈Ra, a〉.

(3.92)

3.4.3. Фiльтрацiя гармонiзованих α-стiйких процесiв. Мiнiмаксний

пiдхiд. Величина похибки

∆(h(f, g); f, g) :=
∥∥∥ÂT ξ − AT ξ

∥∥∥α
α
,

та спектральна характеристика h(f, g) := h(θ) оптимальної лiнiйної оцiнки

функцiонала AT ξ обчислюються за вказаними формулами за умови, що нам

вiдомi спектральнi щiльностi f та g. Якщо ж щiльностi f та g невiдомi, про-

те можна вказати класи допустимих спектральних щiльностей D = Df ×Dg,
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використаємо мiнiмаксний пiдхiд до задачi оцiнювання функцiонала i знайде-

мо оцiнку, яка мiнiмiзує величину похибки одночасно для всiх спектральних

щiльностей з даного класу D = Df ×Dg [30].

Означення 3.8. Для заданого класу спектральних щiльностей D = Df×
Dg спектральнi щiльностi f0 ∈ Df , g0 ∈ Dg називаються найменш сприятли-

вими в D = Df ×Dg для оптимального лiнiйного оцiнювання ÂT ξ функцiо-

нала AT ξ, якщо виконується наступне спiввiдношення:

4(f0, g0) = 4(h(f0, g0); f0, g0) = max
(f,g)∈D=Df×Dg

4(h(f, g); f, g).

Означення 3.9. Для заданого класу спектральних щiльностей D = Df×
Dg спектральна характеристика h0 = h(f0, g0) оптимальної лiнiйної оцiнки

ÂT ξ функцiонала AT ξ називається мiнiмаксною (робастною), якщо справ-

джуються спiввiдношення

h0 ∈ HD =
⋂

(f,g)∈Df×Dg

L−α (f + g),

min
h∈HD

max
(f,g)∈Df×Dg

4(h; f, g) = max
(f,g)∈D

(h0; f, g).

Найменш сприятливi щiльностi f0 ∈ Df , g0 ∈ Dg та мiнiмаксна спектраль-

на характеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову точку функцiї ∆ (h; f, g)

на множинi HD ×D.

Нерiвностi сiдлової точки

∆ (h; f0, g0) > ∆
(
h0; f0, g0

)
> ∆

(
h0; f, g

)
∀h ∈ HD,∀f ∈ Df ,∀g ∈ Dg

справджуються, якщо h0 = h(f0, g0) та h(f0, g0) ∈ HD, де (f0, g0) - розв’язок

задачi на умовний екстремум

4̃(f, g) = −4(h(f0, g0); f, g)→ inf, (f, g) ∈ Df ×Dg, (3.93)

4(h(f0, g0); f, g) =
1

2π

π∫
−π

∣∣AT (θ)− h0(θ)
∣∣α f(θ)dθ +

1

2π

∞∫
−∞

∣∣h0(θ)
∣∣α g(θ)dθ.
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Зауважимо, що задача на умовний екстремум (3.93) еквiвалентна задачi

на безумовний екстремум [38].

4D(f, g) = 4̃(f, g) + δ(f, g|Df ×Dg)→ inf, (3.94)

де δ(f, g|Df ×Dg) – iндикаторна функцiя множини D. Розв’язок задачi хара-

ктеризується умовою 0 ∈ ∂4D(f0, g0), де ∂4D(f0, g0) - субдиференцiал опу-

клого функцiонала 4(f0, g0) [30], [38].

Зауважимо, що форма функцiоналу 4(h(f0, g0); f, g) дозволяє знаходити

похiднi та диференцiали функцiоналу у просторi L1 × L1. Тому складнiсть

задачi на екстремум (3.94) визначається складнiстю обчислення субдиферен-

цiалу iндикаторної функцiї δ((f, g)|Df ×Dg) множини Df ×Dg.

Пiдсумуємо наведенi формули та означення.

Лема 3.8. Нехай ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R взаємно незалежнi гармонi-

зованi α−стiйкi, HSαS, стохастичнi процеси, якi мають абсолютно непе-

рервнi спектральнi мiри µ(θ), ν(θ) iз спектральними щiльностями f(θ) >

0, g(θ) > 0 вiдповiдно, якi задовольняють умову мiнiмальностi (3.50). Не-

хай спектральнi щiльностi (f0, g0) ∈ Df × Dg є розв’язком екстремальної

задачi (3.94). Спектральнi щiльностi (f0, g0) є найменш сприятливими в

класi Df×Dg i h0 = h(f0, g0) є мiнiмаксною спектральною характеристикою

оптимальної лiнiйної оцiнки ÂT ξ функцiонала AT ξ, що залежить вiд невi-

домих значень HSαS процесу ξ(t) за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t)

у точках t < 0, якщо h0 = h(f0, g0) ∈ HD.

3.4.4. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi Dv
u ×

Dε. Розглянемо задачу визначення найменш сприятливих спектральних щiль-

ностей у класi Dv
u × Dε за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R у мо-

менти часу t < 0, де ξ(t), t ∈ R та η(t), t ∈ R взаємно незалежнi гармонiзованi

α−стiйкi, HSαS, стохастичнi процеси. Нехай f0(θ) ∈ Dv
u, g0(θ) ∈ Dε, де

Dv
u = {f(θ)|v(θ) 6 f(θ) 6 u(θ),

1

2π

∞∫
−∞

f(λ)dλ 6 P1},
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Dε = {g(θ)|g(θ) = (1− ε)g1(θ) + εω(θ),
1

2π

∞∫
−∞

g(λ)dλ 6 P2}.

Припустимо, що функцiї

hf(f0, g0) =
∣∣AT (θ)− h0(θ)

∣∣α , (3.95)

hg(f0, g0) =
∣∣h0(θ)

∣∣α (3.96)

обмеженi. Iз умови 0 ∈ ∂4D(f0, g0), дляD = Dv
u×Dε отримуємо, що найменш

сприятливi щiльностi задовольняють рiвняння∣∣AT (θ)− h0(θ)
∣∣α = (f0(θ) + g0(θ))(γ1(θ) + γ2(θ) + α−1

1 ), (3.97)∣∣h0(θ)
∣∣α = (f0(θ) + g0(θ))(φ(θ) + α−1

2 ), (3.98)

де константи γ1(θ) 6 0 i γ1(θ) = 0, якщо

f 0(θ) > v(θ);

γ2(θ) > 0 i γ2(θ) = 0, якщо

f 0(θ) 6 u(θ);

φ(θ) 6 0 i φ(θ) = 0, якщо

g0(θ) > (1− ε)g1(θ).

Можемо сформулювати наступну теорему.

Теорема 3.17. Нехай спектральнi щiльностi f0(θ) ∈ Dv
u, g0(θ) ∈ Dε за-

довольняють умову мiнiмальностi (3.50). Нехай функцiї hf(f0, g0), hg(f0, g0),

що визначенi за формулами (3.95), (3.96) обмеженi. Спектральнi щiльностi

f0(θ), g0(θ) найменш сприятливi в класi D = Dv
u×Dε для оптимального оцi-

нювання функцiонала AT ξ, якщо f0(θ), g0(θ) є розв’язком системи рiвнянь

(3.97), (3.98) та визначають розв’язок екстремальної задачi (3.93). Спе-

ктральна характеристика h(f0, g0) оптимальної лiнiйної оцiнки ÂT ξ фун-

кцiонала AT ξ визначається рiвняннями (3.87), (3.88).
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3.4.5. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D2ε1 ×
D1ε2. Розглянемо задачу визначення найменш сприятливої спектральної щiль-

ностi для класу D2ε1 ×D1ε2, де

D2ε1 = {f(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)|2dλ 6 ε1},

D1ε2 = {g(θ)| 1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)|dλ 6 ε2}.

Припустимо, що функцiї

hf(f0, g0) =

∣∣AT (θ)g0(θ) +
∫∞

0

(
(B0)−1D0a

)
(t)eitθdt

∣∣2
(f0(θ) + g0(θ))2

, (3.99)

hg(f0, g0) =

∣∣AT (θ)f0(θ)−
∫∞

0

(
(B0)−1D0a

)
(t)eitθdt

∣∣2
(f0(θ) + g0(θ))2

(3.100)

обмеженi. Iз умови 0 ∈ ∂4D(f0, g0), D = D0
f × D0

g, маємо, що найменш

сприятлива спектральна щiльнiсть визначається рiвняннями∣∣∣∣∣∣AT (θ)g0(θ) +

∞∫
0

(
(B0)−1D0a

)
(t)eitθdt

∣∣∣∣∣∣
2

=

= α1(f0(θ) + g0(θ))
2(f0(θ)− f1(θ)),

(3.101)

∣∣∣∣∣∣AT (θ)f0(θ)−
∞∫

0

(
(B0)−1D0a

)
(t)eitθdt

∣∣∣∣∣∣
2

=

= α2(f0(θ) + g0(θ))Ψ(θ),

(3.102)

1

2π

∞∫
−∞

|f(λ)− f1(λ)|2dλ = ε1, (3.103)

1

2π

∞∫
−∞

|g(λ)− g1(λ)|dλ = ε2. (3.104)

|Ψ(θ)| < 1,Ψ(θ) = sign(g0(θ)− g1(θ)),

якщо g0(θ) 6= g1(θ), α1, α2 - константи.

Маємо наступну теорему.
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Теорема 3.18. Нехай спектральнi щiльностi f0(θ) ∈ D2ε1, g0(θ) ∈ D1ε2

задовольняють умову мiнiмальностi (3.50). Нехай функцiї hf , hg, що визна-

ченi за формулами (3.99), (3.100) обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(θ), g0(θ)

найменш сприятливi в класi D = D2ε1 ×D1ε2 для оптимального оцiнюван-

ня функцiонала AT ξ, якщо f0(θ), g0(θ) є розв’язком системи рiвнянь (3.101),

(3.102), (3.103), (3.104) та визначають розв’язок екстремальної задачi (3.93).

Спектральна характеристика h(f0, g0) оптимальної лiнiйної оцiнки ÂT ξ

функцiонала AT ξ визначається рiвняннями (3.87), (3.88).
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Висновки до роздiлу 3

Роздiл 3 присвячений задачам екстраполяцiї, iнтерполяцiї та фiльтрацiї

лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень гармонiзованих процесiв. Задачi

розв’язано при вiдомiй спектральнiй щiльностi, та за умови, коли вiдомо лише

деяку множину допустимих спектральних щiльностей.

Для задачi екстраполяцiї знайдено спiввiдношення для обчислення зна-

чень похибок та спектральних характеристик оцiнок функцiонала

Aextrξ =

∞∫
0

a(t)ξ(t)dt =

∞∫
−∞

Aextr(θ)dZξ(θ),

Aextr(θ) =

∞∫
0

a(t)eitθdt,

що залежить вiд невiдомих значень HSαS-процесу ξ(t), t > 0, за спостереже-

ннями процесу {ξ(t) + η(t), t < 0}, де ξ(t) та η(t) є гармонiзованими взаємно

незалежними симетричними α-стiйкими стохастичними процесами.

Мiнiмаксний метод було застосовано для оцiнювання найменш сприятли-

вих спектральних щiльностей та мiнiмаксних спектральних характеристик

оцiнок функцiонала для деяких класiв спектральних щiльностей.

Для задачi iнтерполяцiї знайдено спiввiдношення для обчислення похибок

та знайдено явний вигляд спектральної характеристики оцiнки функцiонала

Aint
T ξ =

T∫
0

a(t)ξ(t)dt =

∞∫
−∞

Aint
T (θ)dZξ(θ),

Aint
T (θ) =

T∫
0

a(t)eitθdt,

що залежить вiд невiдомих значень HSαS стохастичного процесу ξ(t), t ∈
[0;T ] за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t), t ∈ R \ [0;T ], де ξ(t) та η(t)

взаємно незалежнi HSαS стохастичнi процеси.

Було застосовано мiнiмаксний метод для пошуку найменш сприятливих

спектральних щiльностей та мiнiмаксних спектральних характеристик.
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Для задачi фiльтрацiї знайдено формули для обчислення значень похибок

та спектральних характеристик оцiнок функцiонала

AT ξ =

T∫
0

a(t)ξ(−t)dt =

∞∫
−∞

AT (θ)dZ(θ), AT (θ) =

T∫
0

a(t)e−itθdt,

що залежить вiд невiдомих значень гармонiзованого α−стiйкого процесу ξ(t)

за спостереженнями процесу ξ(t) + η(t) у моменти часу t < 0, де ξ(t) та

η(t) взаємно незалежнi HSαS стохастичнi процеси. У випадку, коли задано

лише класи допустимих спектральних щiльностей знайдено спiввiдношення,

що визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi в деяких зада-

них класах допустимих спектральних щiльностей та мiнiмакснi спектральнi

характеристики.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi дослiджується задача оптимального оцiнювання

лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень гармонiзованих послiдовностей

та процесiв. Наведено розв’язки задач екстраполяцiї, iнтерполяцiї та фiль-

трацiї в умовах спектральної визначеностi та спектральної невизначеностi. У

тому випадку, коли вiдомi формули, що задають спектральнi щiльностi про-

цесiв та послiдовностей, знайдено спектральнi характеристики та значення

похибок оптимальних оцiнок лiнiйних функцiоналiв. У випадку спектраль-

ної невизначеностi, коли щiльностi стохастичних гармонiзованих послiдовно-

стей i процесiв невiдомi, але заданi множини їх допустимих значень, засто-

совано мiнiмаксний (робастний) метод оцiнювання лiнiйних функцiоналiв та

встановлено спiввiдношення, що визначають найменш сприятливi спектраль-

нi щiльностi та мiнiмакснi спектральнi характеристики.

У дисертацiї отримано наступнi новi науковi результати:

— знайдено оцiнки функцiоналiв для задачi екстраполяцiї α-стiйких гар-

монiзованих випадкових процесiв у дискретному та неперервному часi

у випадку вiдомої i невiдомої спектральної щiльностi;

— знайдено оцiнки функцiоналiв для задачi iнтерполяцiї α-стiйких гар-

монiзованих випадкових процесiв у дискретному та неперервному часi

у випадку вiдомої i невiдомої спектральної щiльностi

— знайдено оцiнки функцiоналiв для задачi фiльтрацiї α-стiйких гармо-

нiзованих випадкових процесiв у дискретному та неперервному часi у

випадку вiдомої i невiдомої спектральної щiльностi.

Наведенi в роботi результати дослiджень мають теоретичне значення для

розвитку теорiї випадкових процесiв, а також широке практичне застосуван-

ня при розв’язаннi задач економетрики, теорiї часових рядiв, обробцi неста-

цiонарних сигналiв та процесiв.
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