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Abstract. We consider the equilibrium programming problems in
2-uniformly convex and uniformly smooth Banach spaces. We obtai-
ned a theorem about weak convergence of the two-stage proximal
algorithm for pseudo-monotone equilibrium programming problems
in 2-uniformly convex and uniformly smooth Banach spaces. We
proposed an adaptive two-stage proximal algorithm for equilibrium
programming problems. The parameter update rule does not use the
values of the Lipschitz constants of the bifunction. In contrast to the
rules of the linear search type, it does not require calculations of the
bifunction values at additional points. For pseudo-monotone bifuncti-
ons of the Lipschitz type, we prove the theorem on weak convergence
of the sequences generated by the algorithm.
Keywords: convergence, equilibrium problem, pseudo-monotonicity,
proximal algorithm.

Анотацiя. В статтi розглянуто задачi про рiвновагу в 2-рiвно-
мiрно опуклих та рiвномiрно гладких банахових просторах. Отри-
мана теорема про слабку збiжнiсть двоетапного проксимального
алгоритму для псевдомонотонних задач рiвноважного програму-
вання в 2-рiвномiрно опуклих та рiвномiрно гладких банахових
просторах. Запропоновано адаптивний двоетапний проксималь-
ний алгоритм для задач про рiвновагу. Правило оновлення па-
раметрiв не використовує значень лiпшицевих констант бiфун-
кцiї та на вiдмiну вiд правил типу лiнiйного пошуку не потребує
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обчислень значень бiфункцiї в додаткових точках. Для псевдо-
монотонних бiфункцiй лiпшицевого типу доведена теорема про
слабку збiжнiсть породжених алгоритмом послiдовностей.
Ключовi слова: збiжнiсть, задача про рiвновагу, псевдомоно-
тоннiсть, проксимальний алгоритм.

1. Вступ
Задачi про рiвновагу (задачi рiвноважного програмування, нерiвностi Кi

Фаня) та методи їх розв’язання є популярним роздiлом сучасного приклад-
ного аналiзу [1].

Формулювання задачi про рiвновагу, яке вважають класичним, було на-
ведено ще в роботах Х. Нiкайдо та К. Iсоди, виконаних в 1950-х роках [2]
та пов’язаних з доведенням iснування точок рiвноваги за Нешем в неко-
оперативних iграх. Увагу до задач рiвноважного програмування у 1990-х
привернули роботи W. Oettli [3, 4], у яких були розглянуто такий варiант
задачi про рiвновагу:

знайти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C, (1)

де C — пiдмножина гiльбертового простору H, F : C×C → R — бiфункцiя
(equilibrium bifunction), тобто, F (x, x) = 0 для всiх x ∈ C.

Задача (1) — зручна форма запису рiзних задач, що виникають в ма-
тематичнiй фiзицi, дослiдженнi операцiй та оптимiзацiї [1]. Наведемо двi
типовi постановки.

(1) Якщо F (x, y) = (Ax, y − x), де A : C → H, то задача (1) зводиться
до класичної варiацiйної нерiвностi [5]:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (2)

(2) Нехай I — скiнченна множина iндексiв. Для кожного i ∈ I зада-
но множину Ci та функцiю fi : C → R, де C =

∏
i∈I Ci. Для

x = (xi)i∈I ∈ C позначимо xi = (xj)j∈I,j 6=i. Точка x̄ = (x̄i)i∈I назива-
ється рiвновагою Неша, якщо для всiх i ∈ I справедливi нерiвностi

fi(x̄) ≤ fi(x̄i, yi) ∀ yi ∈ Ci.
Визначимо функцiю F : C × C → R таким чином

F (x, y) =
∑
i∈I

(
fi(x

i, yi)− fi(x)
)
.

Точка x̄ ∈ C є рiвновагою Неша тодi i тiльки тодi, коли x̄ є розв’яз-
ком задачi (1).

Теореми iснування для задач рiвноважного програмування див. в [1].
Найбiльш завершенi результати отриманi для задач з монотонними та псев-
домонотонними бiфункцiями на опуклих допустимих множинах.

У 2008 р. Quoc, Muu та Hien [6] запропонували аналог екстраградiєнтно-
го методу {

yn = proxλn·F (xn,·) xn,

xn+1 = proxλn·F (yn,·) xn,
(3)
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де λn > 0, а proxg — проксимальний оператор [7], що вiдповiдає власнiй
опуклiй напiвнеперервнiй знизу функцiї g:

H 3 x 7→ proxg x = argminy∈dom g

(
g(y) +

1

2
‖y − x‖22

)
∈ dom g.

Автори [6] довели при певних умовах збiжнiсть методу (3) та його аналогу
з вiдстанню Брегмана замiсть евклiдової. Дана робота отримала продов-
ження [8–15]. Наприклад, в роботi [13], вiдштовхуючись вiд двокрокового
екстраградiєнтного алгоритму [16], запропоновано та дослiджено такий ал-
горитм 

yn = proxλn·F (xn,·) xn,

zn = proxλn·F (yn,·) yn,

xn+1 = proxλn·F (zn,·) xn,

де λn > 0. Нарештi, у роботi Я.I. Ведель та В.В. Семенова [14] (див. також
[15]) запропоновано новий iтерацiйний двоетапний проксимальний метод
розв’язання задачi рiвноважного програмування в гiльбертовому просторi{

xn+1 = proxλ·F (yn,·) xn,

yn+1 = proxλ·F (yn,·) xn+1,
(4)

де λ > 0. Цей метод є розвитком методу Попова [17]. Показано, що збi-
жнiсть гарантує умова

λ ∈
(

0,
1

2(2a+ b)

)
,

тобто явно використовувалася iнформацiя про константи умови типу лi-
пшицевостi бiфункцiї F . Адаптивнi модифiкацiї методу (4) запропоновано
та дослiджено в роботах [18–20].

Останнiм часом зросла активнiсть в дослiдженнi варiацiйних нерiвностей
та задач про рiвновагу в банахових просторах [20–28]. Зокрема, для варiа-
цiйних нерiвностей в рiвномiрно опуклих банахових просторах побудованi
та теоретично обґрунтованi аналоги алгоритмiв Корпелевич, Tseng’а та По-
пова [20–22]. У роботах [23–25] запропоновано адаптивнi варiанти «forward–
reflected–backward algorithm» для варiацiйних нерiвностей в 2-рiвномiрно
опуклому та рiвномiрно гладкому банаховому просторi.

Мета даної роботи полягає у розробцi модифiкацiй двоетапного прокси-
мального алгоритму для задачi про рiвновагу в 2-рiвномiрно опуклих та
рiвномiрно гладких банахових просторах. Замiсть класичного проксималь-
ного вiдображення використовується узагальнене проксимальне вiдобра-
ження (за Альбером). За допомогою ляпуновського аналiзу отримуються
теореми про слабку збiжнiсть алгоритмiв (зокрема, адаптивного). На цьо-
му шляху ми узагальнюємо та уточнюємо результати робiт [15,20,29].

Статтю побудовано таким чином. В роздiлi 2 наведено основнi поняття
та факти, що пов’язанi з 2-рiвномiрно опуклими та рiвномiрно гладкими
банаховими просторами та необхiднi для наших подальших дослiджень.
Роздiл 3 мiстить постановку загальної задачi про рiвновагу в 2-рiвномiрно
опуклому та рiвномiрно гладкому банаховому просторi. В роздiлi 4 дво-
етепний проксимальний алгоритм обгрунтований для псевдомонотонних
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задач рiвноважного програмування з роздiлу 3. В роздiлi 5 розглянуто
адаптивний двоетапний проксимальний алгоритм для задач рiвноважного
програмування в 2-рiвномiрно опуклих та рiвномiрно гладких банахових
просторах.

2. Допомiжнi вiдомостi
Спочатку нагадаємо декiлька понять та фактiв геометрiї банахових про-

сторiв та нелiнiйного аналiзу, що необхiднi для формулювання та доведення
результатiв [30–34].

Нехай E — дiйсний банаховий простiр з нормою ‖·‖, E∗ — спряжений
до E простiр, 〈x∗, x〉 — значення функцiоналу x∗ ∈ E∗ на елементi x ∈ E.
Норму в E∗ будемо позначати ‖·‖∗.

Нехай
SE = {x ∈ E : ‖x‖ = 1} .

Банаховий простiр E називають строго опуклим, якщо для всiх x, y ∈ SE
та x 6= y маємо ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1.

Модуль опуклостi простору E визначається таким чином

δE (ε) = inf

{
1−

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ : x, y ∈ SE , ‖x− y‖ = ε

}
∀ε ∈ (0, 2] .

Банаховий простiр E називають рiвномiрно опуклим, якщо

δE (ε) > 0 для всiх ε ∈ (0, 2] .

Банаховий простiр E називають 2-рiвномiрно опуклим, якщо iснує таке
c > 0, що

δE (ε) ≥ cε2 для всiх ε ∈ (0, 2] .

Очевидно, що 2-рiвномiрно опуклий простiр є рiвномiрно опуклим. Вi-
домо, що рiвномiрно опуклий банаховий простiр рефлексивний [32].

Банаховий простiр E називають гладким, якщо границя

lim
t→0

‖x+ ty‖ − ‖x‖
t

(5)

iснує для всiх x, y ∈ SE . Банаховий простiр E називають рiвномiрно глад-
ким, якщо границя (5) iснує рiвномiрно за x, y ∈ SE .

Вiдомо, що гiльбертовi простори та простори Lp (1 < p ≤ 2) є 2-рiвномiрно
опуклими та рiвномiрно гладкими (простори Lp рiвномiрно гладкi для
p ∈ (1,∞)) [32].

Багатозначний оператор J : E → 2E
∗ , що дiє за правилом

Jx =
{
x∗ ∈ E∗ : 〈x∗, x〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2∗

}
,

називають нормалiзованим дуальным вiдображенням [32]. Вiдомо, що [32]:
• якщо простiр E гладкий, то вiдображення J однозначне;
• якщо простiр E строго опуклий, то вiдображення J iн’єктивне та
строго монотонне;
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• якщо простiр E рефлексивний, то вiдображення J сюр’єктивне;
• якщо простiр E рiвномiрно гладкий, то вiдображення J рiвномiрно
неперервне на обмежених пiдмножинах E.

Нехай E — гладкий банаховий простiр. Розглянемо введений Альбером
[30,31] функцiонал

φ (x, y) = ‖x‖2 − 2 〈Jy, x〉+ ‖y‖2 ∀x, y ∈ E.

З означення φ випливає корисна 3-точкова тотожнiсть:

φ (x, y)− φ (x, z)− φ (z, y) = 2 〈Jz − Jy, x− z〉 ∀x, y, z ∈ E.

Якщо простiр E строго опуклий, то для x, y ∈ E маємо

φ (x, y) = 0⇔ x = y.

Нехай E — рiвномiрно опуклий та рiвномiрно гладкий банаховий простiр,
(xn), (yn) — обмеженi послiдовностi елементiв E. Тодi має мiсце [30]

‖xn − yn‖ → 0 ⇔ ‖Jxn − Jyn‖∗ → 0 ⇔ φ (xn, yn)→ 0. (6)

Лема 1 (Aoyama K., Kohsaka F., [33]). Нехай E — 2-рiвномiрно опуклий та
гладкий банаховий простiр. Тодi для деякого µ ≥ 1 виконується нерiвнiсть

φ (x, y) ≥ 1

µ
‖x− y‖2 ∀x, y ∈ E. (7)

Для банахових просторiв `p, Lp та Wm
p (1 < p ≤ 2) маємо µ = 1

p−1 [34].
Для гiльбертового простору нерiвнiсть (7) перетворюється на тотожнiсть
з µ = 1.

Використовуючи функцiонал φ можна визначити новий оператор проє-
ктування. Нехай K — непорожня замкнена та опукла пiдмножина рефле-
ксивного, строго опуклого та гладкого простору E. Вiдомо [30,31], що для
кожного x ∈ E iснує єдиний елемент z ∈ K такий, що

φ (z, x) = inf
y∈K

φ (y, x) .

Цей елемент z позначають ΠKx, а вiдповiдний оператор

ΠK : E → K

називають узагальненою проєкцiєю E на K (узагальненою проєкцiєю Аль-
бера) [30,31].

Зауваження 1. Якщо E — гiльбертовий простiр, то ΠK спiвпадає з ме-
тричною проєкцiєю на множину K.

Лема 2 (Alber Y.I., [30]). Нехай K — замкнена та опукла пiдмножина
рефлексивного, строго опуклого та гладкого простору E, x ∈ E, z ∈ K.
Тодi

z = ΠKx ⇔ 〈Jz − Jx, y − z〉 ≥ 0 ∀y ∈ K.
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Нерiвнiсть леми 2 рiвносильна такiй [30]:

φ (y,ΠKx) + φ (ΠKx, x) ≤ φ (y, x) ∀y ∈ K.
Для опуклої, власної i напiвнеперервної знизу функцiї g : E → R∪{+∞}

узагальнений проксимальний оператор (за Альбером) визначається так:

proxg x = argminy∈E
(
g(y) + 1

2φ (y, x)
)
.

Означення узагальненого проксимального оператора коректне, тобто для
кожного x ∈ E iснує єдиний елемент proxg x ∈ E.

3. Задача про рiвновагу
Нехай E — 2-рiвномiрно опуклий та рiвномiрно гладкий банаховий про-

стiр. Для непорожньої опуклої замкненої множини C ⊆ E i бiфункцiї
F : C × C → R розглянемо задачу про рiвновагу:

знайти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C. (8)

Припустимо, що виконанi умови:
(A1) F (x, x) = 0 для всiх x ∈ C;
(A2) функцiї F (x, ·) : C → R опуклi i напiвнеперервнi знизу для всiх

x ∈ C;
(A3) функцiї F (·, y) : C → R слабко напiвнеперервнi зверху для всiх

y ∈ C;
(A4) бiфункцiя F : C × C → R псевдомонотонна, тобто

для всiх x, y ∈ C iз F (x, y) ≥ 0 випливає F (y, x) 6 0;

(A5) бiфункцiя F : C × C → R лiпшицевого типу, тобто iснують двi
константи a > 0, b > 0, такi, що

F (x, y) ≤ F (x, z) + F (z, y) + a ‖x− z‖2 + b ‖z − y‖2 ∀x, y, z ∈ C. (9)

Розглянемо дуальну задачу про рiвновагу:

знайти x ∈ C : F (y, x) ≤ 0 ∀y ∈ C. (10)

Множини розв’язкiв задач (8) i (10) позначимо S i S∗, вiдповiдно. При
виконаннi умов (А1)–(А4) маємо S = S∗ — опукла та замкнена множина [1].

Далi будемо припускати, що S 6= ∅.

4. Двоетапний проксимальний алгоритм для задачi про
рiвновагу

Для наближеного розв’язання задачi (8) розглянемо наступний
Алгоритм 1.

Для x1, y0 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C за допомогою
iтерацiйної схеми{

yn = proxλF (yn−1,·) xn = argminy∈C
(
F (yn−1, y) + 1

2λφ(y, xn)
)
,

xn+1 = proxλF (yn,·) xn = argminy∈C
(
F (yn, y) + 1

2λφ(y, xn)
)
,

де λ > 0.
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Зауваження 2. Алгоритм 1 для задач в гiльбертовому просторi був роз-
глянутий у роботах [14, 15, 29], для задач в просторах Адамара — у робо-
тах [18,35].

Основним елементом алгоритму 1 є опукла задача мiнiмiзацiї вигляду

F (p, y) +
1

2λ
φ(y, q)→ min

y∈C
.

Конструктивнiсть процесу залежить вiд можливостi її ефективного розв’я-
зання.

Перейдемо до доведення збiжностi алгоритму 1.
Має мiсце

Лема 3. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 1, має
мiсце нерiвнiсть

φ(z, xn+1) ≤ φ(z, xn)− (1− 2λµb)φ(xn+1, yn)−
− (1− 4λµa)φ(yn, xn) + 4λµaφ(xn, yn−1), (11)

де z ∈ S.

Доведення. Маємо (двiчi використали 3-точкову тотожнiсть)

φ(z, xn+1) =

= φ(z, xn)− φ(xn+1, xn) + 2 〈Jxn+1 − Jxn, xn+1 − z〉 =

= φ(z, xn)− φ(xn+1, yn)− φ(yn, xn)−
− 2 〈Jyn − Jxn, xn+1 − yn〉+ 2 〈Jxn+1 − Jxn, xn+1 − z〉 . (12)

З визначення точок xn+1 та yn випливає

λF (yn, z)− λF (yn, xn+1) ≥ 〈Jxn+1 − Jxn, xn+1 − z〉 , (13)

λF (yn−1, xn+1)− λF (yn−1, yn) ≥ −〈Jxn − Jyn, yn − xn+1〉 . (14)
Застосувавши нерiвностi (13), (14) для оцiнки двох останнiх доданкiв в (12),
отримуємо

φ(z, xn+1) ≤ φ(z, xn)− φ(xn+1, yn)− φ(yn, xn)+

+ 2λ {F (yn, z)− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)} . (15)

З включення z ∈ S випливає F (yn, z) ≤ 0, а умова типу лiпшицевостi для
F гарантує виконання нерiвностi

− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn) ≤

≤ a ‖yn−1 − yn‖2 + b ‖yn − xn+1‖2 . (16)

Використавши вищенаведенi оцiнки в (15), отримуємо

φ(z, xn+1) ≤ φ(z, xn)− φ(xn+1, yn)− φ(yn, xn)+

+ 2λa ‖yn−1 − yn‖2 + 2λb ‖yn − xn+1‖2 . (17)
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Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо наступним чином

‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .
Урахувавши цю оцiнку в (17), приходимо до нерiвностi

φ(z, xn+1) ≤ φ(z, xn)− φ(xn+1, yn)− φ(yn, xn)+

+ 4λa ‖yn−1 − xn‖2 + 4λa ‖yn − xn‖2 + 2λb ‖yn − xn+1‖2 . (18)

Оцiнивши в (18) норми за допомогою нерiвностi (7), одержимо

φ(z, xn+1) ≤ φ(z, xn)− φ(xn+1, yn)− φ(yn, xn)+

+ 4λµaφ(xn, yn−1) + 4λµaφ(yn, xn) + 2λµbφ(xn+1, yn),

а саме, нерiвнiсть (11). �

Зауважимо, що при виконаннi для деякого n ∈ N рiвностей

yn−1 = yn = xn або xn+1 = xn = yn. (19)

має мiсце включення yn ∈ S.
Дiйсно, рiвнiсть

xn+1 = proxλF (yn,·) xn = arg min
y∈C

(
F (yn, y) +

1

2λ
φ(y, xn)

)
,

означає

F (yn, xn+1)− F (yn, z) ≤
φ(z, xn)− φ(z, xn+1)− φ(xn+1, xn)

2λ
∀z ∈ C.

З другої рiвностi (19) випливає

−F (yn, z) ≤ 0 ∀z ∈ C,
тобто yn ∈ S.

Аналогiчно, з

F (yn−1, yn)− F (yn−1, z) ≤
φ(z, xn)− φ(yn, xn)− φ(z, yn)

2λ
∀z ∈ S

при першiй рiвностi в (19) отримуємо yn ∈ S.
Далi будемо припускати, що для всiх номерiв n ∈ N умова (19) не має

мiсця.
Має мiсце

Теорема 1. Нехай C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина 2-
рiвномiрно опуклого та рiвномiрно гладкого банахового простору E, для
бiфункцiї F : C ×C → R виконанi умови (А1)–(А5) i S 6= ∅. Припустимо,
що нормалiзоване дуальне вiдображення J секвенцiйно слабко неперервне
та

λ ∈
(

0, 1
2µ(2a+b)

)
.

Тодi породженi алгоритмом 1 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються
до розв’язку z ∈ S задачi про рiвновагу (8), причому

lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0.
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Доведення. Нехай z ∈ S. Покладемо

an = φ(z, xn) + 4λµaφ(xn, yn−1),
bn = (1− 4λµa)φ(yn, xn) + (1− 4λµa− 2λµb)φ(xn+1, yn).

Нерiвнiсть леми 3 приймає вигляд

an+1 ≤ an − bn.

Має мiсце елементарна

Лема 4. Нехай невiд’ємнi послiдовностi (an), (bn), такi, що

an+1 ≤ an − bn.

Тодi iснує границя limn→∞ an ∈ R та
∑∞

n=1 bn < +∞.

З леми 4 можемо зробити висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(φ(z, xn) + 4λµaφ(xn, yn−1))

та

lim
n→∞

((1− 4λµa)φ(yn, xn) + (1− 4λµa− 2λµb)φ(xn+1, yn)) = 0.

Звiдки отримуємо

lim
n→∞

φ(yn, xn) = lim
n→∞

φ(xn+1, yn) = 0 (20)

та збiжнiсть числової послiдовностi (φ(z, xn)) для всiх z ∈ S.
Спочатку покажемо, що всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn)

належать множинi S. З (13), (14), (15), (16) та (20) випливає

lim sup
n→∞

F (yn, xn+1) ≤ 0,

lim sup
n→∞

(F (yn−1, yn)− F (yn−1, xn+1)) ≤ 0,

limn→∞ (F (yn, xn+1) + F (yn−1, yn)− F (yn−1, xn+1)) = 0.

Звiдки, зокрема, отримуємо

lim
n→∞

F (yn, xn+1) = 0. (21)

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk
), слабко збiжну до деякої точки z̄ ∈ C.

Тодi з (20) випливає, що й ynk
⇀ z̄. Покажемо, що z̄ ∈ S. Маємо

F (yn, y) ≥ F (yn, xn+1) +
〈Jxn+1 − Jxn, xn+1 − y〉

λ
∀y ∈ C. (22)

Здiйснивши граничний перехiд в (22) з урахуванням (20), (21) та умови
(А3), отримаємо

F (z̄, y) ≥ lim sup
k→∞

F (ynk
, y) ≥

≥ lim
k→∞

{
F (ynk

, xnk+1) +
〈Jxnk+1 − Jxnk

, xnk+1 − y〉
λ

}
= 0 ∀y ∈ C,

тобто, z̄ ∈ S.
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Покажемо, що послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до z̄ ∈ S. Мiркуємо
вiд супротивного. Нехай iснує пiдпослiдовнiсть (xmk

) така, що xmk
⇀ z′ та

z̄ 6= z′. Ясно, що z′ ∈ S. Маємо

2
〈
Jxn, z̄ − z′

〉
= φ

(
z′, xn

)
− φ (z̄, xn) + ‖z̄‖2 −

∥∥z′∥∥2 .
Звiдки випливає iснування границi lim

n→∞
〈Jxn, z̄ − z′〉. Завдяки секвенцiйнiй

слабкiй неперервностi нормалiзованого дуального вiдображення J отрима-
ємо〈

Jz̄, z − z′
〉

= lim
k→∞

〈
Jxnk

, z̄ − z′
〉

= lim
k→∞

〈
Jxmk

, z̄ − z′
〉

=
〈
Jz′, z̄ − z′

〉
,

тобто, 〈Jz̄ − Jz′, z̄ − z′〉 = 0. Звiдки випливає z̄ = z′, що i необхiдно було
довести. �

5. Адаптивний варiант двоетапного проксимального алгоритму
У роздiлi 4 для розв’язання задачi (8) був запропонований такий алго-

ритм:{
yn = proxλnF (yn−1,·) xn = argminy∈C

(
F (yn−1, y) + 1

2λφ(y, xn)
)
,

xn+1 = proxλnF (yn,·) xn = argminy∈C
(
F (yn, y) + 1

2λφ(y, xn)
)
,

(23)

де величина λ > 0 задавалася, виходячи з вимоги

λ ∈
(

0, 1
2µ(2a+b)

)
,

тобто явно використовувалася iнформацiя про константи умови типу лi-
пшицевостi бiфункцiї F .

Вiдштовхуючись вiд iтерацiйної схеми (23) та роботи [18], побудуємо дво-
етапний проксимальний алгоритм з адаптивним вибором величини λ.

Припустимо, що вiдома лише константа µ ≥ 1 з нерiвностi (7).
Алгоритм 2.

Обираємо елементи x1, y0 ∈ C, τ ∈
(

0, 1
3µ

)
, λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо

n = 1.
1: Обчислити

yn = proxλF (yn−1,·) xn = argminy∈C

(
F (yn−1, y) +

1

2λn
φ(y, xn)

)
.

2: Обчислити

xn+1 = proxλF (yn,·) xn = argminy∈C

(
F (yn, y) +

1

2λn
φ(y, xn)

)
.

Якщо xn+1 = xn = yn, то зупинка та xn ∈ S. Iнакше перейти на
крок 3.

3: Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)− F (yn, xn+1) ≤ 0,

min
{
λn,

τ
2

‖yn−1−yn‖2+‖yn−xn+1‖2
(F (yn−1,xn+1)−F (yn−1,yn)−F (yn,xn+1))

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.
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У алгоритмi 2 параметр λn+1 залежить тiльки вiд розташування точок
yn−1, yn, xn+1, значень F (yn−1, xn+1), F (yn−1, yn) i F (yn, xn+1). Нiяка iнфор-
мацiя про константи a i b з нерiвностi (9) не використовується. Очевидно,
що послiдовнiсть (λn) незростаюча. Також вона обмежена знизу числом

min

{
λ1,

τ

2 max{a, b}

}
.

Дiйсно, маємо

F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)− F (yn, xn+1) ≤
≤ a ‖yn−1 − yn‖2 + b ‖yn − xn+1‖2 ≤

≤ max{a, b}
(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
.

Перейдемо до обґрунтування збiжностi алгоритму 2.
Має мiсце

Лема 5. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 2, має
мiсце нерiвнiсть

φ(z, xn+1) ≤ φ(z, xn)−
(

1− τµ λn
λn+1

)
φ(xn+1, yn)−

−
(

1− 2τµ
λn
λn+1

)
φ(yn, xn) + 2τµ

λn
λn+1

φ(xn, yn−1), (24)

де z ∈ S.

Доведення. Маємо (показано в доведеннi леми 3)

φ(z, xn+1) ≤ φ(z, xn)− φ(xn+1, yn)− φ(yn, xn)+

+ 2λn {−F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)} . (25)

З правила обчислення λn+1 випливає нерiвнiсть

F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)− F (yn, xn+1) ≤

≤ τ

2λn+1

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖xn+1 − yn‖2

)
. (26)

Використавши (26) в (25), отримуємо

φ(z, xn+1) ≤ φ(z, xn)− φ(xn+1, yn)− φ(yn, xn)+

+ τ
λn
λn+1

‖yn−1 − yn‖2 + τ
λn
λn+1

‖yn − xn+1‖2 . (27)

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо наступним чином

‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .
Урахувавши цю оцiнку в (27), приходимо до нерiвностi

φ(z, xn+1) ≤ φ(z, xn)− φ(xn+1, yn)− φ(yn, xn)+

+ 2τ
λn
λn+1

‖yn−1 − xn‖2 + 2τ
λn
λn+1

‖yn − xn‖2 + τ
λn
λn+1

‖yn − xn+1‖2 . (28)
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Оцiнивши в (28) норми за допомогою нерiвностi (7), одержимо

φ(z, xn+1) ≤ φ(z, xn)− φ(xn+1, yn)− φ(yn, xn)+

+ 2τµ
λn
λn+1

φ(xn, yn−1) + 2τµ
λn
λn+1

φ(yn, xn) + τµ
λn
λn+1

φ(xn+1, yn),

а саме, нерiвнiсть (24). �

Сформулюємо основний результат роздiлу.

Теорема 2. Нехай C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина 2-
рiвномiрно опуклого та рiвномiрно гладкого банахового простору E, для
бiфункцiї F : C ×C → R виконанi умови (А1)–(А5) i S 6= ∅. Припустимо,
що нормалiзоване дуальне вiдображення J секвенцiйно слабко неперервне.
Тодi породженi алгоритмом 2 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються
до розв’язку z ∈ S задачi про рiвновагу (8).

Доведення. Використовуємо лему 5 та схему мiркувань з доведення основ-
ного результату роботи [18]. �

6. Заключнi зауваження
В роботi розглянуто задачi про рiвновагу в 2-рiвномiрно опуклих та рiв-

номiрно гладких банахових просторах.
Отримана теорема про слабку збiжнiсть двоетапного проксимального

алгоритму для псевдомонотонних задач рiвноважного програмування в 2-
рiвномiрно опуклих та рiвномiрно гладких банахових просторах. Запро-
поновано адаптивний двоетапний проксимальний алгоритм для задач в
2-рiвномiрно опуклих та рiвномiрно гладких банахових просторах. Пра-
вило оновлення параметрiв не використовує значень лiпшицевих констант
бiфункцiї та на вiдмiну вiд правил типу лiнiйного пошуку не потребує об-
числень значень бiфункцiї в додаткових точках. Для псевдомонотонних
бiфункцiй лiпшицевого типу доведена теорема про слабку збiжнiсть поро-
джених алгоритмом послiдовностей.

Отриманi результати узагальнюють та уточнюють результати робiт [15,
20,29].

7. Подяки
Автори вдячнi проф. Сергiю Ляшку та проф. Володимиру Семенову за
деякi математичнi поради, увагу та пiдтримку.

Автори заявляють про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв щодо публiкацiї цiєї статтi.
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