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Анотацiя

У данiй роботi вивчаються властивостi метричних дерев, зокрема vp-дерев,
та пов’язаних iз ними ланцюгiв Маркова. Розглядаються теоретичнi основи
vp-дерев та їх побудова. Використовуючи ланцюги Маркова, дослiджую-
ться властивостi послiдовностi роздiлiв для побудови дерева. Робота вклю-
чає в себе моделювання, в якому vp-дерева будуються на реальних випад-
ково розподiлених наборах даних.



1 Огляд лiтератури

1.1 Дерева сортування та зберiгання даних

Визначення 1.1.1 Дерева пошуку — тип структур даних, який викори-
стовується для ефективного пошуку, вставки та видалення елементiв.
Вони органiзованi в iєрархiчний спосiб, де кожен вузол представляє пару
ключ-значення, що нагадує вигляд дерева.

Найвищий вузол у деревi називається кореневим вузлом, i вiн служить
початковою точкою для всiх операцiй. Кожен вузол мiстить у собi вка-
зiвники на дочiрнi вузли. Дочiрнi вузли далi розгалужуються на власнi
пiддерева, створюючи рекурсивну структуру.

Операцiї вставки та видалення в деревах пошуку зберiгають властивiсть
упорядкування дерева. Коли вставляється нова пара ключ-значення, алго-
ритм порiвнює ключ iз ключами вузлiв, щоб визначити вiдповiдне мiсце
для вставки. Процес триває рекурсивно, доки не буде знайдено порожнє
мiсце, куди можна вставити новий вузол. Видалення вузла з дерева пошу-
ку передбачає пошук вузла для видалення, а потiм реорганiзацiю дерева
для збереження властивостi впорядкування. Основна iдея полягає в тому,
щоб замiнити видалений вузол його наступником або попередником, щоб
зберегти впорядкованiсть.

Ефективнiсть пошуку залежить вiд балансу дерева. Коли дерево iдеаль-
но збалансоване, висота мiнiмiзується, що призводить до ефективних опе-
рацiй пошуку, вставки та видалення з часовою складнiстю O(log n). Однак
у найгiршому випадку, коли дерево сильно перекошене, операцiї можуть
зайняти O(n) часу.

Для вирiшення проблеми балансу та пiдвищення ефективностi операцiй
у рiзних сценарiях розроблено рiзнi типи дерев пошуку, наприклад дерева
AVL, червоно-чорнi дерева та B-дерева. Цi варiанти вводять додатковi пра-
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вила та обмеження для пiдтримки балансу та оптимiзацiї продуктивностi
на основi конкретних вимог. Наведемо декiлька прикладiв дерев пошуку
та зберiгання даних.

Бiнарне дерево пошуку.

Визначення 1.1.2 Бiнарне дерево пошуку — це впорядкована структура
даних, де кожен вузол мiстить значення елементу та два можливих
вузли-нащадки: лiвий та правий. Значення в лiвому пiддеревi менше за
значення у батькiвському вузлi, а значення в правому пiддеревi — бiльше.

Двiйковi дерева пошуку будуються, щоб задовольнити таку властивiсть:
двiйкове дерево пошуку — це бiнарне дерево з мiтками, яке або порожнє,
або має позначений кореневий вузол i (i) усi мiтки в лiвому пiддеревi меншi
за кореневу мiтку; (ii) усi мiтки в правому пiддеревi бiльшi за кореневу
мiтку; (iii) лiве та праве пiддерева також є двiйковими деревами пошуку
[1].

Кожен вузол описується таким набором значень:

вузол = {власне значення, лiвий нащадок, правий нащадок}

Коли дерево побудовано з n елементiв, його висота hn (довжина най-
довшого шляху вiд кореня до будь-якого листка) задовольняє нерiвнiсть

⌊log2 n⌋ ≤ hn ≤ n− 1 (1.1)

Границi цiєї нерiвностi досяжнi; тобто є деякi вхiднi послiдовностi, якi
дають нижню межу, i є iншi послiдовностi, якi дають верхню межу, а та-
кож багато послiдовностей, якi дадуть дерева з висотою мiж двома межа-
ми. Алгоритм побудови бiнарного дерева використовується з надiєю, що
результуюче дерево буде досить добре збалансованим i данi можна швидко
отримати. Iншими словами, що результуюча найбiльша висота ближча до
нижньої межi нерiвностi, нiж до верхньої, i майбутня обробка дерева, що
включає пошук одного ключа або вставлення iншого ключа, виконувати-
меться в O(log n), а не в O(n). Завжди є надiя, що продуктивнiсть дерева в
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найгiршому випадку знаходиться в розумних межах. Зазвичай, коли дерева
будуються з рiвноймовiрних випадкових перестановок їхнiх вхiдних даних,
що є розподiлом ймовiрностей, найбiльш вiдповiдним для використання де-
рев пошуку як структур даних, бiльшiсть дерев є майже збалансованими,
а випадки висоти O(n) трапляються рiдко.

Дерево квадрантiв.

Визначення 1.1.3 Дерево квадрантiв — вид дерева для пошуку та збе-
рiгання даних, де кожен внутрiшнiй вузол має по чотири нащадки.

Нехай дана послiдовнiсть незалежних випадкових векторiв (U1, V1) ,

(U2, V2) , . . . , (Un, Vn), де кожен iз векторiв має рiвномiрний розподiл на
[0, 1]2. Можна побудувати на цих векторах дерево квадрантiв так: перша
точка з набору даних вiдповiдає кореню дерева квадрантiв. Вона розбиває
одиничний квадрат на чотири областi вiдповiдно до чотирьох географi-
чних напрямкiв NW,NE, SE i SW , яким ставляться у вiдповiднiсть ци-
фри 1, 2, 3, 4. Далi розглядається позицiя другої точки вiдносно першої: в
залежностi вiд номера квадранту, вона записується в певний номер нащад-
ка першої точки. Роздiл точок повторюється рекурсивно для всього набору
даних, i таким чином генерується дерево квадрантiв iз n внутрiшнiх вузлiв
[3].

Визначимо Xn як загальну кiлькiсть порiвнянь, необхiдних для побу-
дови дерева квадрантiв за набором векторiв (U1, V1) , (U2, V2) , . . . , (Un, Vn)

розмiру n. Також Xn — загальна довжина шляху даного дерева квадрантiв.
Тодi маємо

X1 = 0, Xn
d
= n− 1 +X

(1)

I
(1)
n

+X
(2)

I
(2)
n

+X
(3)

I
(3)
n

+X
(4)

I
(4)
n

, n ≥ 2 (1.2)

де вектор
(
I
(1)
n , I

(2)
n , I

(3)
n , I

(4)
n

)
має змiшаний полiномiальний розподiл з па-

раметрами ((n − 1, (U(1 − V ), (1 − U)(1 − V ), (1 − U)V, UV )), де (U, V )

має рiвномiрний розподiл у [0, 1]2. Вектор
(
I
(1)
n , I

(2)
n , I

(3)
n , I

(4)
n

)
представляє

кiлькiсть точок, якi потрапляють в областi 1, 2, 3 i 4 вiдносно першої точки
(U, V ).
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B-дерево. B-дерево — структура даних, яка дозволяє ефективне збере-
ження iнформацiї на магнiтних дисках та iнших пристроях з прямим до-
ступом. Такi дерева зазвичай є збалансованими.

Визначення 1.1.4 B-дерево порядку m — це дерево, яке задовольняє такi
властивостi [5]:

• Кожен вузол має щонайбiльше m дiтей.

• Кожен вузол, окрiм кореня та листя, має принаймнi m/2 дiтей.

• Корiнь має принаймнi 2 дiтей (якщо це не лист).

• Усi листки з’являються на одному рiвнi й не несуть iнформацiї.

• Нелистовий вузол iз k дочiрнiми елементами мiстить k−1 ключiв.

Вузол, у якому мiститься j ключiв та j + 1 вказiвникiв, може бути
визначений ось так:

Мал. 1. Стандартний вигляд вузла B-дерева

Червоно-чорне дерево.

Визначення 1.1.5 Червоно-чорне дерево — це бiнарне дерево пошуку, яке
має такi властивостi:

• Кожен вузол або червоний, або чорний.

• Кожен листок чорний.

• Якщо вузол червоний, то обидва його дочiрнi елементи чорнi.

• Кожен простий шлях вiд вузла до листка-нащадка мiстить одна-
кову кiлькiсть чорних вузлiв.
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Коли дерево змiнюється, то воно «перефарбовується», щоб вiдновити
властивостi забарвлення. Властивостi розроблено таким чином, щоб це пе-
ревпорядкування та перефарбування можна було виконувати ефективно.
Червоно-чорнi дерева лишаються збалансованими у динамiчному середо-
вищi, i їх можна повторно збалансувати за час O(log n) [5].

1.2 Метричнi дерева

Численнi проблеми вимагають ефективної iдентифiкацiї елементiв iз
скiнченного набору точок, якi знаходяться в певнiй близькостi вiд заданої
точки запиту. Ефективним вважається алгоритм, який дозволяє уникати
перевiрки кожної точки в наборi. У нагодi стає така структура даних як
метричне дерево.

В метричних деревах для пошуку даних використовується поняття вiд-
станi мiж об’єктами, тобто метрика. Це може бути евклiдова вiдстань, ман-
хеттенська вiдстань або будь-яка iнша вiдстань, визначена як метрика.

Метричнi дерева органiзовують данi у виглядi iєрархiчної структури з
вузлами та пiддеревами. Пiддерево з найвищим вузлом "корiнь" та вузлами-
дiтями "лiвий нащадок”, "правий нащадок" в записi визначається так:

пiддерево = {корiнь, лiвий нащадок, правий нащадок}

Метричнi дерева будуються рекурсивно. Розподiл простору на елементи
дерева вiдбувається вiд бiльших областей на меншi за певною умовою (яка
залежить вiд типу дерева). Таким чином, на кожному кроцi вiдбувається
розподiлення кожної наступної точки набору даних, i пiсля закiнченню ал-
горитму кожен елемент належить певному вузлу дерева. Розподiл вiдбува-
ється за таким принципом, що близькi об’єкти розташованi ближче один
до одного у деревi, щоб полегшити пошук та iншi операцiї.

Розглянемо деякi приклади метричних дерев.

k-d-дерева. У k-d-деревах кожен вузол має два нащадки. 1-d-дерево —
це звичайне двiйкове дерево пошуку; 2-d дерево схоже, але вузли на парних
рiвнях порiвнюють x-координати, а вузли на непарних рiвнях порiвнюють
y-координати пiд час розгалуження. Загалом, k-d-дерево має вузли з k ко-

7



ординатами, а розгалуження на кожному рiвнi базується лише на однiй iз
координат; наприклад, можна проводити розгалуження за числом коорди-
нат (k mod l) + 1 на рiвнi l.

Можна користуватися правилом встановлення зв’язкiв, заснованим на
порядковому номерi запису або мiсцi в пам’ятi, щоб забезпечити, що жоднi
два записи не збiгаються в будь-якому координатному положеннi.
Випадково згенерованi k−d-дерева мають точно таку саму середню довжи-
ну шляху та розподiл форми, як i звичайнi двiйковi дерева пошуку [4].

vp-дерева. Як i k-d-дерево, кожен вузол vp-дерева роздiляє простiр. Але
замiсть того, щоб використовувати значення координат, вузол vp-дерева ви-
користовує вiдстань вiд вибраної точки огляду. Близькi точки складають
лiвий, тобто внутрiшнiй пiдпростiр, тодi як правий (зовнiшнiй) пiдпростiр
складається з далеких точок. «Близькiсть» визначається за певною метри-
кою, i для кожної точки обирається радiус, який визначає лiвий пiдпростiр.
Рекурсивно формується бiнарне дерево, де кожен iз вузлiв iдентифiкує то-
чку огляду (vantage point), а для своїх дiтей (лiвого та правого нащадка)
вузол мiстить межi пов’язаного з ними пiдпростору. Щоб побудувати цi
структури, метричний простiр розкладають за допомогою великих розрi-
зiв iз формою, що залежить вiд конкретної обраної метрики. Рандомiзованi
алгоритми для побудови vp-дерева виконуються за O(n · log(n)) часу [2].

Мал. 2. Приклад декомпозицiї vp-дерева
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Приклади деяких метрик, якi можуть використовуватися для визначе-
ння вiдстанi в метричних деревах:

1. Евклiдова вiдстань: найпопулярнiша метрика, яка використовується
для вимiрювання вiдстанi мiж двома точками в n-вимiрному евклiдо-
вому просторi. Вона обчислюється за такою формулою:

distевкл.(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 (1.3)

де x i y — точки у n-вимiрному просторi, а xi i yi — їх координати у
вимiрi i.

2. Манхеттенська вiдстань: вимiрює суму абсолютних рiзниць мiж ко-
ординатами двох точок. Формула для обчислення манхеттенської вiд-
станi мiж точками x i y має вигляд:

distманх.(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi| (1.4)

3. Вiдстань Чебишова (максимум-метрика): визначається як найбiльша
рiзниця мiж координатами двох точок у просторi. Ця метрика кори-
сна для випадкiв, коли важлива лише найбiльша вiдстань мiж то-
чками за якимось вимiром. Формула для чебишовської вiдстанi мiж
точками x i y виглядає так:

distчеб.(x, y) =
n

max
i=1

|xi − yi| (1.5)

4. Косинусна вiдстань: використовується для вимiрювання схожостi мiж
векторами шляхом обчислення косинуса кута мiж ними. Ця метрика
часто використовується в задачах класифiкацiї текстiв та рекоменда-
цiйних системах. Формула для косинусної вiдстанi мiж векторами a i
b має такий вигляд:

distкос.(a, b) =

∑n
i=1 ai · bi√∑n

i=1 a
2
i ·
√∑n

i=1 b
2
i

(1.6)
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5. Метрика Мiнковського: загальна форма рiзних метрик, таких як ев-
клiдова, манхеттенська та чебишовська. Вона визначається параме-
тром p, який визначає ступiнь метрики. Її формула для точок x i y
має такий вигляд:

distмiнк.(x, y) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
) 1

p

(1.7)

Наведенi вище метрики використовуються для вимiрювання вiдстанi
мiж об’єктами у просторi даних. Зазвичай у практичних випадках метрика
обирається в залежностi вiд конкретної задачi та типу доступних даних.

Одним з основних застосувань метричних дерев є пошук найближчих
сусiдiв до певної точки у просторi даних. Пошук найближчих сусiдiв у
метричних деревах може бути здiйснений за допомогою алгоритму най-
ближчого сусiда (nearest neighbor) або алгоритму k найближчих сусiдiв (k
nearest neighbors). Обидва алгоритми базуються на iдеї порiвняння вiдста-
ней мiж об’єктами у просторi даних.

Алгоритм найближчого сусiда (nearest neighbor):

1. Почати з кореня: обчислити вiдстань мiж шуканим елементом i ко-
ренем дерева.

2. Рекурсивно переходити до лiвого або правого пiддерева залежно вiд
того, яке пiддерево мiстить елемент, що ближче до шуканого.

3. Повторювати попереднiй крок алгоритму до тих пiр, поки в резуль-
татi не буде отримано листок.

4. Повернути значення листка.

Алгоритм k найближчих сусiдiв (k nearest neighbors) аналогiчний по-
передньому, але на останньому кроцi повертається не один листок, а ще k
значень попереднiх вузлiв.

Цi алгоритми ефективнi на метричних деревах, оскiльки через їх стру-
ктуру менша кiлькiсть порiвнянь, якi необхiдно виконати. Вони особливо
кориснi при обробцi великих обсягiв даних, де прямий перебiр всiх об’єктiв
стає непрактичним.
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Щоб пiдсумувати, метричнi дерева можуть використовуватися для та-
ких завдань:

1. Ефективний пошук даних. Однiєю з основних переваг метричних де-
рев є те, що вони дозволяють швидко знаходити найближчi точки в
просторi до даної за заданою метрикою.

2. Висока масштабованiсть. Метричнi дерева зазвичай добре масштабу-
ються до великих обсягiв даних, навiть коли мова йде про мiльйони
або мiльярди елементiв.

3. Кластеризацiя. Метричнi дерева можуть бути використанi для кла-
стеризацiї даних, тобто групування елементiв за певною ознакою.

4. Використання в iндексах баз даних. Метричнi дерева можуть бути
iмплементованi в iндексах баз даних для прискорення пошуку за пев-
ною метрикою.

5. Можливiсть iмплементування з довiльною метрикою, що корисно в
тих задачах, де метрика може бути задана через особливi властивостi
даних.

В цiлому, метричнi дерева допомагають рацiоналiзувати та прискорити
операцiї обробки даних у вимiрних просторах. Вони забезпечують швидкий
доступ до iнформацiї, полегшують аналiз даних та сприяють розвитку рi-
зних галузей, де ефективна робота з великими обсягами даних є критично
важливою.
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2 Структура випадкових vp-дерев

Дано скiнченний набiр X n-вимiрних точок iз заданою метрикою dist(xi, xj),
xi, xj ∈ X. Нехай цi точки незалежнi та рiвномiрно випадково розподiленi, i
отримане дерево буде випадковим. vp-дерево T будується на X рекурсивно
наступним чином [2]:

1. Якщо |X| = 0, то створюється порожнє дерево T = ∅.

2. В iншому випадку обирається довiльний елемент x1 iз X, до нього
обирається порогове значення τ . Цей елемент x1 та τ зберiгаються в
кореневому вузлi дерева.

3. Вставка елементу xn у дерево на n-тому кроцi проводиться рекурсив-
но. Нехай є вузол T , якщо dist(xT , xn) ≤ τ , то процедура продовжу-
ється вiдносно лiвого нащадка T . Якщо ж нерiвнiсть не виконується,
то процедура продовжується з правим нащадком. Цей процес вiдбу-
вається рекурсивно, доки нащадок вiдповiдного вузла не буде пустим,
тодi туди записуються xn та вiдповiдне порогове значення.

Порогове значення класично змiнюється експоненцiйним чином. Для
його визначення, наприклад, можна використовувати середнє вiдстаней вiд
кожної точки до вантажної точки [6]. Iнший пiдхiд — використовувати таке
правило змiни:

τT = τh, τ ∈ (0, 1) (2.1)

де h — це значення, на 1 бiльше за вiдстань вiд кореня до розглядуваного
вузла. Також можна замiнити h довжиною крайнього лiвого шляху в деревi
(шлях вiд кореня до листка, де переходи вiдбуваються тiльки до лiвих
нащадкiв).
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Евклiдова метрика. Процес побудови vp-дерева за допомогою евклi-
дової метрики distевкл.(x, y) =

√∑n
i=1(xi − yi)2 можна назвати «кульовою

декомпозицiєю» [6]: навколо кожної вершини утворюється подiл простору
на кулю радiусом xT навколо xn i на доповнення до неї. Таким чином, край-
нiй лiвий шлях являє собою послiдовнiсть вкладених куль та їх перетинiв.

Максимум-метрика. У максимум-метрицi distчеб.(x, y) = maxni=1 |xi −
yi| vp-дерева будуються аналогiчно, але замiсть куль, вiдбувається роздiл
простору через побудову гiперкубiв, а у результатi їх перетинiв утворюю-
ться гiперпрямокутники.

Метрика косинусiв. vp-дерево можна будувати за допомогою косину-
сної метрики distкос.(a, b) =

∑n
i=1 ai·bi√∑n

i=1 a
2
i ·
√∑n

i=1 b
2
i

, тодi замiсть представлення

точок у виглядi координат у геометричному просторi точки буде представ-
лено у виглядi нормалiзованих векторiв. Кутова вiдстань мiж двома ве-
кторами обчислюється за допомогою скалярного добутку, i на основi цiєї
кутової вiдстанi й будується дерево: елементи розподiляються в групи в
залежностi вiд косинусної схожостi.

vp-дерева можна адаптувати до багатьох метрик, i вiдрiзнятиметься
структура тiльки в залежностi вiд того, як виглядає вiдповiдна метрична
куля в заданому просторi та iз заданою функцiєю вiдстанi.
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3 Математичний аналiз випадкових vp-дерев

3.1 Простори опуклих множин та ймовiрнiснi мiри

Нехай E — векторний простiр i X — пiдмножина E. Кажуть, що X є
опуклою множиною, якщо для будь-яких двох точок x i y з X виконується
[x, y] ⊂ X.

Визначимо також двi властивостi опуклих множин, якi випливають iз
визначення.

1. Нехай (Xi)i∈I — довiльна сiм’я опуклих множин у E. Тодi їх перетин
∩i∈IXi також є опуклою множиною.

2. Нехай (Xi)i∈I — сiмейство опуклих множин в E так, що для будь-
яких двох iндексiв i ∈ I i j ∈ I iснує iндекс k ∈ I, що задовольняє
спiввiдношення

Xi ∪Xj ⊂ Xk (3.1)

Тодi об’єднання ∪i∈IXi також є опуклою множиною.

Нехай (Ω,F ,P) — ймовiрнiсний простiр i X = {X(ω)} — множина всiх
F -вимiрних вiдображень X : Ω → R. Набiр випадкових величин X i основ-
на ймовiрнiсна мiра P iндукують простiр граничних розподiлiв
P1 := {PX(·) = P{X ∈ ·} : X ∈ X}, простiр двовимiрних розподiлiв
P2 := {PXY (·) = P{(X, Y ) ∈ ·} : X, Y ∈ X} i так далi [3] [7].

Визначення 3.1.1 Нехай D — довiльна пiдмножина X iз такою власти-
вiстю: якщо X ∈ D, то Y ∈ D для кожного Y так, що P{X = Y } = 1.
Така множина D називається допустимою.

Метрика, визначена на деякiй допустимiй множинi D ⊂ X , є вiдобра-
женням µ : D ×D → [0,∞) з такими властивостями: для всiх X, Y, Z ∈ D
ми маємо
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(Z) µ(X, Y ) = 0, якщо P{X = Y } = 1;

(S) µ(X, Y ) = µ(Y,X);

(T) µ(X, Y )µ(X,Z) + µ(Z, Y ).

Псевдометрика, визначена на деякiй допустимiй множинi D, є вiдобра-
женням µ : D × D → [0,∞), для якого виконуються наведенi властивостi
(S), (T ) i також виконується (ZP )µ(X, Y ) = 0, якщо P{X = Y } = 1 [3].

Для загальної дисперсiї маємо формулу

σ(X, Y ) =
1

2

∫
R
|d (FX(t)− FY (t))| =

1

2

∫
R
|FX(dt)− FY (dt)| , (3.2)

де |µ| позначає загальну дисперсiю мiри зi знаком µ, тобто

|µ|(E) = sup
π

∑
A∈π

|µ(A)| (3.3)

Супремум тут береться за всiма розбиттями π вимiрної множини E на
злiченну кiлькiсть непересiчних вимiрних пiдмножин.

Нехай D — допустима пiдмножина X i нехай

P
(
D2
)
=
{
P{(X, Y ) ∈ ·} : (X, Y ) ∈ D2

}
(3.4)

множина всiх спiльних розподiлiв векторiв (X, Y ) ∈ D2.

Визначення 3.1.2 Вiдображення µ : P
(
D2
)
→ [0,∞) називається ймо-

вiрнiсною метрикою на D, якщо вiдображення

D2 ∋ (X, Y ) 7→ µ (PXY ) (3.5)

є псевдометрикою на D.

Якщо µ є ймовiрнiсною метрикою, то вiдображення 3.5 також позначати-
меться µ. Тодi позначення µ(X, Y ) iнтерпретується як µ (PXY ).

Нехай D — допустима множина; її можна розбити на непересiчнi пiд-
множини DX , так що DX складаються з усiх випадкових величин iз одна-
ковим розподiлом PX .
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Аналогiчно, множина D2 = D×D може бути розбита на непересiчнi пiд-
множини D2

XY = DX ×DY , що складається з усiх пар випадкових величин
(X, Y ) таких, що X має розподiл PX , а Y має розподiл PY .

Визначення 3.1.3 Iмовiрнiсна метрика µ, визначена на допустимiй мно-
жинi D, називається простою, якщо вiдображення 3.5 приймає постiйне
значення на множинах D2

XY , що утворюють непересiчний розбиття D2.
Iмовiрнiсна метрика, яка не є простою, називається складеною ймовiр-
нiсною метрикою [3].

Проста ймовiрнiсна метрика µ не може бути метрикою в сенсi наведе-
ного визначення, оскiльки властивiсть (Z) не виконується. Однак цю вла-
стивiсть можна замiнити такою:

(Z ′) µ(X, Y ) = 0, PX = PY

Якщо пояснити ншими словами, властивiсть (Z ′) означає, що проста
метрика µ приймає нульове значення лише на множинi D2

XX . Аналогiчно,
властивiсть (ZP ) можна послабити до (Z ′

P ) µ(X, Y ) = 0, якщо PX = PY .

3.2 Послiдовностi випадкових множин, повязанi з vp-
деревами

Розглянемо послiдовнiсть множин, якi утворюються в крайньому лiво-
му шляху обходу vp-дерев. Нехай дано метричний простiр ([−1, 1]d, dist).
Пов’яжемо з кожним вузлом Th(h ≥ 1) таку множину Ih ⊂ X , яка складає-
ться з усiх таких точок x, якi б додали до лiвого пiддерева Th при побудовi
дерева. Цi послiдовностi — вкладенi, тобто виконується Ih ⊂ Ih−1.

Точка x записується в лiве пiддерево Th, якщо dist (x, xTh
) ≤ τh. Це дає

Ih = Ih−1 ∩Bτh (xTh
) , h ≥ 1 (3.6)

де Bτh (xTh
) — метрична куля радiуса τh i центром xTh

:

Bτh (xTh
) =

{
x ∈ X : dist (x, xTh

) ≤ τh
}

(3.7)
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Корiнь T1 дерева завжди є частиною крайнього лiвого шляху, тому ми
можемо природним чином поставити I0 := X = [−1, 1]d, який також є ку-
бом. Вигляд цих множин змiнюється в залежностi вiд використовуваної
метрики. Якщо використовувати евклiдову метрику, то множини будуть
перетинами гiперкуль, а якщо максимум-метрику — d-вимiрними гiперпря-
мокутниками.

Спробуємо перетворити послiдовнiсть Ih. Визначимо iншу послiдовнiсть:

Jh = (Jh−1 + unif(Jh−1)) ∩Bτh(0), (3.8)

де unif(Jh−1) означає точку, яку обрали за рiвномiрним розподiлом всере-
динi множини Jh−1, а Bτh(0) позначає метричну кулю радiусу τh з центром
у точцi 0.

Подiлимо члени цiєї послiдовностi на радiус τh i отримуємо такий вираз:

τ−1Jh = τ−1(τ−h+1Jh−1 − τ−h+1unif(Jh−1)) ∩B1(0) (3.9)

Позначимо τ−hJh як Xh, i тодi остаточний вигляд виразу маємо такий:

Xh = τ−1(Xh−1 − unif(Xh−1)) ∩B1(0) (3.10)

Перший елемент визначається як одинична куля: X0 = B1(0).
Оскiльки вигляд кожної наступної множини Xh цiєї послiдовностi (тоб-

то кожен наступний стан послiдовностi) залежить тiльки вiд попередньої
— Xh−1, то ця послiдовнiсть є ланцюгом Маркова за визначенням [8].

3.3 Ергодичнiсть (Харрiс-рекурентнiсть)

Теорема 3.3.1 Якщо зафiксувати α ∈ S i покласти

Rα := inf {h ≥ 1 : Xh = B1(0) враховуючи, що X0 = α} . (3.11)

Тодi ERα < ∞.

Згiдно з [2], дана теорема виконується для max-метрики на [−1, 1]d, а
також є припущення, що вона виконується i для довiльної метрики.
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Iншими словами, вищезазначена теорема каже, що ланцюг (Xh)h≥0 по-
трапляє у стан B1(0) нескiнченно часто. I можна припустити, що час, за
який ланцюг повертається у цей стан, є скiнченним i має скiнченне середнє.
Таким чином, можна роздiлити весь процес змiни Xh на незалежнi перiоди
мiж потраплянням у стан B1(0).

Для формулювання основної теореми необхiдно зробити декiлька ви-
значень (з [8]).

Визначення 3.3.1 Ланцюг Маркова (Xh)h≥0 у просторi станiв S є лан-
цюгом Харрiса, якщо iснують двi множини A,B ⊂ S, позитивна функцiя
q(x, y) ≥ ε > 0 для x ∈ A, y ∈ B i ймовiрнiсна мiра ρ, зосереджена на B,
така що виконуються такi двi умови: 1. P {inf {h ≥ 0 : Xh ∈ A} < ∞} >

0 для всiх можливих початкових станiв X0 ∈ S; 2. якщо x ∈ A i C ⊂ B,
то P {Xh+1 ∈ C | Xh = x} ≥

∫
C q(x, y)ρ(dy).

Визначення 3.3.2 Ланцюг Харрiса називається рекурентним, якщо iснує
стан α такий, що P {inf {h ≥ 1 : Xh = α} < ∞} = 1, коли X0 = α

Визначення 3.3.3 Рекурентний ланцюг Харрiса є аперiодичним, якщо
найбiльший спiльний дiльник множини {h ≥ 1 : P{Xh = α | X0 = α} > 0

дорiвнює 1.

Твердження (Xh)h≥0 — аперiодичний рекурентний ланцюг Харрiса.
За допомогою цього твердження (доведення в [2]) можна сформулювати

наступну важливу теорему про властивостi (Xh)h≥0.

Теорема 3.3.2 Ланцюг Маркова (Xh)h≥0 має стацiонарний розподiл I∞ i

lim
n→∞

|P{Xh = · | X0 = B1(0)− I∞(·)∥TV = 0, (3.12)

де ∥ · ∥TV позначає загальну вiдстань дисперсiї.

Доведення З твердження вище маємо, що (Xh) є аперiодичним реку-
рентним ланцюгом Харрiса. Згiдно з [8] цей ланцюг має стацiонарну мiру i
збiгається до стацiонарного розподiлу в загальнiй дисперсiї вiдстанi, якщо
RB1(0) є майже напевно скiнченним (виконання чого забезпечується 3.3.1).
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4 Моделювання

Метою є побудувати структуру vp-дерева, зобразити його крайнiй лi-
вий шлях та пов’язану з ним послiдовнiсть випадкових множин. Приведемо
декiлька вiзуалiзацiй для наглядностi, а потiм за допомогою моделювання
перевiримо, чи виконується те, що процес Xh нескiнченно часто повертає-
ться в початковий стан B0(1) i час його повернення в цей початковий стан
є скiнченним 3.3.2. Моделювання проводиться для евклiдової метрики; ви-
падок максимум-метрики детально дослiджено в [2].

Експеримент 1.
Кiлькiсть точок: 1000, τ=0.8
Висота дерева: 19
Довжина крайнього лiвого шляху для даного дерева: 8

Мал. 3. Крайнiй лiвий шлях для отриманого дерева.
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Мал. 4. Змiна послiдовностi Xh: пiсля розтягування та паралельного
переносу, але до перетину з одиничним колом. (Для наглядностi, бо сама
послiдовнiсть Xt має вигляд одиничних кiл.) Можна побачити, що кожна

наступна множина в даному випадку мiстить одиничне коло, а отже
перетин iз ним i дасть саме те коло.
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Експеримент 2.
Кiлькiсть точок: 1000, τ=0.9
Висота дерева: 28
Довжина крайнього лiвого шляху для даного дерева: 21

Мал. 5. Крайнiй лiвий шлях для отриманого дерева.

Мал. 6. Змiна послiдовностi Xh до перетину з одиничним колом.
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Мал. 7. Вигляд перших елементiв послiдовностi Xh.

Експеримент 3.
Кiлькiсть точок: 1000, τ=0.6
Висота дерева: 18
Довжина крайнього лiвого шляху для даного дерева: 6

Мал. 8. Крайнiй лiвий шлях для отриманого дерева.
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Мал. 9. Змiна послiдовностi Xh до перетину з одиничним колом.

Час повернення до початкового стану в залежностi вiд τ та кiль-
костi елементiв у наборi даних.
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5 Висновки

Квалiфiкацiйна робота на здобуття ступеня бакалавра присвячена vp-
деревам та їх властивостям. Результати роботи такi:

1. Розглянуто рiзнi структури даних для органiзацiї даних, пiдходи до
їх побудови та використання.

2. Проаналiзованi властивостi vp-дерев, а також пов’язаних iз ними ви-
падкових множин та ланцюгiв Маркова.

3. Побудовано модель vp-дерева, виконано серiю експериментiв iз моде-
лювання vp-дерев та пов’язаних iз ними множин.

Дана робота може бути розвинута далi в напрямку подальшого емпiри-
чного, а згодом i строгого дослiдження властивостей vp-дерев, таких як
залежнiсть їх збалансованостi вiд обраного радiусу.

Також можна покращувати саме програмний продукт, а саме створити
зручний iнтерфейс для задання параметрiв та метрик.
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Додатки

Код роботи

1 import numpy as np

2 import shapely.geometry as sg

3 from matplotlib import pyplot as plt

4 from matplotlib.patches import Circle

5 import descartes

6 from shapely import affinity

7 from statistics import mean

8

9 class Node:

10 def __init__(self , x, tau):

11 self.left = None

12 self.right = None

13 self.data = (x, tau)

14

15 class Tree:

16 def __init__(self , tau):

17 self.counter = 0

18 self.tau = tau

19

20 def createNode(self , x, tau):

21 return Node(x, tau)

22

23 def insert(self , node , x):

24 if node is None:

25 return self.createNode(x, self.tau)

26 if euclidean(x, node.data [0]) <= node.data [1]:

27 self.tau = node.data [1]* TAU

28 node.left = self.insert(node.left , x)

29 elif euclidean(x, node.data [0]) > node.data [1]:

30 self.tau = node.data [1]

31 node.right = self.insert(node.right , x)

32 return node

33

34 def height(self , root):

35 if root is None:

36 return 0
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37 leftHeight = self.height(root.left)

38 rightHeight = self.height(root.right)

39 return max(leftHeight , rightHeight) + 1

40

41 def fill(self , root , arr):

42 for a in arr:

43 self.insert(root , a)

44

45 def traverse(self , child , parent , position):

46 # parent is a previous circle

47 # child_patch is added at each step to the drawing

48 # child is a node: ((x,i), tau)

49 # at each step: child_circle is generated , then it is intersected

with parent

50 # then a patch is created , and this patch is added to the drawing

51 # then it recursively calls itself with arguments as follows:

52 # next node (child.left), child_circle

53 if child is not None:

54

55 child_circle = sg.Point(child.data [0][0] , child.data [0][1]).

buffer(child.data [1])

56 if position == "left":

57 child_circle = child_circle.intersection(parent)

58

59 child_patch = gen_patch(child_circle)

60 axes.add_patch(child_patch)

61

62 self.traverse(child.left , child_circle , "left")

63

64 def inorderTraversal(self , root):

65 res = []

66 if root:

67 res = self.inorderTraversal(root.left)

68 res.append(root.data)

69 res = res + self.inorderTraversal(root.right)

70 return res

71

72 def traverseLeft(self , node , res):

73 if node is not None:

74 res.append(node.data)

75 self.traverseLeft(node.left , res)

76

77

78 def euclidean(p1 , p2):

79 return np.sqrt(np.sum(np.power(p2 - p1, 2)))

80

81 def gen_patch(x):
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82 return descartes.PolygonPatch(x, fill=True , fc=(1,0,0 ,0.5), ec=(0,0,0,1)

, lw=2)

83

84 def set_graphics(unit):

85 plt.xlim(-4, 4)

86 plt.ylim(-4, 4)

87 plt.title(’visualisation of the X_h sequence ’)

88 plt.rcParams["figure.figsize"] = [10, 10]

89 unit = sg.Point (0,0).buffer (1)

90 unit2 = descartes.PolygonPatch(unit , fill=False , color=’black’)

91 axes.add_patch(unit2)

92 axes.set_aspect (1)

93

94 TAU = 0.9

95 xy_min = [-1, -1]

96 xy_max = [1, 1]

97 n = 20000 # n = int(input ("enter the number of points: "))

98 # np.random.seed (0)

99 data = np.random.uniform(low=xy_min , high=xy_max , size=(n,2))

100

101 figure , axes = plt.subplots ()

102 plt.figure (1)

103

104 # build vp-tree

105 tree = Tree(TAU)

106 root = tree.createNode(data[0], TAU)

107 tree.fill(root , data [1:])

108

109 # get nodes of the leftmost path

110 res = []

111 tree.traverseLeft(root , res)

112 x_i = [x[0][0] for x in res] # x coordinates of leftmost path

113 y_i = [x[0][1] for x in res] # y coordinates of leftmost path

114 rad = [x[1] for x in res] # tau

115 # print(res)

116

117 unit = sg.Point (0,0).buffer (1)

118 unit2 = descartes.PolygonPatch(unit , fill=False , color=’black’)

119 set_graphics(unit2)

120 axes.add_patch(unit2)

121

122 plt.tight_layout ()

123 plt.savefig(’/home/sunday/plots/file’ + ’0’ + ’.png’, dpi =100)

124 axes.clear ()

125 set_graphics(unit2)

126 n_circles = len(res) # the number of circles to draw

127 height = tree.height(root)

128 print("Висота дерева: ", height)
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129 print("Довжина крайнього лiвого шляху для даного дерева: ", n_circles)

130 circles = [unit]

131

132 # calculate steps before chain reaches point zero

133

134 zero = []

135 counter = 0

136

137 # draw the rest of the circles

138 for i in range(1, n_circles):

139 center = (x_i[i], y_i[i])

140

141 # modify X_(h-1) to get X_h

142 circle = circles[i-1]

143 circle = affinity.translate(circle , xoff=-center [0], yoff=-center [1])

144 circle = affinity.scale(circle , xfact =1/ rad[i], yfact =1/ rad[i])

145

146 # actually plot X_h

147 circle2 = gen_patch(circle) # draw a patch after translation and

scaling

148 axes.add_patch(circle2)

149 if circle.contains(unit):

150 zero.append(counter)

151 counter = 0

152 else:

153 counter += 1

154 circle = circle.intersection(unit) # intersect this scaled patch with

a unit circle: get a segment of the unit circle

155 # axes.add_patch(gen_patch(circle))

156 #circle3 = gen_patch(circle)

157 #axes.add_patch(circle3)

158 circles.append(circle)

159 plt.tight_layout ()

160 num = str(i)

161 if i < 10:

162 num = "0" + num

163 plt.savefig(’/home/sunday/plots/file’ + num + ’.png’, dpi =100)

164 axes.clear ()

165 set_graphics(unit2)

166

167 plt.show()

168

169 print(mean(zero))

170

171 # actually plotting points

172 figure , axes = plt.subplots ()

173 plt.xlim(-1, 1)

174 plt.ylim(-1, 1)
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175 plt.scatter(data[:, 0], data[:, 1], color=’black ’)

176 plt.scatter(x_i , y_i , color=’red’) # nodes of the leftmost path

177 tree.traverse(root , None , None)

178 plt.title(’vp-tree leftmost path visualisation ’)

179 plt.show()

Лiстинг 5.1: Код для генерацiї vp-дерева
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