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Abstract. The article addresses the problem of predicting the be-
havior of complex systems in the presence of random noise disturban-
ces. The relevance of this research is driven by the limitations of
traditional approaches, which often lose accuracy under conditions
of uncertainty and noise. The proposed approach is based on the
method of maximum entropy, which allows for the preservation of
information content and adaptation to unpredictable changes in the
data. The application of this method ensures optimal consistency
between the model and empirical observations, even with limited
or incomplete data. The study presents an algorithm for iterati-
ve parameter optimization using Lagrange multipliers and gradient
descent. Particular attention is given to accounting for the mean
value of the noise, which enhances the robustness and accuracy of
the predictions. The practical section demonstrates the viability of
the approach using a system with noisy measurements. The results
demonstrate the effectiveness of the maximum entropy method for
forecasting in various fields, including financial modeling and engi-
neering process management.
Keywords: maximization of entropy, forecasting, machine learning,
behavior of complex systems, noise in data.

Анотацiя. У статтi розглянуто проблему прогнозування пове-
дiнки складних систем в умовах випадкових шумових збурень.
Актуальнiсть дослiдження зумовлена обмеженнями традицiйних
пiдходiв, якi часто втрачають точнiсть в умовах невизначеностi
та шумiв. Пропонований пiдхiд ґрунтується на методi максимi-
зацiї ентропiї, що дозволяє зберiгати iнформацiйну ефективнiсть
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i адаптуватися до непередбачуваних змiн у даних. Застосування
цього методу забезпечує оптимальну узгодженiсть мiж моделлю
та емпiричними спостереженнями навiть за обмежених або не-
повних даних. У дослiдженнi представлено алгоритм iтеративної
оптимiзацiї параметрiв з використанням Лагранжових множни-
кiв та градiєнтного спуску. Особливу увагу придiлено врахуван-
ню середнього значення шуму, що пiдвищує стiйкiсть та точнiсть
прогнозiв. Практична частина демонструє життєздатнiсть пiдхо-
ду на прикладi системи з шумовими вимiрюваннями. Отриманi
результати пiдтверджують ефективнiсть методу максимiзацiї ен-
тропiї для прогнозування в рiзних галузях, зокрема у фiнансово-
му моделюваннi та управлiннi iнженерними процесами.
Ключовi слова: максимiзацiя ентропiї, прогнозування, машин-
не навчання, поведiнка складних систем, шум в даних.

Вступ

Традицiйнi пiдходи до моделювання часто демонструють зниження ефе-
ктивностi через накопичення помилок, спричинених неточностями у вимi-
рюваннях.

Прогнозування поведiнки складних систем у реальних умовах стикає-
ться з численними викликами, серед яких ключовими є шумовi збурення
та невизначенiсть параметрiв [1].

В умовах обмеженої або неповної iнформацiї виникає потреба у пiдходах,
якi зберiгають максимум доступної iнформацiї та дозволяють адаптуватися
до випадкових збурень. Одним iз таких методiв є максимiзацiя ентропiї, яка
забезпечує оптимальну узгодженiсть мiж моделлю та даними, враховуючи
наявний шум.

Метод максимiзацiї ентропiї, вперше запропонований для оцiнювання
ймовiрнiсних розподiлiв [2], знайшов широке застосування у випадках, ко-
ли необхiдно працювати з обмеженими даними. В основi цього пiдходу ле-
жить принцип збереження максимальної невизначеностi (ентропiї) у межах
доступної iнформацiї, що дозволяє уникати надмiрної пiдгонки моделi та
залишатися стiйким до шуму [3].

У цiй статтi розглядається математична модель, яка використовує ма-
ксимiзацiю ентропiї для прогнозування складних систем у присутностi шу-
мових збурень.

Особливу увагу придiлено врахуванню середнього значення шуму, що до-
зволяє коригувати емпiричнi спостереження та пiдвищувати точнiсть про-
гнозiв.

Також представлено алгоритм iтеративної оптимiзацiї параметрiв моделi
та Лагранжових множникiв iз використанням градiєнтного спуску.

Метою цiєї роботи є розробка стiйкої моделi прогнозування, яка ефе-
ктивно адаптується до шумiв i забезпечує максимальну iнформацiйну ефе-
ктивнiсть.
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Практичний приклад демонструє застосування методу для моделювання
поведiнки системи з шумовими вимiрюваннями, що пiдтверджує життєзда-
тнiсть пiдходу та його потенцiал для застосування в рiзних галузях [4].

Стаття структурована наступним чином: у першому роздiлi описано ма-
тематичнi основи моделi та припущення; у другому — алгоритм iтератив-
ної оптимiзацiї; у третьому — наведено числовий приклад застосування;
у висновках пiдсумовано ключовi результати та перспективи подальшого
використання методу.

1. Постановка задачi

Прогнозування поведiнки складних систем, що пiддаються шумовим впли-
вам, є актуальною проблемою, оскiльки традицiйнi методи часто втрача-
ють точнiсть в умовах невизначеностi.

Необхiднiсть адаптацiї моделей до випадкових збурень зберiгаючи iн-
формацiйну ефективнiсть пiдкреслює важливiсть розробки нових пiдходiв.

У статтi розглядається використання методу максимiзацiї ентропiї, який
дозволяє забезпечити оптимальну узгодженiсть мiж моделлю та даними
навiть за наявностi шуму, пiдвищуючи точнiсть прогнозiв [5].

Припустимо, що параметри моделi належать множинi

θ ∈ Θ ⊂ Rm,

де
Θ = [θmin, θmax],

що означає обмеженiсть значень параметрiв у визначеному iнтервалi.
Ймовiрнiсний розподiл параметрiв P (Θ) є неперервно диференцiйованим

на всьому просторi Θ.
Функцiя моделi f(x, θ), яка описує зв’язок мiж вхiдними параметрами x

та прогнозованим значенням, є обмеженою [6]:

fmin ≤ f(x, θ) ≤ fmax, ∀x ∈ Rm, ∀θ ∈ Θ.

Шумовi компоненти εi для кожного спостереження є незалежними та
належать множинi [7]:

εi ∈ Ξ, Ξ =

n∏
i=1

Ξi, (1)

де Ξi = [εmin, εmax].
Рiвняння (1) означає, що шум для кожного вимiрювання має незалежний

розподiл з обмеженим дiапазоном значень.
Вiдповiдно, ймовiрнiсний розподiл шуму

Q(εi)

є неперервно диференцiйованим та має мультиплiкативну структуру:

Q(εi) =

n∏
i=1

Qi(εi).
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Модель, що описує поведiнку системи через залежнiсть мiж вхiдними
параметрами та результатами, забрудненими шумами, можна записати у
виглядi рiвняння [8]:

ŷ = f (xi, θ) ,

yi = ŷi + εi, i = 1, n,

де ŷ — модельований вихiд без шуму; yi — результати спостережень, yi ∈ Y ;
xi — вхiднi параметри системи, xi ∈ X.

2. Оптимiзацiйна задача для максимiзацiї ентропiї

Припустимо, що задача максимимiзацiї функцiї ентропiї для ймовiрнi-
сних розподiлiв параметрiв P (Θ) та шумiв Q(εi) формулюється як [9]:

H [P(θ),Q(ε)] =

= −
∫
Θ

P (θ) lnP (θ) dθ −
n∑
i=1

∫
Q(εi) lnQ(εi) dε→ max . (2)

Припустимо iснування пiдпорядкованих умов:
1. Нормування розподiлiв:∫

Θ

P (θ)dθ = 1,

∫
Q (εi) dε = 1, ∀i.

2. Баланс емпiричних спостережень:

Φi [P (θ) , Q (ε)] =

∫
Θ

f (xi, θ)P (θ) dθ +

∫
εiQ (εi) dε = yi.

Розв’язання екстремальної задачi (2) дає оптимальнi розподiли параме-
трiв i шуму у виглядi:

P ′ (θ | Y,X) =

exp

(
−

n∑
i=1

λif(xi, θ)

)
Z (λ,X)

,

Q′ (εi|Y,X) =
exp (λiεi)

Zi (λi)
.

де λi — Лагранжовi множники, що визначаються з умов балансу, а Z(·) —
нормувальнi константи.

Потрiбнi нам нножники λi визначаються з такої нелiнiйної системи рiв-
нянь: ∫

Θ

f (xi, θ) exp

(
−

n∑
i=1

λif (xi, θ)

)
dθ +

∫
εi exp (λiεi) dε = yi.
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Ця математична модель максимальної ентропiї дозволяє прогнозувати
поведiнку складних систем в умовах шуму, зберiгаючи максимум iнформа-
цiї про параметри та розподiли шумiв [10].

Використання Лагранжових множникiв забезпечує узгодженiсть мiж спо-
стереженнями i моделлю, що робить пiдхiд стiйким до випадкових збурень
у даних [11].

Припустимо, що середнє значення шуму для вимiрювання εi можна ви-
значити як:

ε̄i =

∫
Ξi

εi exp (λiεi) dε∫
Ξi

exp (λiεi) dε
. (3)

Рiвняння (3) дозволяє коригувати емпiричнi значення спостережень:

ȳi = yi − ε̄i,

де ȳi — скориговане значення, яке використовується для подальших роз-
рахункiв.

Вiдповiдно, оновлена математична модель iз середнiм значенням шуму:

1. Коригування спостережень: замiсть використання вихiдних значень
ȳi, використовуються скоригованi значення:

ỹi = yi − ε̄i.

2. Оновленi умови балансу для кожного спостереження приймають
вигляд: ∫

Θ

f (xi, θ)P
′ (θ) dθ + ε̄i = ỹi.

3. Оптимальнi розподiли параметрiв та шумiв, враховуючи середнє
значення шуму:

P ′
(
θ|Ỹ , X

)
=

exp

(
−

n∑
i=1

λif (xi, θ)

)
ZP (λ,X)

,

Q′
(
εi|Ỹ , X

)
=

exp (λiεi)

ZQ (λi)
.

Псевдокод описаного методу:
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Algorithm. MaxEntropyPrediction
1: Inputs: X, Y , Tolerance, max_iterations
2: Initialize:
3: θ ← Random initialization within Θ = [θmin, θmax]
4: λ← Initialize Lagrange multipliers to zero
5: iteration ← 0
6: procedure Define functions:
7: a) ModelFunction(x, θ):
8: Return predicted output f(x, θ) bounded by fmin ≤ f(x, θ) ≤ fmax

9: b) MeanNoise(λi):
10: Calculate mean noise: ε̄i ←

∫
εi exp(λiεi) dεi∫
exp(λiεi) dεi

11: c) NormalizePDF(P,Q):
12: Ensure normalization:

∫
P (θ) dθ = 1,

∫
Q(εi) dεi = 1

13: end procedure
14: repeat
15: Update model predictions:
16: for i← 1 to n do
17: ŷ[i]← ModelFunction(X[i], θ)
18: ε[i]← Y [i]− ŷ[i]
19: ε̄[i]← MeanNoise(λ[i])

20: Ỹ [i]← Y [i]− ε̄[i]
21: end for
22: Compute entropy-optimal PDFs:
23: P ∗(θ)← exp(−

∑
λ[i] ModelFunction(X[i],θ))

ZP (λ,X)

24: Q∗(εi)← exp(λ[i] εi)
ZQ(λ[i])

25: for i← 1 to n do
26: Φi ←

∫
f(X[i], θ)P ∗(θ) dθ + ε̄[i]

27: if |Φi − Ỹ [i]| < Tolerance then
28: Continue to next iteration
29: else
30: Adjust λ[i] using gradient descent:
31: λ[i]← λ[i]− α ∂Φi

∂λ[i]

32: end if
33: end for
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Algorithm. *
Продовження алгоритму MaxEntropyPrediction

34: Update parameters θ:
35: θ ← θ − β ∂H

∂θ
36: Ensure θ ∈ Θ = [θmin, θmax]
37: Normalize PDFs: NormalizePDF(P ∗, Q∗)
38: if change in λ or θ < Tolerance then
39: Break from loop
40: else
41: iteration ← iteration +1
42: end if
43: until convergence or iteration = max_iterations
44: Output: Return θ, λ, P ∗, Q∗

Приклад 1. Розглянемо систему, яка вимiрює температуру в трьох точках.
Через випадковий шум результати спостережень забрудненi.

Завдання — скоригувати спостереження та знайти оптимальнi параме-
три, якi моделюють поведiнку системи, використовуючи метод максимiза-
цiї ентропiї.
Данi:

– Вимiрянi значення температури: Y = [22.5, 24.1, 23.0].
– Вхiднi параметри: X = [1, 2, 3] (припустимо, що це iндекси точок).
– Початкове значення параметрiв моделi: θ = 5.0.
– Шум εi є обмежений у дiапазонi [−1.0, 1.0].
– Початковi Лагранжовi множники: λ = [0.1, 0.1, 0.1].
– Допустима похибка: Tolerance = 0.01.
– Максимальна кiлькiсть iтерацiй: max_iterations = 100.
– Навчальнi коефiцiєнти: α = 0.01, β = 0.01.

Приклад використання алгоритму.

Algorithm. MaxEntropyPrediction
1: Initialize:
2: θ ← 5.0
3: λ← [0.1, 0.1, 0.1]
4: iteration ← 0

5: procedure Functions:
6: a) ModelFunction(x, θ) = θ · x
7: b) MeanNoise(λi) =

∫
εi exp(λiεi)dεi∫
exp(λiεi)dεi

= 1
λi

for εi ∈ [−1, 1]

8: c) NormalizePDF(P,Q): Ensure PDFs are normalized.
9: end procedure
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Algorithm. *
Продовження алгоритму MaxEntropyPrediction

10: repeat
11: Update model predictions:
12: ŷ = [ModelFunction(1, θ),ModelFunction(2, θ),ModelFunction(3, θ)] =

[5.0, 10.0, 15.0]
13: Calculate noise:
14: ε = [22.5− 5.0, 24.1− 10.0, 23.0− 15.0] = [17.5, 14.1, 8.0]

15: ε̄ =
[

1
λ[1] ,

1
λ[2] ,

1
λ[3]

]
= [10.0, 10.0, 10.0]

16: Ỹ = [Y [i]− ε̄[i] for i ∈ 1..3] = [12.5, 14.1, 13.0]
17: Compute PDFs:
18: P ∗(θ) = exp(−

∑
λ[i]·ModelFunction(X[i],θ))

ZP (λ,X)

19: Q∗(εi) = exp(λ[i]·εi)
ZQ(λ[i])

20: Check empirical balance:
21: Φi =

∫
ModelFunction(X[i], θ) · P ∗(θ)dθ + ε̄[i]

22: if |Φi − Ỹ [i]| < Tolerance for all i then
23: Break loop
24: else
25: Adjust λ[i]: λ[i] = λ[i]− α · (Φi − Ỹ [i])
26: end if
27: Update parameters θ: θ = θ − β · ∂H∂θ
28: Normalize PDFs: NormalizePDF(P ∗, Q∗)
29: if change in λ or θ < Tolerance then
30: Break loop
31: else
32: iteration ← iteration +1
33: end if
34: until convergence or iteration = max_iterations
35: Output: Return θ, λ, P ∗, Q∗

Розрахунок на першiй iтерацiї:
1. Прогнозованi значення:

ŷ = [5.0, 10.0, 15.0].

2. Шум та його середнє значення:

ε = [17.5, 14.1, 8.0], ε̄ = [10.0, 10.0, 10.0].

3. Коригування спостережень:

Ỹ = [12.5, 14.1, 13.0].

4. Перевiрка умов балансу: на цiй iтерацiї умова балансу не ви-
конується, тому алгоритм оновлює λ та θ.

5. Оновлення параметрiв: припустимо, що градiєнтний спуск змен-
шив λ та змiнив θ. Новi значення: λ = [0.09, 0.09, 0.09], θ = 4.9.
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Цей приклад iлюструє, як метод максимiзацiї ентропiї коригує спостере-
ження на основi середнього значення шуму та поступово покращує параме-
три моделi [12]. Алгоритм стабiльно працює в умовах шуму та забезпечує
узгодженiсть мiж теоретичною моделлю та емпiричними даними.

Висновок

У статтi розглянуто пiдхiд до прогнозування поведiнки складних систем
iз використанням максимiзацiї ентропiї, що дозволяє працювати в умовах
шуму. Використання цього методу забезпечує максимальне збереження iн-
формацiї про параметри моделi та ймовiрнi розподiли шуму. Наведений
алгоритм дозволяє коригувати спостереження за допомогою середнього
значення шуму, пiдвищуючи точнiсть прогнозiв. Основнi результати до-
слiдження включають:

1. Формулювання моделi максимальної ентропiї: представлено мате-
матичну модель, яка максимiзує ентропiю розподiлiв параметрiв i
шумiв, забезпечуючи оптимальнi прогнози за умов обмеженої та
шумової iнформацiї.

2. Використання середнього значення шуму: додавання середнього зна-
чення шуму дозволило коригувати вихiднi данi, що пiдвищило стiй-
кiсть моделi до випадкових збурень.

3. Оновлення параметрiв за допомогою градiєнтного спуску: алгоритм
iтеративно оновлює параметри моделi та множники Лагранжа, за-
безпечуючи узгодженiсть мiж емпiричними даними та прогнозами.

4. Емпiрична перевiрка: практичний приклад продемонстрував, що
модель коректно адаптується до шуму та поступово покращує про-
гнози шляхом iтеративного оновлення параметрiв.

5. Переваги методу: пiдвищена стiйкiсть до шуму, збереження макси-
муму iнформацiї в умовах невизначеностi, придатнiсть для скла-
дних систем iз нелiнiйними залежностями.

У пiдсумку, метод максимiзацiї ентропiї є ефективним пiдходом для
прогнозування в умовах випадкових збурень, оскiльки дозволяє зменшити
вплив шуму та пiдвищити точнiсть моделювання. Розроблений алгоритм
може бути застосований у рiзних галузях, включаючи iнженернi системи,
фiнансове моделювання та управлiння процесами, де необхiдно працювати
з неточними чи частково спотвореними даними.
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