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Abstract. The paper develops the theory of existence and necessary
optimality conditions for optimal control problems with a vector
quality criterion for systems with distributed parameters and generali-
zed impacts. The concept of (K, e, ε)-approximate efficiency is investi-
gated. Necessary conditions for (K, e, ε)-approximate efficiency of
admissible controls in the form of variational inclusions are proved.
Methods for solving problems of vector optimization of linear distri-
buted systems with generalized control are proposed. Convergence of
algorithms with errors is proved.
Keywords: vector optimization, distributed parameters system, ge-
neralized control, optimality conditions, algorithm, convergence.

Анотацiя. У роботi розвинена теорiя iснування та необхiдних
умов оптимальностi для задач оптимального керування з вектор-
ним критерiєм якостi системами, що описуються рiвняннями ма-
тематичної фiзики з узагальненими впливами. Дослiджено по-
няття (K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi. Доведено необхi-
днi умови (K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi допустимих ке-
рувань у виглядi варiацiйних включень. Запропоновано методи
розв’язання задач векторної оптимiзацiї лiнiйних розподiлених
систем з узагальненим керуванням. Доведено збiжнiсть алгори-
тмiв iз похибками в iтерацiйних пiдзадачах.
Ключовi слова: векторна оптимiзацiя, система з розподiлени-
ми параметрами, узагальнене керування, умови оптимальностi,
алгоритм, збiжнiсть.
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Вступ

Теорiя задач багатокритерiальної (векторної) оптимiзацiї є одним iз тих
роздiлiв сучасної теорiї екстремальних задач, який iнтенсивно розвивається
в останнi десятилiття [1–6]. Дослiдженню проблем векторної оптимiзацiї та
пошуку ефективних методiв їх розв’язання присвячено надзвичайно багато
лiтератури. Мабуть, вперше математичну проблему векторної оптимiзацiї
було поставлено iталiйським економiстом Вiлфредо Парето (1848–1923). Не
випадково саме в рамках математичної економiки сформулювалося одне
з ключових для проблеми багатокритерiального вибору поняття Парето-
оптимальностi, яке лежить в основi сучасних уявлень про кооперативну
економiчну ефективнiсть.

Основнi зусилля вчених концентруються на розробцi таких традицiй-
них для теорiї оптимiзацiї напрямкiв, як теореми iснування оптимальних
розв’язкiв, умови оптимальностi, двоїстiсть в задачах векторної оптимiза-
цiї, стiйкiсть оптимальних розв’язкiв. Значну частину дослiджень присвя-
чено проблемi скаляризацiї, що можна пояснити тим, що зведення зада-
чi векторної оптимiзацiї до задачi або родини задач скалярної оптимiзацiї
вiдкриває шлях для використання у векторнiй оптимiзацiї арсеналу добре
розроблених аналiтичних i чисельних методiв скалярної оптимiзацiї. Вiд-
мiтимо статтю [7], де автори виклали плiдну iдею побудови алгоритмiв для
задач пошуку оптимуму за Парето для гладких вектор-функцiй.

Задачам оптимального керування зосередженими та розподiленими си-
стемами з векторними критерiями присвячено роботи [1, 4, 8–14]. У робо-
тах [9–11] дослiджувались задачi пошуку рiвноваги за Нешем, а в [12–14] —
лiнiйно-квадратичнi задачi Парето-оптимiзацiї. Окремо вiдмiтимо роботу
А. Бенсусана, Ж.-Л. Лiонса, Р. Темама [15], яка мiстить ряд принципових
постановок задач та пiдходiв до їх розв’язання.

Мета роботи — розвинути теорiю iснування та необхiдних умов опти-
мальностi для задач оптимального керування з векторним критерiєм якостi
системами, що описуються рiвняннями математичної фiзики з узагальне-
ними впливами [16,17]. Увагу придiлено побудовi i дослiдженню збiжностi
методiв розв’язання задач векторної оптимiзацiї лiнiйних розподiлених си-
стем. Дослiджено поняття (K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi. Ґрунту-
ючись на векторному варiантi класичного варiацiйного принципу Екланда,
доведено умови (K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi допустимих керу-
вань у виглядi варiацiйних включень. Запропоновано методи розв’язання
задач векторної оптимiзацiї лiнiйних розподiлених систем з узагальненим
керуванням. Доведено збiжнiсть алгоритмiв iз похибками в iтерацiйних
пiдзадачах. Деякi з результатiв були ранiше опублiкованi у статтях [18,19].

1. Постановка задач та допомiжнi результати

Нехай W1, W2, H1, H2 i H — п’ять просторiв Гiльберта над полем R.
Позначимо вiдповiдно через ‖·‖W1

, ‖·‖W2
, ‖·‖H1

, ‖·‖H2
, ‖·‖H норми в W1,

W2, H1, H2 i H, а через (·, ·)W1
, (·, ·)W2

, (·, ·)H1
, (·, ·)H2

, (·, ·)H — вiдповiднi
скалярнi добутки. Нехай
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– вкладення Wi в Hi, Hi в H неперервнi та щiльнi;
– простiр Hi промiжний мiж Wi та H, i = 1, 2.

Ототожнимо простiр H зi спряженим до нього простором. Нехай W−1 ,
W−2 , H−1 i H−2 — простори, спряженi вiдповiдно до W1, W2, H1 i H2. То-
дi H можна ототожнити з деякими пiдпросторами в W−1 , W−2 , H−1 i H−2 .
Приходимо до двох ланцюжкiв гiльбертових оснащень

W1 ⊆ H1 ⊆ H ⊆ H−1 ⊆W
−
1 , W2 ⊆ H2 ⊆ H ⊆ H−2 ⊆W

−
2 ,

причому кожен простiр щiльний в наступному i вкладення неперервнi.
Нехай функцiонування деякої системи описується вiдомим нам лiнiйним

та неперервним оператором L ∈ L
(
W1,W

−
2

)
i заданi простiр керувань —

гiльбертiв простiр V , ототожнений зi своїм спряженим, i вiдображення (не-
лiнiйне) F : V →W−2 .

Через L + позначимоH-спряжений до L оператор, тобто L + ∈ L
(
W2,W

−
1

)
i 〈Ly, p〉W−2 ,W2

= 〈y,L +p〉W1,W
−
1

для y ∈W1, p ∈W2.
Для кожного керування u ∈ V стан системи y = y (u) визначається як

узагальнений розв’язок операторного рiвняння

Ly = F (u) , (1)

тобто, y ∈ H1 — елемент, що задовольняє тотожнiсть〈
y,L +p

〉
H1,H

−
1

= 〈F (u) , p〉W−2 ,W2
∀ p ∈W2 : L +p ∈ H−1 .

Припустимо, що виконуються апрiорнi оцiнки

‖y‖H1
≤ c ‖Ly‖W−2 ∀ y ∈W1, (2)

‖p‖H2
≤ c

∥∥L +p
∥∥
W−1

∀ p ∈W2. (3)

Має мiсце наступна теорема [16].

Теорема 1. Якщо справджуються апрiорнi оцiнки (2), (3), то для довiль-
ного f ∈ H−2 iснує єдиний розв’язок y ∈W1 операторного рiвняння

Ly = f, (4)

а для f ∈ W−2 iснує єдиний узагальнений розв’язок y ∈ H1 рiвняння (4).
При цьому оператор f 7→ y неперервний у вiдповiдних топологiях.

Аналогiчний факт має мiсце i для спряженого рiвняння L +p = g. До-
ведення апрiорних оцiнок вигляду (2), (3) для багатьох класiв диференцi-
альних операторiв наведено в [16,20].

Справедливi твердження [16, 20]: звичайний (класичний) розв’язок рiв-
няння (4) є узагальненим; якщо узагальнений розв’язок y ∈ H1 рiвняння
(4) належить простору W1, то вiн є звичайним розв’язком; якщо y ∈ H1

— узагальнений розв’язок рiвняння (4) iз правою частиною f ∈ R (L), то
y ∈W1 i є звичайним розв’язком.

Згiдно теореми 1 рiвняння (1) однозначно визначає стан системи y (u).
Крiм того, нехай задано спостереження zi (u) = Ciy (u), i = 1,m, де Ci ∈
L (H1, Ei), Ei — деякi гiльбертовi простори, канонiчно ототожненi зi своїми
спряженими.
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Кожному керуванню u ∈ V вiдповiдає значення векторного критерiю
якостi

J (u) =

 1
2 ‖ C1y (u) − a1‖2E1

· · ·
1
2 ‖Cmy (u)− am‖2Em

 ,

де ai ∈ Ei, i = 1,m — заданi елементи.
Припустимо, що у просторi Rm задано гострий замкнений опуклий ко-

нус K з непорожньою внутрiшнiстю, тобто множину, що задовольняє такi
умови:

– −K
⋂
K = {0} (гострота);

– λK ⊆ K (λ ≥ 0) (конус);
– K +K ⊆ K (опуклiсть конуса);
– clK = K, intK 6= ∅.

Позначимо K∗ = {k∗ ∈ Rm : (k∗, k)Rm ≥ 0 ∀k ∈ K} — невiд’ємний спря-
жений до K конус, причому intK∗ 6= ∅ завдяки гостротi конуса K [21].

Нехай у просторi V задано множину допустимих керувань U ⊆ V .
Задача полягає у пошуку допустимих керувань u ∈ U таких, що

J (v) /∈ J (u)− (K\ {0}) ∀ v ∈ U. (5)

Допустимi керування, що задовольняють (5), називаємо ефективними
або оптимальними за Парето [6], а множину таких керувань позначимо
EK (U). Задачу знаходження елементiв EK (U) будемо позначати

J (u)→ K-min,

Ly = F (u) , u ∈ U.
Крiм знаходження елементiв множини EK (U), будемо розглядати кла-

сичнi задачi пошуку строго та слабко ефективних (оптимальних за Слей-
тером) допустимих керувань [6], визначених вiдповiдно так:

u ∈ SEK (U)⇔ J (v) /∈ J (u)−K ∀ v ∈ U\ {u} , (6)

u ∈WEK (U)⇔ J (v) /∈ J (u)− intK ∀ v ∈ U. (7)
Задачi знаходження елементiв множин SEK (U) i WEK (U) будемо вiд-

повiдно позначати таким чином{
J (u)→ K-s-min,
Ly = F (u) , u ∈ U,

{
J (u)→ K-w-min,
Ly = F (u) , u ∈ U.

Якщо у формулах (5)-(7) замiсть множини U поставити перетин U ∩
O (u), де O (u) — деякий окiл точки u, то допустиме керування u будемо
називати вiдповiдно локально ефективним, локально строго ефективним
i локально слабко ефективним. Позначимо вiдповiднi множини locEK (U),
locSEK (U) i locWEK (U).

Очевидно, що
SEK (U) ⊆ EK (U) ⊆WEK (U)

та
locSEK (U) ⊆ locEK (U) ⊆ locWEK (U) .
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Отже, якщо SEK (U) 6= ∅, то непорожнi й iншi з описаних тут ефектив-
них множин, а необхiдна умова локальної слабкої ефективностi буде необ-
хiдною умовою локальної ефективностi та локальної строгої ефективностi.

2. Теореми iснування та апроксимацiї

Використавши класичний принцип «компактнiсть + (напiв) неперерв-
нiсть = iснування», одержимо такi результати.

Теорема 2. Нехай виконано умови:
1) Rm+ ∩ intK∗ 6= ∅;
2) U — слабко компактна пiдмножина простору Гiльберта V ;
3) F : V →W−2 — слабко неперервний оператор (тобто, F : V →W−2

неперервний як оператор, дiючий iз простору V з слабкою топо-
логiєю у простiр W−2 також з слабкою топологiєю).

Тодi множина ефективних керувань EK (U) непорожня.

Доведення. Використаємо класичний у багатокритерiальнiй оптимiзацiї ме-
тод скаляризацiї за допомогою лiнiйної згортки [6]. З 1) випливає iснування
такого вектору k∗ ∈ Rm+ = {k = (k1, ..., km) ∈ Rm : k1 ≥ 0, ..., km ≥ 0}, що

(k∗, k)Rm > 0 ∀ k ∈ K\ {0} .

Доведемо iснування розв’язкiв екстремальної задачi

(k∗, J (u))Rm → inf
u∈U

Ly = F (u) , u ∈ U.
Розглянемо мiнiмiзуючу послiдовнiсть (up) допустимих керувань, тобто,

up ∈ U, lim
p→∞

(k∗, J (up))Rm = inf
u∈U

(k∗, J (u))Rm .

Оскiльки U — слабко компактна множина, то можна вважати, що

up → u∗ ∈ U слабко в V.

З урахуванням слабкої неперервностi оператора F : V → H−2 маємо, що

F (up)→ F (u∗) слабко в W−2 ,

зокрема, послiдовнiсть елементiв F (up) обмежена у просторi W−2 .
Iз теореми 1 випливає, що для довiльного p ∈ N iснує єдиний елемент

yp = y (up) ∈ H1 такий, що 〈yp,L +p〉H1,H
−
1

= 〈F (up) , p〉W−2 ,W2
∀ p ∈ W2 :

L +p ∈ H−1 , i ‖yp‖H1
≤ c ‖F (up)‖W−2 . Послiдовнiсть (yp) обмежена у просто-

рi H1, а отже, з неї можна видiлити пiдпослiдовнiсть (яку знову позначимо
(yp)), слабко збiжну у просторi H1 до елемента y∗ ∈ H1. Здiйснивши у
вищенаведенiй тотожностi граничний перехiд при p→∞, одержимо〈

y∗,L +p
〉
H1,H

−
1

= 〈F (u∗) , p〉W−2 ,W2
∀ p ∈W2 : L +p ∈ H−1 ,
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тобто, y∗ ∈ H1 — узагальнений розв’язок (1), що вiдповiдає керуванню
u∗ ∈ U . З огляду на слабку напiвнеперервнiсть знизу функцiонала

H1 � y 7→ 1
2

m∑
i=1

k∗i ‖Ciy − ai‖
2
Ei

маємо

(k∗, J (u∗))Rm ≤ lim inf
p→∞

(k∗, J (up))Rm = inf
u∈U

(k∗, J (u))Rm .

Покажемо, що u∗ ∈ EK (U). Вiд супротивного. Припустимо, що iснує
керування v ∈ U таке, що J (v) − J (u∗) ∈ − (K\ {0}). Тодi згiдно з вибо-
ром вектора k∗ маємо (k∗, J (v))Rm < (k∗, J (u∗))Rm . Отримане протирiччя
доводить теорему. �

Аналогiчно доводиться

Теорема 3. Нехай виконано умови:
1) U — компактна пiдмножина простору Гiльберта V ;
2) F : V → H−2 — неперервний оператор.

Тодi множина ефективних керувань EK (U) непорожня.

Зауваження 1. У загальному некомпактному випадку множини допусти-
мих керувань U ⊆ V множина ефективних розв’язкiв EK (U) може бути
порожньою. Однак, вiдповiдним чином послабивши поняття ефективно-
го розв’язку, можна одержати деякi змiстовнi результати про iснування
розв’язкiв i в цiй ситуацiї, що буде зроблено нижче.

Розглянемо апроксимацiю задачi (5) сингулярного векторного оптималь-
ного керування скiнченновимiрною задачею.

Припустимо, що V — сепарабельний простiр Гiльберта. Тодi iснує послi-
довнiсть лiнiйних скiнченновимiрних пiдпросторiв Vs ⊆ V , яка задовольняє
умову граничної щiльностi: lims→∞ infu′∈Vs ‖u′ − u‖V = 0 (u ∈ V ).

Нехай U — слабко компактна пiдмножина простору керувань V . Розгля-
немо послiдовнiсть (Us) замкнених опуклих пiдмножин Vs, що рiвномiрно
по s обмеженi в нормi простору V та апроксимують множину допустимих
керувань U у наступному розумiннi:

∀u ∈ U ∃us ∈ Us : us −−−→
s→∞

u сильно в V, (8)

∀u ∈ V, us ∈ Us : us −−−→
s→∞

u слабко в V ⇒ u ∈ U. (9)

Задачу (5), тобто,
J (u)→ K-min, (10)
Ly = F (u) , u ∈ U (11)

апроксимуємо наступною задачею

J (u)→ K-min, (12)

Ly = F (u) , u ∈ Us ⊆ Vs ⊆ V. (13)
Має мiсце
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Твердження 1. Нехай Rm+ ∩ intK∗ 6= ∅ i вiдображення F : V → W−2
слабко неперервне. Тодi для кожного s ∈ N множина EK (Us) ефективних
розв’язкiв задачi (12), (13) непорожня.

Вiзьмемо довiльний вектор k∗ ∈ Rm+ ∩ intK∗ 6= ∅ та розглянемо екстре-
мальнi задачi

(k∗, J (u))Rm → inf, (14)

Ly = F (u) , u ∈ Us ⊆ Vs ⊆ V (15)
та

(k∗, J (u))Rm → inf, (16)

Ly = F (u) , u ∈ U. (17)
Зрозумiло, що (14), (15) i (16), (17) мають розв’язки, причому всi вони

належать множинам EK (Us) i EK (U) вiдповiдно.
Припустимо, що

оператор F : V →W−2 неперервний та слабко неперервний. (18)

Нехай ū ∈ U ∩ EK (U) — деяке оптимальне керування системою (16),
(17), а (ūs): ūs ∈ Us ∩ EK (Us) — послiдовнiсть розв’язкiв задач (14), (15).
Тодi за умовою (8) iснує послiдовнiсть us ∈ Us така, що ‖us − ū‖V → 0 при
s→∞.

Через сильну неперервнiсть оператора F : V →W−2 маємо

‖F (us)− F (ū)‖W−2 → 0 при s→∞. (19)

З (19) та нерiвностi

‖ys − ȳ‖H1
≤ C ‖F (us)− F (ū)‖W−2 ,

де ys = y (us) ∈ H1, ȳ = y (ū) ∈ H1 — узагальненi розв’язки рiвняння стану
системи (1), якi вiдповiдають керуванням us, ū, випливає, що ‖ys − ȳ‖H1

→
0 при s→∞. Оскiльки функцiонал

H1 � y 7→ 1
2

m∑
i=1

k∗i ‖Ciy − ai‖
2
Ei

(20)

є сильно неперервним, то

lim sup
s→∞

(k∗, J (ūs))Rm ≤ lim
s→∞

(k∗, J (us))Rm =

= (k∗, J (ū))Rm = inf
u∈U

(k∗, J (u))Rm . (21)

Розглянемо послiдовнiсть (ūs). Множини Us рiвномiрно по s обмеженi
у гiльбертовому просторi V . Отже, iснує пiдпослiдовнiсть (ūsk) i елемент
u′ ∈ V такi, що ūsk → u′ слабко в V .

Iз апроксимацiйної умови (9) випливає, що u′ ∈ U . Оператор F : V →
W−2 — слабко неперервний (умова (18)), тому F (ūsk) → F (u′) слабко в
W−2 . Послiдовнiсть F (ūsk) обмежена в нормi простору W−2 . Тому з оцiнки

‖y (ūsk)‖H1
≤ C ‖F (ūsk)‖W−2

77



О. С. ХАРЬКОВ, Я. I. ВЕДЕЛЬ, В. В. СЕМЕНОВ

маємо, що (y (ūsk)) — обмежена в H1 послiдовнiсть. Видiляємо з послiдов-
ностi (y (ūsk)) слабко збiжну пiдпослiдовнiсть (y(ūskl )):

y(ūskl )→ y′ слабко в H1.

Покажемо, що y′ = y (u′). Справдi, маємо〈
y(ūskl ),L

+p
〉
H1,H

−
1

=
〈
F (ūskl ), p

〉
W−2 ,W2

∀p ∈W2 : L +p ∈ H−1 , (22)

Здiйснивши граничний перехiд в (22) при l→∞, отримаємо〈
y′,L +p

〉
H1,H

−
1

=
〈
F
(
u′
)
, p
〉
W−2 ,W2

∀p ∈W2 : L +p ∈ H−1 .

Отже, y′ = y (u′) ∈ H1 — узагальнений розв’язок рiвняння стану системи
(1), що вiдповiдає керуванню u′ ∈ U . Оскiльки цей розв’язок єдиний, то i
вся послiдовнiсть (y(ūsk)) слабко в H1 збiгається до y (u′) ∈ H1.

Покажемо, що елемент u′ ∈ U — розв’язок задачi (16), (17). Iз слабкої
напiвнеперервностi знизу функцiонала (20) та нерiвностi (21) випливає, що(

k∗, J
(
u′
))

Rm ≤ lim inf
s→∞

(k∗, J (ūsk))Rm ≤

≤ lim sup
s→∞

(k∗, J (ūsk))Rm ≤ inf
u∈U

(k∗, J (u))Rm .

Отже, (k∗, J (u′))Rm = infu∈U (k∗, J (u))Rm i u′ ∈ U — розв’язок задачi

(k∗, J (u))Rm → inf,

Ly = F (u) , u ∈ U.
Пiдсумовуючи, можемо сформулювати теорему.

Теорема 4. Нехай Rm+ ∩ intK∗ 6= ∅, множина U ⊆ V слабко компактна,
виконуються умови (8), (9) та (18). Тодi для кожного k∗ ∈ Rm+ ∩ intK∗
задача оптимального керування

(k∗, J (u))Rm → inf,

Ly = F (u) , u ∈ Us ⊆ Vs ⊆ V
має розв’язок ūs ∈ Us∩EK (Us) та усi слабкi граничнi точки послiдовностi
(ūs) належать множинi EK (U) розв’язкiв задачi

J (u)→ K-min, Ly = F (u) , u ∈ U.

3. Умови ефективностi
Розглянемо систему, що описується рiвнянням

Ly = F (u) , u ∈ U
з векторним критерiєм якостi

J (u) =

 1
2 ‖ C1y (u) − a1‖2E1

· · ·
1
2 ‖Cmy (u)− am‖2Em

 .

У теоремах 5 i 6 дамо вiдповiдь на питання про вигляд та властивостi
похiдної критерiю якостi.
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Теорема 5. Нехай вiдображення F : V →W−2 диференцiйовне у точцi u ∈
V за Гато (Фреше) i F ′ (u) ∈ L

(
V,W−2

)
— вiдповiдна похiдна. Тодi iснує

похiдна Гато (Фреше) J ′ (u) вiдображення J : V → Rm, яка визначається
формулою

J ′ (u) =

 (F ′ (u))∗ p1

· · ·
(F ′ (u))∗ pm

 ,

де pi ∈W2 — розв’язок операторного рiвняння

L +pi = C∗i Ciy (u)− C∗i ai, i = 1,m.

Теорема 6. Справджуються твердження:
1) якщо у деякiй точцi ū ∈ V вiдображення u 7→ F ′ (u) неперервне,

то i вiдображення u 7→ J ′ (u) неперервне в ū ∈ V ;
2) якщо на обмеженiй опуклiй множинi O ⊆ V вiдображення u 7→

F ′ (u) задовольняє умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1], то i вiд-
ображення u 7→ J ′ (u) задовольняє на множинi O умову Гельдера
з показником γ.

Далi будемо вважати, що вiдображення F : V → W2 диференцiйовне за
Фреше у точках допустимої множини U .

Перейдемо до умов локальної ефективностi керувань в задачах (5)–(7).
Нагадаємо класичну конструкцiю конуса дотичних напрямкiв [22].
Замкнений конус

T (u0 |U ) = lim sup
α→+0

U − u0

α
=

=

{
v ∈ V : ∃ (αk > 0, vk ∈ U) , αk → +0,

vk − u0

αk
→ v при k →∞

}
називається дотичним або контингентним до непорожньої множини U в
точцi u0 ∈ clU .

Вiдмiтимо, що T (u0 |U ) = {0} тiльки тодi, коли u0 — iзольована точка
множини U . Очевидно, що в цьому випадку точка u0 — локально ефектив-
на. Отже, будемо завжди припускати, що T (u0 |U ) 6= {0}.
Зауваження 2. Iснує декiлька конструкцiй дотичних конусiв (див. огляд
у [22]). Наведену тут запропоновано у 30-х рр. XX ст. Ж. Булiганом. У
теорiї оптимiзацiї подiбна конструкцiя вперше з’явилась, можливо, в [23].

Розглянемо задачу пошуку слабко ефективних керувань

J (u)→ K−w−min,

Ly = F (u) , u ∈ U.
Має мiсце

Теорема 7. Нехай ū ∈ locWEK (U). Тодi

∀ w ∈ T (ū |U ) \ {0} :

 (
(F ′ (ū))∗ p1, w

)
V

· · ·(
(F ′ (ū))∗ pm, w

)
V

 /∈ −intK, (23)
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де pi ∈W2: L +pi = C∗i Ciy (ū)− C∗i ai, i = 1,m.

Доведення. Нехай ū ∈ locWEK (U) i w ∈ T (ū |U ) \ {0}. Тодi за означенням
множини locWEK (U) та конуса T (ū |U ) маємо

J (v)− J (ū) /∈ −intK ∀ v ∈ U ∩O (ū)

та
J (vk)− J (ū) = J (ū+ vk − ū)− J (ū) /∈ −intK ∀ k ≥ k0.

Далi,

J ′ (ū)

(
vk − ū
αk

)
+ o (1)

∥∥∥∥vk − ūαk

∥∥∥∥
V

/∈ −intK. (24)

Зробивши в (24) граничний перехiд при k → ∞ з урахуванням замкне-
ностi множини Rm\ (−intK), одержимо включення J ′ (ū) (w) /∈ −intK, яке
можна записати у виглядi (23). �

Якщо ввести конус SDJ (u) = {w ∈ V : J ′ (u) (w) ∈ −intK} напрямкiв
спадання вiдображення J : V → Rm у точцi u ∈ V , то включення (23)
рiвносильне спiввiдношенню

SDJ (ū) ∩ T (ū |U ) = ∅. (25)

У випадку опуклостi множини допустимих керувань спiввiдношення (23)
можна подати у бiльш простiй формi.

Теорема 8. Нехай U — опукла пiдмножина V i ū ∈ locWEK (U). Тодi

∀ v ∈ U :

 (
(F ′ (ū))∗ p1, v − ū

)
V

· · ·(
(F ′ (ū))∗ pm, v − ū

)
V

 /∈ −intK, (26)

де pi ∈W2: L +pi = C∗i Ciy (ū)− C∗i ai, i = 1,m.

Доведення. Покажемо, що ∀ v ∈ U вектор v − ū належить конусу T (ū|U).
Розглянемо послiдовностi βk ∈ (0, 1), βk → 1 i vk = (1− βk) v + βkū ∈ U .
Звiдси vk − ū = (1− βk)(v − ū). Отже, v − ū ∈ T (ū|U), а тодi (23) тягне за
собою виконання (26). �

Очевидно, що i зворотна iмплiкацiя (26) ⇒ (23) справедлива у випадку
опуклостi множини U .

Отримаємо достатню умову локальної оптимальностi для задачi

J (u)→ K-s-min,

Ly = F (u) , u ∈ U.
Має мiсце

Теорема 9. Нехай простiр V скiнченновимiрний, ū ∈ U i виконано умову:

∀ w ∈ T (ū |U ) \ {0} :

 (
(F ′ (ū))∗ p1, w

)
V

· · ·(
(F ′ (ū))∗ pm, w

)
V

 /∈ −K, (27)

де pi ∈W2: L +pi = C∗i Ciy (ū)− C∗i ai, i = 1,m. Тодi ū ∈ locSEK (U).
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Доведення. Припустимо, що має мiсце умова (27), однак ū /∈ locSEK (U).
Тодi iснує послiдовнiсть vk ∈ U\ {u} така, що vk → ū, vk−ū

‖vk−ū‖V
→ w ∈

T (ū|U) \ {0} i J (vk)− J (ū) ∈ −K. Далi маємо

J (vk)− J (ū)

‖vk − ū‖V
= J ′ (ū)

(
vk − ū
‖vk − ū‖V

)
+ o (1) ∈ −K. (28)

Зробивши в (28) граничний перехiд при k →∞, одержимо J ′ (ū) (w) ∈ −K,
що суперечить (27). �

Якщо ввести конус DJ (u) = {w ∈ V : J ′ (u) (w) ∈ −K} напрямкiв не-
строгого спадання вiдображення J : V → Rm у точцi u ∈ V , то включення
(27) рiвносильне подiбному (25) спiввiдношенню

DJ (ū) ∩ T (ū |U ) = {0} .

Розглянемо варiант скаляризацiї необхiдних умов ефективностi. Вiдпо-
вiднi скалярнi умови використаємо для побудови iтерацiйних алгоритмiв
розв’язання задач керування з векторним критерiєм якостi.

Розглянемо компактB ⊆ Rm такий, що не мiстить нуль iK∗ = con (convB).
Якщо K = K∗ = Rm+ , то можна покласти B = {e1, e2, ..., em}, де

ei =

(
0, ..., 0, 1

i-та позицiя
, 0, ..., 0

)
.

У загальному випадку покладемо, наприклад,

B = K∗ ∩ {k ∈ Rm : ‖k‖Rm = 1} .

Конуси K та intK можна подати у виглядi

K =
{
x ∈ Rm :

(
x, x′

)
Rm ≥ 0 ∀x′ ∈ B

}
,

intK =
{
x ∈ Rm :

(
x, x′

)
Rm > 0 ∀x′ ∈ B

}
.

Розглянемо опорну функцiю множини B

σB (x) = max
x′∈B

(
x, x′

)
Rm ∀x ∈ Rm. (29)

Безпосередньо з (29) випливає додатня однорiднiсть, напiвадитивнiсть та
лiпшицевiсть функцiї σB. Iз компактностi та породжуючої властивостi мно-
жини B випливають потрiбнi нам представлення

−K = {x ∈ Rm : σB (x) ≤ 0} ,

−intK = {x ∈ Rm : σB (x) < 0} .
Цi представлення конусiв −K та −intK дозволяють нам переформулю-

вати умови ефективностi так.

Наслiдок 1. Нехай ū ∈ locWEK (U). Тодi

∀ w ∈ T (ū |U ) \ {0} : σB ◦
((
F ′ (ū)

)∗−→p ) (w) ≥ 0, (30)

де −→p = (p1, p2, ..., pm) ∈ (W2)m: L +pi = C∗i Ciy (ū)− C∗i ai, i = 1,m.
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Наслiдок 2. Нехай U — опукла пiдмножина V i ū ∈ locWEK (U). Тодi

∀ v ∈ U : σB ◦
((
F ′ (ū)

)∗−→p ) (v − ū) ≥ 0, (31)

де −→p = (p1, p2, ..., pm) ∈ (W2)m: L +pi = C∗i Ciy (ū)− C∗i ai, i = 1,m.

Наслiдок 3. Нехай простiр V скiнченновимiрний, ū ∈ U i виконано умо-
ву:

∀ w ∈ T (ū |U ) \ {0} : σB ◦
((
F ′ (ū)

)∗−→p ) (w) > 0, (32)
де −→p = (p1, p2, ..., pm) ∈ (W2)m: L +pi = C∗i Ciy (ū) − C∗i ai, i = 1,m. Тодi
ū ∈ locSEK (U).

Вiдмiтимо, якщо виконано x − y ∈ K (x − y ∈ intK), то σB (x) ≥ σB (y)
(σB (x) > σB (y)). Дiйсно, маємо σB (y − x) ≤ 0 (σB (y − x) < 0). Але

σB (x) + σB (y − x) ≥ σB (y) ,

звiдки випливає бажане.

Зауваження 3. Розглянемо деяку множину X i вiдображення

X
J−→ Rm.

Задачу пошуку точок x̄ ∈ X таких, що J (X) ∩ (J (x̄)− intK) = ∅, можна
переформулювати у виглядi:

знайти x̄ ∈ X : g (x̄, x) ≥ 0 ∀x ∈ X, (33)

де g (x1, x2) = σB (J (x2)− J (x1)). Задача (33) суть загальна задача рiвно-
важного програмування. Отже, популярна останнiм часом «рiвноважна»
алгоритмiка [24, 25] може бути використана для побудови методiв розв’я-
зання розглянутих у цьому роздiлi задач.

4. Апроксимацiйна ефективнiсть
Розглянемо докладно ослаблення поняття ефективного розв’язку, про

яке згадували у зауваженнi 1.
Оберемо та зафiксуємо довiльний елемент e ∈ intK. Має мiсце

Твердження 2. Якщо вiдображення g : U → Rm K-обмежене знизу
(тобто, ∃k ∈ Rm: g (U) ⊆ k + K), то для довiльного ε > 0 iснує такий
елемент uε ∈ U , що

∀ v ∈ U : g (v) /∈ g (uε)− ε · e− (K\ {0}) .

Доведення. Вiзьмемо довiльний вектор k∗ ∈ K∗\ {0}. Тодi для всiх v ∈ U
маємо

(k∗, g (v))Rm ≥ (k∗, k)Rm .

Покладемо s = infv∈U (k∗, g (v))Rm . За умовою s > −∞ i (k∗, e)Rm > 0.
Очевидно, що для кожного ε > 0 iснує елемент uε ∈ U такий, що

s ≤ (k∗, g (uε))Rm < s+ ε (k∗, e)Rm ≤ (k∗, g (v))Rm + ε (k∗, e)Rm ∀v ∈ U.
Припустимо, що iснує u′ ∈ U такий, що g (u′) ∈ g (uε)−ε ·e− (K\ {0}). Тодi(

k∗, g
(
u′
))

Rm + ε · (k∗, e)Rm ≤ (k∗, g (uε))Rm .
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Отримане протирiччя доводить твердження. �

Зауваження 4. Оскiльки intK 6= ∅, то з обмеженостi множини g (U) ви-
пливає K-обмеженiсть знизу вiдображення g : U → Rm.

Розглянемо задачу керування

J (u)→ K-min, (34)

Ly = F (u) , u ∈ U. (35)
Iз зауваження 4 випливає, що для K-обмеженостi знизу вiдображення

J (·) достатньо обмеженостi множини допустимих керувань U ⊆ V та не-
перервностi оператора F : V →W−2 .

Твердження 2 дозволяє природно ввести наступне ослаблення поняття
ефективного розв’язку задачi (34), (35). Нехай ε > 0 i e ∈ intK.

Означення 1. Елемент uε ∈ U називаємо (K, e, ε)-апроксимацiйно ефе-
ктивним розв’язком задачi (34), (35), якщо

∀ v ∈ U : J (v) /∈ J (uε)− ε · e− (K\ {0}) .
Множину усiх (K, e, ε)-апроксимацiйно ефективних розв’язкiв задачi (34),

(35) позначимо символом E(K,e,ε) (U).
У скалярному випадку (K, e, ε)-апроксимацiйно ефективний розв’язок —

це просто ε-оптимальний (субоптимальний) розв’язок. У наведеному вигля-
дi поняття (K, e, ε)-апроксимацiйно ефективного розв’язку задачi багато-
критерiальної оптимiзацiї вперше запропоновано та систематично застосо-
вувалося для дослiдження багатокритерiальних задач розмiщення об’єктiв
та теорiї наближення К. Таммер [26]. Введення (K, e, ε)-апроксимацiйно
ефективних розв’язкiв виправдане тим, що множини ефективних розв’яз-
кiв, як правило, порожнi у загальному некомпактному випадку, у той час
як апроксимацiйно ефективнi розв’язки iснують при досить слабких припу-
щеннях. Крiм того ясно, що чисельнi методи пiсля виконання скiнченного
числа iтерацiй, як правило, генерують тiльки наближенi розв’язки.

Для отримання необхiдних умов першого порядку (K, e, ε)-апроксима-
цiйної ефективностi використаємо аналог класичного варiацiйного прин-
ципу Екланда для векторнозначних вiдображень.

Cформулюємо далеко не найзагальнiший, але достатнiй для наших за-
стосувань аналог теореми Екланда для векторнозначних вiдображень [27].
Нехай E, F — банаховi простори, простiр F частково упорядковано го-
стрим замкненим опуклим конусом K ⊆ F з непорожньою внутрiшнiстю,
e ∈ intK.

Теорема 10. Нехай виконано умови:
1) X — замкнена пiдмножина банахова простору E;
2) вiдображення f : X → F K-обмежене знизу i K-напiвнеперервне

знизу.
Тодi для довiльних ε > 0, δ > 0 i точки x0 ∈ U

f (X) ∩ (f (x0)− ε · e− (K\ {0})) = ∅
iснує така точка xε ∈ X, що:
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1) f (xε) ∈ f (x0)− εδ−1 ‖x0 − xε‖E · e− (K\ {0});
2) ‖x0 − xε‖E ≤ δ;
3) ∀ x ∈ X: f (x) + εδ−1 ‖x− xε‖E e /∈ f (xε)− (K\ {0}), тобто xε ∈ X

— ефективна точка вiдображення x 7→ f (x) + εδ−1 ‖x− xε‖E e на
множинi X.

Теорема 10 стверджує iснування ефективного розв’язку збуреної задачi
f(x) + ε

δ ‖x− xε‖E e → K-min, x ∈ X в δ-околi (K, e, ε)-апроксимацiйно
ефективного розв’язку вихiдної задачi f (x)→ K-min, x ∈ X, який у свою
чергу завжди iснує для K-обмеженого знизу вiдображення f : X → F .
Висновок 3 теореми 10 є найважливiшим та дозволяє одержати необхiднi
умови для (K, e, ε)-апроксимацiйно ефективних розв’язкiв у виглядi варiа-
цiйних нерiвностей.

Повернемось до задачi керування (34), (35). Має мiсце

Теорема 11. Нехай виконано умови:
1) U — замкнена обмежена пiдмножина простору V ;
2) F : V →W−2 — диференцiйовний за Фреше оператор.

Тодi для довiльних ε > 0, δ > 0 iснують такi точки ū ∈ U , ũ ∈ U , що:
1) ū ∈ E(K,e,ε) (U);
2) J (ũ) ∈ J (ū)− (K\ {0});
3) ‖ ū− ũ ‖V ≤ δ;
4) виконується (

(F ′ (ũ))∗ p1, w
)
V

· · ·(
(F ′ (ũ))∗ pm, w

)
V

+
ε

δ
‖w‖V e /∈ −intK ∀ w ∈ T (ũ |U ) \ {0} ,

де pi ∈W2 — розв’язок рiвняння L +pi = C∗i Ciy (ũ)−C∗i ai, i = 1,m.

Доведення. Завдяки умовам теореми ми можемо використовувати твер-
дження 2 i теорему 10, тобто, для довiльних ε > 0, δ > 0 iснують точки
ū ∈ U , ũ ∈ U такi, що:

ū ∈ E(K,e,ε) (U) ; J (ũ) ∈ J (ū)− (K\ {0}) ; ‖ ū− ũ ‖V ≤ δ;

∀ u ∈ U : J (u)− J (ũ) + εδ−1 ‖u− ũ‖V e /∈ − (K\ {0}) .
Розглянемо довiльний вектор w ∈ T (ũ |U ) \ {0}. Тодi за означенням до-

тичного конуса T (ũ |U ) маємо J (vk)−J (ũ)+εδ−1 ‖vk − ũ‖V e /∈ − (K\ {0})
∀k ∈ N. Далi

J ′ (ũ)

(
vk − ũ
αk

)
+ o (1)

∥∥∥∥vk − ũαk

∥∥∥∥
V

+ εδ−1

∥∥∥∥vk − ũαk

∥∥∥∥
V

e /∈ − (K\ {0}) . (36)

Зробивши в (36) граничний перехiд при k → ∞ з урахуванням замкне-
ностi множини Rm\ (−intK), одержимо J ′ (ū) (w) + εδ−1 ‖w‖V e /∈ −intK.
Тобто, справджується спiввiдношення 4. �

Якщо множина допустимих керувань U є замкненою опуклою пiдмно-
жиною простору V , то умови (K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi при-
ймають бiльш простий вигляд.
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Теорема 12. Нехай виконано умови теореми 11 i додатково

U — замкнена опукла пiдмножина простору V .

Тодi для довiльних ε > 0, δ > 0 iснують такi точки ū ∈ U , ũ ∈ U , що:

1) ū ∈ E(K,e,ε) (U);
2) J (ũ) ∈ J (ū)− (K\ {0});
3) ‖ ū− ũ ‖V ≤ δ;
4) виконується (

(F ′ (ũ))∗ p1, v − ũ
)
V

· · ·(
(F ′ (ũ))∗ pm, v − ũ

)
V

+
ε

δ
‖v − ũ‖V e /∈ −intK ∀v ∈ U,

де pi ∈W2 — розв’язок рiвняння L +pi = C∗i Ciy (ũ)−C∗i ai, i = 1,m.

Зауваження 5. Якщо у теоремах 11, 12 покласти ε = 0, то одержи-
мо спiввiдношення теорем 7 i 8. Отриманi у теоремi 12 умови (K, e, ε)-
апроксимацiйної ефективностi можна використати при розробцi i дослi-
дженнi чисельних методiв оптимального керування.

5. Збiжнiсть моделей алгоритмiв узагальненої оптимiзацiї
лiнiйних систем з векторним критерiєм якостi

Розглянемо трохи загальнiшу задачу. Нехай рiвняння стану керованої
системи має вигляд Ly = F (u), u ∈ U . Оператори L i F задовольняють
стандартнi умови. Припустимо, що критерiй якостi має вигляд J (u) =
Φ (y (u) , u), де Φ : H1 × V → Rm, y (u) — стан системи, що вiдповiдає
керуванню u ∈ U .

Далi запропоновано та дослiджено три методи градiєнтного типу для
розв’язання задачi

J (u) = Φ (y (u) , u)→ K-min, (37)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U. (38)

Мають мiсце такi теореми — аналоги теорем 5 i 6.

Теорема 13. Нехай

1) оператор F : V → W−2 має в точцi u ∈ V похiдну Фреше F ′ (u) ∈
L
(
V,W−2

)
;

2) оператор Φ =
(
Φ(1), ...,Φ(m)

)
: H1×V → Rm має в точцi (y (u) , u) ∈

H1×V похiдну Фреше i вiдповiднi частиннi похiднi мають вигляд

Φ′1 (y (u) , u) =
(
D1Φ(1) (y (u) , u) , ..., D1Φ(m) (y (u) , u)

)
∈
(
H−1
)m

,

Φ′2 (y (u) , u) =
(
D2Φ(1) (y (u) , u) , ..., D2Φ(m) (y (u) , u)

)
∈ V m.

85



О. С. ХАРЬКОВ, Я. I. ВЕДЕЛЬ, В. В. СЕМЕНОВ

Тодi вiдображення J =
(
J (1), ..., J (m)

)
: V → Rm диференцiйовне за Фреше

в точцi u ∈ V i його похiдна обчислюється за формулою

J ′ (u) (h) =

 (
DJ (1) (u) , h

)
V

· · ·(
DJ (m) (u) , h

)
V

 =

=

 (
(F ′ (u))∗ p1 +D2Φ(1) (y (u) , u) , h

)
V

· · ·(
(F ′ (u))∗ pm +D2Φ(m) (y (u) , u) , h

)
V

 ∀h ∈ V,

де pi ∈ W2 — розв’язок операторного рiвняння L +pi = D1Φ(i) (y (u) , u),
i = 1,m.

Теорема 14. Нехай на обмеженiй опуклiй множинi U ⊆ V оператор
u 7→ F ′ (u) задовольняє умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1], оператори
(y, u) 7→ Φ′1 (y, u) i (y, u) 7→ Φ′2 (y, u) задовольняють на обмежених пiд-
множинах простору H1 × V умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1]. Тодi
похiдна Фреше J ′ (·) задовольняє на U умову Гельдера з показником γ.

Далi будемо вважати, що множина допустимих керувань U опукла, ком-
пактна i на нiй виконуються умови теорем 13, 14.

Позначимо через U∗ множину керувань u ∈ U таких, що (
(F ′ (u))∗ p1 +D2Φ(1) (y, u) , v − u

)
V

· · ·(
(F ′ (u))∗ pm +D2Φ(m) (y, u) , v − u

)
V

 6∈ −intK ∀v ∈ U, (39)

L y = F (u) , L +pi = D1Φ(i) (y, u) , i = 1,m.

Тобто, U∗ — множина допустимих керувань, що задовольняють необхi-
дну умову ефективностi в задачi (37), (38). Саме збiжнiсть алгоритмiв до
елементiв множини U∗ — мета подальших теоретичних дослiджень.

Для побудови алгоритмiв використаємо опорну функцiю σB компактної
множини B ⊆ Rm\ {0} такої, що K∗ = con (convB). Для спрощення оцiнок
ми припустимо, що обрана множина B має вигляд {k ∈ K∗ : ‖k‖Rm = 1}.
Тодi опорна функцiя σB буде лiпшицевою з константою 1. За допомогою
цiєї функцiї необхiдну умову ефективностi (39) можна записати у виглядi
нерiвностi

σB

 (
(F ′ (u))∗ p1 +D2Φ(1) (y, u) , v − u

)
V

· · ·(
(F ′ (u))∗ pm +D2Φ(m) (y, u) , v − u

)
V

 ≥ 0 ∀v ∈ U,

L y = F (u) , L +pi = D1Φ(i) (y, u) , i = 1,m.

Алгоритм 1. Метод лiнеаризацiї.
1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U . Покладемо n = 0.
2. Знаходимо ỹn ∈ H1: ‖ỹn − yn‖H1

≤ δ′n, де yn ∈ H1 — узагальнений
розв’язок рiвняння Lyn = F (un).
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3. Знаходимо
−→̃
pn =

(
p̃1
n, p̃

2
n, ..., p̃

m
n

)
∈ (W2)m:

∥∥p̃kn − p̂kn∥∥W+
≤ δ′′n, де p̂kn ∈

W2 — розв’язки рiвнянь (k = 1,m)

L +p̂1
n = D1Φ(1) (ỹn, un) ,

.................................,

L +p̂mn = D1Φ(m) (ỹn, un) .

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi

σB ◦
((
F ′ (un)

)∗−→̃
pn + Φ′2 (ỹn, un)

)
(u− un)→ εn− inf

u∈U
.

5. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1, i
переходимо на крок 2.

Зауваження 6. Iдею побудови алгоритмiв типу розглянутого було вперше
висунуто у роботi [7]. У цитованiй статтi розглядалась задача

f (x)→ Rm+ -min, x ∈ Rn, (40)

де f = (f1, ..., fm) : Rn → Rm — диференцiйовне вiдображення з похiдною
f ′, що задовольняє умову Лiпшиця. Для розв’язання (40) автори запропо-
нували метод вигляду

xn+1 = xn + ρn (x̄n − xn) ,

x̄n = arg min

{
max

k∈{1,...,m}
(grad fk (xn) , x− xn) + 1

2 ‖x− xn‖
2
Rn

}
,

де величина кроку ρn обирається за правилом Армiхо. У алгоритмi з [7]
множина B має вигляд {(1, 0, ..., 0) , (0, 1, ..., 0) , ..., (0, 0, ..., 1)}.

Має мiсце така теорема про збiжнiсть алгоритму 1.

Теорема 15. Нехай ρn ∈ (0, 1], ρn → 0,
∑∞

n=0 ρn = +∞, εn → +0, δ′n → +0,
δ′′n → +0 i функцiонал σB ◦J приймає на множинi U∗ не бiльш нiж злiчен-
ну кiлькiсть значень. Тодi всi граничнi точки послiдовностi (un) утво-
рюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗, а числова послiдовнiсть
(σB (J (un))) має границю.

Доведення. Перевiримо виконання умов теореми про достатнi умови збi-
жностi iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї [28]. Покладемо W = σB ◦ J . За
побудовою всi члени послiдовностi (un) належать компакту U .

Маємо ‖un+1 − un‖V = ρn ‖ūn − un‖V ≤ ρndiam (U)→ 0 при k →∞.
Нехай (unk

) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u′ /∈ U∗.
Покажемо, що iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk

‖V > δ
}
< +∞.

Припустимо протилежне. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує таке k0 = k0 (δ0) ∈
N, що ‖un − unk0

‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0 . Тодi з нерiвностi трикутника
маємо: un ∈ Bδ0(unk0

) ⇒ unk
∈ Bδ0(unk0

) для k > k0 ⇒ u′ ∈ Bδ0(unk0
) ⇒

un ∈ B2δ0 (u′) для всiх n > nk0 .
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Оскiльки u′ /∈ U∗, то iснує число λ > 0 таке, що

min
u∈U

σB
(
J ′
(
u′
) (
u− u′

))
≤ −2λ < 0.

Розглянемо прирiст W (un+1)−W (un) для l > nk > nk0

W (ul)−W (unk
) = σB (J (ul))− σB (J (unk

)) ≤ σB (J (ul)− J (unk
)) =

= σB
(
J (ul)− J

(
u′
)
− J (unk

) + J
(
u′
))
≤

≤ σB

 (
DJ (1) (u′) , ul − unk

)
V

· · ·(
DJ (m) (u′) , ul − unk

)
V

+ C0δ
1+γ
0 ≤

≤
l−1∑
n=nk

ρnσB
(
J ′
(
u′
)

(ūn − un)
)

+ C0δ
1+γ
0 .

Оцiнимо зверху σB (J ′ (u′) (ūn − un)). Позначимо через ū′ ∈ U розв’язок
задачi мiнiмiзацiї σB (J ′ (u′) (u− u′))→ infu∈U . Маємо

σB
(
J ′
(
u′
)

(ūn − un)
)
≤

≤ σB
((
J ′
(
u′
)
− J̃ ′ (un)

)
(ūn − un)

)
+ σB

(
J̃ ′ (un) (ūn − un)

)
≤

≤ σB
((
J ′
(
u′
)
− J̃ ′ (un)

)
(ūn − un)

)
+ σB

(
J̃ ′ (un)

(
ū′ − un

))
+ εn,

де J̃ ′ (un) = (F ′ (un))∗
−→̃
pn + Φ′2 (ỹn, un). Але

σB

(
J̃ ′ (un)

(
ū′ − un

))
≤ σB

((
J̃ ′ (un)− J ′

(
u′
)) (

ū′ − un
))

+

+ σB
(
J ′
(
u′
) (
ū′ − u′

))
+ σB

(
J ′
(
u′
) (
u′ − un

))
≤

≤ −2λ+ σB

((
J̃ ′ (un)− J ′

(
u′
)) (

ū′ − un
))

+ σB
(
J ′
(
u′
) (
u′ − un

))
.

Отже,

σB
(
J ′
(
u′
)

(ūn − un)
)
≤ −2λ+ σB

((
J ′
(
u′
)
− J̃ ′ (un)

)
(ūn − un)

)
+

+ σB

((
J̃ ′ (un)− J ′

(
u′
)) (

ū′ − un
))

+ σB
(
J ′
(
u′
) (
u′ − un

))
+ εn.

Нарештi отримаємо нерiвнiсть

σB
(
J ′
(
u′
)

(ūn − un)
)
≤

≤ −2λ+ 2diam (U)
∥∥∥J̃ ′ (un)− J ′

(
u′
)∥∥∥+ 2

∥∥J ′ (u′)∥∥ δ0 + εn.

Оцiнимо
∥∥∥J̃ ′ (uu)− J ′ (u′)

∥∥∥. Маємо∥∥∥J̃ ′ (un)− J ′
(
u′
)∥∥∥ ≤ ∥∥∥J̃ ′ (un)− J ′ (un)

∥∥∥+
∥∥J ′ (un)− J ′

(
u′
)∥∥ ≤

≤
∥∥∥J̃ ′ (un)− J ′ (un)

∥∥∥+ C1

∥∥un − u′∥∥γV .
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Далi,∥∥∥J̃ ′ (un)− J ′ (un)
∥∥∥ ≤

≤
∥∥∥(F ′ (un)

)∗−→̃
pn + Φ′2 (ỹn, un)−

(
F ′ (un)

)∗−→pn − Φ′2 (yn, un)
∥∥∥ ≤

≤
∥∥F ′ (un)

∥∥∥∥∥−→̃pn −−→pn∥∥∥
(W2)m

+
∥∥Φ′2 (ỹn, un)− Φ′2 (yn, un)

∥∥
Vm ≤

≤ C1

∥∥∥−→̃pn −−→p̂n∥∥∥
(W2)m

+ C1

∥∥∥−→p̂n −−→pn∥∥∥
(W2)m

+

+ C2 ‖ỹn − yn‖γH1
≤ C3δ

′′
n + C4

(
δ′n
)γ

+

+ C5

∥∥Φ′1 (ỹn, un)− Φ′1 (yn, un)
∥∥

(H−1 )
m ≤ C3δ

′′
n + C6

(
δ′n
)γ
,

де −→pn =
(
p1
n, ..., p

m
n

)
∈ (W2)m — вектор розв’язкiв спряжених задач

L +pin = D1Φ(i) (yn, un) , i = 1,m.

Отже,

σB
(
J ′
(
u′
)

(ūn − un)
)
≤

≤ −2λ+ 2diam (U)
(
C3δ

′′
n + C6

(
δ′n
)γ)

+ 2
∥∥J ′ (u′)∥∥

V
δ0 + εn.

Обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, отримуємо (n > nk0)

0 < 2diam (U)
(
C3δ

′′
n + C6

(
δ′n
)γ)

+ 2
∥∥J ′ (u′)∥∥

V
δ0 + εn < λ.

Звiдки
σB
(
J ′
(
u′
)

(ūn − un)
)
≤ −λ, n > nk0 .

Остаточно маємо

W (ul)−W (unk
) ≤ −λ

l−1∑
n=nk

ρn + C0δ
1+γ
0 , l > nk ≥ nk0 . (41)

Пiсля граничного переходу в нерiвностi при m → ∞ (
∑∞

n=nk
ρn = +∞)

отримаємо протирiччя з обмеженiстю знизу на множинi U функцiоналаW .
Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk

‖V > δ
}
< +∞.

Але обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити дове-
дення оцiнки (41) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk
‖V ≤

τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤ diam (U)

τk−1∑
p=nk

ρp.

Тому
τk−1∑
p=nk

ρp >
δ0

diam (U)
.
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Ураховуючи останню нерiвнiсть в (41), маємо

W (uτk) < W (unk
)− λδ0

diam (U)
+ Cδ1+γ

0 .

Звiдки lim supk→∞W (uτk) < lim
k→∞

W (unk
) . Отже, умови теореми про збi-

жнiсть виконуються, а тому, граничнi точки послiдовностi (un) утворюють
компактну зв’язну пiдмножину U∗ i послiдовнiсть чисел σB (J (un)) має
границю. �

Розглянемо метод з довiрчою областю для задачi (37), (38). Зафiксуємо
двi числовi послiдовностi (αn) i (βn) такi, що 0 < αn ≤ βn (n ∈ N), та
послiдовнiсть замкнених опуклих множинMn ⊆ V простої структури таку,
що

{v ∈ V : ‖v‖V ≤ αn} ⊆Mn ⊆ {v ∈ V : ‖v‖V ≤ βn} .

Алгоритм 2. Метод з довiрчою областю.
1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U . Покладемо n = 0.
2. Знаходимо yn ∈ H1 — розв’язок рiвняння Lyn = F (un).
3. Знаходимо спряженi стани −→pn =

(
p1
n, p

2
n, ..., p

m
n

)
∈ (W2)m

L +p1
n = D1Φ(1) (yn, un) ,

.................................,

L +pmn = D1Φ(m) (yn, un) .

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi

σB ◦
((
F ′ (un)

)∗−→pn + Φ′2 (yn, un)
)

(u− un)→ εn− inf
u∈U

⋂
(un+Mn)

.

5. Покладаємо un+1 = ūn, n := n+ 1 i переходимо на крок 2.

Вiдносно послiдовностi (un), породженої алгоритмом 2, справджується
такий факт.

Теорема 16. Нехай

εn > 0, k · αn ≥ βn ≥ αn > 0,
∞∑
n=0

αn = +∞, β
1+γ
n

αn
→ 0,

εn
αn
→ 0

i множина (σB ◦ J) (U∗) нiде не щiльна. Тодi всi граничнi точки послiдов-
ностi (un) утворюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗, а числова
послiдовнiсть ((σB ◦ J) (un)) має границю.

Доведення. Використаємо загальну теорему про збiжнiсть алгоритмiв [28].
За побудовою всi члени послiдовностi (un) належать компакту U . Далi

‖un+1 − un‖V = ‖ūn − un‖V ≤ βn → 0 при n→∞.
Нехай (unk

) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u′ /∈ U∗. Пока-
жемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk

‖V > δ
}
< +∞.
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Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує k0 = k0 (δ0) таке, що ‖un −
unk0
‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0 . Тодi з нерiвностi трикутника випливає un ∈

B2δ0 (u′) для всiх n > nk0 .
Оцiнимо прирiст σB (J (un+1))− σB (J (un)). Маємо

σB (J (un+1))− σB (J (un)) ≤

≤ σB
(
J ′ (un) (un+1 − un)

)
+

C1

γ + 1
‖un+1 − un‖γ+1

V ≤

≤ min
u∈U

⋂
(un+Mn)

σB
(
J ′ (un) (u− un)

)
+ εn +

C1

γ + 1
βγ+1
n . (42)

Оскiльки u′ /∈ U∗, то iснує число λ > 0 таке, що

min
u∈U

σB
(
J ′
(
u′
) (
u− u′

))
≤ −2λ < 0.

Iз неперервностi функцiонала ξ 7→ minu∈U σB (J ′ (ξ) (u− ξ)) випливає iсну-
вання δ > 0 такого, що для довiльної точки u′′ ∈ Oδ (u′) ∩ U виконується
нерiвнiсть

min
u∈U

σB
(
J ′
(
u′′
) (
u− u′′

))
≤ −λ < 0.

Вiзьмемо 2δ0 < δ, тодi un ∈ B2δ0 (u′) ⊆ Oδ (u′). Позначимо через ¯̄un ∈ U
розв’язок задачi мiнiмiзацiї

σB
(
J ′ (un) (u− un)

)
→ inf

u∈U
.

Нехай ¯̄un ∈ un +Mn. Тодi з (42) випливає нерiвнiсть

σB (J (un+1))− σB (J (un)) ≤ −λ+ εn +
C1

γ + 1
βγ+1
n .

Iснує n′ > nk0 таке, що для всiх n ≥ n′:

σB (J (un+1))− σB (J (un)) ≤ −λ
2
.

Якщо ¯̄un /∈ un +Mn, то

σB (J (un+1))− σB (J (un)) ≤

≤ σB
(
J ′ (un) (φn − un)

)
+ εn +

C1

γ + 1
βγ+1
n ≤

≤ ηnσB
(
J ′ (un) (¯̄un − un)

)
+ εn +

C1

γ + 1
βγ+1
n ,

де ηn = max {η > 0 : η (¯̄un − un) ∈Mn}, φn = un + ηn (¯̄un − un). У цьому
випадку прирiст оцiнюється так:

σB (J (un+1))− σB (J (un)) ≤ −ηnλ+ εn +
C1

γ + 1
βγ+1
n .
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Оскiльки 1 > µn ≥ αn
‖¯̄un−un‖V

, то

σB (J (un+1))− σB (J (un)) ≤ − λαn
‖¯̄un − un‖V

+ εn +
C1

γ + 1
βγ+1
n ≤

≤ − λ

diam(U)
αn + εn +

C1

γ + 1
βγ+1
n =

= − λ

diam(U)
αn

(
1− diam(U)

λ

(
εn
αn

+
C1

γ + 1

βγ+1
n

αn

))
,

звiдки випливає iснування n′′ > nk0 такого, що для всiх n ≥ n′′

σB (J (un+1))− σB (J (un)) ≤ − λ

2 · diam(U)
αn ≤ −

λ

2 · k · diam(U)
βn.

Iснує n′′′ ∈ N таке, що βn < λ/2 для всiх n ≥ n′′′. Отже,

σB (J (un+1))− σB (J (un)) ≤ −min

{
1,

λ

2 · k · diam(U)

}
βn,

для n > ñ = max {n′, n′′, n′′′} > nk0 .
Остаточно маємо

σB (J (un))− σB (J (unk
)) ≤

≤ −min

{
1,

λ

2 · k · diam(U)

} n−1∑
p=nk

βp, n > nk > ñ. (43)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (43) при n→∞ та урахував-
ши

∑∞
p=1 βp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактнiй

множинi U неперервного функцiонала σB ◦ J . Отже, iснує δ0 > 0 таке, що
для всiх k та δ ∈ (0, δ0]: τk = min

n>nk

{
n : ‖un − unk

‖V > δ
}
< +∞. Але оби-

раючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити доведення
нерiвностi (41) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk
‖V ≤

τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤
τk−1∑
p=nk

βp.

Ураховуючи останню нерiвнiсть в (43), маємо

σB (J (uτk)) < σB (J (unk
))−min

{
1,

λ

2 · k · diam(U)

}
δ0.

Звiдки маємо

lim sup
k→∞

σB (J (uτk)) < lim
k→∞

σB (J (unk
)) .

Покладемо W = σB ◦ J . Умови теореми про збiжнiсть iтерацiйних ал-
горитмiв виконуються, а отже, послiдовнiсть (un) має сформульованi вла-
стивостi. �

Розглянемо ще один алгоритм розв’язання задачi (37), (38) — векторний
аналог методу проекцiї градiєнта.
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Алгоритм 3. Послiдовно-квадратичного метод.
1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U . Покладемо n = 0.
2. Знаходимо yn ∈ H1 — узагальнений розв’язок рiвняння

Lyn = F (un) .

3. Знаходимо спряженi стани −→pn =
(
p1
n, p

2
n, ..., p

m
n

)
∈ (W2)m

L +p1
n = D1Φ(1) (yn, un) ,

...................................,

L +pmn = D1Φ(m) (yn, un) .

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi

σB ◦
((
F ′ (un)

)∗−→pn + Φ′2 (yn, un)
)

(u− un) +
1

2αn
‖u− un‖2V → εn− inf

u∈U
.

5. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1 i
переходимо на крок 2.

Має мiсце теорема.

Теорема 17. Нехай ρn ∈
[
ρ, ρ̄
]
⊆ (0, 1], αn → 0,

∑∞
n=0 αn = +∞, εn > 0,

εn
αn
→ 0. Якщо функцiонал σB ◦ J приймає на множинi U∗ не бiльш нiж

злiченну кiлькiсть значень, то всi граничнi точки послiдовностi (un), по-
родженої алгоритмом 3, утворюють компактну зв’язну пiдмножину в
U∗, а послiдовнiсть чисел σB (J (un)) має границю.

Доведення. Доведення подiбне до попереднiх. Перевiримо виконання умов
теореми про збiжнiсть iтерацiйних алгоритмiв [28]. За побудовою усi члени
послiдовностi (un) належать компакту U .

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (unk
) таку, що unk

→ u∗ ∈ U∗ при k → ∞.
Оцiнимо ‖unk+1 − unk

‖V . Функцiонал

u 7→ Gnk
(u) = σB ◦

((
F ′ (unk

)
)∗−→pnk

+ Φ′2 (ynk
, unk

)
)

(u− unk
) +

+
1

2αnk

‖u− unk
‖2V

сильно опуклий ( 1
2αnk

> 0 — стала сильної опуклостi). Покладемо

ũnk
= arg min

u∈U
Gnk

(u) .

Маємо
1

2αnk

‖ūnk
− ũnk

‖2V ≤ G (ūnk
)−G (ũnk

) ≤ εnk
.

Отже,

‖unk+1 − unk
‖V = ρnk

‖ūnk
− unk

‖V ≤ ρ̄ ‖ūnk
− unk

‖V ≤
≤ ‖ūnk

− ũnk
‖V + ‖ũnk

− unk
‖V ≤

√
2αnk

εnk
+ C0αnk

→ 0

при k →∞, де C0 = 2 supu∈U ‖J ′ (u)‖V < +∞.

93



О. С. ХАРЬКОВ, Я. I. ВЕДЕЛЬ, В. В. СЕМЕНОВ

Нехай (unk
) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u′ /∈ U∗.

Покажемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk

‖V > δ
}
< +∞.

Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує k0 = k0 (δ0) таке, що ‖un −
unk0
‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0 . Тодi un ∈ B2δ0 (u′) для всiх n > nk0 .

Оцiнимо прирiст σB (J (un+1))− σB (J (un)). Маємо

σB (J (un+1))− σB (J (un)) ≤ σB (J (un+1)− J (un)) ≤

≤ σB
(
J ′ (un) (un+1 − un)

)
+

C1

γ + 1
‖un+1 − un‖γ+1

V =

= ρnσB
(
J ′ (un) (ūn − un)

)
+

C1

γ + 1
ργ+1
n ‖ūn − un‖γ+1

V =

= ρn

{
σB
(
J ′ (un) (ūn − un)

)
+

1

2αn
‖ūn − un‖2V

}
+

+
C1

γ + 1
ργ+1
n ‖ūn − un‖γ+1

V − ρn
2αn
‖ūn − un‖2V ≤

≤ ρn
{
εn + min

u∈U
Gn (u)

}
+

C1

γ + 1
ργ+1
n ‖ūn − un‖γ+1

V . (44)

Оскiльки u′ /∈ U∗, то iснує таке λ > 0, що

min
u∈U

σB
(
J ′
(
u′
) (
u− u′

))
≤ −2λ < 0.

Далi iснує δ > 0 таке, що для довiльної точки u′′ ∈ Oδ (u′) виконується
нерiвнiсть

min
u∈U

σB
(
J ′
(
u′′
) (
u− u′′

))
≤ −λ < 0.

Вiзьмемо 2δ0 < δ, тодi un ∈ B2δ0 (u′) ⊆ Oδ (u′). Позначимо через ¯̄un ∈ U
розв’язок задачi мiнiмiзацiї

σB
(
J ′ (un) (u− un)

)
→ inf

u∈U
.

Для ¯̄un ∈ U виконується нерiвнiсть

−
∥∥J ′ (un)

∥∥ · ‖¯̄un − un‖V ≤ σB (J ′ (un) (¯̄un − un)
)
≤ −λ < 0,

тобто,
1

‖¯̄un − un‖V
≤ ‖J

′ (un)‖
λ

≤ C0

λ
.

Обираючи достатньо велике k0, ми можемо досягти для всiх n > nk0 вико-
нання нерiвностi αn ≤ λ/C2

0 . Розглянемо точку u′′n = un + µn (¯̄un − un), де
µn = λαn

‖¯̄un−un‖2V
∈ (0, 1]. Очевидно, що u′′n ∈ U . Пiдставимо точку u′′n ∈ U у
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праву частину нерiвностi (44). Отримаємо такий ланцюжок оцiнок

σB (J (un+1))− σB (J (un)) ≤

≤ ρn
{
εn + σB

(
J ′ (un)

(
u′′n − un

))
+

1

2αn

∥∥u′′n − un∥∥2

V

}
+

+
C1

γ + 1
ργ+1
n ‖ūn − un‖γ+1

V =

= ρn

{
εn + µnσB

(
J ′ (un) (¯̄un − un)

)
+

µ2
n

2αn
‖¯̄un − un‖2V

}
+

+
C1

γ + 1
ργ+1
n ‖ūn − un‖γ+1

V ≤

≤ ρn
{
εn − µnλ+

µ2
n

2αn
‖¯̄un − un‖2V

}
+

C1

γ + 1

(
αn

√
2εn
αn

+ C0αn

)γ+1

=

= ρn

{
εn −

λ2αn

2 ‖¯̄un − un‖2V

}
+

C1

γ + 1

(
αn

√
2εn
αn

+ C0αn

)γ+1

≤

≤ −
ρ

2

(
λ

diam (U)

)2

αn + εn +
C1

γ + 1
αγ+1
n

(√
2εn
αn

+ C0

)γ+1

.

Оскiльки αn → 0, εn → 0 i εn
αn
→ 0, то, обираючи достатньо мале δ0 > 0 та

велике k0, отримуємо

σB (J(un+1))− σB (J(un)) ≤ −
ρλ2αn

4 (diam (U))2 , n > nk0 .

Остаточно маємо

σB (J (un))− σB (J (unk
)) ≤ −

ρλ2

4 (diam (U))2

n−1∑
p=nk

αp, n > nk > nk0 . (45)

Здiйснивши граничний перехiд у нерiвностi (45) при n→∞ та врахував-
ши

∑∞
p=nk

αp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактнiй
множинi U неперервного функцiонала σB ◦ J . Отже, iснує δ0 > 0 таке, що
для всiх k та δ ∈ (0, δ0]

τk = min
n>nk

{
n : ‖un − unk

‖V > δ
}
< +∞.

Але обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити
доведення нерiвностi (45) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk
‖V ≤

τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤

≤
τk−1∑
p=nk

(√
2αpεp + C0αp

)
≤ C2

τk−1∑
p=nk

αp.
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Тому
∑τk−1

p=nk
αp > δ0/C2 > 0. Ураховуючи останню нерiвнiсть в (38), маємо

σB (J (uτk))− σB (J (unk
)) < −ρλ2δ0

/
4C2 (diam (U))2.

Звiдки
lim sup
k→∞

σB (J (uτk)) < lim
k→∞

σB (J (unk
)) .

Покладемо W = σB ◦ J . Умови теореми про збiжнiсть iтерацiйних алго-
ритмiв виконуються. �

Зауваження 7. Вiдмiтимо, що в запропонованих методах є один момент,
який має бути вирiшений: на кожному iтерацiйному кроцi слiд ефектив-
но розв’язувати негладку задачу кусково-лiнiйної чи кусково-квадратичної
оптимiзацiї.

Заключнi зауваження
У роботi розвинена теорiя iснування та необхiдних умов оптимально-

стi для задач оптимального керування з векторним критерiєм якостi си-
стемами, що описуються рiвняннями математичної фiзики з узагальнени-
ми впливами. Увагу придiлено побудовi i дослiдженню збiжностi методiв
розв’язання задач векторної оптимiзацiї лiнiйних розподiлених систем. До-
слiджено поняття (K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi. Ґрунтуючись на
векторному варiантi класичного варiацiйного принципу Екланда, доведено
умови (K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi допустимих керувань у ви-
глядi варiацiйних включень. Запропоновано методи розв’язання задач ве-
кторної оптимiзацiї лiнiйних розподiлених систем з узагальненим керуван-
ням. Доведено збiжнiсть алгоритмiв iз похибками в iтерацiйних пiдзадачах.

Робота виконана за фiнансової пiдтримки МОН України (проєкт «Ма-
тематичне моделювання та оптимiзацiя динамiчних систем для оборони,
екологiї та медицини», 0219U008403, 2019–2021 рр.) та НАН України (про-
єкт «Новi методи дослiдження коректностi та розв’язання задач дискре-
тної оптимiзацiї, варiацiйних нерiвностей та їх застосування», 0119U101608,
2019–2020 рр.).
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Аннотация. В работе развита теория существования и необхо-
димых условий оптимальности для задач оптимального управле-
ния с векторным критерием качества системами с распределен-
ными параметрами и обобщенными воздействиями. Исследовано
понятие (K, e, ε)-аппроксимационной эффективности. Доказаны
необходимые условия (K, e, ε)-аппроксимационной эффективно-
сти допустимых управлений в виде вариационных включений.
Предложены методы решения задач векторной оптимизации ли-
нейных распределенных систем с обобщенным управлением. До-
казана сходимость алгоритмов с погрешностями.
Ключевые слова: векторная оптимизация, система с распре-
деленными параметрами, обобщенное управление, условия опти-
мальности, алгоритм, сходимость.
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