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Abstract. The purpose of this paper is to formulate and implement
a generalized approach to the evolutionary reconstruction of stabi-
lity boundaries of dynamical systems in the parameter space, based
on experimental observations or numerical simulation results. The
problem of stability boundary recovery is formulated as an inverse
optimization problem, in which observed time series are transformed
into stability indicators such as variance, autocorrelation, or generali-
zed spectral characteristics. To approximate the bifurcation surface
Γ (t), a parametric model g (λ, θ) is employed, whose parameters are
adaptively updated over time using recursive or filtering algorithms.
The proposed method enables the reconstruction of the dynamic
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stability boundary without prior knowledge of the governing equati-
ons of the system. Through examples involving a linear stochastic
system, the Van der Pol oscillator, and an SIS-type model, the ap-
proach demonstrates its capability to accurately identify critical para-
meters and transition zones even in the presence of noise. The pro-
posed method is applicable for the analysis and monitoring of complex
technical, biological, social, and economic systems in which stability
can only be indirectly assessed through experimental observations.
Keywords: stability boundary of dynamical systems, evolutionary
reconstruction, bifurcation analysis, spectral stability criteria.

Анотацiя. Метою статтi є формулювання та реалiзацiя узагаль-
неного пiдходу до еволюцiйної реконструкцiї меж стiйкостi дина-
мiчних систем у параметричному просторi на основi експеримен-
тальних спостережень або результатiв чисельного моделювання.
Задачу вiдновлення межi стiйкостi сформульовано як обернену
оптимiзацiйну проблему, у якiй спостережуванi часовi ряди пе-
ретворюються в показники стiйкостi — дисперсiю, автокореляцiю
або узагальненi спектральнi характеристики. Для апроксимацiї
бiфуркацiйної поверхнi Γ (t) використано параметричну модель
g (λ, θ), параметри якої адаптивно оновлюються у часi за рекур-
сивними або фiльтрацiйними алгоритмами. Запропонований ме-
тод забезпечує вiдтворення динамiчної межi стiйкостi без наявної
iнформацiї про рiвняння динамiки системи. На прикладах лiнiй-
ної стохастичної системи, осцилятора Ван дер Поля та моделi
типу SIS показано здатнiсть пiдходу точно виявляти критичнi
параметри й зони переходу навiть за наявностi шуму. Запропо-
нований метод придатний для аналiзу та монiторингу складних
технiчних, бiологiчних, соцiальних i економiчних систем, у яких
можлива лише непряма оцiнка стiйкостi за експериментальними
спостереженнями.
Ключовi слова: межа стiйкостi динамiчних систем, еволюцiйна
реконструкцiя, бiфуркацiйний аналiз, спектральнi критерiї стiй-
костi.
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1. Вступ

Проблема визначення меж стiйкостi є фундаментальною для теорiї ди-
намiчних систем, оскiльки саме розташування бiфуркацiйних поверхонь у
просторi параметрiв визначає можливi переходи мiж режимами стiйкої, ци-
клiчної чи хаотичної поведiнки. Знання цих меж має ключове значення для
прогнозування критичних змiн у технiчних, бiологiчних, екологiчних i соцi-
альних системах, де втрата стiйкостi може призводити до катастрофiчних
наслiдкiв або небажаних фазових переходiв [1].

Традицiйнi пiдходи — спектральний аналiз матрицi Якобi або чисель-
ний аналiз еволюцiї розв’язкiв у просторi параметрiв — забезпечують то-
чне визначення меж стiйкостi лише за умови, що вiдома повна матема-
тична модель системи. Однак у бiльшостi реальних об’єктiв така модель
або невiдома, або має неприпустиму складнiсть i неповноту. У практичних
задачах дослiдники зазвичай мають справу не з рiвняннями, а лише з часо-
вими рядами спостережуваних змiнних, де безпосередня оцiнка стiйкостi є
неможливою [2]. Саме цей розрив мiж теоретичними моделями та експери-
ментальними даними залишається суттєвою проблемою сучасної нелiнiйної
динамiки [3].

Своєчаснiсть дослiдження зумовлена необхiднiстю створення унiверсаль-
ного дата-орiєнтованого пiдходу, здатного реконструювати межi стiйкостi
при обмежених можливостях отримати повну математичну модель дина-
мiчної системи.

У цiй роботi запропоновано еволюцiйну (адаптивну) схему реконструкцiї
бiфуркацiйних поверхонь, яка базується на аналiзi емпiричних показникiв
стiйкостi — дисперсiї, автокореляцiї та показникiв Ляпунова [4, 5]. Метод
формулюється як обернена оптимiзацiйна задача, у якiй параметри моде-
лi послiдовно оновлюються в часi (за надходженням нових даних). Такий
пiдхiд усуває обмеження класичних методiв, забезпечуючи можливiсть по-
будови адаптивних карт стiйкостi Γ (t), що описують еволюцiю системи в
реальному часi.

2. Огляд лiтератури

Сучаснi дослiдження у галузi аналiзу стiйкостi нелiнiйних систем де-
далi частiше зосереджуються на виявленнi наближення до критичних пе-
реходiв за емпiричними даними. Одним iз базових напрямiв є вивчення
феномену critical slowing down, коли при наближеннi до зони бiфуркацiї
зростають дисперсiя, автокореляцiя та час релаксацiї системи. Цей пiдхiд
активно використовується для виявлення раннiх попереджувальних сигна-
лiв у клiматичних, екологiчних, енергетичних та соцiально-економiчних си-
стемах, де пряма оцiнка стiйкостi недоступна [6]. Паралельно розвиваються
data-driven методи вiдновлення динамiки, зокрема операторнi та розрiдже-
нi пiдходи. Метод Dynamic Mode Decomposition дозволяє реконструювати
спектральнi властивостi системи безпосередньо з часових рядiв, тодi як
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Sparse Identification of Nonlinear Dynamics (SINDy) та спорiдненi алгори-
тми вiдтворюють аналiтичну структуру рiвнянь еволюцiї системи ґрунту-
ючись регуляризованою регресiєю. Такi iнструменти забезпечують мiсток
мiж емпiричними даними та класичною теорiєю стiйкостi, однак потребу-
ють достатнього обсягу даних i не завжди дають змогу визначити межi
стiйких областей у параметричному просторi [7]. Значного розвитку зазна-
ли також байєсiвськi та сурогатнi моделi, що використовують гаусiвськi
процеси для адаптивної реконструкцiї дiаграм фаз i бiфуркацiйних меж.
У цьому пiдходi використовується послiдовне адаптивне уточнення моделi,
коли новi точки вибираються так, щоб максимально iнформативно окре-
слити межу фазового переходу у складних системах. У прикладних до-
слiдженнях, особливо в енергетичних та клiматичних системах, цi методи
застосовують для оцiнки запасу стiйкостi та побудови роздiльних повер-
хонь iз контролем невизначеностi.

Попри суттєвий прогрес, адаптивнi пiдходи до еволюцiйної реконстру-
кцiї меж стiйкостi залишаються недостатньо формалiзованими. Вiдсутнi
узагальненi схеми, що дозволяють у реальному часi вiдновлювати дина-
мiчну межу стiйкостi Γ (t) без вiдомої моделi системи.

Запропонований у цiй роботi метод спрямований саме на усунення цього
обмеження, поєднуючи емпiричнi iндикатори, параметричну апроксимацiю
та фiльтрацiйне оновлення параметрiв у єдинiй дата-орiєнтованiй рамцi [8].

2. Мета
Метою дослiдження є розроблення узагальненого пiдходу до еволюцiй-

ної реконструкцiї меж стiйкостi динамiчних систем у параметричному про-
сторi на основi емпiричних даних. Запропонований метод спрямований на
вiдновлення бiфуркацiйних поверхонь без явного знання рiвнянь еволюцiї
системи, використовуючи лише спостережуванi часовi ряди та iндикато-
ри стiйкостi. Поставлене завдання полягає у формулюваннi реконструкцiї
як оберненої оптимiзацiйної проблеми з адаптивним оновленням параме-
трiв моделi в часi. Такий пiдхiд має на метi створення унiверсальної дата-
орiєнтованої схеми, здатної вiдстежувати еволюцiю меж стiйкостi Γ (t) у
реальному часi та забезпечувати надiйну оцiнку критичних станiв склад-
них нелiнiйних систем.

3. Mетодика
Розглянемо гладку автономну динамiчну систему у просторi станiв Rn:

ẋ = f (x, λ) , x ∈ Rn, λ ∈ Rm, (1)

де x (t) — вектор стану; λ — вектор керуючих параметрiв; f ∈ C1 (Rn × Rm)
— неперервно диференцiйована векторна функцiя, що визначає локальну
динамiку системи.

При змiнi параметрiв λ система може переходити мiж стiйкими та не-
стiйкими режимами. Критичнi значення параметрiв, за яких змiнюється
спектральний тип рiвноваги або атрактора, утворюють межу стiйкостi Γ ⊂
Λ. Для бiльшостi реальних систем функцiя f (x, λ) невiдома, тому пряме
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визначення цiєї межi є неможливим. Натомiсть спостереження подаються
у виглядi часових рядiв y (t, λ). Вiдповiдно, задачею є вiдновлення апро-
ксимованої критичної множини Γ̂ (t), що наближує iстинну межу стiйкостi,
на основi спостережуваних показникiв стiйкостi si.

Задачу реконструкцiї можна подати у виглядi оберненої оптимiзацiйної
задачi, у якiй параметри моделi визначаються шляхом мiнiмiзацiї функцiо-
нала невiдповiдностi мiж спостережуваними показниками стiйкостi si та їх
апроксимацiєю g (λ, θ). Постановка задачi допускає адаптивне оновлення
параметрiв за мiрою надходження нових даних, що забезпечує послiдовне
уточнення оцiнки межi стiйкостi. Оскiльки властивостi стiйкостi динамi-
чної системи визначаються характером її поведiнки в околi рiвноважних
станiв, розглянемо рiвноважний стан x∗ (λ), що вiдповiдає фiксованiй точцi
фазового простору i визначається умовою:

f (x∗, λ) = 0. (2)

Локальнi властивостi системи в околi рiвноважного стану визначаються
її лiнiйним наближенням:

ξ̇ = J (x∗, λ) ξ = Dxf (x∗, λ) ξ, (3)

де J (·) — матриця Якобi, що характеризує лiнiйну структуру фазового
потоку в околi рiвноваги; Dx — оператор диференцiювання.

Локальна асимптотична стiйкiсть рiвноважного стану визначається зна-
ком дiйсних частин власних значень матрицi J (x∗, λ): якщо дiйснi частини
всiх власних значень матрицi Якобi вiд’ємнi, тобто:

Reσ (J (x∗, λ)) < 0, (4)

то для будь-якого початкового вiдхилення ξ (0) iснують сталi C, α > 0 такi,
що

‖ξ (t)‖ 6 Ce−αt ‖ξ (0)‖ , t→∞, (5)
тодi рiвновага є локально асимптотично стiйкою.

Якщо ж хоча б одне власне значення переходить через уявну вiсь, тобто
Reσ (J) = 0, то система втрачає стiйкiсть. Такий момент вiдповiдає крити-
чним значенням параметрiв λc, при яких змiнюється якiсний тип динамiки
системи.

Межа стiйкостi Γ ⊂ Λ визначається як багатовимiрна iнварiантна мно-
жина параметрiв, на якiй змiнюється спектральний тип рiвноваги або атра-
ктора Ai (λ). Формально вона задається умовою:

Γ = {λ ∈ Λ : detJ (x∗, λ) = 0} . (6)

Геометрично множина Γ утворює бiфуркацiйну поверхню у параметри-
чному просторi Λ ⊆ Rm, яка роздiляє областi стiйкої та нестiйкої поведiнки
системи, тобто областi рiзних динамiчних режимiв. Варто пiдкреслити, що
(6) є локальним критерiєм, який базується на лiнiйному наближеннi си-
стеми й не враховує нелiнiйних ефектiв та глобальної структури фазового
простору. Тому для складних систем така межа лише наближено описує
реальну бiфуркацiйну множину i для бiльшостi реальних систем в околi
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межi стiйкостi необхiдно враховувати слабку нелiнiйнiсть. У цьому випад-
ку положення критичної поверхнi Γ визначається з урахуванням нелiнiйних
поправок другого порядку в розкладi функцiї f .

Також необхiдно зазначити, що в околi межi стiйкостi системи спосте-
рiгається критичне уповiльнення — поступове зменшення швидкостi ре-
лаксацiї пiсля малих збурень. Це вiдбувається тодi, коли дiйсна частина
домiнантного власного значення µmax (λ) матрицi J (x∗, λ) прямує до нуля,
тобто: Reµmax (λ) → 0−, |Re (µmax (λ))| � 1. У наближеннi до критичних
параметрiв характерний час релаксацiї рiвноваги описується асимптоти-
чною залежнiстю:

τ ∼ (|Re (µmax (λ))|)−1, (7)
тобто незначна змiна параметрiв поблизу критичних значень призводить до
iстотного збiльшення часу релаксацiї. Як наслiдок, пiд дiєю навiть слабкого
випадкового збурення зростає дисперсiя стану Var (x (t)), а у спектрально-
му представленнi це вiдповiдає збiльшенню норми резольвенти

∥∥∥(J (λ))−1
∥∥∥.

У термiнах спостережуваних характеристик цi ефекти проявляються як
зростання дисперсiї стану, пiдвищення автокореляцiї при лагу 1 та подов-
ження часу релаксацiї. Такi змiни слугують емпiричними iндикаторами
наближення системи до втрати стiйкостi, якi можна обчислити без явно-
го знання функцiї f (x, λ) i використовувати для iдентифiкацiї критичних
режимiв.

Аналiтичне визначення бiфуркацiйної множини Γ ⊂ Λ можливе лише
для окремих низькорозмiрних систем, у яких матриця Якобi (3) має спектр,
що може бути отриманий у замкненiй формi. У загальному випадку, для
нелiнiйних систем високої розмiрностi функцiя f (x, λ) або її частковi похi-
днi невiдомi явно, i система може бути описана лише через спостережуванi
траєкторiї x (t, λ).

Припустiмо, що спостереження описуються оператором:

y (t, λ) = Φ (x (t, λ)) + η (t) , (8)

де Φ (·) — оператор спостереження, який вiдображає стан системи; η (t) —
адитивний шум.

Нехай для множини параметрiв {λi}Ni=1 задано вiдповiднi спостереже-
ння y (ti, λi). Тодi задача iдентифiкацiї межi стiйкостi формулюється як
обернена задача реконструкцiї критичних параметрiв, тобто визначення
множини:

Γi = {λ ∈ Λ : s (λ) = 0} , (9)
де s (λ) — функцiя, що вiдображає змiну спектральних властивостей ма-
трицi J (x∗, λ) або поведiнку спостережуваного показника стiйкостi.

Оскiльки задача реконструкцiї межi стiйкостi належить до класу обер-
нених i погано обумовлених задач, її розв’язок може бути неоднозначним i
чутливим до шумiв у спостереженнях. Для забезпечення стiйкостi розв’яз-
ку застосовують стабiлiзованi чисельнi методи та регуляризованi стохасти-
чнi пiдходи. У сучасному формулюваннi така задача має адаптивний ха-
рактер, коли параметри апроксимацiйної моделi межi g (λ, θ) послiдовно
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уточнюються iз надходженням нових даних. У цьому контекстi положен-
ня критичної поверхнi Γ (t) розглядається як величина, що змiнюється з
часом i вiдображає еволюцiю спектральних властивостей системи у пара-
метричному просторi.

Для кожного набору параметрiв λi обчислюється показник стiйкостi:

si = Ψ (yi) , (10)

де Ψ (·) — оператор, що перетворює спостереження у скалярний або ве-
кторний показник стiйкостi si.

Обернена задача реконструкцiї полягає у знаходженнi функцiональної
залежностi s (λ), яка вiдображає змiну показника стiйкостi системи при
змiнi параметрiв, та у вiдновленнi множини (9), що апроксимує iстинну
межу стiйкостi. Для цього вводимо функцiю:

g (λ, θ) ≈ s (λ) , (11)

де θ — вектор невiдомих коефiцiєнтiв, що визначають форму апроксима-
цiйної функцiї g (λ, θ) — лiнiйною або нелiнiйною за λ.

Нульовий рiвень цiєї функцiї g (λ, θ) = 0 визначає апроксимовану межу
стiйкостi Γ̂, яка є оцiнкою iстинної бiфуркацiйної поверхнi Γ. Така форма-
лiзацiя дозволяє розглядати задачу вiдновлення межi стiйкостi як задачу
параметричної iдентифiкацiї моделi, що апроксимує спостережувану зале-
жнiсть iндикатора стiйкостi вiд параметрiв системи.

Параметри θ визначаються як розв’язок оптимiзацiйної задачi, що мiнi-
мiзує рiзницю мiж обчисленими значеннями моделi g (λ, θ) та емпiричними
показниками si:

min
θ
J (θ) =

N∑
i=1

ωiL (g (λi, θ) , si), (12)

де L (·, ·) — функцiя втрат (наприклад, квадратична або логарифмiчна); ωi
— ваговi коефiцiєнти, що враховують точнiсть вимiрювань або вiдстань вiд
критичної областi.

Розв’язання задачi (12) дає можливiсть отримати множину оптимальних
параметрiв θ∗, а функцiя g (λ, θ∗), вiдповiдно, дозволяє побудувати карту
стiйкостi в параметричному просторi та визначити наближення до крити-
чних областей через змiну знаку g. Описаний пiдхiд є унiверсальним i не
обмежується рiвноважними станами. У загальному випадку стiйкий режим
динамiчної системи може вiдповiдати не лише рiвноважному стану, а й гра-
ничному циклу чи хаотичнiй траєкторiї, якi разом узагальнено називають
атракторами системи. Для кожного типу атрактора A (λ) — стацiонарного,
перiодичного або хаотичного — може бути обчислений власний показник
стiйкостi:

s (λ) =


Reµmax (λ) , for the equilibrium state,

log ρ (M (λ)) , for the periodic cycle,

hmax (λ) , for the chaotic regime,

(13)
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де µmax (λ) — домiнантне власне значення матрицi J (x∗, λ); ρ (M (λ)) — спе-
ктральний радiус матрицi монодромiї, тобто найбiльший за модулем мно-
жник Флоке, ρ (M (λ)) = max

i
|µi|; µi — власнi значення M (λ); hmax (λ) —

найбiльший показник Ляпунова [9].
Таким чином, функцiя s (λ) виступає узагальненим iндикатором дина-

мiчного режиму системи, а умова s (λ) = 0 визначає множину параметрiв,
на якiй вiдбувається змiна типу стiйкостi або бiфуркацiйний перехiд мiж
атракторами. Оскiльки данi спостережень yi зазвичай мiстять шум i мо-
жуть бути неповними, то для забезпечення стiйкостi розв’язку задачi (12)
до функцiонала додають регуляризацiйний член:

Jreg (θ) =

N∑
i=1

ωiL (g (λi, θ) , si) + αR (θ) , (14)

де α > 0 — параметр регуляризацiї; R (θ) — штраф за складнiсть моделi.
У стохастичних або адаптивних реалiзацiях параметри θ можуть онов-

люватися послiдовно за рекурсивним правилом:

θk+1 = θk − αk∇θJreg (θk) , (15)

що забезпечує еволюцiйне уточнення межi Γ̂ при надходженнi нових даних.
Нехай у момент часу t вiдомий вектор параметрiв θ(t), який визначає

поточну апроксимацiю межi стiйкостi через функцiю (11). Коли надходять
новi данi поведiнки системи {yt+∆t, λt+∆t}, поточну оцiнку параметрiв мо-
жна оновити за правилом градiєнтного спуску:

θ (t+ ∆t) = θ (t)− α∇θJ (t, θ) , (16)

де J (t, θ) — функцiонал узгодження, аналогiчний (12), обчислений для да-
них, доступних до моменту t.

Оновлення (16) є найпростiшою формою еволюцiйної реконструкцiї, у
якiй параметри моделi поступово адаптуються до змiнних умов. У стоха-
стичному або байєсiвському трактуваннi рiвняння (16) вiдповiдає покро-
ковому уточненню апрiорного розподiлу p (θ|Dt) через надходження нових
даних:

p (θ|Dt+∆t) ∝ p (yt+∆t|θ) p (θ|Dt) , (17)
що є основою для реалiзацiї процедур визначення меж.

Розглянемо три основнi класи методiв, придатних для еволюцiйної ре-
конструкцiї межi стiйкостi:

Метод рекурсивної апроксимацiї найменших квадратiв. Якщо функцiя
g (λ, θ) лiнiйна вiдносно параметрiв θ, тобто: g (λ, θ) = φ(λ)>θ, то параметри
можна оцiнювати рекурсивно:

θk+1 = θk +Kk

[
sk − φ(λk)

>θk

]
, (18)

Kk =
Pkφ (λk)

λf + φ(λk)
>Pkφ (λk)

, (19)

Pk+1 = λ−1
f

[
Pk −Kkφ(λk)

>Pk

]
, (20)
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де Pk — коварiацiйна матриця; λf ∈ (0, 1] — параметр експоненцiйного
згасання.

Модель (18)–(20) дозволяє швидко оновлювати межу Γ (t), навiть у по-
токовому режимi надходження даних.

Фiльтрацiйний метод на основi фiльтра Калмана. Для нелiнiйної фун-
кцiї g (λ, θk) параметри можна трактувати як стан системи:

θk+1 = θk + ξk, (21)

sk = g (λk, θk) + ηk, (22)
де ξk — шум, який описує можливу змiну моделi (еволюцiю самої межi у
часi); ηk — шум у спостереженнях.

Задача реконструкцiї межi перетворюється на задачу оцiнювання по-
точного стану, тобто необхiдно за даними {sk, λk} знайти поточну оцiн-
ку параметрiв θk, що мiнiмiзує середньоквадратичну похибку. Формально
оновлення параметрiв виконується за рекурсiями:

θk+1|k = θk|k−1 +Kk

[
sk − g

(
λk, θk|k−1

)]
, (23)

Kk = Pk|k−1H
>
k

(
HkPk|k−1H

>
k +Rk

)−1
, (24)

Pk|k = (I −KkHk)Pk|k−1, (25)

де Hk = ∂g
∂θ

∣∣∣
θk|k−1

— матриця чутливостi; Rk — коварiацiя шуму у спосте-
реженнях.

Модель (21)–(25) дає змогу автоматично оновлювати оцiнку межi стiй-
костi Γ (t), коли система поступово змiнює динамiку.

Фiльтр Калмана забезпечує не лише поточну оцiнку параметрiв θk, а й
оцiнку їхньої невизначеностi — тобто надає ймовiрнiсну iнтерпретацiю межi
Γ (t).

Фiльтрацiйний метод на основi фiльтра Калмана. У складних або ха-
отичних системах функцiональна залежнiсть мiж параметрами λ, часом t
та показником s (λ, t) може бути суттєво нелiнiйною i неперервно змiнюва-
ною [10]. У цьому випадку доцiльно розглядати s (λ, t) не як детермiновану
функцiю, а як стохастичний процес, що описується гаусiвською моделлю:

s (λ, t) ∼ GP
(
m (λ, t) , k

(
(λ, t) ,

(
λ′, t′

)))
, (26)

де m (λ, t) — середнє значення (апроксимований тренд змiни показника
стiйкостi); k ((λ, t) , (λ′, t′)) — коварiацiйне ядро, яке визначає ступiнь подi-
бностi мiж станами системи для рiзних значень параметрiв i часу.

Постановка задачi (26) дозволяє моделювати невизначенiсть i забезпе-
чує поступовiсть еволюцiї при визначенi межi. Для кожного моменту часу
отримується розподiл iмовiрностi p (s (λ, t) |Dt), з якого можна визначити
очiкувану межу стiйкостi:

Γ̂ (t) = {λ : E [s (λ, t)] = 0} , (27)

а також довiрчий iнтервал для її положення.
На практицi це означає, що реконструкцiя Γ (t) вiдбувається не як фi-

ксована апроксимацiя, а як адаптивне оновлення ймовiрнiсної поверхнi, яка
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еволюцiонує в параметричному просторi вiдповiдно до динамiки поведiнки
системи.

Такий пiдхiд поєднує регресiйний аналiз, фiльтрацiю та статистичну
iнтерпретацiю, забезпечуючи одночасно гладкiсть i стiйкiсть еволюцiйної
оцiнки.

Збiжнiсть адаптивних алгоритмiв залежить вiд вибору швидкостi онов-
лення α та властивостей функцiї J (t, θ). У разi градiєнтного оновлення,
наприклад (16), необхiдною умовою стiйкостi є:

0 < α <
2

LJ
, (28)

де LJ — константа Лiпшица градiєнта ∇θJ .
Для стохастичних алгоритмiв застосовується класична умова Роббiн-

са–Монро:
∞∑
k=1

αk =∞,
∞∑
k=1

α2
k <∞, (29)

яка гарантує збiжнiсть θk → θ∗ при виконаннi умов регулярностi, що

включають гладкiсть функцiонала й контрольоване зменшення швидкостi
навчання.

Стабiльнiсть оцiнки Γ̂ (t) можна контролювати через дисперсiю параме-
трiв Var (θt) або через норму похiдної

∥∥∥θ̇ (t)
∥∥∥.

Якщо норма
∥∥∥θ̇ (t)

∥∥∥ залишається обмеженою на всьому iнтервалi еволю-
цiї, то траєкторiя адаптацiї є рiвномiрно обмеженою, а система оновлення
параметрiв задовольняє умови стiйкостi в сенсi Ляпунова.

З геометричного погляду, процес адаптивної реконструкцiї меж стiйкостi
можна iнтерпретувати як деформацiю гiперпростору стiйкостi Γ (t) ⊂ Λ
яка поступово змiнює своє положення в параметричному просторi пiд дiєю
потоку нових спостережень динамiки системи.

У диференцiальнiй формi еволюцiю цього простору можна описати рiв-
нянням:

dΓ

dt
= Vn (λ, t)n (λ, t) , (30)

де n (λ, t) — одиничний вектор нормалi до поверхнi Γ (t); Vn (λ, t) — її нор-
мальна швидкiсть, що визначається темпом змiни оцiнених параметрiв θ(t)
у процесi адаптацiї.

Таким чином, еволюцiя межi у часi трактується як еволюцiя у параме-
тричному просторi, що вiдображає змiну топологiї областей стiйкостi. У
цьому сенсi адаптивна реконструкцiя перетворює статичну карту стiйкостi
на динамiчну Γ 7→ Γ (t) яка оновлюється в реальному часi вiдповiдно до
поточної поведiнки системи.

Цей пiдхiд створює основу для побудови адаптивних карт стiйкостi, що
безпосередньо вiдображають еволюцiю динамiки системи та дозволяють
прогнозувати наближення системи до критичних станiв.
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4. Результати

Для перевiрки ефективностi та узагальнюваностi запропонованого мето-
ду необхiдно оцiнити його здатнiсть вiдтворювати межi стiйкостi в систе-
мах рiзної природи та складностi. З цiєю метою виконаємо серiю чисельних
експериментiв, у яких метод еволюцiйної реконструкцiї буде застосовано
до моделей iз вiдомими аналiтичними або емпiрично визначеними межами
стiйкостi. Таке тестування дозволяє не лише перевiрити коректнiсть ма-
тематичного формулювання, а й кiлькiсно оцiнити точнiсть, стiйкiсть до
шуму та придатнiсть пiдходу до аналiзу реальних нелiнiйних систем.

Тест 1. У якостi базового тесту розглянуто стохастичну лiнiйну систему
ẋ (t) = λx (t)+η (t), де η (t) — адитивний бiлий шум iз нульовим середнiм та
дисперсiєю σ2 = 1. Параметр λ > 0 визначає швидкiсть повернення систе-
ми до стану рiвноваги, а межа стiйкостi формально вiдповiдає значенню
λc = 0. Завдання полягає у перевiрцi здатностi розробленого методу ре-
конструювати зону втрати стiйкостi за статистичними характеристиками
часових рядiв, отриманих при рiзних значеннях λi.

Для кожного λi ∈ [0.1, 1.0] генерувалися x (t) за схемою Ейлера–Маруями.
Пiсля усунення впливу перехiдного процесу обчислювалися дисперсiя Var (x),
лаг-1 автокореляцiя та час релаксацiї τi = ∆τ

ln ρ1
, де ρ1 — автокореляцiя

першого порядку. Емпiричний показник стiйкостi визначався як si = 1
τi
.

На множинi пар (λi, si) було побудовано апроксимацiйну модель g (λ, θ) =
θ0 + θ1λ, параметри якої оцiнено методом найменших квадратiв. Значення
g (λ, θ) = 0 iнтерпретується як вiдновлена межа стiйкостi при λ̂i.

На рисунку 1 показано залежнiсть дисперсiї стану Var (x) вiд λ.

Рис. 1. Залежнiсть дисперсiї стану Var (x) вiд λ для лiнiйної сто-
хастичної системи.
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Як можна побачити на рисунку 1, спостерiгається типовий для систем,
що наближаються до бiфуркацiйної межi, ефект критичного уповiльнення:
при зменшеннi λ дисперсiя рiзко зростає, що свiдчить про ослаблення ста-
бiлiзуючого зворотного зв’язку. Для λ > 0.3 система перебуває в стiйкому
режимi, i дисперсiя набуває сталого рiвня, що вiдповiдає швидкому згасан-
ню шумових флуктуацiй. Цей результат демонструє, що навiть для простої
лiнiйної системи статистичнi маркери можуть однозначно iдентифiкувати
зону переходу до нестiйкостi.

На рисунку 2 показано залежнiсть емпiричного показника стiйкостi s (λ)
та апроксимацiйної функцiї g (λ, θ).

Рис. 2. Залежнiсть Var (x) вiд λ для лiнiйної стохастичної системи.

Пунктирна лiнiя моделi на рисунку 2 добре узгоджується з експери-
ментальними даними (коефiцiєнт детермiнацiї R2 = 0.94), що пiдтверджує
адекватнiсть лiнiйної апроксимацiї. Оцiнене критичне значення параметра
λ̂c ≈ 0.09 збiгається з теоретичною межею λc = 0 з похибкою менше 10%.
Таким чином, тестування пiдтверджує, що запропонований метод дозволяє
вiдновлювати положення межi стiйкостi з часових рядiв навiть за наявностi
шуму та без знання аналiтичного вигляду системи.

Тест 2. Для перевiрки ефективностi методу реконструкцiї межi стiйко-
стi у випадку нелiнiйної динамiки розглянуто осцилятор Ван дер Поля:
ẋ = y, ẏ = µ

(
1− x2

)
y − x, де параметр µ > 0 керує ступенем нелiнiйно-

стi та визначає перехiд вiд майже гармонiчних до релаксацiйних коливань.
Метою тесту є демонстрацiя того, що запропонований пiдхiд здатний ре-
конструювати змiну властивостей стiйкостi системи при варiюваннi µ без
наявностi вичерпної iнформацiї про аналiтичну структуру системи.
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Для множини значень µi ∈ [0.2, 4.0] динамiку системи обчислювали чи-
сельно до досягнення встановленого циклiчного режиму. Для кожної реа-
лiзацiї пiсля усунення перехiдного процесу обчислювався емпiричний пока-
зник стiйкостi — середньоквадратичне вiдхилення RMS (x), що вiдображає
амплiтуду коливань. Послiдовно, пiсля отримання нових даних, параметри
апроксимацiйної моделi g (µ, θ) оновлювалися за алгоритмом рекурсивних
найменших квадратiв (RLS), що забезпечує адаптивну реконструкцiю ево-
люцiйної залежностi мiж µ i RMS (x).

Рисунок 3 демонструє часовi траєкторiї x (t) для осцилятора Ван дер
Поля при двох значеннях параметра µ, що керує ступенем нелiнiйностi
системи.

Рис. 3. Траєкторiї x (t) осцилятора Ван дер Поля при рiзних µ.

Для µ = 0.5 (суцiльна лiнiя на рисунку 3) спостерiгаються майже гармо-
нiчнi коливання з малою амплiтудою i близьким до синусоїди профiлем, що
вiдповiдає режиму слабкої нелiнiйностi. Для µ = 3.0 (пунктирна лiнiя на
рисунку 3) система переходить у режим релаксацiйних коливань — форма
сигналу стає асиметричною, iз швидкими стрибками й повiльними фаза-
ми. Така змiна структури траєкторiй вiдображає еволюцiю системи вздовж
бiфуркацiйної поверхнi в параметричному просторi. Отриманi часовi ряди
надалi використовуються для оцiнювання емпiричного показника стiйкостi
s (µ) та побудови апроксимацiйної моделi g (µ, θ), що реалiзує еволюцiйну
реконструкцiю межi стiйкостi Γ (t) за змiною параметра µ.

На рисунку 4 наведено залежнiсть iндикатора RMS (x) вiд параметра µ.
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Рис. 4. Iндикатор RMS (x) i його адаптивна апроксимацiя.

Як можна побачити на рисунку 4, змiна значень iндикатора RMS (x) вiд
параметра µ (точки) та адаптивна апроксимацiя g (µ, θ, t) (пунктирна лi-
нiя) демонструє, що модель узгоджується з емпiричними даними протягом
усього дiапазону µ, що свiдчить про адекватну роботу адаптивного меха-
нiзму оновлення параметрiв. Зростання RMS (x) зi зростанням µ описує
перехiд вiд лiнiйного до нелiнiйного режиму.

Таким чином, результати демонструють, що розроблений метод здатний
у реальному часi реконструювати межу стiйкостi Γ (t) та контролювати
еволюцiйнi змiни динамiчного режиму системи.

Тест 3. У третьому тестовому сценарiю розглянуто класичну модель
типу SIS, що використовується для опису динамiки поширення iнформацiї,
iнновацiй або iнфекцiй у взаємодiючiй популяцiї: dI(t)dt = β (1− I (t)) I (t)−
γI (t), t > 0, де I(t) — частка активних (iнфiкованих чи поiнформованих)
агентiв; β — коефiцiєнт контактної взаємодiї; γ — швидкiсть вiдновлення.

Введемо безрозмiрний параметр λ = β
γ , який визначає ефективну iнтен-

сивнiсть передачi стану мiж агентами. Значення λc = 1 позначає порiг, за
яким система переходить вiд режиму згасання до режиму сталої активно-
стi. Для набору параметрiв λi ∈ [0.2, 2.0] отримували чисельнi розв’язки
рiвняння до моменту досягнення стацiонарного стану. Для кожного експе-
рименту оцiнювали стацiонарну частку I∞ (λi), яка виступала емпiричним
показником стiйкостi. Побудовано залежнiсть si = I∞ (λi) − ε, де ε = 0.01
— порiг, що вiдокремлює стабiльний стан вiд зони зростання. Для вiднов-
лення межi стiйкостi Γ (t) використовувалася параметрична апроксимацiя
g (λ, θ), iдентифiкована за методом найменших квадратiв.

На рисунку 5 показано залежнiсть частки I∞ вiд параметра λi.
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Рис. 5. Залежнiсть стацiонарної частки I∞ вiд параметра λi.

Як можна побачити на рисунку 5, для λ < 1 динамiка системи зводи-
ться до стабiльної рiвноваги I = 0, тобто процес поширення згасає. При
перевищеннi порогу λ > 1 з’являється нова стiйка рiвновага з I∞ > 0,
що вiдповiдає сталому поширенню процесу. Вертикальна штрихова лiнiя
позначає критичне значення λc = 1, яке добре збiгається з положенням
експериментально вiдновленої межi. Таким чином, метод коректно iденти-
фiкує бiфуркацiйний перехiд типу transcritical, що роздiляє областi рiзної
стабiльностi.

Рис. 6. Емпiричний iндикатор s (λ) i апроксимацiйна модель g (λ, θ).
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На рисунку 6 подано реконструкцiю iндикатора стiйкостi s (λ) (точки) та
його апроксимацiйну модель g (λ, θ) (пунктирна лiнiя). Квадратична апро-
ксимацiя вiдтворює спостережувану нелiнiйну залежнiсть мiж параметром
λ i рiвнем стабiльностi системи. Нульовий рiвень g (λ, θ) = 0 вiдповiдає
критичнiй поверхнi Γ (t), яка збiгається з теоретичним порогом λc ≈ 1.
Отриманi результати пiдтверджують, що метод здатний точно вiдновлю-
вати межi стiйкостi у системах iз пороговою динамiкою, коли аналiтичний
опис може бути недоступним, а доступнi лише часовi спостереження.

5. Обговорення
Запропонований у роботi пiдхiд формує узагальнену методологiю еволю-

цiйної реконструкцiї меж стiйкостi динамiчних систем у параметричному
просторi. Основний результат полягає у поєднаннi емпiричних iндикаторiв
стабiльностi з адаптивною параметричною моделлю, що дозволяє вiднов-
лювати положення бiфуркацiйної поверхнi Γ (t) без знання рiвнянь еволю-
цiї системи. Проведенi чисельнi експерименти для лiнiйної системи, осци-
лятора Ван дер Поля та моделi типу SIS показали, що метод коректно ви-
значає зони переходу мiж стiйкими й нестiйкими режимами, забезпечуючи
точнiсть, близьку до аналiтичних оцiнок.

Отриманi результати узгоджуються з сучасними дослiдженнями у сферi
data-driven аналiзу стiйкостi, зокрема з методами операторної динамiки,
гаусiвських процесiв i сурогатного моделювання, однак вiдрiзняються тим,
що пропонують єдину адаптивну схему для вiдстеження динамiчної стiйко-
стi в реальному часi. Такий пiдхiд заповнює прогалину мiж аналiтичними
теорiями бiфуркацiй i емпiричними алгоритмами раннього попередження.
Разом iз тим, iснуюча реалiзацiя має певнi обмеження. Модель побудована
для систем з одним або кiлькома домiнантними параметрами, тодi як бага-
товимiрнi нелiнiйнi системи iз сильною кореляцiєю параметрiв потребують
подальшого узагальнення. Додаткової уваги вимагають також питання ви-
бору iндикаторiв стiйкостi та оцiнювання невизначеностi реконструкцiї за
зашумлених спостережень.

Майбутнi дослiдження доцiльно спрямувати на розроблення багатови-
мiрної адаптивної моделi реконструкцiї, iнтеграцiю байєсiвських механi-
змiв для кiлькiсної оцiнки похибки, а також на застосування методу до
реальних технiчних i соцiальних систем зi змiнними у часi параметрами.
Подальше вдосконалення методу може бути пов’язане з використанням ен-
тропiйних характеристик як узагальнених маркерiв стiйкостi, що вiдобра-
жають ступiнь впорядкованостi динамiки. Залучення ентропiйного аналiзу
дасть змогу враховувати змiну iнформацiйної структури сигналу поблизу
бiфуркацiй i пiдвищити чутливiсть реконструкцiї до раннiх ознак втрати
стiйкостi [11,12].

Отриманi результати мають як теоретичну цiннiсть, розширюючи суча-
сну концепцiю стiйкостi для систем iз невiдомою структурою, так i практи-
чну значущiсть, оскiльки вiдкривають можливiсть побудови автоматизова-
них систем монiторингу та прогнозування критичних переходiв у складних
середовищах.
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6. Висновки
У роботi розроблено узагальнений метод еволюцiйної реконструкцiї меж

стiйкостi динамiчних систем у параметричному просторi. Запропонований
пiдхiд ґрунтується на використаннi спостережуваних показникiв стабiль-
ностi та не вимагає знання аналiтичної форми рiвнянь еволюцiї системи.
Формулювання задачi як оберненої оптимiзацiйної задачi забезпечує мо-
жливiсть вiдновлення положення бiфуркацiйної поверхнi Γ (t) безпосере-
дньо з експериментальних спостережень або результатiв чисельного моде-
лювання, тодi як адаптивна процедура оновлення параметрiв моделi до-
зволяє вiдстежувати еволюцiю межi стiйкостi в часi.

Проведенi чисельнi експерименти для лiнiйної стохастичної системи, осци-
лятора Ван дер Поля та моделi типу SIS пiдтвердили ефективнiсть методу
у виявленнi критичних зон i вiдновленнi меж стiйкостi.

Отриманi результати демонструють унiверсальнiсть пiдходу та створю-
ють пiдґрунтя для його подальшого застосування до складних технiчних,
бiофiзичних i соцiоекономiчних систем, де аналiтичний опис динамiки є
неповним або вiдсутнiй.

Автори заявляють про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв щодо публiкацiї цiєї статтi.
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