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Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню питань про iснування єди-

ного обмеженого розв’язку рiзницевих рiвнянь другого порядку зi стрибка-

ми операторних коефiцiєнтiв та єдиного обмеженого в середньому розв’яз-

ку стохастичних аналогiв таких рiвнянь.

Дисертацiя складається з анотацiй українською та англiйською мовами,

вступу, чотирьох роздiлiв основної частини, висновкiв, списку використа-

них джерел та додатку.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, вказано зв’язок роботи з

науковими програмами, планами, темами, встановлено мету i завдання,

об’єкт, предмет та методи дослiдження, наведено наукову новизну та пра-

ктичне значення отриманих результатiв, охарактеризовано особистий вне-

сок здобувача, наведено список конференцiй та наукових семiнарiв, на яких

дисертацiйна робота пройшла апробацiю, та короткий змiст роботи.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено огляд лiтератури за

тематикою дисертацiйної роботи та результатiв, отриманих iншими авто-

рами. Також цей роздiл мiстить порiвняльний аналiз iз деякими роботами,

що мiстять подiбнi результати.

У другому роздiлi дисертацiї дослiджується питання про iснування єди-

ного обмеженого розв’язку лiнiйного рiзницевого рiвняння другого порядку

зi стрибком операторного коефiцiєнта, лiва частина якого є рiзницевим ана-

логом другої похiдної у скiнченновимiрному банаховому просторi. Отрима-

но необхiднi i достатнi умови на оператори, при виконаннi яких iснує єди-
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ний обмежений розв’язок такого рiвняння. Окремо розглядався випадок,

коли оператори в одному i тому ж базисi зводяться до дiагонального ви-

гляду (тобто мають один i той же набiр власних векторiв, якi утворюють

базис). Також вдалось дослiдити бiльш загальний випадок, коли матрицi

операторiв мають жорданову нормальну форму у одному i тому ж базисi.

У третьому роздiлi дисертацiї дослiджується питання про iснування єди-

ного обмеженого розв’язку лiнiйного рiзницевого рiвняння другого порядку

загального вигляду зi стрибками операторних коефiцiєнтiв у скiнченнови-

мiрному банаховому просторi. Було знайдено необхiднi i достатнi умови на

оператори, при виконаннi яких iснує єдиний обмежений розв’язок такого

рiвняння у загальному випадку, а також уточнено цi умови, коли оператори

належать деяким спецiальним класам.

У четвертому роздiлi дисертацiйного дослiдження дослiджується пита-

ння про iснування єдиного обмеженого в середньому розв’язку лiнiйного

рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком операторного коефi-

цiєнта у сепарабельному банаховому просторi. У пунктi 3 цього роздiлу

знайдено достатнi умови на оператори, при виконаннi яких таке рiзницеве

рiвняння має єдиний обмежений в середньому розв’язок. У пунктi 4 цього

роздiлу оцiнено близькiсть при n → ∞ компонент обмеженого у середньо-

му розв’язку рiзницевого рiвняння зi стрибком операторного коефiцiєнта

до компонент обмеженого в середньому розв’язку рiзницевого рiвняння зi

сталим операторним коефiцiєнтом. У п’ятому пунктi четвертого роздiлу

розглянуто нелiнiйне рiзницеве рiвняння. Для цього рiвняння знайдено до-

статнi умови iснування єдиного обмеженого в середньому розв’язку.

Також у дисертацiйнiй роботi наведенi приклади застосування теорем до

дослiдження конкретних рiвнянь.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi новi науковi результати:

— доведено критерiй iснування єдиного обмеженого розв’язку лiнiйного

рiзницевого рiвняння другого порядку загального вигляду зi стрибками

операторних коефiцiєнтiв у скiнченновимiрному банаховому просторi;

— встановлено, що цей критерiй суттєво спрощується у таких двох ви-

падках:

а) лiва частина рiзницевого рiвняння є рiзницевим аналогом другої по-
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хiдної, а матрицi операторних коефiцiєнтiв зводяться до жорданової нор-

мальної форми в одному i тому ж базисi;

б) вiдповiднi до рiзницевого рiвняння "алгебраїчнi" операторнi рiвняння

мають коренi, що задовольняють деякi спецiальнi умови;

— встановлено достатнi умови iснування єдиного обмеженого в середньо-

му розв’язку рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком оператор-

ного коефiцiєнта, збуреного обмеженою в середньому послiдовнiстю випад-

кових елементiв;

— дослiджено питання про близькiсть при n → ∞ єдиного обмеженого

в середньому розв’язку рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком

операторного коефiцiєнта до обмеженого в середньому розв’язку вiдповiд-

ного рiзницевого рiвняння зi сталим операторним коефiцiєнтом;

— знайдено достатнi умови iснування єдиного обмеженого в середньому

розв’язку слабко нелiнiйного рiзницевого рiвняння другого порядку зi

стрибком операторного коефiцiєнта.

Дисертацiйна робота має як теоретичне, так i практичне значення.

Отриманi в роботi результати можуть бути використанi в подальших до-

слiдженнях властивостей розв’язкiв рiзницевих рiвнянь другого порядку

зi змiнними операторними коефiцiєнтами.

Ключовi слова: рiзницеве рiвняння, банахiв простiр, лiнiйний обмежений

оператор, обмежений розв’язок, експоненцiальна дихотомiя, обмежений в

середньому розв’язок, стацiонарний розв’язок, близькiсть розв’язкiв.
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Abstract

Kravets V. P. The bounded solutions of a second-order difference equation

with a jump of operator coefficients. – Qualifying scientific work on the rights

of the manuscript.

Doctor of Philosophy thesis undertaken in the field of knowledge 11 –

Mathematics and statitstics in specialty 111 – Mathematics – Taras Shevchenko

National University of Kyiv, Ministry of Education and Science of Ukraine,

Kyiv, 2023.

The thesis is devoted to the study of the problem of existence of unique

bounded solution of second-order linear difference equations with jumps of

operator coefficients and a unique solution bounded in the mean of stochastic

analogues of such equations.

The dissertation consists of an abstract in Ukrainian and English, an

introduction, four chapters of the main part, conclusions, a reference list, and

an appendix.

In the introduction the research topic is motivated, the purpose, object,

subject, tasks, and methods of research are formulated, and the scientific novelty

of the obtained results and their practical significance is indicated, the connecti-

on of the work with scientific programs and personal contribution of the appli-

cant. Also it is indicated where the results have been discussed and published.

Chapter 1 provides a review of the literature on the topic of the thesis and

the results obtained by other authors. Also, this chapter provides a comparative

analysis with some works containing similar results.

The Chapter 2 is devoted to the study of the problem of existence of the

unique bounded solution of a linear second-order difference equation with a

jump of operator coefficient the left part of which is a difference analogue of the

second derivative in a finite-dimensional Banach space. Necessary and sufficient

conditions for the operators were obtained, in the case of which there is a unique

bounded solution of such an equation. The case when operators in the same

basis are reduced to the diagonal form was considered separately. It was also
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possible to investigate the more general case when the operator matrices have

Jordan normal form in the same basis.

The Chapter 3 is investigated of the problem of existence of unique bounded

solution of second-order linear difference equations of the general form with

jumps of operator coefficients in a finite-dimensional Banach space. Necessary

and sufficient conditions for the operators were obtained, in the case of which

there is a unique bounded solution of such an equation in the general case.

These conditions when the operators belong to some special classes have also

been clarified.

The Chapter 4 is devoted to the study of the problem of existence of the uni-

que bounded in the mean solution of a linear second-order difference equation

with a jump of operator coefficient the left part of which is a difference analogue

of the second derivative in a separable Banach space. Sufficient conditions are

given for the existence of a unique solution bounded in the mean to a second-

order difference equation with jumps of operator coefficients. The question of

the proximity of this solution to the stationary solution of the corresponding di-

fference equation with constant operator coefficients is studied. Next, the nonli-

near difference equation was considered. Sufficient conditions for the existence

of a unique bounded in the mean solution for this equation were obtained.

Also, examples of the application of theorems to the study of specific equati-

ons are given in the thesis.

The following new results were developed in the thesis :

— the criterion for the existence of a unique bounded solution of a linear

second-order difference equation of the general form with jumps of operator

coefficients in a finite-dimensional Banach space is proved;

— it is established that this criterion is significantly simplified in such two

cases:

a) the left part of the difference equation is the difference analogue of the

second derivative and the matrices of operator coefficients reduce to the Jordan

normal form in the same basis;

b) "algebraic"operator equations corresponding to the difference equation

have solutions that satisfy some special conditions;

— sufficient conditions for the existence of a unique bounded in the mean
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solution of a second-order difference equation with a jump in the operator

coefficient disturbed by a bounded in the mean sequence of random elements

have been established;

— the question of proximity for n → ∞ of the unique bounded in the mean

solution of a second-order difference equation with a jump of the operator

coefficient to the bounded in the mean solution of the corresponding difference

equation with a constant operator coefficient is investigated;

— sufficient conditions for the existence of a unique bounded in the mean

solution of a weakly nonlinear second-order difference equation with a jump of

the operator coefficient have been found.

The thesis is both theoretical and practical research. The obtained results

can be used in further studies of the properties of solutions of second-order

difference equations with variable operator coefficients.

Keywords: difference equation, Banach space, linear bounded operator,

bounded solution, exponential dichotomy, bounded in the mean solution, stati-

onary solution, proximity of solutions.
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ВСТУП

Дисертацiйна робота присвячена вивченню питань про iснування єдино-

го обмеженого розв’язку рiзницевих рiвнянь другого порядку зi стрибка-

ми операторних коефiцiєнтiв у скiнченновимiрному банаховому просторi,

а також єдиного обмеженого в середньому розв’язку їхнiх стохастичних

аналогiв.

Актуальнiсть теми.

Рiзницевi рiвняння вiдомi ще з античних часiв у зв’язку з численними

практичними застосуваннями. Вони адекватно описують поведiнку бага-

тьох реальних систем у науцi та технiцi. Рiзноманiтним аспектам теорiї

рiзницевих рiвнянь присвячено велику кiлькiсть статей та монографiй, те-

матичних наукових конференцiй. Науковi результати щодо iснування i по-

ведiнки розв’язкiв рiзницевих рiвнянь вiдiграють важливу роль в медицинi,

економiцi, фiзицi, iнформатицi, тощо.

Важливими внесками в побудову теорiї рiзницевих рiвнянь бiльш нiж сто

рокiв тому були роботи Дж. Д. Бiркгофа, А. Пуанкаре, Р. Д. Кармайкла,

Д. Ф. Селiванова, А. А. Маркова та їх учнiв.

Розвиток електронно-обчислювальної технiки та її застосувань зумови-

ли необхiднiсть подальших дослiджень з теорiї рiзницевих рiвнянь. Тому

рiзницевi рiвняння активно вивчаються починаючи з середини ХХ столi-

ття. З’являються фундаментальнi працi, в яких дослiджуються властиво-

стi їхнiх розв’язкiв. Серед них можна вiдзначити роботи О. О. Гельфонда,

Е. Джурi, А. Халаная, Д. Векслера, Я. В. Бикова, В. Г. Лiненка, Ю. О. Ми-

тропольського, А. М. Самойленка, Д. I. Мартинюка, О. М. Шарковсько-

го, В. Ю. Слюсарчука, О. А. Бойчука, Г. П. Пелюха, М. А. Солдатова,

О. О. Миролюбова, С. Коффмана, Х. Шеффера, I. В. Гайшуна, А. Г. Ба-

скакова, А. Я. Дороговцева, Ю. В. Томiлова, О. О. Покутного та iнших
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вiдомих математикiв.

Важлива в теорiї рiзницевих рiвнянь проблема iснування єдиного обме-

женого на Z розв’язку лiнiйного рiзницевого рiвняння першого порядку зi

змiнними операторними коефiцiєнтами дослiджувалась В. Ю. Слюсарчу-

ком, Д. Хенрi, С. Коффманом i Х. Шеффером, А. Г. Баскаковим, А. М. Са-

мойленком, О. А. Бойчуком, О. О. Покутним та iншими математиками з

використанням умови експоненцiальної дихотомiї. Перевiрка цiєї умови за-

звичай нетривiальна. Тому для рiвнянь з одним або кiлькома стрибками

операторних коефiцiєнтiв у роботах В. Ю. Слюсарчука, М. Ф. Городньо-

го i I. В. Гончар, А. В. Чайковського i О. А. Лагоди додатково отримано

явнi умови на операторнi коефiцiєнти, що забезпечують iснування єдиного

обмеженого на Z розв’язку таких рiзницевих рiвнянь.

У данiй дисертацiйнiй роботi вперше дослiджуються актуальнi питання

про iснування єдиного обмеженого на Z розв’язку рiзницевих рiвнянь

другого порядку зi стрибками операторних коефiцiєнтiв. Аналогiчнi рiв-

няння зi сталими операторними коефiцiєнтами вивчали А. Г. Баскаков,

А. Я. Дороговцев та їхнi учнi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйне дослiдження виконане вiдповiдно до iндивiдуального плану

аспiрантки кафедри диференцiальних та iнтегральних рiвнянь Київського

нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, затвердженого вче-

ною радою механiко-математичного унiверситету, i в рамках державної

бюджетної дослiдницької наукової теми 21БНН-06 « Виконання завдань

перспективного плану розвитку наукового напряму "Математичнi науки i

природничi науки" » Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса

Шевченка (номер державної реєстрацiї 0121U112941).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є до-

слiдження властивостей розв’язкiв рiзницевих рiвнянь другого порядку зi

стрибками операторних коефiцiєнтiв у банаховому просторi.

Основними завданнями даної роботи є:

— знайти необхiднi i достатнi умови iснування єдиного обмеженого
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розв’язку лiнiйного рiзницевого рiвняння другого порядку загального ви-

гляду зi стрибками операторних коефiцiєнтiв у скiнченновимiрному бана-

ховому просторi;

— дослiдити, наскiльки спрощуються необхiднi i достатнi умови iснува-

ння єдиного обмеженого розв’язку для деяких спецiальних класiв таких

рiзницевих рiвнянь;

— отримати достатнi умови iснування єдиного обмеженого в середньому

розв’язку рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком операторного

коефiцiєнта, збуреного обмеженою в середньому послiдовнiстю випадкових

елементiв;

— оцiнити близькiсть при n → ∞ єдиного обмеженого в середньому

розв’язку рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком операторного

коефiцiєнта до обмеженого в середньому розв’язку вiдповiдного рiзницево-

го рiвняння зi сталим операторним коефiцiєнтом;

— знайти достатнi умови iснування єдиного обмеженого в середньому

розв’язку слабко нелiнiйного рiзницевого рiвняння другого порядку зi

стрибком операторного коефiцiєнта.

Об’єктом дослiдження є рiзницевi рiвняння другого порядку зi

стрибками операторних коефiцiєнтiв та їх стохастичнi аналоги.

Предметом дослiдження є обмеженi розв’язки рiзницевих рiвнянь

другого порядку зi стрибками операторних коефiцiєнтiв та обмеженi в

середньому розв’язки їх стохастичних аналогiв.

Методи дослiдження. У процесi дослiдження, проведеного у дисерта-

цiйнiй роботi, застосовуються методи теорiї рiзницевих та диференцiальних

рiвнянь, методи функцiонального аналiзу i теорiї операторiв, а також ме-

тоди лiнiйної алгебри.

Наукова новизна отриманих результатiв. Всi результати, отриманi

в дисертацiйнiй роботi, є новими та математично обґрунтованими. Основнi

з них такi:
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— доведено критерiй iснування єдиного обмеженого розв’язку лiнiйного

рiзницевого рiвняння другого порядку загального вигляду зi стрибками

операторних коефiцiєнтiв у скiнченновимiрному банаховому просторi;

— встановлено, що цей критерiй суттєво спрощується у таких двох ви-

падках:

а) лiва частина рiзницевого рiвняння є рiзницевим аналогом другої по-

хiдної, а матрицi операторних коефiцiєнтiв зводяться до жорданової нор-

мальної форми в одному i тому ж базисi;

б) вiдповiднi до рiзницевого рiвняння "алгебраїчнi" операторнi рiвняння

мають коренi, що задовольняють деякi спецiальнi умови;

— встановлено достатнi умови iснування єдиного обмеженого в середньо-

му розв’язку рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком оператор-

ного коефiцiєнта, збуреного обмеженою в середньому послiдовнiстю випад-

кових елементiв;

— дослiджено питання про близькiсть при n → ∞ єдиного обмеженого

в середньому розв’язку рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком

операторного коефiцiєнта до обмеженого в середньому розв’язку вiдповiд-

ного рiзницевого рiвняння зi сталим операторним коефiцiєнтом;

— знайдено достатнi умови iснування єдиного обмеженого в середньому

розв’язку слабко нелiнiйного рiзницевого рiвняння другого порядку зi

стрибком операторного коефiцiєнта.

Теоретичне та практичне значення отриманих результатiв. Ди-

сертацiйна робота має як теоретичне, так i практичне значення. Одержанi

в роботi результати можуть бути використанi в подальших дослiдженнях

властивостей розв’язкiв рiзницевих рiвнянь другого порядку зi змiнними

операторними коефiцiєнтами.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати роботи, що ви-

носяться на захист, отриманi автором самостiйно. Визначення основного

плану дослiдження, постановка задач та загальне керiвництво роботою

належить науковому керiвнику М. Ф. Городньому. За результатами дисер-

тацiї здобувачем було опублiковано чотири роботи у фахових виданнях у
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спiвавторствi з науковим керiвником М. Ф. Городнiм [1 – 4].

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйного дослi-

дження доповiдалися та обговорювалися на таких наукових конференцiях

та наукових семiнарах рiзного рiвня:

1. XVII Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська

весна – 2019», 17–19 квiтня, 2019, м. Київ, Україна.

2. XVIII Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська

весна – 2020», 15–16 квiтня, 2020, м. Київ, Україна.

3. Abstracts International Conference of Young Mathematician, Kyiv: Insti-

tute of Mathematics of NAS of Ukraine, June 3–5, 2021, Kyiv, Ukraine.

4. XX Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська ве-

сна – 2022», 14–15 квiтня, 2022, м. Київ, Україна.

5. 11th International Eurasian Conference on Mathematical Sciences and

Applications (IECMSA-2022), August 29 – September 1, 2022, Istanbul, Turkey.

6. XXI Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська ве-

сна – 2023», 14 квiтня, 2023, м. Київ, Україна.

7. Науковий семiнар з диференцiальних рiвнянь Київського нацiональ-

ного унiверситету iменi Тараса Шевченка. Почесний керiвник семiна-

ру — академiк НАН України, професор, доктор фiзико-математичних

наук М. О. Перестюк. Науковi керiвники — професор, доктор фiзико-

математичних наук О. М. Станжицький i професор, доктор фiзико-

математичних наук О. В. Капустян, 16 березня, 2023, м. Київ, Україна.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiкованi в

десятьох наукових працях, з яких чотири статтi [1 – 4] та шiсть тез у

матерiалах наукових конференцiй [5 – 10]. Статтю [1] опублiковано у ви-

даннi, що внесено до перелiку наукових фахових видань України. Статтю

[2] надруковано у науковому фаховому виданнi України категорiї "A" , що

iндексується у наукометричнiй базi MathSciNet, англомовна версiя вида-

ння iндексовна в наукометричнiй базi Scopus та входить до квартиля Q3.

Статтю [3] надруковано у науковому фаховому виданнi України категорiї

"A" , що iндексується у наукометричнiй базi Scopus, MathSciNet та Web
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of Science, англомовна версiя видання iндексовна в наукометричнiй базi

Scopus та входить до квартиля Q2. Статтю [4] опублiковано у мiжнаро-

дному журналi, який iндексується у наукометричнiй базi Scopus та Web of

Science та входить до квартиля Q3.

Обсяг i структура дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiй

українською та англiйською мовами, вступу, чотирьох роздiлiв, розбитих

на пiдроздiли, висновку, списку використаних джерел та додатку, який

мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi про

апробацiю результатiв. Загальний обсяг роботи становить 124 сторiнки.

Обсяг основного тексту дисертацiї — 101 сторiнка. Список використаної лi-

тератури займає 9 сторiнок i налiчує 93 найменування. Додатки займають

3 сторiнки i мiстять список публiкацiй за темою дисертацiї та вiдомостi

про апробацiю результатiв дисертацiї.

Змiст роботи. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, вказано зв’я-

зок роботи з науковими програмами, планами, темами, встановлено мету i

завдання, об’єкт, предмет та методи дослiдження, наведено наукову нови-

зну та практичне значення отриманих результатiв, охарактеризовано осо-

бистий внесок здобувача, наведено список конференцiй та наукових семi-

нарiв, на яких дисертацiйна робота пройшла апробацiю, та короткий змiст

роботи.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено огляд лiтератури за

тематикою дисертацiйної роботи та результатiв, отриманих iншими авто-

рами. Також цей роздiл мiстить порiвняльний аналiз iз деякими роботами,

що мiстять подiбнi результати.

У другому роздiлi дисертацiї дослiджується питання про iснуван-

ня єдиного обмеженого розв’язку лiнiйного рiзницевого рiвняння другого

порядку зi стрибком операторного коефiцiєнта, лiва частина якого є рiзни-

цевим аналогом другої похiдної,




xn+1 − 2xn + xn−1 = Axn + yn, n ≥ 1,

xn+1 − 2xn + xn−1 = Bxn + yn, n ≤ 0,
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у скiнченновимiрному банаховому просторi.

Отримано необхiднi i достатнi умови на оператори A,B, при виконаннi

яких iснує єдиний обмежений розв’язок такого рiвняння. Окремо розгля-

дався випадок, коли оператори A, B в одному i тому ж базисi зводяться до

дiагонального вигляду (тобто мають один i той же набiр власних векторiв,

якi утворюють базис). Також вдалось дослiдити бiльш загальний випадок,

коли матрицi операторiв A,B мають жорданову нормальну форму у одно-

му i тому ж базисi.

У третьому роздiлi дисертацiї дослiджується питання про iснування

єдиного обмеженого на Z розв’язку лiнiйного рiзницевого рiвняння другого

порядку загального вигляду зi стрибками операторних коефiцiєнтiв




xn+1 = A1xn + A2xn−1 + yn, n ≥ 1,

xn+1 = B1xn +B2xn−1 + yn, n ≤ 0,

у скiнченновимiрному банаховому просторi. Було знайдено необхiднi i до-

статнi умови на оператори A1, A2, B1, B2, при виконаннi яких iснує єдиний

обмежений розв’язок такого рiвняння, у загальному випадку, а також уто-

чнено цi умови, коли A1, A2, B1, B2 належать деяким спецiальним класам.

У четвертому роздiлi дисертацiйного дослiдження дослiджується пи-

тання про iснування єдиного обмеженого в середньому розв’язку лiнiйного

рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибками операторних коефiцi-

єнтiв 


ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Aξn + ηn, n ≥ 1,

ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Bξn + ηn, n ≤ 0,

у сепарабельному банаховому просторi. У пунктi 3 цього роздiлу знайде-

но достатнi умови на оператори A,B, при виконаннi яких таке рiзницеве

рiвняння має єдиний обмежений у середньому розв’язок. У пунктi 4 цього

роздiлу оцiнено близькiсть при n → ∞ компонент обмеженого в середньо-

му розв’язку рiзницевого рiвняння зi стрибком операторного коефiцiєнта

до компонент обмеженого у середньому розв’язку рiзницевого рiвняння зi
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сталим операторним коефiцiєнтом

ζn+1 − 2ζn + ζn−1 = Aζn + ηn, n ∈ Z.

У п’ятому пунктi четвертого роздiлу розглянуто нелiнiйне рiзницеве рiв-

няння 


ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Aξn + f(ξn) + ηn, n ≥ 1,

ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Bξn + f(ξn) + ηn, n ≤ 0.

Для цього рiвняння знайдено достатнi умови iснування єдиного обмеженого

в середньому розв’язку.

Також у дисертацiйнiй роботi наведенi приклади застосування теорем до

дослiдження конкретних рiвнянь.

У висновках сформульовано основнi результати дисертацiйної роботи.

Подяка. Автор дисертацiї висловлює щиру подяку своєму науковому

керiвнику — доктору фiзико-математичних наук, професору Городньому

Михайлу Федоровичу — за постановку розглянутих у дисертацiї задач,

постiйну пiдтримку, увагу та допомогу в роботi.
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Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

Цей роздiл присвячений огляду вiдомих результатiв, що стосуються тема-

тики дисертацiї.

Рiзницевi рiвняння вiдомi ще з античих часiв, а першi письмовi згадки

про них з’являються у XVIII столiттi. Саме з того часу дослiдженню рi-

зних типiв рiзницевих рiвнянь присвячували свої роботи багато вiдомих

математикiв.

Особливий внесок у теорiю рiзницевих рiвнянь зробив А. Пуанкаре у кiн-

цi XIX столiття, дослiдивши асимптотичну поведiнку розв’якiв таких рiв-

нянь. Його результати стали поштовхом до дослiджень Дж. Д. Бiркгофа

[11 – 13], Р. Д. Кармайкла [14] та їхнiх учнiв, якi стали засновниками загаль-

ної аналiтичної теорiї лiнiйних рiзницевих рiвнянь. Також одними з перших

дослiджень теорiї рiзницевих рiвнянь вважаються монографiї О. Й. Гель-

фонда [15], А. А. Маркова [16], Д. Ф. Селiванова [17], Н. Ньорлунда [18].

Дослiдження рiзницевих рiвнянь стали особливо необхiдними у

60-х роках XX столiття з початком швидкого розвитку електронно-

обчислювальної технiки. Теорiя рiзницевих рiвнянь розвивалась як у скiн-

ченновимiрних так i в абстрактних просторах. Результати з якiсної теорiї

рiзницевих рiвнянь, а також рiзноманiтнi застосування цiєї теорiї висвiтле-

нi, зокрема, у монографiях Я. З. Ципкiна [19], Е. Джурi [20], Я. В. Бикова

i В. Г. Лiненка [21], А. Халаная i Д. Векслера [22], Д. I. Мартинюка [23],

I. В. Гайшуна [24], оглядi С. Л. Блюмiна i Р. Г. Фараджева [25] та iн.

Задачi про iснування та єдинiсть обмежених розв’язкiв рiзницевих рiв-

нянь у банахових просторах дослiджувалися, зокрема, В. Ю. Слюсарчу-

ком [26 – 29,], А. Я. Дороговцевим [30, 31], В. С. Кiмом [32], Д. Хенрi
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[33], I. I. Мармерштейном [34], I. В. Гайшуном [35], А. Г. Баскаковим [36],

Ю. В. Томiловим [37] у випадку обмежених коефiцiєнтiв, та А. Г. Баскако-

вим i О. I. Пастуховим [38], А. Г. Баскаковим [39, 40], А. Я. Дороговцевим

[30], М. Ф. Городнiм [41] у випадку необмежених операторних коефiцiєнтiв.

Важливi результати щодо властивостей розв’язкiв рiзницевих рiвнянь

отримано також у роботах А. О. Миролюбова i М. О. Солдатова [42],

О. М. Шарковського, Ю. Л. Майстренка i О. Ю. Романенко [43], А. М. Са-

мойленка, Д. I. Мартинюка i М. О. Перестюка [44], М. Бенабдаллаха,

А. Г. Руткаса i А. А. Соловйова [45], M. F. Bondarenko, A. G. Rutkas

[46], В. Ю. Слюсарчука [47 – 58], В. I. Ткаченка [59], М. Ф. Бондаренка,

Л. А. Власенко i А. Г. Руткаса [60], А. М. Самойленка i Ю. В. Теплiн-

ського [61], P. Preda, M. Megan [62], M. Medved [63], М. Ф. Городнього i

О. В. Вятчанiнова [64], О. В. Вятчанiнова [65], I. М. Грода [66], В. Г. Мазьї

i М. Г. Сулiмова [67] та iн.
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1.1 Рiзницевi рiвняння першого порядку.

Умова експоненцiальної дихотомiї

Умова iснування єдиного обмеженого на Z розв’язку лiнiйного рiзнице-

вого рiвняння першого порядку зi змiнним операторним коефiцiєнтом у

довiльному банаховому просторi еквiвалентна умовi експоненцiальної ди-

хотомiї. Експоненцiальнi дихотомiї вивчалися в роботах В. Ю. Слюсарчука

[28, 29], Д. Хенрi [68], А. Г. Баскакова i О. I. Пастухова [38], О. О. Покутного

[69], С. Коффмана i Х. Шеффера [70], А. А. Бойчука, В. Ф. Журавльова,

А. М. Самойленка [71], О. А. Бойчука, А. М. Самойленка [72], О. А. Бой-

чука [73], Р. К. Романовського i Л. В. Бельгарта [74], Г. В. Демиденка i

А. О. Бондар [75].

Мабуть у найбiльш загальному випадку умову експоненцiальної дихото-

мiї дослiджував В. Ю. Слюсарчук. Сформулюємо один з його результатiв.

Нехай En, n ∈ Z — банаховi простори, ‖·‖En
— норма в En i M — банахiв

простiр обмежених двостороннiх послiдовностей x = (xn), для кожної з

яких xn ∈ En, n ∈ Z, з нормою ‖x‖M = supn∈Z‖xn‖En
.

Нехай L(Ek, El) — банахiв простiр лiнiйних неперервних операторiв A :

Ek → El з нормою ‖A‖L(Ek,El) = sup‖x‖Ek
=1‖Ax‖El

.

Розглянемо оператори An ∈ L(En, En+1), n ∈ Z, для яких

supn∈Z‖An‖L(En,En+1) < +∞,

i лiнiйнi рiзницевi рiвняння

xn = An−1xn−1, n ∈ Z, (1.1)

i

xn = An−1xn−1 + fn, n ∈ Z, (1.2)

де xn ∈ En для всiх n ∈ Z i f = (fn) ∈ M.

Важливою для теорiї рiзницевих рiвнянь є задача про iснування єдино-

го обмеженого розв’язку рiвняння (1.2) для кожної послiдовностi f ∈ M,

тобто, з урахуванням теореми Банаха про обернений оператор, задача про
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умови оборотностi оператора

(Ay)n = yn − An−1yn−1, n ∈ Z, (1.3)

що дiє в просторi M. Цю задачу розв’язано в [29] iз використанням озна-

чення експоненцiальної дихотомiї розв’язкiв рiвняння (1.1). Сформулюємо

це означення.

Означення 1.1. (див. [28, 29]). Для рiвняння (1.1) має мiсце експоненцi-

альна дихотомiя на Z (рiвняння e-дихотомiчне), якщо для кожного m ∈ Z

простiр Em зображується у виглядi прямої суми замкнених пiдпросторiв

Em = E+
m+̇E−

m i виконуються такi умови:

а) проектори P+
m i P−

m на пiдпростори E+
m i E−

m рiвномiрно обмеженi, тобто

supm∈Z(‖P
+
m‖L(Em,Em) + ‖P−

m‖L(Em,Em)) < +∞; (1.4)

б) для кожного z ∈ E+
m розв’язок yn задачi

yn+1 = Anyn, n ≥ m, ym = z (1.5)

задовольняє нерiвнiсть ‖yn‖En
≤ N1q

n−m
1 ‖z‖Em

для всiх n ≥ m з деякими

N1 > 0 i q1 ∈ (0, 1), не залежними вiд n i m;

в) для кожного z ∈ E−
m розв’язок yn задачi

yn+1 = Anyn, n < m, ym = z (1.6)

задовольняє нерiвнiсть ‖yn‖En
≤ N2q

m−n
2 ‖z‖Em

для всiх n ≤ m з деякими

N2 > 0 i q2 ∈ (0, 1), не залежними вiд n i m.

В. Ю. Слюсарчук довiв таку теорему.

Теорема 1.1. (див. [28, 29]). Рiвняння (1.1) e-дихотомiчне тодi i тiль-

ки тодi, коли оператор A має неперервний обернений.

Перевiрка умов експоненцiальної дихотомiї з означення 1.1 для конкре-

тних рiзницевих рiвнянь є окремою, досить складною задачею. У часткових

випадках, зокрема, для рiвнянь зi скiнченною кiлькiстю стрибкiв опера-

торних коефiцiєнтiв, вона спрощується. Про це свiдчать сформульованi у
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цьому пунктi результати.

М. Ф. Городнiй та його аспiрантка I. В. Гончар розглядали рiзницеве рiв-

няння першого порядку зi стрибком операторного коефiцiєнта у скiнченно-

вимiрному банаховому просторi та отримали результати, якi еквiвалентнi

умовi експоненцiальної дихотомiї. Сформулюємо цi результати.

Нехай X — скiнченновимiрний комплексний банахiв простiр з нормою

‖·‖; A,B — лiнiйнi оператори в X ; I — одиничний оператор в X .

Розглядається рiзницеве рiвняння




xn+1 = Axn + yn, n ≥ 1,

xn+1 = Bxn + yn, n ≤ 0,
(1.7)

у якому {yn, n ∈ Z} — задана, а {xn, n ∈ Z} — шукана послiдовнiсть еле-

ментiв простору X .

Нехай σ(A), σ(B) — спектри операторiв A,B вiдповiдно, S =
{
λ ∈ C

∣∣
|λ| = 1

}
.

Покладемо Q0
− =

{
z ∈ X

∣∣ sup
n≥1

‖Anz‖ < ∞
}
;

Q0
+ =

{
z ∈ X

∣∣ iснує послiдовнiсть {a(ν, 0, z), ν ≤ 0} така, що

a(0, 0, z) = z; Ba(ν, 0, z) = a(ν + 1, 0, z), ν ≤ −1; sup
ν≤0

‖a(ν, 0, z)‖ < ∞;
}
.

Нехай X = Q0
−+̇Q0

+, P
0
−, P

0
+ — проектори в X на пiдпростори Q0

−, Q
0
+,

що вiдповiдають зображенню X = Q0
−+̇Q0

+; PA
− , P

A
+ - проектори в X

на X−(A), X+(A), що вiдповiдають зображенню X = X−(A)+̇X+(A),

PB
− , PB

+ проектори в X на X−(B), X+(B), що вiдповiдають зображенню

X = X−(B)+̇X+(B).

У [76] було доведено таку теорему.

Теорема 1.2. (див. [76]). У скiнченновимiрному комплексному банахо-

вому просторi X для довiльної обмеженої в X послiдовностi {yn, n ∈ Z}

рiвняння (1.7) має єдиний обмежений розв’язок {xn, n ∈ Z} у просторi X

тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi умови:

i)σ(A) ∩ S = ∅, σ(B) ∩ S = ∅;

ii)X = X−(A)+̇X+(B).
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Якщо умови i), ii) виконуються, то Q0
− = X−(A), Q

0
+ = X+(B) i вiдповiд-

ний до обмеженої послiдовностi {yn, n ∈ Z} єдиний обмежений розв’язок

{xn, n ∈ Z} рiзницевого рiвняння (1.7) визначається за такими формула-

ми:

x1 = P 0
−y0 +

−1∑

ν=−∞

P 0
−B

|ν|
− PB

− yν −
∞∑

ν=1

P 0
+A

−ν
+ PA

+ yν; (1.8)

∀n ≥ 2 : xn =
n−1∑

k=1

An−1−k
− P k

−yk +
0∑

ν=−∞

An−1
− P 0

−B
|ν|
− PB

− yν−

−
∞∑

ν=n

P n−1
+ An−1−ν

+ PA
+ yν;

(1.9)

∀n ≤ 0 : xn = P n−1
− yn−1 +

n−2∑

ν=−∞

P n−1
− B

|ν|+n−1
− PB

− yν − B
−|n|−1
+ P 0

+y0−

− B
−|n|
+ P−1

+ y−1 − ...− B−1
+ P

−|n|
+ y−|n| −

∞∑

ν=1

Bn−1
+ P+A

−ν
+ PA

+ yν.

(1.10)

У роботi [77] I. В. Гончар дослiджує рiзницеве рiвняння першого порядку

зi змiнним операторним коефiцiєнтом у нескiнченновимiрному банаховому

просторi X . Наведемо її результати.

Спочатку розглядається лiнiйне рiзницеве рiвняння (1.7), у якому A,B

— фiксованi оператори з простору лiнiйних обмежених операторiв L(X).

Для такого рiвняння було доведено теорему, умови якої еквiвалентнi умо-

вi експоненцiальної дихотомiї.

Теорема 1.3 (див. [77, Теорема 1]). Припустимо, що виконуються умо-

ви i), ii) теореми 1.2.

Тодi ряди з (1.8)—(1.10) абсолютно збiгаються за нормою та задають

вiдповiдний до обмеженої послiдовностi {yn, n ∈ Z} обмежений розв’язок

{xn, n ∈ Z} рiвняння (1.7). Цей розв’язок єдиний у класi всiх обмежених

в нескiнченновимiрному просторi X послiдовностей.

Також I.В. Гончар дослiджує нелiнiйне рiзницеве рiвняння




xn+1 = Axn + g(xn) + yn, n ≥ 1,

xn+1 = Bxn + g(xn) + yn, n ≤ 0,
(1.11)
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де g : X → X i задовольняє умову Лiпшиця зi сталою K, тобто

∃K > 0 ∀x, z ∈ X : ‖g(x)− g(z)‖ ≤ K‖x− z‖.

Для такого рiвняння також доведено теорему про iснування єдиного

обмеженого розв’язку.

Теорема 1.4. (див. [77, Теорема 3]) Нехай σ(A)∩ S = ∅, σ(B)∩ S = ∅,

X = X−(A)+̇X+(B) i виконується нерiвнiсть KLmax{M1,M2} < 1, де

L,M1,M2 — сталi з оцiнки ‖x̄‖∞ ≤ ‖ȳ‖∞Lmax{M1,M2},

M1 =
∑∞

k=0‖A
−k
+ ‖+ sup

p≥0

{∑p
k=1‖A

k
−‖+ ‖Ap

−‖
∑∞

ν=1‖B
ν
−‖
}
,

M2 =
∑∞

j=0‖B
j
−‖+ sup

p≥1

{∑p
k=1‖B

−k
+ ‖+ ‖B−p

+ ‖
∑∞

ν=1‖A
−ν
+ ‖
}
.

Тодi для довiльної обмеженої послiдовностi {yn, n ∈ Z} нелiнiйне рiзни-

цеве рiвняння (1.11) має єдиний обмежений розв’язок.

В. Ю. Слюсарчук у роботi [28] встановив умови експоненцiальної ди-

хотомiї розв’язкiв лiнiйного рiзницевого рiвняння першого порядку з

кусково-сталими операторними коефiцiєнтами (тобто зi скiнченною кiль-

кiстю стрибкiв в нашiй термiнологiї). Сформулюємо його результат.

В комплексному банаховому просторi E розглядається рiзницеве рiвня-

ння

xn = Bn−1xn−1, n ∈ Z, (1.12)

в якому Bn =





D,n < n1,

An, n1 ≤ n < n2,

C, n ≥ n2,

де n1 i n2 — довiльнi цiлi числа, для

яких n1 < n2, оператори C,D,An, n1 ≤ n < n2, належать L(E).

Теорема 1.5. (див. [28, Теорема 9]) Для e-дихотомiчностi рiвняння

(1.12) необхiдно i достатньо виконання таких умов:

1) для кожного m ∈ Z банахiв простiр E зображується у виглядi прямої

суми замкнених пiдпросторiв E = E+
m ⊕ E−

m, для яких

E+
n = E+

n2
i E−

n = E−
n2

для всiх n ≥ n2 та E+
n = E+

n1−1 i E−
n = E−

n1−1 для

всiх n ≤ n1 − 1;

2) CE+
n2

⊂ E+
n2
, CE−

n2
= E−

n2
, оператор P−

n2
CP−

n2
: E−

n2
→ E−

n2
має неперерв-
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ний обернений
(
P−
n2
CP−

n2

)−1
i спектральнi радiуси

r
(
P+
n2
CP+

n2

)
< 1, r

((
P−
n2
CP−

n2

)−1
)
< 1;

3) DE+
n1−1 ⊂ E+

n1−1 ∩ E+
n1
, DE−

n1−1 = E−
n1−1 = E−

n1
, оператор P−

n1−1DP−
n1−1 :

E−
n1−1 → E−

n1−1 має неперервний обернений
(
P−
n1−1DP−

n1−1

)−1
i

r
(
P+
n1−1DP+

n1−1

)
< 1, r

((
P−
n1−1DP−

n1−1

)−1
)
< 1;

4) An1
E+

n1
⊂ E+

n1+1, An1+1E
+
n1+1 ⊂ E+

n1+2, ..., An2−1E
+
n2−1 ⊂ E+

n2
;

5) An1
E−

n1
= E−

n1+1, An1+1E
−
n1+1 = E−

n1+2, ..., An2−1E
−
n2−1 = E−

n2
i оператори

An1
|E−

n1
: E−

n1
→ E−

n1+1, An1+1|E−

n1+1
: E−

n1+1 → E−
n1+2, ..., An2−1|E−

n2−1
: E−

n2−1 →

→ E−
n2

мають неперервнi оберненi оператори.

А. В. Чайковський i О. А. Лагода у [78] теж розглядали рiзницеве рiвня-

ння першого порядку зi скiнченною кiлькiстю стрибкiв операторного кое-

фiцiєнта в банаховому просторi X , а саме рiвняння





xn+1 = A0xn + yn, n ≤ 0,

xn+1 = Anxn + yn, 1 ≤ n ≤ N − 1,

xn+1 = ANxn + yn, n ≥ N,

(1.13)

де N — фiксоване натуральне число, Ak, 0 ≤ k ≤ N, — оператори з L(X).

Ними доведено таку теорему.

Теорема 1.6. (див. [78, Теорема 2]) Нехай σ(A0)∩S = ∅, σ(AN)∩S = ∅

i AN−1AN−2 ·...·A1 є iн’єкцiєю. Тодi рiвняння (1.13) має єдиний обмежений

розв’язок {xn, n ∈ Z} ⊂ X для довiльної обмеженої послiдовностi {yn, n ∈

Z} ⊂ X тодi i тiльки тодi, коли

X = W +̇X−(AN),

де W = {AN−1AN−2 · ... · A1x |x ∈ X+(A0)}.

В дисертацiйнiй роботi проводяться аналогiчнi дослiдження для рiзни-

цевих рiвнянь другого порядку зi стрибками операторного коефiцiєнта.
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1.2 Рiзницевi рiвняння другого порядку зi

сталими операторними коефiцiєнтами

Рiзницевi рiвняння i системи рiвнянь другого порядку є ефективним iн-

струментом математичного моделювання, вiдiграють велику роль i мають

широке застосування в рiзних сферах. Наприклад, загальний член послi-

довностi чисел Фiбоначчi є розв’язком лiнiйного рiзницевого рiвняння дру-

гого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Також рiзницевi рiвняння i системи

рiвнянь другого порядку використовуються, наприклад, у моделюваннi ди-

намiчних процесiв в економiцi, банкiвськiй справi та iн.

У дисертацiйнi роботi вивчаються рiзницевi рiвняння другого порядку

зi стрибками операторних коефiцiєнтiв. Аналогiчнi рiвняння зi сталими

операторними коефiцiєтами дослiджувались, зокрема, А. Г. Баскаковим

[36], А. Я. Дороговцевим [30], А. Г. Баскаковим i А. Ю. Дуплищевою [79],

Л. Ю. Кабанцовою [80].

Сформулюємо результат, отриманий А. Я. Дороговцевим в [30].

Нехай (B, ‖·‖) — комплексний банахiв простiр, A0, A1 — фiксованi опе-

ратори з простору всiх лiнiйних обмежених операторiв L(B), S =
{
λ ∈ C

∣∣
|λ| = 1

}
.

Розглядається рiзницеве рiвняння

xn+1 = A0xn + A1xn−1 + yn, n ∈ Z, (1.14)

у якому {yn, n ∈ Z} — задана, а {xn, n ∈ Z} — шукана послiдовнiсть еле-

ментiв простору B.

Теорема 1.7. (див. [30, Теорема 4, с.15]). Нехай A0A1 = A1A0. Для то-

го, щоб для довiльної обмеженої послiдовностi {yn, n ∈ Z} рiвняння (1.14)

мало єдиний обмежений розв’язок {xn, n ∈ Z} необхiдно i достатньо, щоб

для довiльного λ ∈ S оператор λ2I −λA0−A1 мав неперервний обернений

на B.

Теорему 1.7 можна застосувати до рiзницевого рiвняння

xn+1 − 2xn + xn−1 = Axn + yn, n ∈ Z, (1.15)
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де A ∈ L(B). У лiвiй частинi цього рiвняння записано рiзницевий аналог

другої похiдної. Прикладнi задачi, якi зводяться до аналiзу рiвняння (1.15),

розглядаються в [81, 82]. Також рiзницеве рiвняння (1.15) iз замкненим

оператором A виникає при дискретизацiї деяких типiв рiвнянь в частинних

похiдних.

У роздiлi 2 дисертацiйного дослiдження розглядається аналогiчне до

(1.15) рiзницеве рiвняння зi стрибком операторного коефiцiєнта.

У статтi [41] М. Ф. Городнiм дослiджувалось питання про iснування i

єдинiсть обмежених i перiодичних розв’язкiв рiзницевого рiвняння

Axn =
∞∑

k=−∞

Akxn+k + yn, n ∈ Z, (1.16)

в якому A — замкнений оператор, {An, n ∈ Z} — послiдовнiсть лiнiйних

обмежених операторiв в комплексному банаховому просторi B. Наведемо

основний результат роботи [41].

Нехай {An, n ∈ Z} такий набiр операторiв з L(B), що ряд

f(z) =
∞∑

k=−∞

Anz
n

збiгається за нормою в кiльцi {z ∈ C
∣∣s0 < |z| < s1}, де s0, s1 — деякi

фiксованi дiйснi числа, такi, що 0 < s0 < 1 < s1, A — замкнений оператор

з областю визначення D. Нехай

sup
n
‖xn‖+ sup

n
‖Axn‖ < +∞

i

M :=
{
{Cn, n ∈ Z} ⊂ L(B) | ∀n ∈ Z : Cn : B → D,ACn ∈ L(B);

∃ t0 ∈ (0; 1); ∃ t1 ∈ (1; +∞) :
∞∑

j=−∞

(‖Cj‖+ ‖ACj‖) |z|
j < +∞, t0 < |z| < t1;

∀m ∈ Z :
(
ACm −

∞∑

k=−∞

AkCm+k

)
u =

(
CmA−

∞∑

k=−∞

Cm+kAk

)
u, u ∈ D

}
.
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Теорема 1.8. (див. [41, Теорема 1]). Наступнi умови еквiвалентнi:

1) iснує набiр операторiв {Cn, n ∈ Z} ∈ M такий, що рiвняння (1.16)

має для довiльної обмеженої в B послiдовностi {yn, n ∈ Z} обмежений

розв’язок вигляду
{
xn =

∞∑

k=−∞

Cn−kyk, n ∈ Z
}
;

2) для кожного z, |z| = 1 точка нуль належить резольвентнiй множинi

оператора A− f(z);

3) для довiльної обмеженої в B послiдовностi {yn, n ∈ Z} iснує єдиний

розв’язок {xn, n ∈ Z} рiзницевого рiвняння (1.16), який задовiльняє умову

sup
n
‖xn‖+ sup

n
‖Axn‖ < +∞.

Якщо в рiвняннi (1.16) покласти A1 = −I, A = O, Ak = 0, |k| ≥ 2, де I, O

— одиничний i нульовий оператори в B, то отримаємо рiвняння

xn+1 = A0xn + A1xn−1 + yn, n ∈ Z.

Тому з теореми 1.8 зокрема випливає, що твердження теореми 1.7 викону-

ється i у випадку, коли A0A1 6= A1A0.

У роздiлi 3 дисертацiї розглядається аналогiчне до (1.14) рiзницеве рiв-

няння зi стрибками операторних коефiцiєнтiв.

Аналогiчнi питання для рiзницевих рiвнянь другого порядку вивчала

Л. Ю. Кабанцова. У роботi [80] розглядається лiнiйне рiзницеве рiвняння

другого порядку в комплексному банаховому просторi X з обмеженими

операторними коефiцiєнтами B1, B2

xn+2 +B1xn+1 +B2xn = gn, n ∈ Z, (1.17)

у якому g = {gn, n ∈ Z} ∈ lp(Z, X).

Якщо p = ∞, то

l∞(Z, X) = {g = {gn, n ∈ Z} ⊂ X
∣∣‖g‖∞ = sup

n∈Z
‖g‖ < ∞},
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тобто у нашiй термiнологiї дослiджується питання про iснування єдиного

обмеженого розв’язку рiзницевого рiвняння (1.17) для кожної g ∈ l∞(Z, X).

Розглядається випадок, коли вiдповiдне «алгебраїчне» операторне рiв-

няння

Λ2 +B1Λ + B2 = O (1.18)

має в L(X) роздiленi коренi Λ1,Λ2, тобто такi, що оператор Λ1 − Λ2 непе-

рервно оборотний. Зокрема, Л. Ю. Кабанцовою отримано такi результати.

Нехай X2 =
{(x(1)

x(2)

) ∣∣∣ x(1), x(2) ∈ X
}

— банахiв простiр з покоордина-

тним додаванням i множенням на скаляр i нормою

||x||X2 = ||x(1)||+ ||x(2)||, x =

(
x(1)

x(2)

)
∈ X2.

Якщо оператори E,F,G,H належать L(X), то, як i в скалярному випадку,

оператор T =

(
E F

G H

)
визначається за правилом

Tx =

(
Ex(1) + Fx(2)

Gx(1) +Hx(2)

)
, x =

(
x(1)

x(2)

)
∈ X2.

Теорема 1.10. (див. [80, Теорема 2]). Якщо рiвняння (1.18) має два роз-

дiленi коренi Λ1,Λ2 ∈ L(X), то оператор B =

(
O −I

B2 B1

)
подiбний блочно-

дiагональному оператору Λ =

(
−Λ1 O

O −Λ2

)
. Також має мiсце рiвнiсть

B = U−1ΛU, (1.19)

де

U =

(
I I

Λ1 Λ2

)
, U−1 =

(
−(Λ1 − Λ2)

−1Λ2 (Λ1 − Λ2)
−1

(Λ1 − Λ2)
−1Λ1 −(Λ1 − Λ2)

−1

)
.

Теорема 1.11. (див. [80, Теорема 3]). Нехай рiвняння (1.18) має роздi-

ленi коренi Λ1,Λ2 ∈ L(X). Для того, щоб рiзницеве рiвняння (1.17) мало
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єдиний обмежений розв’язок для кожної g ∈ l∞(Z, X), необхiдно i доста-

тньо, щоб

(σ(Λ1) ∪ σ(Λ2)) ∩ S = ∅,

де σ(Λk) — спектри операторiв Λk, k = 1, 2, S =
{
λ ∈ C

∣∣ |λ| = 1
}
.

Зазначимо, що порядок множникiв у правiй частинi формули (1.19) i,

як наслiдок, низка подальших формул в [80], записанi неправильно (див.

зауваження 3.1 дисертацiйної роботи).

У теоремi 3.2 диcертацiйної роботи розглядається аналогiчне до (1.17)

рiзницеве рiвняння зi стрибками операторних коефiцiєнтiв у випадку, коли

вiдповiднi «алгебраїчнi» операторнi рiвняння мають роздiленi коренi.
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1.3 Рiзницевi рiвняння з випадковою правою

частиною

Важливим для застосувань також є дослiдження рiзницевих рiвнянь з ви-

падковою правою частиною, оскiльки вони адекватно моделюють поведiн-

ку рiзноманiтних реальних процесiв з випадковим впливом. Рiзнi власти-

востi розв’язкiв таких рiвнянь вивчались, зокрема, в роботах А. Я. Доро-

говцева [30, 83, 84], T. Morozan [85, 86], A. Brandt [87], P. Preda, M. Megan

[88], Y. Morita [82], М. Ф. Городнього [41], М. Ф. Городнього та I. В. Гончар

[89].

Сформулюємо результат, отриманий А. Я. Дороговцевим в [30].

Нехай (Ω,F , P ) — повний iмовiрнiсний простiр, B — комплексний сепа-

рабельний банахiв простiр, B(X) — σ-алгебра борельових множин простору

B, A — фiксований оператор з простору всiх лiнiйних обмежених операто-

рiв L(B), σ(A) — спектр оператора A, S =
{
λ ∈ C

∣∣ |λ| = 1
}
.

Спочатку запишемо означення стацiонарного (у вузькому сенсi) процесу.

Означення 1.2. Процес B-значних випадкових елементiв {xn, n ∈ Z},

заданих на (Ω,F , P ), називається стацiонарним (у вузькому сенсi), якщо

∀ m ∈ N ∀ n1, n2, . . . , nm ∈ Z ∀ Q1, Q2, . . . , Qm ∈ B(X) :

P{xnk+1 ∈ Qk, 1 6 k 6 m} = P{xnk
∈ Qk, 1 6 k 6 m}.

Означення випадкових елементiв i їх властивостi сформульованi, напри-

клад, в [90].

Теорема 1.12. (див. [30, Теорема 1, с. 65]). Для того, щоб для до-

вiльного B-значного стацiонарного процесу {yn, n ∈ Z} з E‖y(0)‖ < +∞

рiвняння

xn+1 = Axn + yn, n ∈ Z, (1.20)

мало єдиний стацiонарний розв’язок {xn, n ∈ Z} з E‖x(0)‖ < +∞, необ-

хiдно i достатньо, щоб σ(A) ∩ S = ∅.

При доведеннi теореми 1.12 встановлено, що вiдповiдний до {yn, n ∈ Z}

єдиний стацiонарний розв’язок {xn, n ∈ Z} рiвняння (1.20) зображується у

виглядi
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xn =
∞∑

j=0

(AP−)
jyn−1−j −

−1∑

j=−∞

(AP+)
jyn−1−j, (1.21)

де P− = − 1
2πi

∫
S
(A− λI)−1 dλ, P+ = I − P− — проектори.

Формула (1.21) суттєво використовується у четвертому роздiлi дисерта-

цiї.

Також А. Я. Дороговцевим було доведено таку теорему.

Теорема 1.13. (див. [30, Теорема 13, с. 87]). Нехай p ∈ N ∪ {0} i

{A0, A1, . . . , Ap} ⊂ L(B). Для того, щоб для довiльного B-значного ста-

цiонарного процесу {yn, n ∈ Z} з E‖y(0)‖ < +∞ рiвняння

A0xn + A1xn−1 + · · ·+ Apxn−p = yn, n ∈ Z,

мало єдиний стацiонарний розв’язок {xn, n ∈ Z} з E‖x(0)‖ < +∞, необ-

хiдно i достатньо, щоб для будь-якого λ ∈ S оператор

A0λ
p + A1λ

p−1 + · · ·+ Ap

мав неперервний обернений на B.

Теорему 1.13 можна застосувати до рiзницевого рiвняння

ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Aξn + ηn, n ∈ Z, (1.22)

у якому {ηn, n ∈ Z} — заданий стацiонарний процес B-значних випадко-

вих елементiв, {ξn, n ∈ Z} — шуканий стацiонарний розв’язок B-значних

випадкових елементiв, заданих на (Ω,F , P ).

Рiвняння (1.22) навiть iз замкненим оператором A розглядалося в [83],

а бiльш загальне рiзницеве рiвняння — в [41].

У роздiлi 4 дисертацiйного дослiдження розглядається аналогiчне до

(1.22) рiзницеве рiвняння зi стрибком операторного коефiцiєнта та вивча-

ються умови iснування обмежених в середньому розв’язкiв для такого рiв-

няння.

У статтi [89] М. Ф. Городнiй та I. В. Гончар дослiджували питання про

iснування єдиного обмеженого у середньому порядку p розв’язку рiзни-
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цевого рiвняння першого порядку зi стрибком операторного коефiцiєнта.

Сформулюємо їх результат.

Нехай X — комплексний сепарабельний банахiв простiр, L(X) — на-

бiр усiх лiнiйних обмежених операторiв, що дiють з X в X . Зафiксуємо

p ∈ [1,∞) i позначимо через Y банахiв простiр Lp(Ω, X) усiх класiв еквi-

валентних випадкових елементiв ξ : Ω → X таких, що

‖ξ‖p = (E‖ξ‖p)
1

p < ∞.

Послiдовнiсть {ξn, n ∈ Z} ⊂ Y будемо називати обмеженою в середньому

порядку p, якщо

sup
n∈Z

‖ξn‖p < ∞.

Розглядається рiзницеве рiвняння




ξn+1 = Aξn + ηn, n ≥ 1,

ξn+1 = Bξn + ηn, n ≤ 0,
(1.23)

у якому A,B — фiксованi оператори з L(X), {ηn, n ∈ Z} — задана, {ξn, n ∈

Z} — шукана послiдовнiсть випадкових елементiв простору Y , а рiвностi з

(1.23) повиннi виконуватись з iмовiрнiстю 1.

У [89] було доведено таку терему.

Теорема 1.14. (див. [89, Теорема 2]). Припустимо, що виконуються

такi умови:

1) σ(A) ∩ S = ∅, σ(B) ∩ S = ∅;

2) X = X−(A)+̇X+(B).

Тодi рiзницеве рiвняння (1.23) має для довiльної обмеженої в середньо-

му порядку p послiдовностi {ηn, n ∈ Z} єдиний обмежений в середньому

порядку p розв’язок {ξn, n ∈ Z}.

У четвертому роздiлi дисертацiї проводяться аналогiчнi дослiдження для

рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком операторного коефiцi-

єнта
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


ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Aξn + ηn, n ≥ 1,

ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Bξn + ηn, n ≤ 0.
(1.24)

Для такого рiвняння було знайдено достатнi умови на оператори A,B,

при виконаннi яких рiзницеве рiвняння (1.24) має для кожної обмеженої

в середньому послiдовностi {ηn, n ∈ Z} єдиний обмежений у середньому

розв’язок {ξn, n ∈ Z}, а також оцiнено близькiсть при n → ∞ компо-

нент обмеженого у середньому розв’язкiв рiзницевого рiвняння зi стрибком

операторного коефiцiєнта (1.24) до компонент обмеженого у середньому

розв’язку рiзницевого рiвняння зi сталим операторним коефiцiєнтом

ζn+1 − 2ζn + ζn−1 = Aζn + ηn, n ∈ Z.
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1.4 Висновки до роздiлу 1

Цей роздiл є допомiжним i не мiстить нових результатiв.

У ньому викладено основнi поняття i сформульовано вiдомi результати,

що стосуються тематики дисертацiї i свiдчать про актуальнiсть i новизну

задач, якi дослiджуються в дисертацiйнiй роботi. У пунктi 1.1 показано

зв’язок умови обмеженостi розв’язкiв рiзницевого рiвняння першого по-

рядку iз умовою експоненцiальної дихотомiї. У пунктi 1.2 та пунктi 1.3

цього роздiлу було зроблено короткий огляд результатiв, котрi стосуються

рiзницевих рiвнянь другого порядку та рiзницевих рiвнянь з випадковою

правою частиною вiдповiдно, i показано, в яких напрямках проводяться

подальшi дослiдження таких рiвнянь в данiй дисертацiйнiй роботi.
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Роздiл 2

ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ РIЗНИЦЕВОГО

РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

СПЕЦIАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ

У цьому роздiлi дослiджується питання про iснування єдиного обмеженого

на Z розв’язку лiнiйного рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком

операторного коефiцiєнта, лiва частина якого є рiзницевим аналогом другої

похiдної, у скiнченновимiрному банаховому просторi.

2.1 Постановка задачi

Нехай X — m-вимiрний комплексний банахiв простiр з нормою ‖·‖ i ну-

льовим елементом 0̄; I, O — одиничний та нульовий оператори в X ; A,B

— фiксованi лiнiйнi оператори в X .

Розглянемо рiзницеве рiвняння




xn+1 − 2xn + xn−1 = Axn + yn, n ≥ 1,

xn+1 − 2xn + xn−1 = Bxn + yn, n ≤ 0,
(2.1)

у якому {yn, n ∈ Z} — задана, а {xn, n ∈ Z} — шукана послiдовнiсть еле-

ментiв простору X .

Знайдемо необхiднi i достатнi умови на оператори A,B, при виконаннi

яких виконується така умова.

Умова обмеженостi. Для довiльної обмеженої в X послiдовностi

{yn, n ∈ Z} рiвняння (2.1) має єдиний обмежений розв’язок {xn, n ∈ Z}

у просторi X .
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2.2 Допомiжнi результати

Покладемо X2 =
{
x =

(
x(1)

x(2)

) ∣∣∣ x(1), x(2) ∈ X
}

.

Тодi X2 — 2m-вимiрний комплексний банахiв простiр з покоординатним

додаванням i множенням на скаляр та нормою ||x||∗ = ||x(1)|| + ||x(2)||,

x =

(
x(1)

x(2)

)
∈ X2.

Якщо E,F,G,H — лiнiйнi оператори в X , то, як i для випадку числових

матриць, T =

(
E F

G H

)
задає лiнiйний оператор в X2 за правилом

Tx =

(
Ex(1) + Fx(2)

Gx(1) +Hx(2)

)
, x =

(
x(1)

x(2)

)
∈ X2.

Нехай TA =

(
A+ 2I −I

I O

)
, TB =

(
B + 2I −I

I O

)
, σ(TA) — набiр власних

чисел оператора TA, S =
{
z ∈ C | |z| = 1

}
.

Для доведення основного результату цього роздiлу використовуються

наведенi нижче твердження.

Лема 2.1. Для оператора TA iснує обернений оператор

T−1
A =

(
O I

−I A+ 2I

)
.

Доведення. Справдi

(
A+ 2I −I

I O

)
·

(
O I

−I A+ 2I

)
=

(
I O

O I

)
,

i цього досить у скiнченновимiрному просторi, бо у ньому правий обернений

оператор є оберненим оператором.

Лема 2.2 Число λ 6= 0 є власним числом TA, якому вiдповiдає власний

вектор

(
λv

v

)
, тодi i тiльки тодi, коли λ +

1

λ
− 2 є власним числом A,

якому вiдповiдає власний вектор v.
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай λ 6= 0 — власне число TA, якому вiдповiдає

власний вектор

(
v

w

)
.

Тодi TA

(
v

w

)
= λ

(
v

w

)
у тому i лише у тому випадку, коли




(A+ 2I)v − w = λv

v = λw.

Оскiльки λ 6= 0, то v 6= 0, бо iнакше iз того, що v = λw випливає, що i

w = 0, але власний вектор ненульовий. Тодi w =
1

λ
v.

Пiдставимо w =
1

λ
v в (A+ 2I)v − w = λv. Отримаємо Av = (λ +

1

λ
− 2)v,

а також

(
v

w

)
=




v
1

λ
v


 , тобто

(
λv

v

)
— власний вектор TA.

Достатнiсть. Нехай λ 6= 0, (λ+
1

λ
−2) — власне число A, якому вiдповiдає

власний вектор v. Тодi

TA

(
λv

v

)
=

(
A+ 2I −I

I O

)(
λv

v

)
=

(
(A+ 2I)(λv) −v

λv

)
=

= λ


Av + 2v −

1

λ
v

v


 = λ

(
λv

v

)
,

бо Av =
1

λ
v + λv − 2v.

Лема 2.3. Якщо λ ∈ σ(TA) i йому вiдповiдає власний вектор

(
λv

v

)
, то

λ 6= 0,
1

λ
∈ σ(TA) i йому вiдповiдає власний вектор

(
v

λv

)
.
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Доведення. Доведемо, що λ = 0 — не є власним числом TA. Справдi

TA

(
u

v

)
= 0

(
u

v

)
⇔

(
A+ 2I −I

I O

)(
u

v

)
=

(
0

0

)
⇔

⇔




(A+ 2I)u− v = 0,

u = 0
⇔

(
u

v

)
=

(
0

0

)

.

Отже, λ 6= 0.

Нехай λ ∈ σ(TA) i йому вiдповiдає власний вектор

(
λv

v

)
. Доведемо, що

1

λ
∈ σ(TA) i йому вiдповiдає власний вектор

(
v

λv

)
.

Оскiльки

(
v

λv

)
= λ



1

λ
v

v


 , то досить перевiрити, що



1

λ
v

v


 — власний

вектор TA, якому вiдповiдає власне число
1

λ
, а це виконується, бо внаслiдок

леми 2.2

Av =
1

λ
v + λv − 2v,

звiдки

TA



1

λ
v

v


 =



(A+ 2I)(

1

λ
v) −v

1

λ
v


 =

1

λ

(
Av + 2v − λv

v

)
=

1

λ



1

λ
v

v


.

Зауваження 2.1. При |λ| < 1 вектори
(
λv

v

)
та

(
v

λv

)
, де v 6= 0,

лiнiйно незалежнi.

Доведення. α

(
λv

v

)
+ β

(
v

λv

)
=

(
0

0

)
⇔




(λα + β)v = 0

(α + λβ)v = 0
⇔

⇔




λα + β = 0

α + λβ = 0
, але

∣∣∣∣∣
λ 1

1 λ

∣∣∣∣∣= λ2 − 1 6= 0, бо |λ| < 1.
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Отже, система має тiльки нульовий розв’язок α = β = 0.

Лема 2.4. σ(TA)∩S = ∅, тодi i тiльки тодi, коли σ(A)∩ [−4; 0] = ∅.

Доведення. Оскiльки функцiя Жуковського f(z) =
1

2
(z +

1

z
) переводить

коло

S =
{
z ∈ C

∣∣ |z| = 1
}
=
{
eit | t ∈ [0; 2π)

}

у вiдрiзок [-1; 1], то функцiя

g(λ) = λ+
1

λ
− 2 = 2f(λ)− 2

переводить S у вiдрiзок [-4;0]. Тому твердження леми випливає з леми 2.2.

Лема 2.5. Рiвняння

λ+
1

λ
− 2 = µ

має при заданому µ ∈ C два коренi, один з яких лежить всерединi кола

S, а iнший зовнi S, тодi i тiльки тодi, коли µ /∈ [−4; 0] .

Доведення. Твердження леми випливає з того, що функцiя Жуковського

f(z) =
1

2
(z +

1

z
) переводить S у вiдрiзок [−1; 1], а кола

{
reit | t ∈ [0; 2π)

}

та
{1
r
e−it | t ∈ [0; 2π)

}
, де r > 1, в елiпс

{1
2
(r +

1

r
) cos t+ i

1

2
(r −

1

r
)sint | t ∈ [0; 2π)

}
,

причому при r > 1 кола радiуса r та кола радiуса
1

r
переводяться в елiпс

бiєктивно.

Зокрема, якщо µ /∈ [−1; 1], то через µ проходить рiвно один такий елiпс.

Зауваження 2.2. Якщо λ = λ1 — корiнь λ+
1

λ
− 2 = µ, то λ2 =

1

λ1
—

теж корiнь λ+
1

λ
− 2 = µ.
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Лема 2.6. Якщо µ — власне число оператора A, якому вiдповiдає клiтина

Жордана порядку p, i λ +
1

λ
− 2 = µ, то власним числам λ,

1

λ
оператора

TA вiдповiдають клiтини Жордана порядку, не меншого за p.

Доведення. Iз умов леми випливає, що в X iснує такий набiр лiнiйно неза-

лежних векторiв e1, e2, ..., ep, що





(A− µI)ep = ep−1,

(A− µI)ep−1 = ep−2,

· · ·

(A− µI)e2 = e1,

(A− µI)e1 = 0̄;

(2.2)

Оскiльки Ae1 = µe1, то

TA

(
λe1

e1

)
= λ

(
λe1

e1

)
, (2.3)

тобто

(TA − λE)

(
λe1

e1

)
=

(
0

0

)
. (2.4)

Знайдемо тепер такий вектор

(
v1

v2

)
, що

(TA − λE)

(
v1

v2

)
=

(
λe1

e1

)
. (2.5)

Вiдзначимо, що (2.5) виконується тодi i тiльки тодi, коли


(A− µI) +

1

λ
I −I

I −λI



(
v1

v2

)
=

(
λe1

e1

)
⇔

43



⇔




(A− µI)v1 +

1

λ
v1 − v2 = λe1,

v1 − λv2 = e1,
⇔

⇔




(A− µI)v1 +

1

λ
e1 = λe1,

v1 − λv2 = e1,
⇔

⇔





(A− µI)v1 = λ(1−
1

λ2
)e1,

v2 =
1

λ
(v1 − e1).

Тому з (2.2) випливає, що досить вибрати v1 = λ(1−
1

λ2
)e2. Тодi отримаємо

(
v1

v2

)
=




λ(1−
1

λ2
)e2

(1−
1

λ2
)e2 −

1

λ
e1


 . (2.6)

Зауважимо, що (2.6) знаходиться не єдиним способом, оскiльки розв’язком

рiвняння (A − µI)v1 = λ(1 −
1

λ2
)e1 є, наприклад, v1 = λ(1 −

1

λ2
)e2 + ke1.

Покладемо тепер

v1 =

(
v
(1)
1

v
(1)
2

)
=

(
λe1

e1

)
,

v2 =

(
v
(2)
1

v
(2)
2

)
=




λ(1−
1

λ2
)e2

(1−
1

λ2
)e2 −

1

λ
e1


 .

Тодi (TA − λE)v1 = 0, (TA − λE)v2 = v1.

Знайдемо такi вектори vk, 2 ≤ k ≤ p, що

∀ 1 ≤ k ≤ p− 1 : (TA − λE)vk+1 = vk. (2.7)

Зауважимо,що

(TA − λE)vk+1 = vk ⇔




(A− µI)v

(k+1)
1 +

1

λ
v
(k+1)
1 − v

(k+1)
2 = v

(k)
1 ,

v
(k+1)
1 − λv

(k+1)
2 = v

(k)
2 ,

⇔
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⇔




(A− µI)v

(k+1)
1 = v

(k)
1 −

1

λ
v
(k)
2 ,

v
(k+1)
1 − λv

(k+1)
2 = v

(k)
2 .

(2.8)

Оскiльки (2.8) виконується для усiх 1 ≤ k ≤ p − 1, то послiдовно мати-

мемо:

(A− µI)v
(k+1)
1 = v

(k)
1 −

1

λ
v
(k)
2 = (1−

1

λ2
)v

(k)
1 +

1

λ2
(v

(k)
1 − λv

(k)
2 ) =

= (1−
1

λ2
)v

(k)
1 +

1

λ2
v
(k−1)
2 = (1−

1

λ2
)v

(k)
1 +

1

λ3
v
(k−1)
1 −

1

λ3
(v

(k−1)
1 − λv

(k−1)
2 ) =

= (1−
1

λ2
)v

(k)
1 +

1

λ3
v
(k−1)
1 −

1

λ3
v
(k−2)
2 = · · · =

= (1−
1

λ2
)v

(k)
1 +

1

λ3
v
(k−1)
1 − . . .+ (−1)k

1

λk+1
v
(1)
1 + (−1)k+1 1

λk+1
(v

(1)
1 − λv

(1)
2 ).

Оскiльки v
(1)
1 = λe1, v

(1)
2 = e1, то остаточно

(A− µI)v
(k+1)
1 = (1−

1

λ2
)v

(k)
1 +

1

λ3
v
(k−1)
1 − . . .+ (−1)k

1

λk+1
v
(1)
1 . (2.9)

Також (A− µI)v
(k+1)
1 = v

(k)
1 −

1

λ
v
(k+1)
1 + v

(k+1)
2 , звiдки

v
(k+1)
2 =

1

λ
v
(k+1)
1 −

1

λ2
v
(k)
1 + . . .+ (−1)k

1

λk+1
v
(1)
1 . (2.10)

Зокрема, при k = 1 (2.9) записується у виглядi

(A− µI)v
(2)
1 = (1−

1

λ2
)v

(1)
1 = (1−

1

λ2
)λe1,

а отже, з урахуванням (2.2) можна покласти

v
(2)
1 = λ(1−

1

λ2
)e2. (2.11)

При цьому з (2.10) матимемо

v
(2)
2 =

1

λ
v
(2)
1 −

1

λ2
v
(1)
1 = (1−

1

λ2
)e2 −

1

λ
e1. (2.12)
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Це спiвпадає з (2.6).

Оскiльки при фiксованому 1 ≤ k ≤ p − 1 у правiй частинi (2.9) мати-

мемо лiнiйну комбiнацiю векторiв e1, e2, . . . , ek, то вектори vk+1 послiдовно

визначаються за допомогою спiввiдношень (2.9), (2.10). Тому внаслiдок рiв-

ностей (2.7) оператор TA має клiтину Жордана порядку, не меншого за p.

Вiдзначимо, що внаслiдок спiввiдношень (2.9),(2.10),(2.11),(2.12) для усiх

допустимих k

v
(k+1)
2 = (1−

1

λ2
)kek+1 + hk(λ; e1, e2, . . . , ek), (2.13)

де hk(λ; e1, e2, . . . , ek) — деяка лiнiйна комбiнацiя базисних векторiв

e1, e2, . . . , ek.

Щодо власного числа
1

λ
мiркування аналогiчнi.

Розглянемо клiтину Жордана порядку p

J(µ, p) =




µ 1 0 0 . . . 0 0

0 µ 1 0 . . . 0 0

0 0 µ 1 . . . 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 . . . µ 1

0 0 0 0 . . . 0 µ




.

Лема 2.7. Нехай σ(A) ∩ [−4; 0] = ∅. Тодi кожнiй клiтинi Жордана

J(µ, p) матрицi оператора A вiдповiдають рiвно двi клiтини Жордана

J(λ, p), J(
1

λ
, p) матрицi оператора TA, де µ = λ+

1

λ
− 2.

Доведення. З лем 2.2, 2.3, 2.6 випливає, що коли матриця оператора A має

клiтину Жордана J(µ, p) i µ = λ +
1

λ
− 2, то матриця оператора TA має

клiтини Жордана J(λ, q1), J(
1

λ
, q2), де q1 ≥ p, q2 ≥ p.

Якщо, вiд супротивного, для деякої J(µ, p) q1 > p або q2 > p, то внаслi-

док скiнченновимiрностi простору X твердження леми 2.6 не може викону-

ватися для кожної з клiтин Жордана матрицi оператора TA. Суперечнiсть.
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Наслiдок 2.1. Якщо σ(A) ∩ [−4; 0] = ∅, то пiдпростори X2
−(A), X

2
+(A)

мають розмiрностi m, а також жорданова нормальна форма матрицi

оператора TA мiстить пари клiтин Жордана, вказаних у лемi 2.7.

Лема 2.8. Нехай в X iснує базис iз власних векторiв оператора A, а

також σ(TA)∩S = ∅. Тодi в X2 iснує базис iз власних векторiв оператора

TA, причому m векторам базису вiдповiдають власнi числа оператора TA,

що лежать всерединi кола S, а iншим m — зовнi S.

Доведення. Нехай µ1, µ2, ..., µm — власнi числа оператора A (з урахуванням

кратностi), u1, u2, ..., um — вiдповiднi їм власнi вектори A.

Оскiльки σ(TA) ∩ S = ∅, то внаслiдок леми 2.4 маємо [−4; 0] ∩ σ(A) = ∅.

Тодi для кожного 1 6 k 6 m µk /∈ [−4; 0] i, скориставшись спочатку лемою

2.5, а потiм — лемами 2.2, 2.3, робимо висновок, що для кожного 1 6 k 6 m

iснує таке λk, |λk| < 1, що

µk = λk +
1

λk

− 2,

λk,
1

λk

— власнi числа оператора TA, яким вiдповiдають власнi вектори
(
λkuk

uk

)
та

(
uk

λkuk

)
.

Доведемо, що 2m векторiв

(
λkuk

uk

)
,

(
uk

λkuk

)
, 1 6 k 6 m лiнiйно незале-

жнi в X2. Цього буде достатньо для доведення леми.

Справдi,
m∑

k=1

(
αk

(
λkuk

uk

)
+ βk

(
uk

λkuk

))
=

(
0

0

)

тодi i тiльки тодi, коли





m∑
k=1

(λkαk + βk)uk = 0,

m∑
k=1

(αk + λkβk)uk = 0.

Звiдси випливає (оскiльки uk,1 6 k 6 m лiнiйно незалежнi), що для ко-
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жного 1 6 k 6 m: 


λkαk + βk = 0,

αk + λkβk = 0.

Оскiльки ∣∣∣∣∣
λk 1

1 λk

∣∣∣∣∣ = λk
2 − 1 6= 0,

бо |λk| < 1, то для кожного 1 6 k 6 m виконується αk = βk = 0, а отже,

вказанi 2m векторiв лiнiйно незалежнi.

Лема 2.9. Для того, щоб умова обмеженостi виконувалась для рiвня-

ння (2.1), необхiдно i достатньо, щоб ця умова виконувалася у просторi

X2 для рiзницевого рiвняння




xn+1 = TAxn + yn, n > 1,

xn+1 = TBxn + yn, n 6 0.
(2.14)

Доведення. Достатнiсть. Нехай умова обмеженостi виконується для рiвня-

ння (2.14). Зафiксуємо обмежену в X послiдовнiсть {yn, n ∈ Z}.

Нехай
{
xn =

(
x
(1)
n

x
(2)
n

)
, n ∈ Z

}
— єдиний обмежений розв’язок рiвняння

(2.14), що вiдповiдає обмеженiй послiдовностi
{
yn =

(
yn

0

)
, n ∈ Z

}
. Запи-

савши рiвностi (2.14) покоординатно, отримаємо








x
(1)
n+1 − (A+ 2I)x

(1)
n + x

(2)
n = yn,

x
(2)
n+1 = x

(1)
n ,

n > 1,




x
(1)
n+1 − (B + 2I)x

(1)
n + x

(2)
n = yn,

x
(2)
n+1 = x

(1)
n ,

n 6 0,

а отже, послiдовнiсть {x
(1)
n , n ∈ Z} є вiдповiдним до {yn, n ∈ Z} обмеженим

розв’язком рiвняння (2.1), бо x
(2)
n = x

(1)
n−1 для кожного n ∈ Z.
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Якщо, вiд супротивного, цей обмежений розв’язок не єдиний, то однорi-

дне рiвняння 


xn+1 − 2xn + xn−1 = Axn, n ≥ 1,

xn+1 − 2xn + xn−1 = Bxn, n ≤ 0,

має ненульовий розв’язок {un, n ∈ Z}. Але тодi однорiдне рiвняння (2.14)

теж має вiдмiнний вiд нульового обмежений розв’язок
{
un =

(
un

un−1

)
, n ∈ Z

}
. Суперечнiсть.

Необхiднiсть. Нехай тепер умова обмеженостi виконується для рiвняння

(2.1). Зафiксуємо обмежену в X2 послiдовнiсть
{
yn =

(
y
(1)
n

y
(2)
n

)
, n ∈ Z

}
.

Вiдзначимо, що (2.14) записується у такому еквiвалентному виглядi:








x
(1)
n+1 = (A+ 2I)x

(1)
n − x

(2)
n + y

(1)
n ,

x
(2)
n+1 = x

(1)
n + y

(2)
n ,

n > 1,




x
(1)
n+1 = (B + 2I)x

(1)
n − x

(2)
n + y

(1)
n ,

x
(2)
n+1 = x

(1)
n + y

(2)
n ,

n 6 0.

Тому, поклавши x
(1)
n = xn, де {xn, n ∈ Z} — єдиний обмежений розв’язок

(2.1), вiдповiдний до обмеженої послiдовностi {yn = y
(1)
n − y

(2)
n−1, n ∈ Z}, а

також x
(2)
n = x

(1)
n−1 + y

(2)
n−1, n ∈ Z, отримаємо вiдповiдний до {yn, n ∈ Z}

обмежений розв’язок
{
xn =

(
x
(1)
n

x
(2)
n

)
, n ∈ Z

}
рiвняння (2.14).

Якщо, вiд супротивного, цей обмежений розв’язок не єдиний, то iснує не-

нульовий обмежений розв’язок
{
un =

(
u
(1)
n

u
(2)
n

)
, n ∈ Z

}
рiзницевого рiвняння

(2.14), а отже,








u
(1)
n+1 = (A+ 2I)u

(1)
n − u

(2)
n ,

u
(2)
n+1 = u

(1)
n ,

n > 1,




u
(1)
n+1 = (B + 2I)u

(1)
n − u

(2)
n ,

u
(2)
n+1 = u

(1)
n ,

n 6 0,
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причому u
(1)
k 6= 0 для деякого k ∈ Z.

Тому однорiдне рiвняння (2.1) має ненульовий обмежений розв’язок

{u
(1)
n , n ∈ Z}. Суперечнiсть.

Нехай T — такий лiнiйний оператор в X2, що σ(T ) ∩ S = ∅.

Визначимо простори X2
−(T ), X

2
+(T ) за таким правилом. Якщо σ(T ) лежить

всерединi кола S, то X2
−(T ) = X2, X2

+(T ) = {0}. Якщо σ(T ) лежить зовнi

S, то X2
−(T ) = {0}, X2

+(T ) = X2. Якщо ж σ(T ) має непорожнi перетини з

множинами S− =
{
z ∈ C | |z| < 1

}
i S+ =

{
z ∈ C | |z| > 1

}
, то зафiксуємо

такий базис e1, e2, ..., ek, fk+1, fk+2, ..., f 2m у просторi X2, в якому матриця

оператора T має жорданову нормальну форму, причому e1, e2, ..., ek вiдпо-

вiдають клiтини Жордана з власними числами iз S−, а fk+1, fk+2, ..., f 2m —

клiтини Жордана з власними числами iз S+. Тодi X2
−(T ), X

2
+(T ) — лiнiйнi

оболонки векторiв e1, e2, ..., ek та fk+1, fk+2, ..., f 2m вiдповiдно.

Внаслiдок теореми 1 роботи [91] справджується таке твердження.

Теорема 2.1. Для рiзницевого рiвняння (2.14) умова обмеженостi ви-

конується тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi умови:

(i) σ(TA) ∩ S = ∅, σ(TB) ∩ S = ∅;

(ii) X2 = X2
−(TA)+̇X2

+(TB), тобто X2 є прямою сумою X2
−(TA) та

X2
+(TB).

Також у подальшому постiйно використовується вiдоме твердження з

лiнiйної алгебри про те, що для довiльного лiнiйного оператора у скiнчен-

новимiрному просторi iснує базис цього простору, в якому матриця цього

оператора має жорданову нормальну форму (див., наприклад, [92, §18]).

Сформулюємо потрiбне у подальшому твердження про зведення операто-

ра до цього базису.

Лема 2.10. Нехай L — лiнiйний оператор в m-вимiрному просторi

X, матриця якого зводиться до жорданової нормальної форми, яка має

p клiтинок Жордана, що вiдповiдають власним числам λ1, λ2, ..., λp опе-

ратора L, причому k-та клiтинка є квадратною матрицею порядку jk,

1 6 k 6 p. Тодi:

(1) j1 + j2 + . . .+ jp = m;

(2) для кожного 1 6 k 6 p iснує набiр iз власного вектора u(k, 1) i при
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jk > 1 приєднаних векторiв u(k, 2), u(k, 3), . . . , u(k, jk) такий, що

(L− λkI)u(k, 1) = 0,

∀ 2 6 q 6 jk : (L− λkI)u(k, q) = u(k, q − 1);

(3) матриця оператора L має жорданову нормальну форму в базисi

u(1, 1), . . . , u(1, j1); u(2, 1), . . . , u(2, j2); . . . ; u(p, 1), . . . , u(p, jp).
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2.3 Основний результат

В загальному випадку перевiрка умов (i), (ii) теореми 2.1 є нетривiальною

задачею. Один з випадкiв, коли перевiрка суттєво спрощується, описаний

у наступнiй теоремi.

Теорема 2.2. Нехай оператори A, B в одному i тому ж базисi про-

стору X зводяться до дiагонального вигляду (тобто мають один i той

же набiр власних векторiв u1, u2, ..., um, якi утворюють базис в X). Тодi

для рiзницевого рiвняння (2.1) умова обмеженостi виконується у тому i

тiльки у тому випадку, коли

σ(A) ∩ [−4; 0] = ∅, σ(B) ∩ [−4; 0] = ∅. (2.15)

Доведення. Внаслiдок леми 2.4 спiввiдношення (2.15) виконуються тодi i

тiльки тодi, коли виконується умова (i) теореми 2.1. Отже, досить переко-

натися, що при вказаних умовах на оператори A, B iз (2.15) випливає, що

умова (ii) теореми 2.1 теж виконується.

Нехай µk, zk — власнi числа операторiв A, B вiдповiдно, що вiдповiдають

спiльному власному вектору uk, 1 6 k 6 m. Послiдовно застосувавши леми

2.5, 2.2, 2.3, 2.8, робимо висновок, що для кожного 1 6 k 6 m знайдуться

такi числа λk, |λk| < 1, νk, |νk| < 1, що

µk = λk +
1

λk

− 2, zk = νk +
1

νk
− 2,

а також X2
−(TA), X2

+(TB) є вiдповiдно лiнiйними оболонками векторiв

(
λkuk

uk

)
, 1 6 k 6 m;

(
uk

νkuk

)
, 1 6 k 6 m. (2.16)

Перевiримо, що 2m векторiв iз (2.16) лiнiйно незалежнi. Справдi, якщо
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iснують такi числа αk, βk, 1 6 k 6 m, що

m∑

k=1

αk

(
λkuk

uk

)
=

m∑

k=1

βk

(
uk

νkuk

)
, (2.17)

то, записавши (2.17) покоординатно i скориставшись лiнiйною незалежнi-

стю векторiв uk, 1 6 k 6 m, отримаємо, що для кожного 1 6 k 6 m числа

αk, βk задовольняють систему




λkαk − βk = 0,

αk − νkβk = 0.

Оскiльки |λk| < 1, |νk| < 1, то звiдси робимо висновок, що αk = βk = 0,

1 6 k 6 m.

Iз лiнiйної незалежностi векторiв (2.16) випливає, що

X2 = X2
−(TA)+̇X2

+(TB).

Наступна теорема, яка є основним результатом цього роздiлу, мiстить

достатнi умови на оператори A,B, при виконаннi яких справджується iм-

плiкацiя (i) ⇒ (ii) для умов теореми 2.1.

Теорема 2.3. Нехай виконується умова (i) теореми 2.1, а також ма-

трицi операторiв A,B мають жорданову нормальну форму у одному i

тому ж базисi e1, e2, . . . , em (тут також суттєвий однаковий порядок

базисних векторiв для A i B). Тодi виконується умова (ii) теореми 2.1.

Доведення. Розглянемо випадок, коли матриця оператора A має двi клiти-

ни Жордана порядкiв

p1, p2, p1 + p2 = m,

а матриця B — три клiтини порядкiв

q1, q2 = 1, q3, q1 + 1 + q3 = m,

причому

p1 > q1 + 1.
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У загальному випадку мiркування аналогiчнi.

Нехай µ1, µ2 та z1, z2, z3 — власнi числа операторiв A,B, якi вiдповiдають

їх клiтинам Жордана. Тодi

(A− µ1I)e1 = 0̄, (A− µ1I)ek = ek−1, 2 ≤ k ≤ p1;

(A− µ2I)ep1+1 = 0̄, (A− µ2I)ek = ek−1, p1 + 2 ≤ k ≤ m;

(B − z1I)e1 = 0̄, (B − z1I)ek = ek−1, 2 ≤ k ≤ q1;

(B − z2I)eq1+1 = 0̄;

(B − z3I)eq1+2 = 0̄, (B − z3I)eq1+k = 0̄, q1 + 3 ≤ k ≤ m.

Зафiксуємо такi числа

λk, k = 1, 2; νk, k = 1, 2, 3,

що для кожного k

|λk| < 1, µk = λk +
1

λk

− 2, |νk| < 1, zk = νk +
1

νk
− 2.

Скористаємося лемами 2.6, 2.7 i виберемо в X2 вектори

v1 = v1(e1), . . . , vp1 = vp1(e1),

vp1+1 = vp1+1(ep1+1), . . . , vp1+p2 = vp1+p2(ep1+1),

якi задають клiтини Жордана оператора TA, що вiдповiдають власним чи-

слам λ1, λ2 i будуються за формулами (2.9), (2.10) за власним вектором e1

i приєднаними векторами e2, . . . , ep1 та власним вектором ep1+1 i приєдна-

ними векторами ep1+2, . . . , ep1+p2 оператора A, а також вектори

w1 = w1(e1), . . . , wq1 = wq1(e1), wq1+1 = wq1+1(eq1+1),

wq1+2 = wq1+2(eq1+2), . . . , wq1+1+q3 = wq1+1+q3(eq1+2),

якi аналогiчно задають клiтини Жордана оператора TB, що вiдповiдають
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власним числам
1

ν1
,
1

ν2
,
1

ν3
.

Внаслiдок леми 2.9 простори X2
−(TA), X

2
+(TB) m-вимiрнi i є лiнiйними

оболонками векторiв v1, . . . , vp1+p2 i w1, . . . , wq1+1+q3 вiдповiдно.

Отже, для виконання умови (ii) теореми 2.1 досить перевiрити, що рiв-

нiсть

p1∑

k=1

δkvk(e1) +
m∑

k=p1+1

δkvk(ep1+1) =

q1∑

k=1

σkwk(e1)+

+ σq1+1wq1+1(eq1+1) +
m∑

k=q1+2

σkwk(eq1+2)

(2.18)

виконується тiльки при δ1 = . . . = δm = σ1 = . . . = σm = 0.

Нехай, вiд супротивного, знайдуться числа δ1, . . . , δm; σ1, . . . , σm не всi

нульовi i такi, що виконується (2.18).

Вiдзначимо, що для довiльних i = 1, 2; j = 1, 2, 3

(TA − λiE) =

(
A+ 2I − λiI −I

I −λiI

)
=



B + 2I −

1

νj
I −I

I −
1

νj
I


+



A− B + (

1

νj
− λi)I O

O (
1

νj
− λi)I


 ,

звiдки

TA − λiE = TB −
1

νj
E +

(
A− B + Ti,j O

O Ti,j

)
, (2.19)

де Ti,j = (
1

νj
− λi)I , E — одиничий оператор в X2.

Також iз (2.9), (2.10) i виразiв для v1, v2 i їхнiх аналогiв для wk отримаємо,

що для будь-якого допустимого k :

v
(k+1)
2 = (1−

1

λ2
i

)kek+1 + h(λi; e1, . . . , ek),

w
(k+1)
2 = (1− ν2j )

kek+1 + h(
1

νj
; e1, . . . , ek)

(2.20)
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з однiєю i тiєю ж функцiєю h, яка лiнiйно залежить вiд e1, . . . , ek.

Подiємо на (2.18) оператором (TA − λ2E).

Скористаємось спiввiдношенням (2.19), а також тим, що для довiльних

p1 + 2 ≤ k ≤ m :

(TA − λ2E)vk(ep1+1) = vk−1(ep1+1);

(TA − λ2E)vp1+1(ep1+1) = 0;

для довiльних 2 ≤ k ≤ p1 :

(TA−λ2E)vk(e1) = (TA−λ1E)vk(e1)+(λ1−λ2)vk(e1) = vk−1(e1)+(λ1−λ2)vk(e1);

(TA − λ2E)v1(e1) = (TA − λ1E)v1(e1) + (λ1 − λ2)v1(e1) = (λ1 − λ2)e1.

Для векторiв wk формули аналогiчнi.

Також (
A− B + Ti,j O

O Ti,j

)(
v1

v2

)
=



(A− B + Ti,j)v1

(
1

νj
− λi)v2


 .

Тому пiсля дiї оператором (TA − λ2E) i властивостей приєднаних векто-

рiв для других координат отриманої з (2.18) рiвностi буде виконуватися

спiввiдношення

δ1(λ1 − λ2)v
(1)
2 (e1) +

p1∑

k=2

δk
(
v
(k−1)
2 (e1) + (λ1 − λ2)v

(k)
2 (e1)

)
+

+
m∑

k=p1+2

δkv
(k−1)
2 (ep1+1) = σ1(

1

ν1
− λ2)w

(1)
2 (e1) +

q1∑

k=2

σk
(
w

(k−1)
2 (e1)+

+ (
1

ν1
− λ2)w

(k)
2 (e1)

)
+ σq1+1(

1

ν2
− λ2)w

(q1+1)
2 (eq1+1)+

+ σq1+2(
1

ν3
− λ2)w

(q1+2)
2 (eq1+2) +

m∑

k=q2+3

σk
(
w

(k−1)
2 (eq1+2)+

+ (
1

ν3
− λ2)w

(k)
2 (eq1+2)

)
.

(2.21)
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Внаслiдок (2.20) у рiвностi (2.21) вектор em зустрiчається тiльки у виразi

для w
(m)
2 (eq1+2) в останнiй сумi.

Отже, iз лiнiйної незалежностi векторiв e1, e2, . . . , em випливає, що

σm = 0. Пiсля цього, повернувшись до (2.18), робимо висновок, що i δm = 0.

Тепер (2.18) виконується iз пiдсумуванням до m−1 замiсть m у останнiх

доданках злiва i справа.

Врахувавши, що p1 > q1 + 1 i подiявши на (2.18) m− p1 раз оператором

(TA − λ2E), отримаємо, що

δp1+1 = . . . = δm = σp1+1 = . . . = σm = 0,

i замiсть (2.18) матимемо рiвнiсть

p1∑

k=1

δkvk(e1) =

q1∑

k=1

σkwk(e1) + σq1+1wq1+1(eq1+1) +

p1∑

k=q1+2

σkwk(eq1+2). (2.22)

Подiявши на (2.22) p1 раз оператором (TA−λ1E), послiдовно отримаємо,

що

σp1 = δp1 = 0, σp1−1 = δp1−1 = 0, . . . , σ1 = δ1 = 0.

Таким чином, (2.18) може виконуватись тiльки при

δ1 = . . . = δm = σ1 = . . . = σm = 0.

Зауваження 2.3. Теорема 2.2 є частковим випадком теореми 2.3, бо в

теоремi 2.2 усi клiтини Жордана операторiв A,B мають розмiр 1.
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2.4 Приклади

В подальшому у випадку, коли X = C
m, будемо вважати, що в C

m вибрано

евклiдову норму

||x|| =

(
m∑

k=1

|xk|
2

)1

2
, x =




x1

x2
...

xm




∈ C
m,

а також лiнiйний оператор в C
m i його матрицю в канонiчному базисi

e1 =




1

0

0
...

0

0




, e2 =




0

1

0
...

0

0




, . . . , em =




0

0

0
...

0

1




простору C
m будемо позначати однiєю i тiєю ж лiтерою.

Наступнi приклади 2.1, 2.2 показують, що коли оператори A,B зводя-

ться до дiагонального вигляду у рiзних базисах, то при виконаннi (2.15)

твердження теореми 2.2 щодо зображення X2 = X2
−(TA)+̇X2

+(TB) не обо-

в’язково виконується.

Приклад 2.1. Покладемо X = C
2, A =



1

2
0

0
4

3


.

Тодi

µ1 =
1

2
, µ2 =

4

3

— власнi числа A, яким вiдповiдають власнi вектори e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)
.

При цьому
1

2
= µ1 = λ1 +

1

λ1
− 2 ⇒ λ1 =

1

2
,
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4

3
= µ2 = λ2 +

1

λ2
− 2 ⇒ λ2 =

1

3
.

Тому, з урахуванням доведення леми 2.8

X2
−(TA) = л.о.

{



1

0

2

0




,




0

1

0

3




}
.

Побудуємо таку матрицю B, щоб її власними векторами були

f1 =

(
1

1

)
, f2 =

(
15

17

)
, а вiдповiдними власними числами z1 =

4

3
,

z2 = −
100

21
. Тодi

4

3
= ν1 +

1

ν1
− 2 ⇒ ν1 =

1

3
,

−
100

21
= ν2 +

1

ν2
− 2 ⇒ ν2 = −

3

7

i з урахуванням доведення леми 2.8

X2
+(TB) = л.о.

{



3

3

1

1




,




−
7 · 15

3

−
7 · 17

3
15

17




}
.

Оскiльки f1 = e1 + e2, f2 = 15e1 + 17e2, то покладемо

C =

(
1 15

1 17

)
.

Тодi

C−1 =




17

2
−
15

2

−
1

2

1

2


 ,
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а також

B = C



4

3
0

0 −
100

21


C−1 =




14 · 17 + 750

21
−

(
14 · 15 + 750

21

)

14 · 17 + 850

21
−

(
14 · 15 + 850

21

)


 .

При цьому справдi

B

(
1

1

)
=



14 · 2

21
14 · 2

21


 =

4

3

(
1

1

)
;

B

(
15

17

)
=




14 · 15 · 17 + 750 · 15

21
−

(
14 · 15 · 17 + 750 · 17

21

)

14 · 15 · 17 + 850 · 15

21
−

(
14 · 15 · 17 + 850 · 17

21

)


 =

=



−
1500

21

−
1700

21


 = −

100

21

(
15

17

)
.

Також ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 3 −7·15
3

0 1 3 −7·17
3

2 0 1 15

0 3 1 17

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0

0 1 3 −7·17
3

2 0 −5 15 + 14·15
3

0 3 1 17

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −7·17
3

0 −5 15 + 14·15
3

3 1 17

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −7·17
3

0 −5 15 + 14·15
3

0 −8 17 + 7 · 17

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣
−5 85

−8 136

∣∣∣∣∣ = −680 + 680 = 0,

а отже

X2
−(TA)+̇X2

+(TB) 6= C4,

бо вiдповiднi вектори лiнiйно залежнi.

60



Приклад 2.2. Нехай оператор A такий, як в прикладi 2.1. Тодi

X2
−(TA) = л.о.

{



1

0

2

0




,




0

1

0

3




}
.

Побудуємо таку матрицю B, щоб її власними векторами були

f1 =

(
1

1

)
, f2 =

(
1

0

)
, а вiдповiдними власними числами z1 =

1

2
, z2 =

4

3
.

Тодi
1

2
= ν1 +

1

ν1
− 2 ⇒ ν1 =

1

2
,

4

3
= ν2 +

1

ν2
− 2 ⇒ ν2 =

1

3

i з урахуванням доведення леми 2.8

X2
+(TB) = л.о.

{



2

2

1

1




,




3

0

1

0




}
.

Оскiльки f1 = e1 + e2, f2 = e1, то покладемо

C =

(
1 1

1 0

)
.

Тодi

C−1 =

(
0 1

1 −1

)
,

а також

B = C



1

2
0

0
4

3


C−1 =

(
1 1

1 0

)
·



1

2
0

0
4

3


 ·

(
0 1

1 −1

)
=
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=




1

2

4

3
1

2
0


 ·

(
0 1

1 −1

)
=




4

3
−
5

6

0
1

2


 .

При цьому справдi

B

(
1

1

)
=




1

2
1

2


 =

1

2

(
1

1

)
;

B

(
1

0

)
=



4

3
0


 =

4

3

(
1

0

)
.

Також ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 3

0 1 2 0

2 0 1 1

0 3 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 3

0 1 0 0

2 0 1 1

0 3 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3

2 1 1

0 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣
= 5

∣∣∣∣∣
1 3

2 1

∣∣∣∣∣ = −25 6= 0,

звiдки

X2 = X2
−(TA)+̇X2

+(TB).

Наступний приклад показує, що коли матрицi операторiв A,B мають жор-

данову нормальну форму у одному i тому ж базисi, але з рiзним порядком

базисних векторiв, то твердження теореми 2.3 може не виконуватися.

Приклад 2.3. Нехай

X = C
2, e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)
.

Розглянемо такi оператори A,B, що

(A− µI)e1 = 0̄, (A− µI)e2 = e1, (B − zI)e2 = 0̄, (B − zI)e1 = e2
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для деяких µ, z з множини R\[−4, 0].

Нехай λ, ν — такi числа, що

|λ| < 1, |ν| < 1, µ = λ+
1

λ
− 2, z = ν +

1

ν
− 2.

Тодi, з урахуванням спiввiдношень (2.11, 2.12), X2
−(TA), X

2
+(TB) є вiдповiд-

но лiнiйними оболонками векторiв




λ

0

1

0




,




0

λ(1−
1

λ2
)

−
1

λ

1−
1

λ2




та




0
1

ν
0

1




,




1

ν
(1− ν2)

0

1− ν2

−ν




.

Перевiримо, що при деяких λ, ν, якi задовольняють вказанi вище умови, цi

чотири вектори лiнiйно залежнi, а отже, умова (ii) не виконується. Справдi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 0
1

ν
(1− ν2)

0 λ(1−
1

λ2
)

1

ν
0

1 −
1

λ
0 1− ν2

0 1−
1

λ2
1 −ν

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −1− (λ−
1

ν
)2(1−

1

λ2
)(1− ν2).

Покладемо ν =
1

3
i розглянемо функцiю F : (0; 1] → R, яка дiє за правилом

F (λ) = −1−
8

9
(λ− 3)2(1−

1

λ2
).

Оскiльки функцiя F неперервна на (0; 1], F (1) = −1, lim
λ→0+

F (λ) = +∞,

то знайдеться таке λ0 ∈ (0, 1), що F (λ0) = 0. Тому при ν =
1

3
, λ = λ0 умова

(ii) теореми 2.1 не виконується.
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2.5 Висновки до роздiлу 2

Роздiл 2 присвячений дослiдженню необхiдних i достатнiх умов на фiксо-

ванi лiнiйнi оператори A,B, при виконаннi яких рiзницеве рiвняння (2.1)

зi стрибком операторного коефiцiєнта має єдиний обмежений розв’язок

{xn, n ∈ Z} у скiнченновимiрному банаховому просторi для довiльної обме-

женої послiдовностi {yn, n ∈ Z}.

Спочатку було розглянуто випадок, коли оператори A, B в одному i тому

ж базисi простору X зводяться до дiагонального вигляду, тобто мають

один i той же набiр власних векторiв, якi утворюють базис в X , а потiм —

бiльш складний випадок, коли матрицi операторiв A,B мають жорданову

нормальну форму у одному i тому ж базисi.

Вiдповiдна теорема 2.2 опублiкована в [1], теорема 2.3 — в [2]. Деякi

результати з цього роздiлу висвiтлено в тезах мiжнародних конференцiй

[5], [6].
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Роздiл 3

ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ РIЗНИЦЕВОГО

РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ ЗАГАЛЬНОГО

ВИГЛЯДУ ЗI СТРИБКАМИ ОПЕРАТОРНИХ

КОЕФIЦIЄНТIВ

У цьому роздiлi дослiджується питання про iснування єдиного обмеженого

на Z розв’язку лiнiйного рiзницевого рiвняння другого порядку загально-

го вигляду зi стрибками операторних коефiцiєнтiв у скiнченновимiрному

банаховому просторi.

3.1 Постановка задачi

Нехай, як i у роздiлi 2, простiр X буде m-вимiрним комплексним банахо-

вим простором з нормою ‖·‖ i нульовим елементом 0̄; I, O — одиничним

та нульовим оператором в X . I нехай A1, A2, B1, B2 — фiксованi лiнiйнi

оператори в X .

Розглянемо рiзницеве рiвняння




xn+1 = A1xn + A2xn−1 + yn, n ≥ 1,

xn+1 = B1xn +B2xn−1 + yn, n ≤ 0,
(3.1)

у якому {yn, n ∈ Z} — задана, а {xn, n ∈ Z} — шукана послiдовностi еле-

ментiв простору X .

Знайдемо необхiднi i достатнi умови на оператори A1, A2, B1, B2 з деяких

спецiальних класiв, при виконаннi яких виконується така умова.
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Умова обмеженостi. Для довiльної обмеженої в X послiдовностi

{yn, n ∈ Z} рiвняння (3.1) має єдиний обмежений розв’язок {xn, n ∈ Z}

у просторi X .
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3.2 Допомiжнi результати

Використаємо позначення з пункту 2.2. Нехай банахiв простiр X2 такий,

як у роздiлi 2.

Нехай T
′

A =

(
A1 A2

I O

)
, T

′

B =

(
B1 B2

I O

)
, σ(T

′

A), σ(T
′

B) — набори власних

чисел операторiв T
′

A, T
′

B вiдповiдно.

Для доведення основного результату цього роздiлу використовуються

наведенi нижче твердження.

Лема 3.1. Для того, щоб умова обмеженостi виконувалась для рiвня-

ння (3.1), необхiдно i достатньо, щоб ця умова виконувалась у просторi

X2 для рiзницевого рiвняння




xn+1 = T

′

Axn + yn, n ≥ 1,

xn+1 = T
′

Bxn + yn, n ≤ 0.
(3.2)

Доведення леми 3.1 аналогiчне до доведення леми 2.9.

Лема 3.2. Виконуються такi твердження.

1) Якщо

(
v

u

)
— власний вектор оператора T

′

A, що вiдповiдає власному

числу λ ∈ C, то v = λu.

2) Число λ ∈ C є власним числом оператора T
′

A, що вiдповiдає власному

вектору

(
λu

u

)
, де u — деякий ненульовий елемент простору X, тодi i

тiльки тодi, коли (λ2I − A1λ− A2)u = 0.

Доведення. 1) За означенням власного вектора T
′

A

(
v

u

)
= λ

(
v

u

)
, тобто




A1v + A2u = λv,

v = λu.

Звiдси випливає, що v = λu.

2) Необхiднiсть. Нехай λ ∈ C — власне число T
′

A, якому вiдповiдає вла-
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сний вектор

(
λu

u

)
.

Тодi T
′

A

(
λu

u

)
= λ

(
λu

u

)
у тому i лише у тому випадку, коли




A1λu+ A2u = λ2u,

λu = λu.

Отже, (λ2I − A1λ− A2)u = 0.

Достатнiсть. Нехай (λ2I − A1λ− A2)u = 0. Тодi

T
′

A

(
λu

u

)
=

(
A1 A2

I O

)(
λu

u

)
=

(
A1λu+ A2u

λu

)
=

=

(
λ2u

λu

)
= λ

(
λu

u

)
.

Лема 3.3. Припустимо, що операторне рiвняння

Λ2 − A1Λ− A2 = O (3.3)

має коренi Λ1,Λ2, причому iснує обернений оператор (Λ1 − Λ2)
−1 до опе-

ратора Λ1 − Λ2. Покладемо

U =

(
Λ1 Λ2

I I

)
, U−1 =

(
(Λ1 − Λ2)

−1 −(Λ1 − Λ2)
−1Λ2

−(Λ1 − Λ2)
−1 (Λ1 − Λ2)

−1Λ1

)
.

Тодi U−1 — обернений оператор до U , а також

U−1T
′

AU =

(
Λ1 O

O Λ2

)
. (3.4)
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Доведення. Покажемо, що U−1 — обернений оператор до U .

(
Λ1 Λ2

I I

)
·

(
(Λ1 − Λ2)

−1 −(Λ1 − Λ2)
−1Λ2

−(Λ1 − Λ2)
−1 (Λ1 − Λ2)

−1Λ1

)
=

=

(
Λ1(Λ1 − Λ2)

−1 − Λ2(Λ1 − Λ2)
−1 −Λ1(Λ1 − Λ2)

−1Λ2 + Λ2(Λ1 − Λ2)
−1Λ1

(Λ1 − Λ2)
−1 − (Λ1 − Λ2)

−1 −(Λ1 − Λ2)
−1Λ2 + (Λ1 − Λ2)

−1Λ1

)
=

=

(
(Λ1 − Λ2)(Λ1 − Λ2)

−1 O

O (Λ1 − Λ2)
−1(Λ1 − Λ2)

)
=

(
I O

O I

)
,

оскiльки, враховуючи той факт, що (Λ1 − Λ2)
−1 — обернений до Λ1 − Λ2,

−Λ1(Λ1 − Λ2)
−1Λ2 + Λ2(Λ1 − Λ2)

−1Λ1 =

= −Λ1(Λ1−Λ2)
−1Λ2+Λ2(Λ1−Λ2)

−1Λ1−Λ2(Λ1−Λ2)
−1Λ2+Λ2(Λ1−Λ2)

−1Λ2 =

= −Λ1(Λ1 − Λ2)
−1Λ2 + Λ2(Λ1 − Λ2)

−1(Λ1 − Λ2) + Λ2(Λ1 − Λ2)
−1Λ2 =

= −Λ1(Λ1 − Λ2)
−1Λ2 + Λ2 + Λ2(Λ1 − Λ2)

−1Λ2 =

= Λ2 − (Λ1 − Λ2)(Λ1 − Λ2)
−1Λ2 = Λ2 − Λ2 = O.

Цього достатньо для оборотностi операторiв у скiнченновимiрному просто-

рi.

Покажемо, що U−1T
′

AU =

(
Λ1 O

O Λ2

)
.

U−1T
′

AU =

(
(Λ1 − Λ2)

−1 −(Λ1 − Λ2)
−1Λ2

−(Λ1 − Λ2)
−1 (Λ1 − Λ2)

−1Λ1

)
·

(
A1 A2

I O

)
·

(
Λ1 Λ2

I I

)
=

=

(
(Λ1 − Λ2)

−1A1 − (Λ1 − Λ2)
−1Λ2 (Λ1 − Λ2)

−1A2

−(Λ1 − Λ2)
−1A1 + (Λ1 − Λ2)

−1Λ1 −(Λ1 − Λ2)
−1A2

)
·

(
Λ1 Λ2

I I

)
=

=

(
(Λ1 − Λ2)

−1(A1 − Λ2) (Λ1 − Λ2)
−1A2

(Λ1 − Λ2)
−1(Λ1 − A1) −(Λ1 − Λ2)

−1A2

)
·

(
Λ1 Λ2

I I

)
=

=

(
(Λ1 − Λ2)

−1((A1 − Λ2)Λ1 + A2) (Λ1 − Λ2)
−1((A1 − Λ2)Λ2 + A2)

(Λ1 − Λ2)
−1((Λ1 − A1)Λ1 − A2) (Λ1 − Λ2)

−1((Λ1 − A1)Λ2 − A2)

)
=
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=

(
(Λ1 − Λ2)

−1(A1Λ1 − Λ2Λ1 + A2) (Λ1 − Λ2)
−1(A1Λ2 − Λ2

2 + A2)

(Λ1 − Λ2)
−1(Λ2

1 − A1Λ1 − A2) (Λ1 − Λ2)
−1(Λ1Λ2 − A1Λ2 − A2)

)

Оскiльки Λ1,Λ2 — коренi рiвняння (3.3), то пiдставивши по черзi Λ1,Λ2 у

рiвняння (3.3), отримаємо рiвностi




Λ2
1 − A1Λ1 − A2 = O,

Λ2
2 − A1Λ2 − A2 = O.

(3.5)

Врахувавши (3.5), у останньому виразi матимемо

(
(Λ1 − Λ2)

−1(Λ2
1 − Λ2Λ1) O

O (Λ1 − Λ2)
−1(Λ1Λ2 − Λ2

2)

)
=

=

(
(Λ1 − Λ2)

−1(Λ1 − Λ2)Λ1 O

O (Λ1 − Λ2)
−1(Λ1 − Λ2)Λ2

)
=

(
Λ1 O

O Λ2

)
,

що i потрiбно було довести.

Зауваження 3.1. Лема 3.3 уточнює аналогiчнi формули, наведенi з

помилками у теоремi 2 роботи [80].

Справдi, у теоремi 2 iз роботи [80] стверджується, що коли Λ1,Λ2 —

роздiленi коренi рiвняння

Λ2 +R1Λ +R2 = O

i W =

(
I I

Λ1 Λ2

)
, то W−1 =

(
−(Λ1 − Λ2)

−1Λ2 (Λ1 − Λ2)
−1

(Λ1 − Λ2)
−1Λ1 −(Λ1 − Λ2)

−1

)
, а також

для оператора TR =

(
O −I

R2 R1

)
виконується рiвнiсть

TR = W−1

(
−Λ1 O

O −Λ2

)
W.

Остання рiвнiсть неправильна, бо, наприклад, для X = C розглянемо рiв-

няння Λ2 − 3Λ + 2 = O. Розв’язками цього рiвняння є Λ1 = 2 та Λ2 = 1.
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Тодi W =

(
1 1

2 1

)
, W−1 =

(
−1 1

2 −1

)
.

Покажемо, що для оператора TR =

(
0 −1

2 −3

)
не виконується рiвнiсть

TR = W−1

(
−2 0

0 −1

)
W.

Справдi,

W−1

(
−2 0

0 −1

)
W =

(
−1 1

2 −1

)
·

(
−2 0

0 −1

)
·

(
1 1

2 1

)
=

=

(
2 −1

−4 1

)
·

(
1 1

2 1

)
=

(
0 1

−2 −3

)
6=

(
0 −1

2 −3

)
= TR.

Вiдзначимо, що з цiєї причини деякi теореми з [80] неправильнi.

Як звичайно, лiнiйнi оператори G : X → X i G̃ : X → X будемо назива-

ти подiбними, якщо iснує такий лiнiйний оборотний оператор V : X → X ,

що G̃ = V −1GV .

Наступнi леми мiстять потрiбнi в подальшому властивостi подiбних опе-

раторiв.

Лема 3.4. Нехай лiнiйнi оператори G, G̃ подiбнi i G̃ = V −1GV . Тодi:

1) матрицi операторiв G та G̃ мають одну i ту ж жорданову нормальну

форму;

2) оператор G̃ має ланцюг iз власного i приєднаних векторiв ek → ek−1 →

. . . → e1 → e, що вiдповiдає власному числу z, (див. [92, с.189]) тодi i

тiльки тодi, коли оператор G має ланцюг V ek → V ek−1 → . . . → V e1 →

V e, що вiдповiдає власному числу z.

Твердження леми 3.4 є прямим наслiдком означення подiбних операторiв

та скiнченної вимiрностi банахового простору X .

Лема 3.5. Якщо Λ1,Λ2 - коренi операторного рiвняння (3.3) i

Λ1 + Λ2 = A1, то оператори Λ1,Λ2 комутують.
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Доведення. Оскiльки A1 = Λ1 + Λ2, то пiдставивши Λ1 у рiвняння (3.3),

отримаємо

Λ2
1 − (Λ1 + Λ2)Λ1 − A2 = O.

Звiдси Λ2Λ1 = −A2.

Аналогiчно, пiдставивши Λ2 у рiвняння (3.3), отримаємо

Λ2
2 − (Λ1 + Λ2)Λ2 − A2 = O.

Звiдси Λ1Λ2 = −A2, а отже, Λ1Λ2 = Λ2Λ1.

Лема 3.6. Нехай виконується умова леми 3.3. Тодi оператори Λ1,Λ2

комутують у тому i тiльки у тому випадку, коли Λ1 + Λ2 = A1.

Доведення. Достатнiсть. Нехай Λ1 + Λ2 = A1.

Оскiльки Λ1,Λ2 — коренi рiвняння (3.3), то виконуються рiвностi (3.5),

звiдки

Λ2
1 − Λ2

2 = A1(Λ1 − Λ2). (3.6)

Також, внаслiдок комутовностi Λ1,Λ2,

Λ2
1 − Λ2

2 = (Λ1 + Λ2)(Λ1 − Λ2). (3.7)

Iз (3.6, 3.7) отримаємо

A1(Λ1 − Λ2) = (Λ1 + Λ2)(Λ1 − Λ2).

Оскiльки iснує обернений оператор (Λ1 − Λ2)
−1 до оператора Λ1 − Λ2, то

A1(Λ1 − Λ2)(Λ1 − Λ2)
−1 = (Λ1 + Λ2)(Λ1 − Λ2)(Λ1 − Λ2)

−1

тодi i тiльки тодi, коли A1 = Λ1 + Λ2.

Необхiднiсть випливає з леми 3.5.

Нехай T
′

, як i у роздiлi 2, — такий лiнiйний оператор в X2, що його

спектр σ(T
′

) не перетинається з одиничним колом S. Аналогiчно до роздiлу
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2 визначимо лiнiйнi пiдпростори X2
−(T

′

), X2
+(T

′

) у просторi X2. Внаслiдок

леми 3.1 i теореми 1 роботи [76] справджується таке твердження.

Теорема 3.1. Для рiзницевого рiвняння (3.1) умова обмеженостi ви-

конується тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi умови:

a1) σ(T
′

A) ∩ S = ∅, σ(T
′

B) ∩ S = ∅;

a2) X2 = X2
−(T

′

A)+̇X2
+(T

′

B), тобто X2 є прямою сумою пiдпросторiв

X2
−(T

′

A) та X2
+(T

′

B).
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3.3 Основнi результати

У загальному випадку перевiрка умов a1), a2) теореми 3.1 є нетривiальною

задачею. Нижче розглядаються два випадки, коли ця перевiрка суттєво

спрощується.

Теорема 3.2. Припустимо, що операторнi рiвняння

Λ2 − A1Λ− A2 = O,Φ2 − B1Φ− B2 = O (3.8)

мають такi коренi Λ1,Λ2 та Φ1,Φ2 вiдповiдно, що iснують оператори

(Λ1 − Λ2)
−1, (Φ1 − Φ2)

−1. Тодi для рiзницевого рiвняння (3.1) умова обме-

женостi виконується тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi умови:

b1) (σ(Λ1) ∪ σ(Λ2)) ∩ S = ∅, (σ(Φ1) ∪ σ(Φ2)) ∩ S = ∅;

b2) якщо при k = 1, 2 матриця оператора Λk має жорданову нормаль-

ну форму, у якiй рiвно pk клiтин Жордана вiдповiдають власним числам

z(k, 1), z(k, 2), . . . , z(k, pk), що лежать всерединi S, причому z(k, i) вiдпо-

вiдає клiтина, що будується за ланцюгом iз власного i приєднаних ве-

кторiв ul(k,i)(k, i) → ul(k,i)−1(k, i) → . . . → u1(k, i), a матриця операто-

ра Φk має жорданову нормальну форму, у якiй рiвно qk клiтин Жорда-

на вiдповiдають власним числам λ(k, 1), λ(k, 2), . . . , λ(k, qk), що лежать

зовнi S, причому λ(k, j) вiдповiдає клiтина, що будується за ланцюгом

vn(k,j)(k, j) → vn(k,j)−1(k, j) → . . . → v1(k, j), то вектори-стовпчики

(
z(k, i)u1(k, i)

u1(k, i)

)
,

(
z(k, i)u2(k, i) + u1(k, i)

u2(k, i)

)
, . . . ,

(
z(k, i)ul(k,i)(k, i) + ul(k,i)−1(k, i)

ul(k,i)(k, i)

)
, 1 6 i 6 pk, k = 1, 2;

(3.9)

(
λ(k, j)v1(k, j)

v1(k, j)

)
,

(
λ(k, j)v2(k, j) + v1(k, j)

v2(k, j)

)
, . . . ,

(
λ(k, j)vn(k,j)(k, j) + vn(k,j)−1(k, j)

vn(k,j)(k, j)

)
, 1 6 j 6 qk, k = 1, 2,

(3.10)

утворюють базис в X2.
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Доведення. Внаслiдок леми 3.3 оператори T
′

A, T
′

B подiбнi до операторiв

T̃ ′

A =

(
Λ1 O

O Λ2

)
, T̃ ′

B =

(
Φ1 O

O Φ2

)
.

Оскiльки σ(T̃ ′

A) = σ(Λ1)∪σ(Λ2), σ(T̃
′

B) = σ(Φ1)∪σ(Φ2), то, скористав-

шись лемою 3.4, робимо висновок, що умови a1) теореми 3.1 та b1) теореми

3.2 виконуються одночасно.

Iз b2) i структури оператора T̃ ′

A випливає, що пiдпростiр X2
−(T̃

′

A) є

лiнiйною оболонкою векторiв, якi утворюють такi ланцюги iз власних i

приєднаних векторiв оператора T̃ ′

A:

(
ul(1,i)(1, i)

0

)
→

(
ul(1,i)−1(1, i)

0

)
→ . . . →

(
u1(1, i)

0

)
, 1 6 i 6 p1,

(
0

ul(2,i)(2, i)

)
→

(
0

ul(2,i)−1(2, i)

)
→ . . . →

(
0

u2(2, i)

)
, 1 6 i 6 p2.

Тому внаслiдок рiвностi (3.4) i леми 3.4 пiдпростiр X2
−(T

′

A) є лiнiйною обо-

лонкою векторiв (3.9).

Аналогiчно iз b2) i структури оператора T̃ ′

B випливає, що пiдпростiр

X2
+(T̃

′

B) є лiнiйною оболонкою векторiв, якi утворюють такi ланцюги iз

власних i приєднаних векторiв оператора T̃ ′

B:

(
vn(1,j)(1, j)

0

)
→

(
vn(1,j)−1(1, j)

0

)
→ . . . →

(
v1(1, j)

0

)
, 1 6 j 6 q1,

(
0

vn(2,j)(2, j)

)
→

(
0

vn(2,j)−1(2, j)

)
→ . . . →

(
0

v2(2, j)

)
, 1 6 j 6 q2.

Тому внаслiдок рiвностi (3.4) i леми 3.4 пiдпростiр X2
+(T

′

B) є лiнiйною обо-

лонкою векторiв (3.10).

Таким чином, за умов теореми 3.2 умови a2) теореми 3.1 та b2) теореми

3.2 теж рiвносильнi.
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Теорема 3.3. Припустимо, що операторнi рiвняння (3.8) мають ко-

ренi Λ1,Λ2 та Φ1,Φ2 вiдповiдно, якi зводяться до дiагонального вигляду у

одному i тому ж базисi, тобто iснує такий базис u1, u2, ..., um у просторi

X, що для кожного 1 6 i 6 m та k = 1, 2 iснують такi z(k, i), λ(k, i) ∈ C,

що

Λkui = z(k, i)ui, Φkui = λ(k, i)ui, (3.11)

а також

Λ1 + Λ2 = A1,Φ1 + Φ2 = B1. (3.12)

Тодi для рiзницевого рiвняння (3.1) умова обмеженостi виконується тодi

i тiльки тодi, коли виконуються такi умови:

c1) ∀ k = 1, 2 ∀ 1 6 i 6 m : |z(k, i)| 6= 1, |λ(k, i)| 6= 1;

c2) якщо серед чисел z(1, i), z(2, i) рiвно pi лежить всерединi кола S, а

серед чисел λ(1, i), λ(2, i) — рiвно qi зовнi S, то pi + qi = 2 для кожного

1 6 i 6 m.

Доведення. Розглядаючи (3.1) у базисi u1, u2, ..., um, робимо висновок, що

внаслiдок (3.11, 3.12) умова обмеженостi для рiзницевого рiвняння (3.1)

виконується у тому i тiльки у тому випадку, коли умова обмеженостi ви-

конується для кожного з таких m числових рiзницевих рiвнянь:




αn+1 = (z(1, i) + z(2, i))αn − z(1, i)z(2, i)αn−1 + βn, n ≥ 1,

αn+1 = (λ(1, i) + λ(2, i))αn − λ(1, i)λ(2, i)αn−1 + βn, n ≤ 0.
(3.13)

Тут {βn, n ∈ Z} — задана, а {αn, n ∈ Z} — шукана обмеженi послiдовностi

комплексних чисел.

Застосувавши при фiксованому 1 6 i 6 m до рiвняння (3.13) лему 3.1 i

теорему 3.1, робимо висновок, що для 3.13 умова обмеженостi виконується

тодi i тiльки тодi, коли оператори в C
2, якi задаються матрицями

T
′

A,i =

(
z(1, i) + z(2, i) −z(1, i)z(2, i)

1 0

)
,

T
′

B,i =

(
λ(1, i) + λ(2, i) −λ(1, i)λ(2, i)

1 0

)
,
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задовольняють умови a1), a2) теореми 3.1 при X2 = C
2.

Неважко переконатися, що z(1, i), z(2, i) — власнi числа оператора T
′

A,i,

а також при z(1, i) 6= z(2, i) їм вiдповiдають власнi вектори

(
z(1, i)

1

)
,

(
z(2, i)

1

)
, а при z(1, i) = z(2, i) — власний вектор

(
z(1, i)

1

)
i приєд-

наний вектор

(
1

0

)
. Тому при |z(1, i)| 6= 1, |z(2, i)| 6= 1 пiдпростори

C
2
−(T

′

A,i), C
2
+(T

′

A,i) для цього оператора будуються за таким правилом:

якщо z(1, i), z(2, i) лежать всерединi кола S, то C
2
−(T

′

A,i) = C
2 ,

C
2
+(T

′

A,i) =
{(

0
0

)}
;

якщо z(1, i), z(2, i) лежать зовнi S, то C
2
−(T

′

A,i) =
{(

0
0

)}
, C2

+(T
′

A,i) = C
2;

якщо z(1, i) лежать всерединi, а z(2, i) — зовнi S, то

C
2
−(T

′

A,i) =л.о.

{(
z(1, i)

1

)}
, C

2
+(T

′

A,i) =л.о.

{(
z(2, i)

1

)}
, де л.о.

{(
u

v

)}

позначає лiнiйну оболонку в C
2 вектора

(
u

v

)
.

Аналогiчно побудуємо пiдпростори C
2
−(T

′

B,i) та C
2
+(T

′

B,i). Можна пере-

конатися, що λ(1, i), λ(2, i) — власнi числа оператора T
′

B,i, а також при

λ(1, i) 6= λ(2, i) їм вiдповiдають власнi вектори

(
λ(1, i)

1

)
,

(
λ(2, i)

1

)
, а при λ(1, i) = λ(2, i) — власний вектор

(
λ(1, i)

1

)
i приєд-

наний вектор

(
1

0

)
. Тому при |λ(1, i)| 6= 1, |λ(2, i)| 6= 1 пiдпростори

C
2
−(T

′

B,i), C
2
+(T

′

B,i) для цього оператора будуються за таким правилом:

якщо λ(1, i), λ(2, i) лежать всерединi кола S, то C
2
−(T

′

B,i) = C
2 ,

C
2
+(T

′

B,i) =
{(

0
0

)}
;

якщо λ(1, i), λ(2, i) лежать зовнi S, то C
2
−(T

′

B,i) =
{(

0
0

)}
, C2

+(T
′

V,i) = C
2;

якщо λ(1, i) лежать всерединi, а λ(2, i) — зовнi S, то

C
2
−(T

′

B,i) =л.о.

{(
λ(1, i)

1

)}
, C2

+(T
′

B,i) =л.о.

{(
λ(2, i)

1

)}
,
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де л.о.

{(
u

v

)}
позначає лiнiйну оболонку в C

2 вектора

(
u

v

)
.

Тому для еквiвалентностi умов a2) теореми 3.1 i c2) теореми 3.3 для

рiзницевого рiвняння (3.13) досить зауважити, що C
2 є прямою сумою

л.о.

{(
z

1

)}
i л.о.

{(
λ

1

)}
для довiльних z, λ ∈ C, z 6= λ, бо

∣∣∣∣∣
z λ

1 1

∣∣∣∣∣ 6= 0.
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3.4 Приклади

Наступнi приклади показують, що умови леми 3.3 i леми 3.5 незалежнi.

Приклад 3.1. Нехай X = C
2 — арифметичний двовимiрий комплексний

простiр. Зафiксуємо деяку норму в X i будемо ототожнювати оператори,

що дiють з X в X , з їхнiми матрицями у базисi e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)
.

Операторне рiвняння Λ2 −

(
5 0

0 5

)
Λ+

(
6 0

0 6

)
= O має, зокрема, коренi

Λ1 =

(
2 0

0 2

)
, Λ2 =

(
3 0

0 3

)
, Λ3 =

(
3 1

0 2

)
, Λ4 =

(
2 0

0 3

)
.

При цьому:

Λ1 + Λ2 =

(
2 0

0 2

)
+

(
3 0

0 3

)
=

(
5 0

0 5

)
,

Λ1 + Λ3 =

(
2 0

0 2

)
+

(
3 1

0 2

)
=

(
5 1

0 4

)
,

Λ3 + Λ4 =

(
3 1

0 2

)
+

(
2 0

0 3

)
=

(
5 1

0 5

)
,

Λ1 − Λ2 =

(
2 0

0 2

)
−

(
3 0

0 3

)
=

(
−1 0

0 −1

)
, det(Λ1 − Λ2) = 1,

Λ1 − Λ3 =

(
2 0

0 2

)
−

(
3 1

0 2

)
=

(
−1 −1

0 0

)
, det(Λ1 − Λ3) = 0,

Λ3 − Λ4 =

(
3 1

0 2

)
−

(
2 0

0 3

)
=

(
1 1

0 −1

)
, det(Λ3 − Λ4) = −1,

де det(A) позначає визначник матрицi A.

Отже,

Λ1 + Λ2 = A1 i iснує (Λ1 − Λ2)
−1,

Λ1 + Λ3 6= A1 i не iснує (Λ1 − Λ3)
−1,

Λ3 + Λ4 6= A1 i iснує (Λ3 − Λ4)
−1.
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Приклад 3.2. Нехай X = C
2 — арифметичний двовимiрий комплексний

простiр. Зафiксуємо деяку норму в X i будемо ототожнювати оператори,

що дiють з X в X , з їхнiми матрицями у базисi e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)
.

Операторне рiвняння Λ2 −

(
5 0

0 0

)
Λ +

(
6 0

0 0

)
= O має коренi

Λ1 =

(
3 0

0 0

)
, Λ2 =

(
2 0

0 0

)
.

При цьому, Λ1 + Λ2 =

(
3 0

0 0

)
+

(
2 0

0 0

)
=

(
5 0

0 0

)
, det(Λ1 − Λ2) = 0.

Таким чином, Λ1 + Λ2 = A1 i не iснує (Λ1 − Λ2)
−1.

У наступному прикладi показано, що навiть у просторi C2 операторне

рiвняння (3.3) може мати безлiч розв’язкiв, а також доведено для яких з

цих розв’язкiв виконуються умови лем 3.3 i 3.5.

Приклад 3.3. Знайдемо усi коренi рiвняння

X2 −

(
1 0

0 0

)
X +

(
0 0

0 0

)
= O. (3.14)

Нехай X =

(
a b

c d

)
. Оскiльки X2 =

(
a b

c d

)
·

(
a b

c d

)
=

(
a2 + bc ab+ bd

ca+ dc d2 + bc

)

i

(
1 0

0 0

)
X =

(
1 0

0 0

)
·

(
a b

c d

)
=

(
a b

0 0

)
, то з урахуванням (3.14)

покомпонентно матимемо




a2 + bc− a = 0,

b(a+ d)− b = 0,

c(a+ d) = 0,

d2 + bc = 0.

(3.15)

З третьої рiвностi (3.15) випливає, що c = 0 або a+ d = 0.
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Нехай c = 0. Тодi з останньої рiвностi (3.15) випливає, що d = 0 i

отримаємо




a(a− 1) = 0,

b(a− 1) = 0,
звiдки




a = 0,

b = 0,
або




a = 1,

b ∈ C.
Отже,

маємо такi розв’язки:

(
0 0

0 0

)
та

(
1 b

0 0

)
, b ∈ C. (3.16)

Нехай a+ d = 0. Тодi з другої рiвностi (3.15) випливає, що b = 0, далi з

останньої рiвностi (3.15) випливає, що d = 0. З того, що a+d = 0 випливає,

що a = −d = 0, а також з першої рiвностi (3.15) випливає, що a(a− 1) = 0,

тобто a = 0. При цьому c ∈ C. Отже, маємо такi розв’язки:

(
0 0

c 0

)
, c ∈ C. (3.17)

З (3.16, 3.17) випливає, що (3.14) має двi серiї розв’язкiв

Tc,1 =

(
0 0

c 0

)
, c ∈ C та Tb,2 =

(
1 b

0 0

)
, b ∈ C. (3.18)

Знайдемо пари розв’язкiв, якi комутують.

При c1 6= c2, c1, c2 ∈ C:

Tc1,1 · Tc2,1 =

(
0 0

c1 0

)
·

(
0 0

c2 0

)
=

(
0 0

0 0

)
= Tc2,1 · Tc1,1.

Tc1,1 − Tc2,1 =

(
0 0

c1 0

)
−

(
0 0

c2 0

)
=

(
0 0

c1 − c2 0

)
, det(Tc1,1 − Tc2,1) = 0.

Отже, Tc1,1, Tc2,1 комутують, причому не iснує (Tc1,1 − Tc2,1)
−1.

При b1 6= b2, b1, b2 ∈ C:

Tb1,2 · Tb2,2 =

(
1 b1

0 0

)
·

(
1 b2

0 0

)
=

(
1 b2

0 0

)
, Tb2,2 · Tb1,2 =

(
1 b1

0 0

)
.
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Tb2,2 − Tb1,2 =

(
1 b2

0 0

)
−

(
1 b1

0 0

)
=

(
0 b2 − b1

0 0

)
, det(Tb2,2 − Tb1,2) = 0.

Отже, Tb1,2, Tb2,2 не комутують, а також не iснує (Tb2,2 − Tb1,2)
−1.

Беремо тепер оператори з рiзних серiй:

Tc,1 · Tb,2 =

(
0 0

c 0

)
·

(
1 b

0 0

)
=

(
0 0

c bc

)
,

Tb,2 · Tc,1 =

(
1 b

0 0

)
·

(
0 0

c 0

)
=

(
bc 0

0 0

)
.

Отже, цi оператори комутують у тому i тiльки тому випадку, коли

c = 0, b ∈ C, тобто пара має вигляд T0,1 =

(
0 0

0 0

)
, Tb,2 =

(
1 b

0 0

)
.

При цьому, T0,1 − Tb,2 =

(
−1 −b

0 0

)
, det(T0,1 − Tb,2) = 0, тобто не iснує

(T0,1 − Tb,2)
−1.

Також вiдзначимо, що Tc,1 − Tb,2 =

(
0 0

c 0

)
−

(
1 b

0 0

)
=

(
−1 −b

c 0

)
,

det(Tc,1 − Tb,2) = bc, а отже, (Tc,1 − Tb,2)
−1 iснує у тому i тiльки тому

випадку, коли bc 6= 0.
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3.5 Висновки до роздiлу 3

У роздiлi 3 одержано необхiднi i достатнi умови на фiксованi лiнiйнi опе-

ратори A1, A2, B1, B2, при виконаннi яких рiзницеве рiвняння загального

вигляду (3.1) зi стрибками операторних коефiцiєнтiв має єдиний обмеже-

ний розв’язок {xn, n ∈ Z} у скiнченновимiрному банаховому просторi X

для довiльної обмеженої послiдовностi {yn, n ∈ Z} (теоререма 3.1), а також

бiльш простi для застосувань необхiднi i достатнi умови, коли оператори

A1, A2, B1, B2 належать деяким спецiальним класам (теоререми 3.2, 3.3). У

теоремах 3.2, 3.3 умови накладаються на коренi вiдповiдних "алгебраїчних"

операторних рiвнянь (3.8).

Також виправлено формули, наведенi з помилками в роботi [80] (заува-

ження 3.1).

Результати роздiлу опублiковано в [3] та в тезах мiжнародної конференцiї

[7].
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Роздiл 4

ОБМЕЖЕНI В СЕРЕДНЬОМУ РОЗВ’ЯЗКИ

ОДНОГО РIЗНИЦЕВОГО РIВНЯННЯ ДРУГОГО

ПОРЯДКУ

У цьому роздiлi дослiджується питання про iснування єдиного обмеже-

ного у середньому на Z розв’язку одного лiнiйного рiзницевого рiвняння

другого порядку зi стрибками операторних коефiцiєнтiв у сепарабельному

банаховому просторi, а також про близькiсть цього розв’язку до стацiонар-

ного розв’язку вiдповiдного рiзницевого рiвняння зi сталими операторними

коефiцiєнтами у випадку, коли рiвняння збурюються стацiонарними послi-

довностями випадкових елементiв.

4.1 Постановка задачi

Нехай X — сепарабельний комплексний банахiв простiр з нормою ‖·‖X i

нульовим елементом 0X , L(X) — банахiв простiр усiх лiнiйних обмежених

операторiв, що дiють з X в X i B(X) — σ-алгебра борельових множин

простору X . Аналогiчнi позначення для норми, нульового елемента i т.д.

будемо використовувати i в iнших банахових просторах, що вводяться в

цьому роздiлi.

Нехай (Ω,F , P ) — повний iмовiрнiсний простiр.

Означення 4.1. Послiдовнiсть X-значних випадкових елементiв

{ξn, n ∈ Z}, заданих на (Ω,F , P ), будемо називати:

— обмеженою в середньому, якщо sup
n∈Z

E‖ξn‖X < +∞;

— стацiонарною (у вузькому сенсi), якщо
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∀ m ∈ N ∀ n1, n2, . . . , nm ∈ Z ∀ Q1, Q2, . . . , Qm ∈ B(X) :

P{ξnk+1 ∈ Qk, 1 6 k 6 m} = P{ξnk
∈ Qk, 1 6 k 6 m}.

Розглянемо рiзницеве рiвняння




ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Aξn + ηn, n ≥ 1,

ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Bξn + ηn, n ≤ 0,
(4.1)

у якому A,B — фiксованi оператори з L(X), {ηn, n ∈ Z} — задана

обмежена в середньому послiдовнiсть X-значних випадкових елементiв,

{ξn, n ∈ Z} — шукана обмежена в середньому послiдовнiсть X-значних

випадкових елементiв простору (Ω,F , P ).

Означення 4.2. Послiдовнiсть X-значних випадкових елементiв

{ξn, n ∈ Z} називається обмеженим у середньому розв’язком рiзницево-

го рiвняння (4.1), вiдповiдним до обмеженої у середньому послiдовностi

{ηn, n ∈ Z}, якщо послiдовнiсть {ξn, n ∈ Z} обмежена у середньому i для

кожного n ∈ Z з iмовiрнiстю 1 виконується рiвнiсть (4.1).

Знайдемо достатнi умови на оператори A,B, при виконаннi яких рiзни-

цеве рiвняння (4.1) має для кожної обмеженої в середньому послiдовностi

{ηn, n ∈ Z} єдиний обмежений у середньому розв’язок {ξn, n ∈ Z}, а та-

кож оцiнимо близькiсть при n → ∞ компонент {ξn, n ∈ Z} до компонент

обмеженого у середньому розв’язку {ζn, n ∈ Z} рiзницевого рiвняння зi

сталим операторним коефiцiєнтом A

ζn+1 − 2ζn + ζn−1 = Aζn + ηn, n ∈ Z. (4.2)
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4.2 Допомiжнi результати

Покладемо X2 =
{
x =

(
x(1)

x(2)

) ∣∣∣ x(1), x(2) ∈ X
}

.

Тодi X — сепарабельний комплексний банахiв простiр з покоординатним

додаванням та множенням на скаляр i нормою ||x||X2 = ||x(1)||X + ||x(2)||X ,

x =

(
x(1)

x(2)

)
∈ X2.

Нехай TA =

(
A+ 2I −I

I O

)
, σ(TA), ρ(TA), r(TA) — вiдповiдно спектр, ре-

зольвентна множина та спектральний радiус оператора TA, S =
{
z ∈ C |

|z| = 1
}
.

Для доведення основного результату цього роздiлу використовуються

наведенi нижче твердження.

Лема 4.1. Число λ 6= 0 належить до ρ(TA) тодi i тiльки тодi, коли

λ+
1

λ
− 2 належить до ρ(A).

Доведення. Достатнiсть. Оскiльки (λ +
1

λ
− 2) ∈ ρ(A), то оператор ∆λ =

λ2I − (A+ 2I)λ+ I має неперервний обернений оператор ∆−1
λ . Позначимо

через J одиничний оператор в X2. Покажемо, що неперервним оберненим

оператором до TA − λJ є оператор

(TA − λJ)−1 =

(
−λ∆−1

λ ∆−1
λ

−∆−1
λ (A+ 2I − λI)∆−1

λ

)
.

Домножимо злiва оператор TA − λJ на (TA − λJ)−1:

(TA − λJ)−1(TA − λJ) =

=

(
−λ∆−1

λ ∆−1
λ

−∆−1
λ (A+ 2I − λI)∆−1

λ

)((
A+ 2I −I

I O

)
− λ

(
I O

O I

))
=

=

(
−λ∆−1

λ ∆−1
λ

−∆−1
λ (A+ 2I − λI)∆−1

λ

)(
A+ 2I − λI −I

I −λI

)
=

86



=

(
∆−1

λ (λ2I − (A+ 2I)λ) + ∆−1
λ λ∆−1

λ − λ∆−1
λ

−∆−1
λ (A+ 2I − λI) + (A+ 2I − λI)∆−1

λ ∆−1
λ + (λ2I − (A+ 2I)λ)∆−1

λ

)
=

=



∆−1

λ ∆λ −∆−1
λ +∆−1

λ O

∆−1
λ ∆λ

1

λ
−

1

λ
∆λ∆

−1
λ ∆−1

λ +∆λ∆
−1
λ −∆−1

λ


 =

(
I O

O I

)
,

оскiльки ∆λ = λ2I − (A + 2I)λ + I має неперервний обернений оператор

∆−1
λ .

Аналогiчно домножимо справа оператор TA − λJ на (TA − λJ)−1:

(TA − λJ)(TA − λJ)−1 =

=

((
A+ 2I −I

I O

)
− λ

(
I O

O I

))(
−λ∆−1

λ ∆−1
λ

−∆−1
λ (A+ 2I − λI)∆−1

λ

)
=

=

(
A+ 2I − λI −I

I −λI

)(
−λ∆−1

λ ∆−1
λ

−∆−1
λ (A+ 2I − λI)∆−1

λ

)
=

=

(
(λ2I − (A+ 2I)λ)∆−1

λ +∆−1
λ (A+ 2I − λI)∆−1

λ − (A+ 2I − λI)∆−1
λ

−λ∆−1
λ + λ∆−1

λ ∆−1
λ + (λ2I − (A+ 2I)λ)∆−1

λ

)
=

=


∆λ∆

−1
λ −∆−1

λ +∆−1
λ

1

λ
∆λ∆

−1
λ −

1

λ
∆λ∆

−1
λ

O ∆−1
λ +∆λ∆

−1
λ −∆−1

λ


 =

(
I O

O I

)
.

Отже, λ ∈ ρ(TA).

Необхiднiсть. Зафiксуємо λ ∈ ρ(TA), λ 6= 0. Досить перевiрити, що опе-

ратор ∆λ неперервно оборотний.

Iз теореми Банаха про обернений оператор випливає, що коли ∆−1
λ не

iснує, то виконується одна iз таких двох умов:

(a1) ∃u 6= 0X : ∆λu = 0X ;

(a2) iснує таке v ∈ X , що операторне рiвняння ∆λx = v немає розв’язкiв.

Якщо виконується умова (a1), то (TA − λJ)

(
λu

u

)
=

(
0X

0X

)
. Це супере-

чить включенню λ ∈ ρ(TA).
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Оскiльки λ ∈ ρ(TA), то операторне рiвняння

(
A+ 2I − λI −I

I −λI

)(
x(1)

x(2)

)
=

(
v

0X

)
(4.3)

має розв’язок.

Запишемо рiвняння (4.3) покоординатно:




(A+ 2I − λI)x(1) − x(2) = v,

x(1) − λx(2) = 0X ,

⇔



(A+ 2I − λI)λx(2) − x(2) = v,

x(1) = λx(2).

Звiдки випливає, що рiвняння ∆λx = v має розв’язок x = −x(2), а отже,

умова (a2) теж не виконується.

Лема 4.2. σ(TA) ∩ S = ∅ тодi i тiльки тодi, коли σ(A) ∩ [−4; 0] = ∅.

Доведення. Оскiльки, як показано в лемi 2.4, {λ+
1

λ
− 2 | λ ∈ S} = [−4; 0],

то лема 4.2 є прямим наслiдком леми 4.1.

Лема 4.3. Рiзницеве рiвняння (4.1) має для кожної обмеженої в сере-

дньому послiдовностi {ηn, n ∈ Z} єдиний обмежений у середньому розв’я-

зок {ξn, n ∈ Z} тодi i тiльки тодi, коли рiзницеве рiвняння




ξn+1 = TAξn + ηn, n ≥ 1,

ξn+1 = TBξn + ηn, n ≤ 0,
(4.4)

має для кожної обмеженої в середньому послiдовностi X2-значних випад-

кових елементiв {ηn, n ∈ Z}, визначених на (Ω,F , P ), єдиний обмежений

у середньому розв’язок {ξn, n ∈ Z}.
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Доведення. Достатнiсть. Нехай рiзницеве рiвняння (4.4) має для кожної

обмеженої в середньому послiдовностi X2-значних випадкових елементiв

{ηn, n ∈ Z}, визначених на (Ω,F , P ), єдиний обмежений у середньому

розв’язок {ξn, n ∈ Z}. Зафiксуємо обмежену в середньму послiдовнiсть

{ηn, n ∈ Z}. Нехай
{
ξn =

(
ξ
(1)
n

ξ
(2)
n

)
, n ∈ Z

}
— єдиний обмежений у сере-

дньому розв’язок рiвняння (4.4), що вiдповiдає обмеженiй у середньому

послiдовностi
{
ηn =

(
ηn

0

)
, n ∈ Z

}
.

Записавши рiвностi (4.4) покоординатно, отримаємо









ξ
(1)
n+1 − (A+ 2I)ξ

(1)
n + ξ

(2)
n = ηn,

ξ
(2)
n+1 = ξ

(1)
n ,

n > 1,





ξ
(1)
n+1 − (B + 2I)ξ

(1)
n + ξ

(2)
n = ηn,

ξ
(2)
n+1 = ξ

(1)
n ,

n 6 0.

Пiдставивши у першi рiвняння системи ξ
(2)
n = ξ

(1)
n−1, отримаємо




ξ
(1)
n+1 − (A+ 2I)ξ

(1)
n + ξ

(2)
n = ηn, n > 1,

ξ
(1)
n+1 − (B + 2I)ξ

(1)
n + ξ

(2)
n = ηn, n 6 0,

а отже, обмежена в середньому послiдовнiсть {ξ
(1)
n , n ∈ Z} є вiдповiдним

до {ηn, n ∈ Z} обмеженим у середньому розв’язком рiвняння (4.1).

Якщо, вiд супротивного, цей обмежений в середньому розв’язок не єди-

ний, то вiдповiдне до (4.1) однорiдне рiвняння




ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Aξn, n ≥ 1,

ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Bξn, n ≤ 0,

має ненульовий обмежений в середньому розв’язок {ζn, n ∈ Z}. Але тодi

вiдповiдне до (4.4) однорiдне рiвняння теж має вiдмiнний вiд нульового
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обмежений в середньому розв’язок
{
ζn =

(
ζn

ζn−1

)
, n ∈ Z

}
, бо, пiдставивши

цей розв’язок у вiдповiдне до (4.4) однорiдне рiвняння, записане покоорди-

натно, отримаємо








ζn+1 − (A+ 2I)ζn + ζn−1 = 0,

ζn = ζn,
n > 1,




ζn+1 − (B + 2I)ζn + ζn−1 = 0,

ζn = ζn,
n 6 0,

причому ζk — ненульовий випадковий елемент для деякого k ∈ Z.

Суперечнiсть.

Необхiднiсть. Нехай тепер рiзницеве рiвняння (4.1) має для кожної обме-

женої в середньому послiдовностi {ηn, n ∈ Z} єдиний обмежений у сере-

дньому розв’язок {ξn, n ∈ Z}. Зафiксуємо обмежену в середньому послiдов-

нiсть X2-значних випадкових елеметiв
{
ηn =

(
η
(1)
n

η
(2)
n

)
, n ∈ Z

}
. Вiдзначимо,

що (4.4) записується у такому еквiвалентному виглядi:









ξ
(1)
n+1 = (A+ 2I)ξ

(1)
n − ξ

(2)
n + η

(1)
n ,

ξ
(2)
n+1 = ξ

(1)
n + η

(2)
n ,

n > 1,





ξ
(1)
n+1 = (B + 2I)ξ

(1)
n − ξ

(2)
n + η

(1)
n ,

ξ
(2)
n+1 = ξ

(1)
n + η

(2)
n ,

n 6 0.

Покладемо ξ
(1)
n = ξn, де {ξn, n ∈ Z} — єдиний обмежений в середньо-

му розв’язок (4.1), вiдповiдний до обмеженої в середньому послiдовностi

{ηn = η
(1)
n − η

(2)
n−1, n ∈ Z}, а також ξ

(2)
n = ξ

(1)
n−1 + η

(2)
n−1, n ∈ Z. В результатi

отримаємо вiдповiдний до {ηn, n ∈ Z} обмежений в середньому розв’язок
{
ξn =

(
ξ
(1)
n

ξ
(2)
n

)
, n ∈ Z

}
рiвняння (4.4).

Якщо, вiд супротивного, цей обмежений в середньому розв’язок
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не єдиний, то iснує ненульовий обмежений в середньому розв’язок
{
ζn =

(
ζ
(1)
n

ζ
(2)
n

)
, n ∈ Z

}
вiдповiдного до (4.4) однорiдного рiзницевого рiвня-

ння, а отже, 







ζ
(1)
n+1 = (A+ 2I)ζ

(1)
n − ζ

(2)
n ,

ζ
(2)
n+1 = ζ

(1)
n ,

n > 1,





ζ
(1)
n+1 = (B + 2I)ζ

(1)
n − ζ

(2)
n ,

ζ
(2)
n+1 = ζ

(1)
n ,

n 6 0,

причому ζ
(1)
k — ненульовий випадковий елемент для деякого k ∈ Z.

Тому вiдповiдне до (4.1) однорiдне рiвняння має ненульовий обмежений в

середньому розв’язок {ζ
(1)
n , n ∈ Z}. Суперечнiсть.

Зауваження 4.1. Легко перевiрити, що у випадку, коли (4.4) має єди-

ний обмежений у середньому розв’язок для кожної обмеженої в середньому

послiдовностi {ηn, n ∈ Z}, то вiдповiдний до обмеженої в середньому послi-

довностi {ηn, n ∈ Z} єдиний обмежений у середньому розв’язок рiвняння

(4.1) можна отримати наступним чином. Якщо
{(ξ(1)n

ξ
(2)
n

)
, n ∈ Z

}
— єдиний

обмежений у середньому розв’язок (4.4), вiдповiдний до обмеженої в сере-

дньому послiдовностi
{(ηn

0X

)
, n ∈ Z

}
, то ξ

(2)
n = ξ

(1)
n−1 з iмовiрнiстю 1 для

кожного n ∈ Z i {ξ(1)n , n ∈ Z} — вiдповiдний до {ηn, n ∈ Z} обмежений в

середньому розв’язок рiвняння (4.1). Справдi, пiдставимо
{(ξ(1)n

ξ
(2)
n

)
, n ∈ Z

}

у (4.4) i запишемо покоординатно
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







ξ
(1)
n+1 − (A+ 2I)ξ

(1)
n + ξ

(2)
n = ηn,

ξ
(2)
n+1 = ξ

(1)
n ,

n > 1,





ξ
(1)
n+1 − (B + 2I)ξ

(1)
n + ξ

(2)
n = ηn,

ξ
(2)
n+1 = ξ

(1)
n ,

n 6 0.

У других рiвняннях цiєї системи отримали, що ξ
(2)
n = ξ

(1)
n−1 для кожного

n ∈ Z. Пiдставимо ξ
(2)
n = ξ

(1)
n−1 у першi рiвняння цiєї системи




ξ
(1)
n+1 − (A+ 2I)ξ

(1)
n + ξ

(2)
n = ηn, n > 1,

ξ
(1)
n+1 − (B + 2I)ξ

(1)
n + ξ

(2)
n = ηn, n 6 0.

Отримали, що {ξ
(1)
n , n ∈ Z} — вiдповiдний до {ηn, n ∈ Z} обмежений в

середньому розв’язок рiвняння (4.1).

Позначимо через Y банахiв простiр L1(Ω, X) усiх класiв еквiвалентностi

випадкових елементiв ξ : Ω → X таких, що ‖ξ‖Y = E‖ξ‖X < +∞. Кожно-

му оператору G iз L(X) поставимо у вiдповiднiсть оператор G̃ iз L(Y ),

який дiє за правилом

∀ ξ ∈ Y : (G̃ξ)(ω) = Gξ(ω), ω ∈ Ω. (4.5)

Наступна лема є прямим наслiдком означень 4.1 i 4.2.

Лема 4.4. Рiзницеве рiвняння (4.4) має для кожної обмеженої в сере-

дньому послiдовностi {ηn, n ∈ Z} єдиний обмежений у середньому розв’я-

зок {ξn, n ∈ Z} тодi i тiльки тодi, коли детермiноване рiзницеве рiвняння




ξn+1 = T̃Aξn + ηn, n ≥ 1,

ξn+1 = T̃Bξn + ηn, n ≤ 0,
(4.6)

має для кожної обмеженої в Y 2 послiдовностi {ηn, n ∈ Z} єдиний обме-

жений розв’язок {ξn, n ∈ Z}.
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Нехай W — комплексний банахiв простiр. Припустимо, що для спектра

σ(U) оператора U ∈ L(W ) виконується умова σ(U) ∩ S = ∅. Нехай σ−(U)

— частина спектра σ(U), що лежить всерединi кола S, а σ+(U) — части-

на спектра σ(U), що лежить зовнi кола S. Розглядатимемо випадок, коли

σ−(U) 6= ∅, σ+(U) 6= ∅. Вiдзначимо, що усi отриманi нижче результати

справедливi i у випадку, коли серед множин σ−(U), σ+(U) є порожня мно-

жина, з очевидними змiнами в отриманих формулах.

З теореми про спектральний розклад оператора у банаховому просто-

рi (див., наприклад, [30, с.8]) випливає, що простiр W розкладається

в пряму суму iнварiантних вiдносно оператора U пiдпросторiв W =

W−(U)+̇W+(U) таким чином, що звуження U−, U+ оператора U на пiд-

простори W−(U),W+(U) мають спектри σ−(U), σ+(U) вiдповiдно, а отже,

для спектральних радiусiв операторiв U−, U
−1
+ справджуються оцiнки

r(U−) < 1, r(U−1
+ ) < 1. (4.7)

Також виконується наступне твердження.

Лема 4.5. (див. лему 4 iз [93, с.151-152]).Якщо оператор U ∈ L(W )

неперервно оборотний i σ(U) ∩ S = ∅, то

W−(U) =

{
w ∈ W

∣∣∣∣ sup
n≥1

‖Unw‖ < ∞

}
,

W+(U) =

{
w ∈ W

∣∣∣∣ sup
n≥1

∥∥U−nw
∥∥ < ∞

}
.
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4.3 Обмеженi у середньому розв’язки рiзни-

цевого рiвняння (4.1)

Наступна теорема мiстить один з основних результатiв цього роздiлу.

Теорема 4.1.Нехай для операторiв A,B виконуються такi умови:

(i1) σ(A) ∩ [−4; 0] = ∅, σ(B) ∩ [−4; 0] = ∅;

(i2) X2 = X2
−(TA)+̇X2

+(TB).

Тодi рiзницеве рiвняння (4.1) має для кожної обмеженої в середньому

X-значної послiдовностi випадкових елементiв {ηn, n ∈ Z} єдиний обме-

жений у середньому розв’язок {ξn, n ∈ Z}.

Доведення. Iз умови (i1) i леми 4.2 випливає, що σ(TA) ∩ S = ∅,

σ(TB) ∩ S = ∅. Скориставшись також умовою (i2) i теоремою 2 iз [89], ро-

бимо висновок, що рiзницеве рiвняння (4.4) має для довiльної обмеженої

в середньому послiдовностi {ηn, n ∈ Z} єдиний обмежений у середньому

розв’язок {ξn, n ∈ Z}. Тому твердження теореми виконується внаслiдок

леми 4.3.

Зауваження 4.2. У роздiлi 2 встановлено, що коли додатково простiр

X скiнченновимiрний i матрицi операторiв A,B мають жорданову нор-

мальну форму в одному i тому ж базисi, то iз умови (i1) випливає, що

виконується умова (i2).
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4.4 Близькiсть компонент обмежених у се-

редньому розв’язкiв рiзницевих рiвнянь

(4.1) та (4.2) при n → ∞

Спочатку запишемо детермiнованi аналоги рiвнянь (4.1) i (4.2). Нехай U, V

— фiксованi оператори з L(W ). У подальшому використовуються такi твер-

дження.

Теорема 4.2. (див. теорему 1 iз [30, с.9]). Рiзницеве рiвняння

un+1 = Uun + yn, n ∈ Z, (4.8)

має для кожної обмеженої в W послiдовностi {yn, n ∈ Z} єдиний обме-

жений розв’язок {un, n ∈ Z} тодi i тiльки тодi, коли σ(U) ∩ S = ∅.

Зауваження 4.3. Iз доведення теореми 4.2 випливає, що коли

σ(U) ∩ S = ∅, то вiдповiдний до обмеженої послiдовностi {yn, n ∈ Z} єди-

ний обмежений розв’язок рiвняння (4.8) має вигляд

{un =
∞∑

j=o

U j
−P

U
− yn−1−j −

−1∑

j=−∞

U j
+P

U
+ yn−1−j, n ∈ Z}, (4.9)

де PU
− , PU

+ — проектори в W на пiдпростори W−(U) i W+(U) вiдповiдно.

Внаслiдок нерiвностей (4.7) ряди з (4.9) збiгаються.

Теорема 4.3. (див. теорему 1 iз [77]). Нехай виконуються такi умови:

(j1) σ(U) ∩ S = ∅, σ(V ) ∩ S = ∅;

(j2) W = W−(U)+̇W+(V ).

Тодi рiзицеве рiвняння




xn+1 = Uxn + yn, n ≥ 1,

xn+1 = V xn + yn, n ≤ 0,
(4.10)

має для кожної обмеженої в W послiдовностi {yn, n ∈ Z} єдиний обме-

жений розв’язок {xn, n ∈ Z}.

Зауваження 4.4. В [77] також встановлено, що коли виконуються

умови (j1), (j2), то при n ≥ 1 компонента xn єдиного обмеженого
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розв’язку {xn, n ∈ Z} рiвняння (4.10), вiдповiдного до обмеженої послi-

довностi {yn, n ∈ Z}, зображується наступним чином. Нехай P 0
−, P

0
+ —

проектори на пiдпростори W−(U),W+(V ), що вiдповiдають зображенню

W = W−(U)+̇W+(V ). Покладемо для кожного n ≥ 1

P n
+ = Un P 0

+ U−n
+ PU

+ ,

P n
− = IW − P n

+,
(4.11)

де IW — одиничний оператор в просторi W . Тодi для кожного n ≥ 1

xn = P n−1
− yn−1 + U−P

n−2
− yn−2 + . . .+ Un−2

− P 1
−y1+

+
o∑

j=−∞

Un−1
− P 0

− V
|j|
− P V

− yj −
∞∑

j=n

P n−1
+ Un−1−j

+ PU
+ yj.

(4.12)

Ряди з (4.12) збiгаються за нормою в W .

Наступна теорема показує наскiльки близькi розв’язки рiвнянь (4.8, 4.10)

при n → ∞.

Теорема 4.4. Нехай виконуються умови теореми 4.3. Тодi знайдуться

такi залежнi тiльки вiд операторiв U , V сталi ρ ∈ (0, 1), C > 0, n0 ∈ N,

що для кожної обмеженої в W послiдовностi {yn, n ∈ Z} для вiдповiдних

до цiєї послiдовностi обмежених розв’язкiв {un, n ∈ Z} рiвняння (4.8) та

{xn, n ∈ Z} рiвняння (4.10) для кожного n ≥ n0 виконується оцiнка

‖xn − un‖W ≤ Cρn sup
n∈Z

‖yn‖W . (4.13)

Доведення. Оскiльки вiдповiдно до (4.7) спектральнi радiуси операторiв

U−, U
−1
+ , V− меншi за одиницю, то знайдуться такi сталi ρ ∈ (0, 1), m0 ∈ N,

що

∀m ≥ m0 : max(‖Um
− ‖, ‖U−m

+ ‖, ‖V m
− ‖) ≤ ρm. (4.14)

Зафiксуємо обмежену послiдовнiсть {yn, n ∈ Z} i при n ≥ m0 + 2 оцiнимо

‖un − xn‖, скориставшись формулами (4.9, 4.12).

Оскiльки P 0
− проектує на W−(U), то з урахуванням (4.11), матимемо для
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кожного 0 ≤ k ≤ n− 2:

‖Uk
−P

U
− yn−1−k − Uk

−P
n−1−k
− yn−1−k‖W =

= ‖Uk
−(P

U
− − IW + P n−1−k

+ )yn−1−k‖W =

= ‖Uk
−(P

n−1−k
+ − PU

+ )yn−1−k‖W =

= ‖Uk
−(U

n−1−kP 0
+U

−(n−1−k)
+ − Un−1−kU

−(n−1−k)
+ )PU

+ yn−1−k‖W =

= ‖ − Uk
−U

n−1−kP 0
−U

−(n−1−k)
+ PU

+ yn−1−k‖W =

= ‖Un−1
− P 0

−U
−(n−1−k)
+ PU

+ yn−1−k‖W .

Тому, позначивши через C1 максимум квадратiв норм операторiв

P 0
±, P

U
± , P V

± , матимемо:

∀ 0 ≤ k ≤ n− 1−m0 :

‖Uk
−P

U
− yn−1−k − Uk

−P
n−1−k
− yn−1−k‖W ≤ ρn−1ρn−1−kC1‖y‖∞,

(4.15)

∀n−m0 ≤ k ≤ n− 2 : ‖Uk
−P

U
− yn−1−k − Uk

−P
n−1−k
− yn−1−k‖W ≤

≤ ρn−1C1 max
1≤j≤m0−1

‖U−j
+ ‖ · ‖y‖∞.

(4.16)

Тут ‖y‖∞ = sup
n∈Z

‖yn‖W .

Iз (4.11) i властивостей проекторiв випливає, що для кожного k ≥ 0

‖U−1−k
+ PU

+ yn+k − P n−1
+ U−1−k

+ PU
+ yn+k‖W =

= ‖(Un−1U−n+1
+ PU

+ − Un−1P 0
+U

−n+1PU
+ )U−1−k

+ PU
+ yn+k‖W =

= ‖Un−1
− P 0

−U
−n−k
+ PU

+ yn+k‖W ≤ ρn−1ρn+kC1‖y‖∞.

(4.17)

Також

‖
∞∑

j=n−1

U j
−P

U
− yn−1−j‖W ≤ C1‖y‖∞

ρn−1

1− ρ
, (4.18)

‖
0∑

j=−∞

Un−1
− P 0

−V
|j|P V

− yj‖W ≤

≤ ρn−1C1‖y‖∞(m0 max
0≤k≤m0−1

‖V k
−‖+

ρm0

1− ρ
).

(4.19)
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Оскiльки сталi в (4.15 — 4.19) залежать тiльки вiд операторiв U , V , то

скориставшись цими оцiнками i зображеннями (4.9, 4.12), робимо висновок,

що виконуються нерiвностi (4.13).

У наступнiй теоремi отримано оцiнку близькостi компонент єдиного

обмеженого у середньому розв’язку рiзницевого рiвняння другого порядку

зi стрибком операторного коефiцiєнта до компонент обмеженого у середньо-

му розв’язку рiзницевого рiвняння зi сталим операторним коефiцiєнтом.

Теорема 4.5.Нехай виконуються умови теореми 4.1. Тодi знайдуться

сталi ρ ∈ (0, 1), C > 0, n0 ∈ N, якi залежать тiльки вiд оператрiв

A та B i такi, що для кожної обмеженої в середньому послiдовностi

X-значних випадкових елементiв {ηn, n ∈ Z} для вiдповiдних до цiєї по-

слiдовностi обмежених у середньому розв’язкiв {ξn, n ∈ Z} рiвняння (4.1)

та {ζn, n ∈ Z} рiвняння (4.2) виконується оцiнка:

∀n ≥ n0 : E‖ξn − ζn‖X ≤ Cρn sup
n∈Z

E‖ηn‖X . (4.20)

Доведення. Поклавши A = B i застосувавши теорему 4.1, робимо висновок,

що рiзницеве рiвняння (4.2) має для кожної обмеженої в середньому послi-

довностi {ηn, n ∈ Z} єдиний обмежеий в середньому розв’язок {ζn, n ∈ Z}

тодi i тiльки тодi, коли σ(A) ∩ [−4; 0] = ∅.

Iз результатiв, опублiкованих у роботi [89], випливає, що коли

σ(TA) ∩ S = ∅, σ(TB) ∩ S = ∅, X2 = X2
−(TA)+̇X2

+(TB),

то

σ(T̃A) = σ(TA), σ(T̃B) = σ(TB), Y
2 = Y 2

−(T̃A)+̇Y 2
+(T̃B),

де оператори T̃A, T̃B визначенi вiдповiдно до (4.5).

Тому, застосувавши теорему 4.4 до рiзницевого рiвняння (4.6), а потiм,

скориставшись лемами 4.3, 4.4, теоремою 4.1 i зауваженням 4.1, робимо

висновок, що виконуються нерiвностi (4.20).
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Зауваження 4.5. Вiдзначимо, що коли послiдовнiсть {ηn, n ∈ Z} до-

датково стацiонарна, то вiдповiдний до неї розв’язок {ζn, n ∈ Z} рiвняння

(4.2) теж стацiонарний. Отже, елементи розв’язку рiвняння (4.1), згiдно

з (4.20), близькi до елементiв стацiонарної послiдовностi {ζn, n ∈ Z} при

n → ∞, незважаючи на стрибок операторного коефiцiєнта в рiвняннi (4.1).
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4.5 Обмеженi в середньому розв’язки слабко

нелiнiйного рiзницевого рiвняння

Використаємо введений в пунктi 4.2 простiр Y =L1(Ω, X) i покладемо

l∞(Z, Y ) =
{
ξ̂ = {ξn, n ∈ Z} ⊂ Y

∣∣∣ ‖ ξ̂ ‖∞ := sup
n∈Z

‖ ξn ‖Y < ∞
}
.

Тодi l∞(Z, Y ) — комплексний банахiв простiр з покоординатним додава-

нням i множенням на комплексне число i нормою || · ||∞.

Нехай оператори A,B ∈ L(X) задовольняють умови теореми 4.1. Роз-

глянемо лiнiйний неперервний оператор Φ : l∞(Z, Y ) → l∞(Z, Y ), який

визначається за таким правилом:

Φξ̂ = {(Φξ̂ )n, n ∈ Z}, ξ̂ ∈ l∞(Z, Y ),

де

(Φξ̂ )n =




ξn+1 − (A+ 2I)ξn + ξn−1, n ≥ 1,

ξn+1 − (B + 2I)ξn + ξn−1, n ≤ 0.

Лiнiйнiсть оператора Φ очевидна, а обмеженiсть випливає з оцiнки

‖Φξ̂ ‖∞ ≤ (4 + max(‖A‖, ‖B‖)) · ‖ξ̂‖∞, ξ̂ ∈ l∞(Z, Y ).

За допомогою оператора Φ рiзницеве рiвняння (4.1) записується в еквi-

валентному виглядi Φξ̂ = η̂.

Якщо виконуються умови теореми 4.1, то за теоремою Банаха про обер-

нений оператор iснує неперервний обернений оператор Φ−1 до оператора

Φ.

Розглянемо нелiнiйне рiзницеве рiвняння




ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Aξn + f(ξn) + ηn, n ≥ 1,

ξn+1 − 2ξn + ξn−1 = Bξn + f(ξn) + ηn, n ≤ 0,
(4.21)

у якому f : X → X — вiдображення, що задовольняє умову Лiпшиця зi
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сталою K > 0, тобто

∀ x, y ∈ X : ‖f(x)− f(y)‖ ≤ K‖x− y‖.

Виконується така теорема.

Теорема 4.6. Припустимо, що виконуються умови (i1), (i2) теореми

4.1, а також справджується нерiвнiсть K · ‖Φ−1‖ < 1. Тодi рiзницеве

рiвняння (4.21) має для кожної обмеженої в середньому послiдовностi

{ηn, n ∈ Z} єдиний обмежений у середньому розв’язок {ξn, n ∈ Z}.

Доведення. Визначимо вiдображення F : l∞(Z, Y ) → l∞(Z, Y ) за таким

правилом:

{(F (ξ̂ ))n = f(ξn), n ∈ Z}, ξ̂ = {ξn, n ∈ Z} ∈ l∞(Z, Y ).

Це означення коректне, оскiльки iз умови Лiпшиця для f випливає, що

f(ξn) — X- значний випадковий елемент для кожного n ∈ Z, а також

(F (0̂ )) = {..., f(0), f(0), ...} ∈ l∞(Z, Y ),

тому для кожного ξ̂ ∈ l∞(Z, Y ) справджується оцiнка

‖Φ(ξ̂ )‖∞ = sup
n∈Z

‖f(ξn)− f(0) + f(0)‖Y ≤

≤ sup
n∈Z

‖f(ξn)− f(0)‖Y + ‖f(0)‖Y ≤

≤ sup
n∈Z

E ‖f(ξn)− f(0)‖X + ‖F (0̂ )‖∞ ≤

≤ K sup
n∈Z

E ‖ξn − 0‖X + ‖F (0̂ )‖∞ =

= K‖ξ̂ ‖∞ + ‖F (0̂ )‖∞.

Зафiксуємо η̂ ∈ l∞(Z, Y ). За допомогою оператора Φ i вiдображення F

рiзницеве рiвняння (4.21) записується у просторi l∞(Z, Y ) в такому еквiва-

лентному виглядi:

Φξ̂ = F (ξ̂ ) + η̂,
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або, якщо враховувати теорему Банаха про обернений оператор,

ξ̂ = Φ−1F (ξ̂ ) + Φ−1η̂. (4.22)

Визначимо тепер вiдображення Ψ : l∞(Z, Y ) → l∞(Z, Y ) за правилом:

Ψ(ζ̂ ) = Φ−1F (ζ̂ ) + Φ−1η̂, ζ̂ ∈ l∞(Z, Y ).

Тодi рiвняння (4.22) записується у виглядi

ξ̂ = Ψ(ξ̂ ), (4.23)

причому для довiльних ξ̂, ζ̂ ∈ l∞(Z, Y )

‖Ψ(ξ̂ )−Ψ(ζ̂ )‖∞ = ‖Φ−1F (ξ̂ )− Φ−1F (ζ̂ )‖∞ ≤

≤ ‖Φ−1‖ · sup
n∈Z

‖f(ξn)− f(ζn)‖Y =

= ‖Φ−1‖ · sup
n∈Z

E ‖f(ξn)− f(ζn)‖X ≤

≤ ‖Φ−1‖ ·K · sup
n∈Z

E ‖ξn − ζn‖X =

= K · ‖Φ−1‖ · ‖ξ̂ − ζ̂ ‖∞.

Отже, врахувавши нерiвнiсть K · ‖Φ−1‖ < 1, робимо висновок, що для

рiвняння (4.23) виконуються умови теореми Банаха про стискаюче вiдобра-

ження. Оскiльки рiвняння (4.23) i (4.21) еквiвалентнi, то рiвняння (4.21)

має єдиний обмежений у середньому розв’язок, вiдповiдний до послiдовно-

стi η̂ = {ηn, n ∈ Z}.
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4.6 Приклади

Приклад 4.1. Нехай X = C
2. Розглянемо оператори

A =



1

2
0

0
4

3


 , B =




1

2
0

−
5

6

4

3


 .

Легко перевiрити, що

σ(A) = σ(B) =
{1
2
,
4

3

}
, σ(TA) = σ(TB) =

{1
2
, 2,

1

3
, 3
}
.

Iз доведення леми 4.1 випливає, що якщо λ 6= 0, то

Au = (λ+
1

λ
− 2)u ⇔ TA

(
λu

u

)
= λ

(
λu

u

)
.

Отже,

X2
−(TA) = л.о.

{



1

0

2

0




,




0

1

0

3




}
,

X2
+(TB) = л.о.

{



2

2

1

1




,




0

3

0

1




}
.

Цi вектори є лiнiйно незалежними. Тому, для операторiв A,B умови (i1)

та (i2) теореми 4.1 виконуються.
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Приклад 4.2. У просторi X = C
4 розглянемо оператори

A =




5

2
−
1

2
0 0

1

2

3

2
0 0

0 0 1 −
1

2

0 0
1

2
0




, B =




−
3

2
−
7

2

1

2

1

2

−
7

2
−
3

2
−
1

2
−
1

2

0 0
5

2
−
1

2

0 0
1

2

3

2




.

Доведемо, що для них виконуються умови (i1), (i2) теореми 4.1.

Знайдемо жорданову нормальну форму матрицi A, а також вiдповiдний

набiр власних i приєднаних векторiв. Оскiльки

det(A− λI) = 0 ⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5

2
− λ −

1

2
0 0

1

2

3

2
− λ 0 0

0 0 1− λ −
1

2

0 0
1

2
−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 ⇔

((
5

2
− λ)(

3

2
− λ) +

1

4
)((1− λ)(−λ) +

1

4
) = 0 ⇔

(λ2 − 4λ+ 4)(λ2 − λ+
1

4
) = 0 ⇔

(λ− 2)2(λ−
1

2
)2 = 0,

то λ1 = 2, λ2 =
1

2
— власнi числа кратностi 2. Знайдемо кiлькiсть жорда-

нових клiтинок, що вiдповiдають числу λ1 = 2.
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Вiдзначимо, що

A− 2I =




1

2
−
1

2
0 0

1

2
−
1

2
0 0

0 0 −1 −
1

2

0 0
1

2
−2




∼




1 −1 0 0

0 0 1
1

2
0 0 0 1


 ,

а отже, ранг матрицi A− 2I рiвний 3. Тому жорданова нормальна форма

має одну клiтинку з власним числом λ1. Оскiльки

(
A− 2I

)




1

1

0

0




=




0

0

0

0




,
(
A− 2I

)




1

−1

0

0




=




1

1

0

0




,

то f1 =




1

1

0

0




i f2 =




1

−1

0

0




є вiдповiдно власним i приєднаним вектором

матрицi A, що вiдповiдають власному числу λ1 = 2.

Шукаємо тепер кiлькiсть жорданових клiтинок матрицi A, що вiдповiд-

ають числу λ2 =
1

2
. Оскiльки

A−
1

2
I =




2 −
1

2
0 0

1

2
1 0 0

0 0
1

2
−
1

2

0 0
1

2
−
1

2




∼




1 −
1

4
0 0

0 1 0 0

0 0 1 −1


 ,

то ранг матрицi A −
1

2
I також рiвний 3, тобто з власним числом λ2 теж

105



матимемо одну клiтинку. Також

(
A−

1

2
I

)



0

0

1

1




=




0

0

0

0




,

(
A−

1

2
I

)



0

0

1

−1




=




0

0

1

1




,

а отже, вектори f3 =




0

0

1

1




i f4 =




0

0

1

−1




є вiдповiдно власним i приєднаним

вектором матрицi A, що вiдповiдають власному числу λ2 =
1

2
.

Таким чином, матриця A має жорданову нормальну форму в базисi

f1, f2, f3, f4, i матриця переходу до неї

C =




1 1 0 0

1 −1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 −1




.

Безпосередньо перевiряється, що

C−1 =




1

2

1

2
0 0

1

2
−
1

2
0 0

0 0
1

2

1

2

0 0
1

2
−
1

2




.
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Тепер вiдзначимо, що

C−1BC =




1

2

1

2
0 0

1

2
−
1

2
0 0

0 0
1

2

1

2

0 0
1

2
−
1

2







−
3

2
−
7

2

1

2

1

2

−
7

2
−
3

2
−
1

2
−
1

2

0 0
5

2
−
1

2

0 0
1

2

3

2







1 1 0 0

1 −1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 −1




=

=




1

2

1

2
0 0

1

2
−
1

2
0 0

0 0
1

2

1

2

0 0
1

2
−
1

2







−5 2 1 0

−5 −2 −1 0

0 0 2 3

0 0 2 −1




=




−5 0 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2




.

Тому матриця B має власнi числа µ1 = −5 i µ2 = 2 кратностi 1 i 3 вiдпо-

вiдно, а також зводиться до жорданової нормальної форми в тому ж базисi

f1, f2, f3, f4.

Таким чином, з урахуванням зауваження 4.2 оператори A i B справдi

задовольняють умови (i1), (i2) теореми 4.1.

Приклад 4.3. Нехай G ∈ L(X) такий оператор, що

σ(G) ⊂
{
z ∈ C

∣∣ |z| > 1
}
. Доведемо, що оператори A = G + G−1 − 2I,

B = −G−G−1 − 2I задовольняють умови теореми 4.1.

З теореми Данфорда про вiдображеня спектра випливає, що

σ(A) =
{
λ+

1

λ
− 2

∣∣ λ ∈ σ(G)
}
. Тому, скориставшись властивостями

функцiї Жуковського, робимо висновок, що σ(A) ∩ [−4; 0] = ∅, бо

σ(G) ∩ S = ∅. Аналогiчно перевiряється, що також σ(B) ∩ [−4; 0] = ∅, а

отже, виконується умова (i1) теореми 4.1.

Розглянемо тепер в X2 оператор TA =

(
G+G−1 −I

I O

)
.

Йому вiдповiдає операторне рiвняння Λ2 − (G+G−1) Λ + I = O.

Оператори Λ1 = G−1,Λ2 = G є коренями цього рiвняння, причому

оператор Λ1 − Λ2 = G−1(I − G2) має неперервний обернений оператор
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(Λ1 − Λ2)
−1 = (I − G2)−1G, оскiльки за теоремою Данфорда про вiдобра-

ження спектра σ(G2) =
{
λ2
∣∣ λ ∈ σ(G)

}
⊂
{
z ∈ C

∣∣ |z| > 1
}
, а отже, iснує

(I −G2)−1. Тому, як i в лемi 3.3, перевiряється, що оператор

UA =

(
Λ1 Λ2

I I

)
=

(
G−1 G

I I

)

має неперервний обернений оператор

U−1
A =

(
(Λ1 − Λ2)

−1 −(Λ1 − Λ2)
−1Λ2

−(Λ1 − Λ2)
−1 (Λ1 − Λ2)

−1Λ1

)
, (4.24)

а також

U−1
A TAUA =

(
G−1 O

O G

)
. (4.25)

Оскiльки у цьому роздiлi банахiв простiр X може бути нескiнченнови-

мiрним, то з урахуванням доведення леми 3.3 для перевiрки формули (4.24)

досить додатково зауважити, що

U−1
A UA =

(
Λ1 Λ2

I I

)
·

(
(Λ1 − Λ2)

−1 −(Λ1 − Λ2)
−1Λ2

−(Λ1 − Λ2)
−1 (Λ1 − Λ2)

−1Λ1

)
=

(
I O

O I

)
,

тобто виконується рiвнiсть U−1
A UA = I.

Iз рiвностi (4.25) випливає, що

∀n ≥ 1 : T n
A = UA

(
G−n O

O Gn

)
U−1
A .

Тому, з урахуванням леми 4.5,

X2
−(TA) =

{(
x

y

)
∈ X2

∣∣∣ sup
n≥1

‖T n
A

(
x

y

)
‖ < ∞

}
=

=

{(
x

y

)
∈ X2

∣∣∣ sup
n≥1

‖

(
G−n O

O Gn

)
U−1
A

(
x

y

)
‖ < ∞

}
=
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=

{
UA

(
u

v

) ∣∣∣ sup
n≥1

‖

(
G−n O

O Gn

)(
u

v

)
‖ < ∞

}
,

бо оператор UA неперервно оборотний.

Оскiльки σ(G) ⊂
{
z ∈ C

∣∣ |z| > 1
}
, то X−(G) = {0}, X+(G) = X, а от-

же, з урахуванням леми 4.5,

∀ v ∈ X, v 6= 0 : sup
n≥1

‖Gnv‖ = ∞.

Аналогiчно

∀ u ∈ X : sup
n≥1

∥∥G−nu
∥∥ < ∞.

Таким чином, остаточно матимемо

X2
−(TA) =

{(
G−1 G

I I

)(
u

v

) ∣∣∣ sup
n≥1

‖G−nu‖ < ∞,

sup
n≥1

‖Gnv‖ < ∞

}
=

{(
G−1u

u

) ∣∣∣ u ∈ X

}
.

(4.26)

Iз неперервної оборотностi оператора UA випливає, що рiвняння

UA

(
u

v

)
=

(
x

y

)
⇔

(
G−1u

u

)
+

(
Gv

v

)
=

(
x

y

)

має єдиний розв’язок

(
u

v

)
для кожного

(
x

y

)
∈ X2. Тому, врахувавши

рiвнiсть (4.26), робимо висновок, що

X2
+(TA) =

{(
Gv

v

) ∣∣∣ v ∈ X

}
.

Аналогiчно, замiнивши вiдповiдно G−1, G на −G−1,−G, отримаємо рiв-

ностi

X2
−(TB) =

{(
−G−1u

u

) ∣∣∣ u ∈ X

}
,
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X2
+(TB) =

{(
−Gv

v

) ∣∣∣ v ∈ X

}
.

Оскiльки G−1 − (−G) = G−1(I + G2), то, як i UA, оператор

(
G−1 −G

I I

)

неперервно оборотний. Тому рiвняння

(
G−1 −G

I I

)(
u

v

)
=

(
x

y

)
⇔

(
G−1u

u

)
+

(
−Gv

v

)
=

(
x

y

)

теж має єдиний розв’язок

(
u

v

)
для кожного

(
x

y

)
∈ X2, тобто

X2
−(TA)+̇X2

+(TB) = X2. Таким чином, умова (i2) теореми 4.1 теж вико-

нується.
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4.7 Висновки до роздiлу 4

Роздiл 4 присвячений дослiдженню питання про iснування єдиного обме-

женого у середньому на Z розв’язку одного лiнiйного рiзницевого рiвняння

другого порядку зi стрибками операторних коефiцiєнтiв у сепарабельному

банаховому просторi.

Знайдено достатнi умови на лiнiйнi оператори A,B, при виконаннi яких

рiзницеве рiвняння (4.1) має для кожної обмеженої в середньому послiдов-

ностi {ηn, n ∈ Z} єдиний обмежений у середньому розв’язок {ξn, n ∈ Z}.

Наведено приклад, що iлюструє цей результат.

Оцiнено близькiсть при n → ∞ компонент обмеженого у середньому

розв’язкiв рiзницевого рiвняння зi стрибком операторного коефiцiєнта (4.1)

до компонент обмеженого у середньому розв’язкiв рiзницевого рiвняння зi

сталим операторним коефiцiєнтом (4.2).

Також у цьому роздiлi розглянено нелiнiйне рiзницеве рiвняння (4.21)

та знайдено достатнi умови щодо його єдиного обмеженого у середньому

розв’язку.

Вiдповiднi теореми 4.1 — 4.5 опублiкованi в [4] та деякi результати з

цього роздiлу висвiтлено в тезах мiжнародної конференцiї [8 – 10].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню питань про iснування єдино-

го обмеженого розв’язку рiзницевих рiвнянь другого порядку зi стрибками

операторних коефiцiєнтiв та єдиного обмеженого в середньому розв’язку

стохастичних аналогiв таких рiвянь.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi новi науковi результати:

— доведено критерiй iснування єдиного обмеженого розв’язку лiнiйного

рiзницевого рiвняння другого порядку загального вигляду зi стрибками

операторних коефiцiєнтiв у скiнченновимiрному банаховому просторi;

— встановлено, що цей критерiй суттєво спрощується у таких двох ви-

падках:

а) лiва частина рiзницевого рiвняння є рiзницевим аналогом другої по-

хiдної, а матрицi операторних коефiцiєнтiв зводяться до жорданової нор-

мальної форми в одному i тому ж базисi;

б) вiдповiднi до рiзницевого рiвняння "алгебраїчнi" операторнi рiвняння

мають коренi, що задовольняють деякi спецiальнi умови;

— встановлено достатнi умови iснування єдиного обмеженого в середньо-

му розв’язку рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком оператор-

ного коефiцiєнта, збуреного обмеженою в середньому послiдовнiстю випад-

кових елементiв;

— дослiджено питання про близькiсть при n → ∞ єдиного обмеженого

в середньому розв’язку рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком

операторного коефiцiєнта до обмеженого в середньому розв’язку вiдповiд-

ного рiзницевого рiвняння зi сталим операторним коефiцiєнтом;

— знайдено достатнi умови iснування єдиного обмеженого в середньо-

му розв’язку слабко нелiнiйного рiзницевого рiвняння другого порядку зi

стрибком операторного коефiцiєнта.
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рантiв та молодих вчених «Шевченкiвська весна – 2020» (Київ, 2020).
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3. Abstracts International Conference of Young Mathematician, Kyiv: Insti-

tute of Mathematics of NAS of Ukraine( Kyiv, 2021).

4. XX Мiжнародна науково-практична конференцiя студентiв, аспiрантiв

та молодих вчених «Шевченкiвська весна – 2022» (Київ, 2022).

5. 11th International Eurasian Conference on Mathematical Sciences and

Applications (IECMSA-2022) ( Istanbul, Turkey, 2022).

6. XXI Мiжнародна науково-практична конференцiя студентiв, аспiран-

тiв та молодих вчених «Шевченкiвська весна – 2023» (Київ, 2023).

Науковi семiнари

1. Науковий семiнар з диференцiальних рiвнянь Київського нацiональ-

ного унiверситету iменi Тараса Шевченка. Почесний керiвник семiна-

ру — академiк НАН України, професор, доктор фiзико-математичних

наук М. О. Перестюк. Науковi керiвники — професор, доктор фiзико-

математичних наук О. М. Станжицький i професор, доктор фiзико-

математичних наук О. В. Капустян. (Київ, 2023).
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