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У статтi отримано достатнi умови консистентностi перiодограмної оцiнки амплiтуди
та кутової частоти тригонометричної моделi регресiї з дискретним часом та сильно зале-
жним випадковим шумом.
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Trigonometric regression models take a special place among various models of nonlinear regression
analysis and signal processing theory. The problem of estimating the parameters of such models is called
the problem of detecting hidden periodicities, and it has many applications in natural and technical
sciences.

The paper is devoted to the study of the problem of detecting hidden periodicities in the case when
we observe only one harmonic oscillation with discrete time, where random noise is a local functional
of Gaussian random sequence with singular spectrum. In particular, the random sequence in the model
can be strongly dependent.

For estimation of unknown parameters the periodogram estimator is chosen. Sufficient conditions
of the consistency of the amplitude and angular frequency periodogram estimator of the model described
above are obtained in the paper.

The proof of Lemmas 1 and 2 gave an important asymptotic properties of the random noise functi-
onal related to the periodogram estimator which necessary for the proof of the main results. Series
expansion of random noise in terms of Hermite polynomials and the Diagram formula are main tools
that were used to obtain this lemmas.

Key Words: trigonometric regression model, long-range dependent random noise, singular spectrum,
periodogram estimator, strong consistency.

Статтю представив д.ф.-м.н. Розора I.В.

Вступ

Тригонометричнi моделi регресiї займають
особливе мiсце серед рiзноманiтних моделей
нелiнiйного регресiйного аналiзу та теорiї
обробки сигналiв. Задача оцiнювання параме-
трiв таких моделей називається задачею ви-
явлення прихованих перiодичностей, яка має
багато застосувань в природничих та технi-
чних науках.

Задачi виявлення прихованих перiодично-
стей розв’язуються протягом сторiч та ма-

ють велику бiблiографiю.

Важливе мiсце у теорiї оцiнювання па-
раметрiв тригонометричних моделей займа-
ють перiодограмнi оцiнки, якi вперше розгля-
дав А. Шустер [1, 2], якому i належить сам
термiн "перiодограма". Асимптотичнi вла-
стивостi перiодограмних оцiнок параметрiв
тригонометричної моделi вивчались багатьма
авторами i ми зiшлемось тiльки на значно пi-
знiшi роботи Г.П. Гречки та А.Я. Дорогов-
цева [3], Б.Г. Квiна та Е.Дж. Хеннана [4],
П.С. Кнопова [5], О.В. Iванова та Б.М. Жу-

c⃝ О.В. Iванов, I.В. Орловський, 2023
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раковського [6].
Окрiм перiодограмного пiдходу в оцiню-

ваннi амплiтуд та кутових частот три-
гонометричної моделi широко використовую-
ться оцiнки найменших квадратiв. Зiшлемось
тут на роботи П. Уiтла [7], А.М. Уол-
кера [8], Е.Дж. Хеннана [9] для моделей з
дискретним часом, та роботи О.В. Iвано-
ва [10, 11], О.В. Iванова та Б.М. Жура-
ковського [12], О.В. Iванова, М.М. Леоненка,
М.Д. Руїз-Медiни та Б.М. Жураковського [13]
для моделей з неперервним часом.

У статтi розглядаються перiодограмнi
оцiнки кутової частоти та амплiтуди гар-
монiчного коливання у моделi спостережень з
дискретним часом та випадковим шумом, що
має сингулярний спектр. Зокрема, цей випад-
ковий шум може бути сильно залежним. Ре-
зультати статтi продовжують дослiджен-
ня роботи О.В. Iванова та Б.М. Жураковсько-
го [6], розширюючи її на випадок дискретного
часу.

1 Постановка задачi

На ймовiрнiсному просторi (Ω,F, P ) розгляне-
мо модель регресiї

Xj = A0 cosφ0j + εj , j = 1, N, (1)

де A0 ̸= 0, φ0 ∈
(
φ,φ

)
, 0 < φ < φ < π, а випад-

ковий шум ε задовольняє наступнiй умовi.
A1. εj , j ∈ Z, є локальним функцiона-

лом вiд гауссiвської стацiонарної послiдовно-
стi ξj , j ∈ Z, з нульовим середнiм, тобто
εj = G(ξj), де G(x), x ∈ R, така борелева фун-
кцiя, що E ε0 = 0, E ε40 < ∞.

За умови A1 функцiя G(x) розкладається
в ряд

G(x) =

∞∑
m=1

Cm

m!
Hm(x), (2)

де

Cm =

∫
R

G(x)Hm(x)φ(x)dx, m > 1,

φ(x) = (2π)−
1
2 e−

x2

2 , x ∈ R,

в гiльбертовому просторi L2(R, φ(x)dx) за по-
лiномами Чебишева-Ермiта

Hm(x) = (−1)me
x2

2
dm

dxm
e

−x2

2 . (3)

Тодi

εj = G(ξj) =

∞∑
m=1

Cm

m!
Hm(ξj), j ∈ Z. (4)

Означення 1.1. Перiодограмною оцiнкою ча-
стоти φ0 назвемо таку випадкову величину
φN ∈

(
φ, φ

)
, для якої

QN (φN ) = sup
φN∈(φ,φ)

QN (φ),

де

QN (φ) =

∣∣∣∣∣∣ 2N
N∑
j=1

Xje
iφj

∣∣∣∣∣∣
2

.

В свою чергу, оцiнку амплiтуди A0 знаходимо
як значення AN = Q

1
2
N (φN ).

2 Дiаграмна формула

Розглянемо наступний допомiжний резуль-
тат, необхiдний для отримання результатiв
статтi. Бiльш детальну iнформацiю щодо дi-
аграмної формули можна знайти у [14].

Означення 2.1. Дiаграмою порядку (l1, ..., lp)
будемо називати граф Γ з l1 + ... + lp верши-
нами, якщо:

а) множина вершин Γ зображається у ви-

глядi V =
p∪

j=1
Wj , де Wj =

{
(j, k) : k = 1, lj

}
–

j-й рiвень Γ, j = 1, p;
б) кожна з вершин має ступiнь 1;
в) якщо ребро ((j1, k1), (j2, k2)) ∈ Γ, тодi

j1 ̸= j2, тобто ребра Γ проходять мiж рiзними
рiвнями.

Позначимо через L = L(l1, ..., lp) множину
всiх дiаграм Γ порядку (l1, ..., lp), а через R(V )
множину ребер графа Γ ∈ L. Для ребра

ω =
(
(j1, k1); (j2, k2)

)
∈ R(V ), j1 < j2,

покладемо d1(ω) = j1, d2(ω) = j2.

Означення 2.2. Дiаграма Γ називається регу-
лярною, якщо всi її рiвнi можна розбити на па-
ри так, щоб не було такого ребра, яке проходить
мiж рiвнями, що належать рiзним парам. Мно-
жина регулярних дiаграм позначимо L∗ ⊂ L.
Якщо дiаграма Γ ∈ L \ L∗, тодi її називають
нерегулярною.
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Дiаграмна формула
Нехай (ξ1, ..., ξp) - гаусiвський вектор з ну-

льовим середнiм, Eξiξj = B(i, j), i, j = 1, p;
Hl1(x), ..., Hlp(x) - полiноми Чебишева-Ермiта
порядкiв l1, ..., lp. Тодi

E

 p∏
j=1

Hlj (ξj)

 =
∑
Γ∈L

∏
ω∈R(V )

B (d1(ω), d2(ω)) .

3 Випадковi послiдовностi, якi мають
сингулярний спектр

Припустимо додатково, що
A2. ξj , j ∈ Z, – стацiонарна гауссiвська

послiдовнiсть з коварiацiйною функцiєю (к.ф.)

B(n) = E ξ0ξn =

r∑
k=0

akBαk,κk
(n), n ∈ Z, (5)

де r > 0,

Bαk,κk
(n) =

cos(κkn)

(1 + n2)αk/2
,

0 6 κ0 < κ1 < ... < κr < π, 0 < αk < 1, k = 0, r,
r∑

k=0

ak = 1, ak > 0.

Таку модель к.ф., для неперервного часу,
було введено у роботi [15] з метою отрима-
ння прикладу спектральної щiльностi, що має
хоч i складний, але явний вигляд, а також, мо-
жливо, сингулярностi, розташованi не в нулi,
як у випадку сильно залежного процесу. Умова
A2 також використовувалася з тiєю ж ме-
тою в роботах [16, 13, 17, 18]. Представлення
спектральної щiльностi такого процесу у ви-
падку дискретного часу можна знайти у робо-
тах [16, 18].

Розглянемо деякi асимптотичнi властиво-
стi випадковi послiдовностей, що мають син-
гулярний спектр, якi необхiднi для отримання
основних результатiв статтi.

Введемо позначення

ηN =
1

N
sup
λ∈R

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

e−iλjεj

∣∣∣∣∣∣ . (6)

Lemma 1. Якщо виконуються умови A1 та
A2, то

Eη2N → 0, N → ∞.

Доведення. Оскiльки∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

e−iλjεj

∣∣∣∣∣∣
2

=
N∑

j,k=1

e−iλ(j−k)εjεk =

=

N∑
j=1

ε2j +

N−1∑
j=1

N∑
k=j+1

2 cosλ(k − j)εjεk =

=
N∑
j=1

ε2j + 2
N−1∑
j=1

cosλj

N−j∑
k=1

εk+jεk,

то

E η2N =
1

N2

N∑
j=1

E ε2j+

+ 2E sup
λ∈R

N−1∑
j=1

cosλj

N−j∑
k=1

εk+jεk 6

6 1

N
E ε21 +

2

N2

N−1∑
j=1

E

∣∣∣∣∣
N−j∑
k=1

εk+jεk

∣∣∣∣∣ . (7)

Використовуючи представлення (4)
випадкової послiдовностi εj через полiноми
Чебишева-Ермiта та спiввiдношення (див., на-
приклад [14])

EHm(ξj)Hl(ξk) = δlkm!Bm(j − k),

де δlk – символ Кронекера, отримаємо

Eε2j =
∞∑

m=1

C2
m

(m!)2
EH2

m(ξj) =

∞∑
m=1

C2
m

(m!)
< ∞.

(8)
З (8) випливає, що для будь-якого ϵ > 0

можна вказати n = n(ϵ) таке, що

G(x) = G1(x) +G2(x), (9)

G1(x) =

n∑
m=1

Cm

m!
Hm(x),

G2(x) =

∞∑
m=n+1

Cm

m!
Hm(x),

причому

EG2
2(ξ) =

∞∑
m=n+1

C2
m

m!
6 ϵ2. (10)
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Використовуючи (9), можна переписати (7)
у виглядi

E η2N 6 1

N
E ε21+

+
2

N2

N−1∑
j=1

E

∣∣∣∣∣
N−j∑
k=1

(G1(ξk+j) +G2(ξk+j)) ·

· (G1(ξk) +G2(ξk))

∣∣∣∣ 6 1

N
E ε21+

+

2∑
i,l=1

2

N2

N−1∑
j=1

E

∣∣∣∣∣
N−j∑
k=1

Gi(ξk+j)Gl(ξk)

∣∣∣∣∣ =
=

1

N
E ε21 + S11,N + S12,N + S21,N + S22,N .

Застосовуючи нерiвнiсть Кошi-Буняковсь-
кого та (10), отримуємо

S12,N =
2

N2

N−1∑
j=1

E

∣∣∣∣∣
N−j∑
k=1

G1(ξk+j)G2(ξk)

∣∣∣∣∣ 6
6 2

N2

N−1∑
j=1

N−j∑
k=1

E |G1(ξk+j)G2(ξk)| 6

6 2

N2

N−1∑
j=1

N−j∑
k=1

(
EG2

1(ξk+j)
) 1

2
(
EG2

2(ξk)
) 1

2 =

=
2

N2

N−1∑
j=1

(N − j)
(
EG2

1(ξ1)
) 1

2
(
EG2

2(ξ1)
) 1

2 6

6 (N − 1)

N
ϵ
(
EG2

1(ξ1)
) 1

2 6 ϵ
(
EG2

1(ξ1)
) 1

2 .

Аналогiчним чином можна отримати нерiв-
ностi для S21,N та S22,N :

S21,N 6 ϵ
(
EG2

1(ξk)
) 1

2 ,

S22,N 6 ϵ2.

Перейдемо до розгляду S11,N :

S11,N =
2

N2

N−1∑
j=1

E

∣∣∣∣∣
N−j∑
k=1

G1(ξk+j)G1(ξk)

∣∣∣∣∣ 6
6 2

N2

N−1∑
j=1

E

(
N−j∑
k=1

G1(ξk+j)G1 (ξk)

)2


1
2

=

=
2

N2

N−1∑
j=1

(
n∑

s1,s2,s3,s4=1

 4∏
q=1

Csq

sq!

 ·

·
N−j∑
k,l=1

EHs1 (ξk+j)Hs2 (ξl+j)Hs3 (ξk)Hs4 (ξl)

) 1
2

.

Застосовуючи дiаграмну формулу при p = 4,
отримаємо

S11,N 6 2

N2

N−1∑
j=1

(
n∑

s1,s2,s3,s4=1

 4∏
q=1

Csq

sq!

 ·

·
N−j∑
k,l=1

∑
Γ∈L

∏
ω∈R(V )

B(d1(ω), d2(ω))

) 1
2

6

6 2
n∑

s1,s2,s3,s4=1

 4∏
q=1

Csq

sq!

 1
2 ∑
Γ∈L

1

N2
·

·
N−1∑
j=1

N−j∑
k,l=1

∏
ω∈R(V )

B(d1(ω), d2(ω))

 1
2

.

(11)

Оскiльки n – фiксоване, то кiлькiсть набо-
рiв si ∈ {1, 2, ..., n}, i = 1, 2, 3, 4, обмежена та
для кожного набору (s1, s2, s3, s4) кiлькiсть дiа-
грам скiнчена, тодi достатньо оцiнити доданки

1

N2

N−1∑
j=1

N−j∑
k,l=1

∏
ω∈R(V )

B(d1(ω), d2(ω))

 1
2

. (12)

Зауважимо, що

|B(j)| =

∣∣∣∣∣∣
r∑

j=0

DjBαj ,κj (j)

∣∣∣∣∣∣ 6
6
(
1 + j2

)−α
2 = B̃(j),

(13)

де α = min(α0, ..., αr).
Розглянемо можливi типи дiаграм Γ, що

входять у суму (11).

I. Нехай Γ ∈ L∗(s1, s2, s3, s4). Оскiльки Γ
має чотири рiвнi (1, 2, 3, 4), то, для регулярної
дiаграми, можливi три випадки розбиття на па-
ри

(i) (1, 2), (3, 4);

(ii) (1, 3), (2, 4);

(iii) (1, 4), (2, 3).

Розглянемо окремо кожен з них, враховуючи,
що

(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) = (ξk+j , ξl+j , ξk, ξl) .
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(i). При цьому розбитi s1 = s2 = r1, s3 =
s4 = r2 та (12) має вигляд

W1,N =
1

N2

N−1∑
j=1

N−j∑
k,l=1

Br1+r2(k − l)

 1
2

6

6 1

N2

N−1∑
j=1

N−j∑
k,l=1

B2(k − l)

 1
2

.

(14)

З (13) випливає, що

N−j∑
k,l=1

B2(k − l) =

=

N−j−1∑
t=−(N−j−1)

(N − j − |t|)B2(t) 6

6 (N − j)

N−j−1∑
t=−(N−j−1)

B̃(t) 6

6 (N − j)

(
1 + 2

N−j−1∑
t=1

t−α

)
6

6 (N − j)

1 + 2

N−j∫
0

t−αdt

 =

= (N − j)

(
1 +

2(N − j)1−α

1− α

)
=

= (N − j)2−α

(
2

1− α
+ (N − j)−(1−α)

)
6

6 3− α

1− α
(N − j)2−α <

3

1− α
(N − j)2−α.

Тодi, пiдставляючи отриманий результат в (14),
отримаємо

W1,N 6
√
3√

1− α

1

N2

N−1∑
j=1

(N − j)1−
α
2 =

=

√
3√

1− α

1

N
α
2

N−1∑
j=1

(
1− j

N

)1−α
2 1

N
.

(15)

Функцiя g(t) = (1 − t)1−
α
2 , t ∈ [0, 1], є мо-

нотонно спадною. В свою чергу, права частина
рiвностi (15) є iнтегральною сумою для функцiї
g(t). Тому

W1,N 6
√
3√

1− α

1

N
α
2

1∫
0

(1− t)1−
α
2 dt =

=

√
3√

1− α(2− α
2 )

1

N
α
2

.

(16)

(ii). Для даного розбиття s1 = s3 = r1,
s2 = s4 = r2, i (12) прийме вигляд

W2,N =
1

N2

N−1∑
j=1

N−j∑
k,l=1

Br1+r2(j)

 1
2

6

6 1

N2

N−1∑
j=1

(N − j) |B(j)| 6

6 1

N2

N−1∑
j=1

(N − j)B̃(j) 6

6 1

N2

N−1∑
j=1

(N − j)j−α =

=
1

Nα

N−1∑
j=1

(
1− j

N

)(
j

N

)−α 1

N
.

Маємо, в правiй частинi останньої рiвностi, iн-
тегральну суму функцiї g(t) = (1− t)t−α на вiд-
рiзку [0, 1]. Оскiльки функцiя g(t) є монотонно
спадною на (0, 1], то

W2,N 6 1

Nα

1∫
0

(1− t)t−αdt =

=
1

(1− α)(2− α)
· 1

Nα
.

(17)

(iii). В цьому випадку s1 = s4 = r1, s2 =
s3 = r2 та доданок W3,N суми (12) набуває ви-
гляду:

W3,N =
1

N2

N−1∑
j=1

N−j∑
k,l=1

Br1(k − l + j) ·

·Br2(k − l − j)

) 1
2

.

(18)
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Розглянемо суму

S4,N =

N−j∑
k,l=1

Br1(k − l + j)Br2(k − l − j) 6

6
N−j∑
k,l=1

B̃(k − l + j)B̃(k − l − j) 6

=

N−j−1∑
t=−(N−j−1)

(N − j − |t|)B̃(t+ j)B̃(t− j) 6

6 (N − j)

(
B̃2(j) +

N−j−1∑
t=1

B̃(t+ j)B̃(t− j)+

+

−1∑
t=−(N−j−1)

B̃(t+ j)B̃(t− j)

)
6

6 (N − j)

(
B̃(j) +

N−1∑
k=j+1

B̃(k) +

−1−j∑
k=−N+1

B̃(k)

)

6 2(N − j)

N−1∑
k=j

B̃(k) 6 2(N − j)

N−1∑
k=j

k−α 6

6 2(N − j)N1−α
N−1∑
k=j

(
k

N

)−α 1

N
6

6 2(N − j)N1−α

∫ 1

0
t−αdt =

2(N − j)N1−α

1− α
.

Використовуючи знайдену оцiнку S4,N до (18),
будемо мати

W3,N 6 1

N2

N−1∑
j=1

√
2√

1− α
(N − j)

1
2 N

1−α
2 =

=

√
2√

1− α

1

N
α
2

N−1∑
j=1

(
1− j

N

) 1
2 1

N
6

6
√
2√

1− α

1

N
α
2

∫ 1

0
(1− t)

1
2dt =

=
2
√
2

3
√
1− α

1

N
α
2

.

В результатi отримуємо, що, у випадку регуляр-
них дiаграм, S11,N прямує до нуля при N → ∞.

II. Нехай Γ є нерегулярною дiаграмою. То-
дi в добутку суми (12) завжди буде присутнiй
множник B(k−l), який з’являється в результатi
з’єднання ребер 1 i 2 чи 3 i 4, або множник B(j),
який з’являється в результатi з’єднання ребер 1
i 3 чи 2 i 4. Якщо дiаграма Γ не буде мати вказа-
них множникiв, тодi дiаграма є регулярною, що
протирiчить сформульованому припущенню.

Оскiльки B(0) = 1, то добуток в сумi (12)
можна мажорувати B(k − l) або B(j).

При наявностi множника B(k − l), отрима-
ємо оцiнку, аналогiчну (15), а саме:

1

N2

N−1∑
j=1

N−j∑
k,l=1

|B(k − l)|

 1
2

6

6
√
3√

1− α(2− α
2 )

1

N
α
2

.

(19)

Для B(j) оцiнка знаходиться аналогi-
чно.

Покажемо, що результати леми 1 є вiрни-
ми i в тому випадку, коли в умовi A2 αk мо-
жуть набувати довiльних додатних значень.

Якщо α = min(α0, ..., αr) < 1, то доведення
повнiстю повторює доведення леми 1.

Нехай α > 1. Тодi нам достатньо показа-
ти, що S11,N → 0, при N → ∞.

Розглянемо вiдповiднi доданки в (13) при
можливих випадках регулярної дiаграми Γ.
Враховуючи (12) та мiркування при доведеннi
леми 1, маємо

W1,N 6 1

N2

N−1∑
j=1

N−j∑
k,l=1

B2(k − l)

 1
2

6

6 1

N2

N−1∑
j=1

(N − j)
1
2

(
1 + 2

N−j−1∑
t=1

t−α

) 1
2

6

6 1

N2

N−1∑
j=1

(N − j)
1
2

(
1 + 2

∞∑
t=1

t−α

) 1
2

=

= c1
1

N
1
2

N−1∑
j=1

(
1− j

N

) 1
2 1

N
6

6 c1
1

N
1
2

∫ 1

0
(1− t)

1
2dt = c̃1

1

N
1
2

,

де
c̃1 =

2

3
c1 =

2

3
(1 + 2ζ(α)) ,

ζ(α) =
∞∑
t=1

t−α. Аналогiчно маємо

W2,N 6 c̃2
1

N
, c̃2 = ζ(α),

W3,N 6 c̃3
1

N
1
2

, c̃3 =
2

3
(ζ(α))

1
2 .

Доведення для нерегулярних дiаграм є аналогi-
чним до вiдповiдного доведення у лемi 1.
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Нехай α = 1. Тодi оцiнки та виснов-
ки для W1,N ,W2,N ,W3,N отримуються ана-
логiчно. Проведемо, наприклад, доведення для
W1,N .

Розглянемо представлення часткових сум
гармонiчного ряду

N∑
j=1

j−1 = lnN + γ + ϵN ,

де γ = 0, 577... - постiйна Ейлера-Маскерони,
ϵN → 0, N → ∞. Тодi для N > N0

N∑
j=1

j−1 6 lnN + γ + 1. (20)

Iз (20) маємо

W1,N 6 1

N2

N−1∑
j=1

(N − j)
1
2

(
1 + 2

N−j−1∑
t=1

t−1

) 1
2

6

6 1

N2

N−1∑
j=1

(N − j)
1
2 (3 + 2γ + 2 lnN)

1
2 6

6
√
3
(lnN)

1
2

N
1
2

N−1∑
j=1

(
1− j

N

) 1
2 1

N
6

6 2
√
3

3

(lnN)
1
2

N
1
2

→ 0.

З даних оцiнок випливає, що сума (12) пря-
мує до нуля при N → ∞, тобто E η2(N) → 0.

4 Випадковi процеси, що задовольня-
ють умовi сильної залежностi

Введемо умову сильної залежностi.
A3. ξj , j ∈ Z, – стацiонарна гауссiвська

послiдовнiсть з к.ф. вигляду

B(j) =
L(|j|)
|j|α

, α ∈ (0, 1), B(0) = 1,

де L(t), t > 0, – монотонна, неспадна, повiльно
змiнна на нескiнченностi функцiя.

Lemma 2. Якщо для моделi (1) виконуються
умови A1, A3, тодi

E η2N → 0, N → ∞,

де ηN задано (6).

Доведення. Доведення для випадкового шуму,
що задовольняє умовам A1, A3 повнiстю повто-
рює доведення леми 1.

Присутнi вiдмiнностi в доведеннi S11,N →
0, N → ∞. Тому продемонструємо цi вiдмiнно-
стi на доданку W1,N .

W1,N 6

6 1

N2

N−1∑
j=1

(N − j)
1
2

(
1 + 2

N−j−1∑
t=1

L(t)t−α

) 1
2

6

6 1

N2

N−1∑
j=1

(N − j)
1
2

(
1 + 2L(N)

N−j−1∑
t=1

t−α

) 1
2

6

6 L
1
2 (N)

N2

(
1 +

2

1− α

) 1
2
N−1∑
j=1

(N − j)1−
α
2 6

6 L
1
2 (N)

N
α
2

√
3√

1− α
(
2− α

2

) .
Доведення для W2,N , W3,N та нерегулярних

дiаграм є аналогiчними.
Тодi маємо, що E η2(N) → 0, при N →

∞.

5 Консистентнiсть

Theorem 5.1. Якщо для моделi (1) виконую-
ться умови A1, A2 або A1, A3, тодi

φN
P−→ φ0, при N → ∞.

Доведення. Зафiксуємо φ та розглянемо пове-
дiнку QN (φ), при N → ∞.

QN (φ) =
4A2

0

N2

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cosφ0je
iφj

∣∣∣∣∣∣
2

+

+
8A0

N2
Re


N∑
j=1

cosφ0je
iφj

N∑
j=1

εje
−iφj

+

+
4

N2

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

εje
iφj

∣∣∣∣∣∣
2

= S5,N + S6,N + S7,N .

(21)

З лем 1, 2 та нерiвностi

1

N

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cosφ0je
iφj

∣∣∣∣∣∣ 6 1,

випливає, що

S6,N
P−→ 0, S7,N

P−→ 0, N → ∞.

54



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2023, 1
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Розглянемо поведiнку
2

N

N∑
j=1

cosφ0je
iφj у

наступних випадках:
1. Якщо φ ̸= φ0, то

2

N

N∑
j=1

cosφ0je
iφj =

=
ei(φ+φ0)(N+1) − 1

N(ei(φ+φ0) − 1)
+

ei(φ−φ0)(N+1) − 1

N(ei(φ−φ0) − 1)
.

(22)

2. Якщо φ = φ0, то

2

N

N∑
j=1

cosφ0je
iφj =

e2iφ0(N+1) − 1

N(e2iφ0 − 1)
+ 1. (23)

Зафiксуємо r > 0. Тодi, враховучи (21),

P{
∣∣QN (φ0)−A2

0

∣∣ > r} 6

6 P
{∣∣S5,N −A2

0

∣∣ > r

3

}
+

+P
{
|S6,N | > r

3

}
+P

{
|S7,N | > r

3

}
.

(24)

З (23) та того, що, при N > N0,

∣∣S5,N −A2
0

∣∣ = A2
0

∣∣∣∣∣e2iφ0(N+1) − 1

N(e2iφ0 − 1)

∣∣∣∣∣
2

+

+ 2

∣∣∣∣∣e2iφ0(N+1) − 1

N(e2iφ0 − 1)

∣∣∣∣∣
)

6

6 8A2
0

min{|e2iφ − 1|2, |e2iφ − 1|2}
1

N
< r,

(25)

де φ0 ∈
(
φ,φ

)
, 0 < φ < φ < π, випливає

P{
∣∣QN (φ0)−A2

0

∣∣ > r} < ε.

Тому
QN (φ0)

P−→ A2
0, N → ∞. (26)

Розглянемо множину

Φδ = {φ ∈
[
φ,φ

]
: |φ− φ0| > δ}, δ > 0,

та деяке фiксоване r > 0. Тодi

P

{
sup
φ∈Φδ

|QN (φ)| > r

}
6

6 P

{
sup
φ∈Φδ

|S5,N | > r
3

}
+

+P

{
sup
φ∈Φδ

|S6,N | > r
3

}
+P

{
sup
φ∈Φδ

|S7,N | > r
3

}
.

З (22) та

|S5,N | = 2

N

∣∣∣∣∣ei(φ+φ0)(N+1) − 1

ei(φ+φ0) − 1

∣∣∣∣∣
2

+

+

∣∣∣∣∣ei(φ−φ0)(N+1) − 1

ei(φ−φ0) − 1

)∣∣∣∣∣
2

6

6 4

N

(
1

min{|e2iφ − 1|2, |e2iφ − 1|2}
+

+
1

|eiδ − 1|2

)
< r,

(27)

при N > N0, випливає, що

QN (φ)
P−→ 0, N → ∞

рiвномiрно на Φδ.
За означенням оцiнки φN

P (|φN − φ0| > δ) =

= P
(
|φN − φ0| > δ, QN (φN ) > QN (φ0)

)
6

6 P

(
sup

φN∈Φδ

QN (φN ) > QN (φ0)

)
→ 0,

при N → ∞.

Lemma 3. Якщо для моделi (1) виконуються
умови A1, A2 або A1, A3, тодi

A2
N = QN (φN )

P−→ A2
0, N → ∞. (28)

Доведення. Розглянемо

0 6 QN (φN )−QN (φ0) =

= 4A2
0

1

N2

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cosφ0je
iφN j

∣∣∣∣∣∣
2

−

− 4A2
0

1

N2

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cosφ0je
iφ0j

∣∣∣∣∣∣
2

+ ΛN ,

ΛN
P−→ 0, N → ∞,

Зауважимо, що∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cosφ0je
iφN j

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cosφ0je
iφ∗

N j

∣∣∣∣∣∣ ,
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де φ∗
N ∈

[
φ,φ

]
– точка максимуму. Якщо φ∗

N ̸=
φ0, то з (21) та (27) випливає, що

2

N

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cosφ0je
iφ∗

N j

∣∣∣∣∣∣ 6
6 2

N

(
1

min{|e2iφ − 1|2, |e2iφ − 1|2}
+

+
1

|eiδ − 1|2

)
< r.

Якщо φ∗
N = φ0, то з (23) та (25) маємо аналогi-

чну оцiнку:

2

N

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cosφ0je
iφ0j

∣∣∣∣∣∣ 6
6 4A2

0

min{|e2iφ − 1|2, |e2iφ − 1|2}
1

N
< r.

Таким чином,

lim sup
N→∞

max
φ∈[φ,φ]

4

N2

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cosφ0je
iφj

∣∣∣∣∣∣
2

6 1.

З iншого боку,

lim
N→∞

4

N2

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cosφ0je
iφ0j

∣∣∣∣∣∣
2

= 1.

З цих спiввiдношень випливає, що

QN (φN )−QN (φ0)
P−→ 0, N → ∞.

Враховуючи (26), отримуємо (28), i лему дове-
дено.

Theorem 5.2. Якщо для моделi (1) виконую-
ться умови A1,A2, або A1,A3, тодi

N(φN − φ0)
P−→ 0, при N → ∞. (29)

Доведення. З леми 3 випливає, що

1

N2

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cosφ0je
iφN j

∣∣∣∣∣∣
2

−

− 1

N2

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cosφ0je
iφ0j

∣∣∣∣∣∣
2

P−→ 0, N → ∞.

(30)

Але (30) виконується тодi i тiльки тодi, ко-
ли∣∣∣∣∣ei(φN+φ0)(N+1) − 1

N(ei(φN+φ0) − 1)
+

ei(φN−φ0)(N+1) − 1

N(ei(φN−φ0) − 1)

∣∣∣∣∣
2

−

−

∣∣∣∣∣e2iφ0(N+1) − 1

N(e2iφ0 − 1)
+ 1

∣∣∣∣∣
2

P−→ 0, при N → ∞,

або
sin (N+1)(φN−φ0)

2

(N + 1) sin φN−φ0

2

P−→ 1, при N → ∞.

За умов теореми, останнє твердження еквi-
валентне

sin N(φN−φ0)
2

N(φN−φ0)
2

P−→ 1, при N → ∞.

В силу монотонного зростання функцiї 1 −
sinx
x , x > 0, в околi точки нуль, для ϵ ∈ (0, 1),

отримаємо

P

{
N |φN − φ0|

2
> ϵ

}
6

6 P

{
1−

sin N(φN−φ0)
2

N(φN−φ0)
2

> 1− sin ϵ

ϵ

}
→ 0,

при N → ∞, що i доводить теорему 5.2.
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