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Abstract. In the paper in case heteroscedastic independent deviati-
ons a regression model whose function has the form f(x) = ax2+bx+
c, where a, b and c — are unknown parameters, is studied. Approxi-
mate values (observations) of functions f(x) are registered at equi-
distant points of a line segment. The theorem which is proved at the
paper gives a sufficient condition on the variance of the deviations at
which the Aitken estimation of parameter a coincides with its esti-
mation of the LS in the case of odd number of observation points and
bisymmetric covariance matrix. Under this condition, the Aitken and
LS estimations of b and c will not coincide. The proof of the theorem
consists of the following steps. First, the original system of polynomi-
als is simplified: we get the system polynomials of the second degree.
The variables of both systems are unknown variances of deviations,
each of the solutions of the original system gives a set variances of
deviations at which the estimations of Aitken and LS parameter a
coincide. In the next step the solving of the original system polynomi-
als is reduced to solving an equation with three unknowns, and all
other unknowns are expressed in some way through these three. At
last it is proved that there are positive unequal values of these three
unknowns, which will be the solution of the obtained equation. And
all other unknowns when substituting in their expression these values
will be positive.
Keywords: least square method, regression model, Aitken estimati-
on.

Анотацiя. У роботi у випадку гетероскедастичних незалежних
вiдхилень вивчається регресiйна модель, функцiя якої має вигляд
f(x) = ax2 + bx+ c, де a, b та c — невiдомi параметри. Наближенi
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значення (спостереження) функцiї f(x) реєструються у рiвновiд-
далених точках вiдрiзку [0, 1]. Теорема, яку доведено в роботi, дає
достатню умову на дисперсiї вiдхилень, при яких оцiнка Ейткена
параметра a збiгається з його оцiнкою МНК у випадку непар-
ної кiлькостi точок спостереження та бiсиметричної коварiацiй-
ної матрицi. При цiй умовi оцiнки Ейткена та МНК параметрiв b
та c не будуть збiгатися.
Ключовi слова: метод найменших квадратiв, регресiйна мо-
дель, оцiнка Ейткена.

Вступ

Одним з припущень класичного perpeciйного аналiзу є те, що випадко-
вi вiдхилення perpeciйної моделi будуть по-перше незмiщеними, по-друге
некорельованими та гомоскедастичними. Другу умову можна записати у
виглядi одиничної коварiацiйної матрицi, помноженої на деяке число σ2,
яке має бути дисперсiєю випадкових вiдхиленнь. Оцiнка невiдомих пара-
метрiв методу найменших квадратiв (МНК) є незмiщеною та ефективною.
Послаблення припущення некорельованостi та рiвностi дисперсiй призво-
дить до коварiацiйної матрицi, яка є добутком довiльної додатньо визна-
ченої матрицi Λ на число σ2. В цьому випадку властивiстю незмiщеностi
та ефективностi володiє оцiнка Ейткена, в формулу якої входить матриця
Λ. Але, оскiльки на практицi матриця Λ нiколи не буває вiдомою, користу-
ваитися все одно доводиться оцiнкою МНК.

В зв’язку з цим виникає задача, при яких умовах вони збiгаються, а
у випадку, коли вони вiдрiзняються одна вiд одної, виникає задача дослi-
дження похибки, яку ми допускаємо, коли використовуємо оцiнку МНК
замiсть оцiнки Ейткена.

В [1] у випадку лiнiйної по параметрам моделi доведено декiлька теорем,
якi дають необхiднi та достатнi умови на матрицю плану для збiгу оцiнки
МНК та оцiнки Ейткена. В статтi [3] у випадку гетероскедастичних неза-
лежних вiдхилень вивчається лiнiйна регресiйна модель, функцiя якої має
вигляд f(x) = ax + b. Знайдено умови на дисперсiї вiдхилень, при яких
оцiнка Ейткена збiгається з оцiнкою МНК окремо для кожного невiдомо-
го параметру моделi. При цих умовах оцiнки Ейткена та МНК параметра
iншого параметру не будуть збiгатися.

1. Теорема про умови збiгу оцiнок МНК та Ейткена старшого
коефiцiенту квадратичної регресiйної моделi у випадку

гетероскедастичних незалежних вiдхилень

Розглянемо модель регресiї

yi = at2i + bti + c+ εi, i = 0, 1, ..., n, (1)

де ε0, ..., εn — незалежнi у сукупностi випадковi величини з Eεi = 0 та
Dεi = λiσ

2, λi > 0, i = 0, 1, ..., n.
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В [2] знайдено формули для оцiнки МНК та оцiнки Ейткена невiдомих
параметрiв моделi регресiї загального вигляду, лiнiйної по параметрам. З
цих формул у випадку ti = i

n , i = 0, 1, ..., n, маємо такi оцiнки МНК та
Ейткена параметра a моделi (1):

âMNK =
180n

(n+ 1)(n+ 2)(n− 1)(n+ 3)

n∑
i=0

z(i)yi,

âAIT = n2∆−1
n

n∑
i=0

λi

( n∑
l=0,j>l

λlλj(l − j)2(i− l)(i− j)
)
yi,

де

z(i) =
n(n+ 2)

12
−
(
i− n

2

)2
, ∆n =

n∑
i=0

i2λi

( n∑
l=0,j>l

λlλj(l− j)2(i− l)(i− j)
)
.

В [4] доведено наступну теорему.

Теорема 1. Оцiнка Ейткена та оцiнка МНК параметра a в моделi (1) у
випадку парного n збiгаються тодi i тiльки тодi, коли λi (i = 0, 1, ..., n) є
додатним розв’язком наступної системи рiвнянь

λi

n∑
l=0,j>l

λlλj(l − j)2(i− l)(i− j) =

=
12λn

2
z(i)

n(n+ 2)

n∑
l=0,j>l

λlλj(l − j)2
(n

2
− l
)(n

2
− j
)
, (2)

i = 0, 1, ...,
n

2
− 1,

n

2
+ 1, ..., n.

Таким чином, для того, щоб знайти, при яких λi (i = 0, 1, ..., n) оцiнки
МНК та Ейткена параметру a будуть збiгатися, треба розв’язати систему
рiвнянь (2) вiдносно λ0, λ1, ..., λn.

2. Зведення системи многочленiв третього ступеня (2) до
системи многочленiв другого ступеня

Позначимо

Λd =


λ0 0 0 . . . 0
0 λ1 0 . . . 0
0 0 λ2 . . . 0
. . . . .
0 0 0 . . . λn


Лема 1. Якщо n — парне та матриця Λd бiсиметрична, то ситему рiв-
нянь (2) можна подати у виглядi

λi

[
−3(k2 − k(4i+ 1) + 2i2)

k(k + 1)
(k − i)2λk + 2

k∑
j=1

(k − i− j)(k − i+ j)λk−j

]
=
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= 2αiλk

k−1∑
j=0,j 6=i

λj(k − j)2, (3)

αi =
2k2 − k(6i+ 1) + 3i2

k(k + 1)
, i = 0, 1, ..., k − 1. (4)

Доведення. У випадку парного n та бiсиметричноi матрицi Λ ситема рiв-
нянь (2) матиме вигляд

λ2
i 2(k − i)2

(
(k − i)2λk + 2

k∑
j=1

(k − i− j)(k − i+ j)λk−j
)
+

+λi

[
2(k − i)2λk

k−1∑
j=1

(k − j)2λj + S1

]
= 4λk

(
3(i− k)2

k(k + 1)
− 1

)
S2, (5)

де

S1 = 4
k−1∑
j=0

(k − j)2(j − i)(2k − j − i)λ2
j+

+
k−2∑

l=0,l 6=i
λl

k−1∑
j=l+1,j 6=i

λj

(
(j − l)2(i− l)(i− j) + (2k − j − l)2(i− l)(i− 2k + j)+

+ (2k − j − l)2(i− j)(i− 2k + l) + (j − l)2(i− 2k + l)(i− 2k + j)
)
,

S2 = −4
k−1∑
j=0

(k−j)4λ2
j +2

k−2∑
l=0

λl

k−1∑
j=l+1

λj(k− l)(k−j)
(

(j− l)2−(2k−j− l)2
)
,

i = 0, 1, ..., k − 1.

Далi,

S1 = 4
k−2∑

l=0,l 6=i
λl

k−1∑
j=l+1,j 6=i

λj

(
(k−l)2(j−i)(2k−j−i)+(k−j)2(l−i)(2k−l−i)

)
=

= 4

k∑
j=1

(k − i− j)(k − i+ j)λk−j

k−1∑
j=0

λj(k − j)2, (6)

S2 = −4

k−1∑
j=0

(k − j)4λ2
j − 8

k−2∑
l=0

λl

k−1∑
j=l+1

λj(k − l)2(k − j)2 =

= −4λk

[k−1∑
j=0

λj(k − j)2

]2

. (7)
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Пiдставимо (6) в лiву частину (5). Отримуємо

λ2
i 2(k − i)2

(
(k − i)2λk + 2

k∑
j=1

(k − i− j)(k − i+ j)λk−j

)
+

+λi

[
2(k−i)2λk

k−1∑
j=0,j 6=i

λj(k−j)2 +4
k∑
j=1

(
(k−i)2−j2

)
λk−j

k−1∑
j=0,j 6=i

λj(k−j)2

]
=

= λ2
i 2(k − i)2

(
(k − i)2λk + 2

k∑
j=1

(k − i− j)(k − i+ j)λk−j

)
+

+ 2λi

[(
(k − i)2λk + 2

k∑
j=1

(k − i− j)(k − i+ j)λk−j
) k−1∑
j=0,j 6=i

λj(k − j)2

]
=

= 2λi

(
(k − i)2λk + 2

k∑
j=1

(k − i− j)(k − i+ j)λk−j

) k−1∑
j=0

λj(k − j)2. (8)

Пiдставимо (7) в праву частину (5) та прирiвняємо її до (8). Пiсля скоро-
чення обох частин на

∑k−1
j=0 λj(k − j)2 отримуємо

2λi

(
(k − i)2λk + 2

k∑
j=1

(k − i− j)(k − i+ j)λk−j

)
=

= 4λk

(
3(i− k)2

k(k + 1)
− 1

) k−1∑
j=0

λj(k − j)2, i = 0, 1, ..., k − 1. (9)

Враховуючи (4) рiвняння (9) прийме вигляд

λi

(
(k − i)2λk + 2

k∑
j=1

(k − i− j)(k − i+ j)λk−j

)
= 2αiλk

k−1∑
j=0

λj(k − j)2,

i = 0, 1, ..., k − 1,

звiдки випливає (3). �

3. Зведення розв’язування системи многочленiв (3) до
розв’язування одного рiвняння з 3-ма невiдомими λk−2, λk−1, λk
Позначимо

λ∗j =
αjλk(4λk−2 + λk−1)

gj(λk−2, λk−1, λk)
, (10)

де

gj(λk−2, λk−1, λk) = (k−j−2)(k−j+2)λk−2 +(k−j−1)(k−j+1)λk−1−βjλk,

βj =
(k − j)2(2k2 + 2k − 15)

k(k + 1)
, j = 0, 1, ..., k − 3. (11)

Лема 2. Вектор (λ∗0, λ
∗
1, ..., λ

∗
k−3, λk−2, λk−1, λk) при будь-яких λk−2, λk−1, λk

перетворює рiвняння системи (3), коли i = 0, 1, ..., k−3, на тотожностi.
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Доведення. Пiдставимо (10) в лiву частину (3). Отримуємо

λ∗i

[
−3(k2 − k(4i+ 1) + 2i2)

k(k + 1)
(k − i)2λk + 2(k − i− 1)(k − i+ 1)λk−1+

+ 2(k − i− 2)(k − i+ 2)λk−2 + 2
k∑
j=3

(k − i− j)(k − i+ j)λ∗k−j

]
=

= λ∗i

[
−3(k2 − k(4i+ 1) + 2i2)

k(k + 1)
(k − i)2λk + 2gj(λk−2, λk−1, λk−2) + 2βjλk+

+2

k∑
j=3

(k − i− j)(k − i+ j)λ∗k−j

]
. (12)

Пiдставимо (10) в праву частину (3). Отримуємо

2αiλk

[ k−3∑
j=0,j 6=i

λ∗j (k − j)2 + 4λk−2 + λk−1

]
=

= 2αiλk

[ k∑
j=3,j 6=k−i

j2λ∗k−j + 4λk−2 + λk−1

]
gi(λk−2,λk−1,λk)
gi(λk−2,λk−1,λk) =

=
2αiλk(4λk−2+λk−1)
gi(λk−2,λk−1,λk)

[ k∑
j=3,j 6=k−i

j2 αk−jλkgi(λk−2,λk−1,λk)
gk−j(λk−2,λk−1,λk) + gi(λk−2, λk−1, λk)

]
=

= λ∗i

[ k∑
j=3,j 6=k−i

2j2αk−jλk

(
(k − i)2

j2
−

(
1− (k−i)2

j2

)
(4λk−2 + λk−1)

gk−j(λk−2, λk−1, λk)

)
+

+ 2gi(λk−2, λk−1, λk)

]
= λ∗i

[
2λk(k − i)2

k−3∑
j=0,j 6=i

αj−

− 2λk

k∑
j=3,j 6=k−i

αk−j(j
2 − (k − i)2)(4λk−2 + λk−1)

gk−j(λk−2, λk−1, λk)
+ 2gi(λk−2, λk−1, λk)

]
=

= λ∗i

[
λk(k − i)2 (k − 3)(k + 10) + 12ik − 6i2

k(k + 1)
+

+2

k∑
j=3

(k − i− j)(k − i+ j)λ∗k−j + 2gi(λk−2, λk−1, λk)

]
, (13)

Оскiльки

−3(k2 − k(4i+ 1) + 2i2)

k(k + 1)
(k − i)2 + 2βj =

(k − 3)(k + 10) + 12ik − 6i2

k(k + 1)
,

з рiвностi (12) та (13) випливає, що у випадку λj = λ∗j , j = 0, 1, ..., k − 3,

рiвняння системи (3) при i = 0, 1, ..., k − 3, будуть тотожностями. �
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Лема 3. Вектор (λ∗0, λ
∗
1, ..., λ

∗
k−3, λk−2, λk−1, λk) при будь-яких λk−2, λk−1,

λk робить рiвняння системи (3) при i = k−2 та i = k−1 рiвносильними.

Доведення. Якщо i = k − 1, з (3) маємо таке рiвняння

λk−1

[
−3(k2 − k(4k − 3) + 2(k − 1)2)

k(k + 1)
λk + 2

k∑
j=3

(1− j)(1 + j)λ∗k−j − 6λk−2

]
=

=
2(−k2 − k + 3)

k(k + 1)
λk

[ k∑
j=3

j2λ∗k−j + 4λk−2

]
. (14)

Пiдставимо (10) в (14). Отримуємо

3(k − 1)(k + 2)

k(k + 1)
λkλk−1 − 6λk−2λk−1 −

8(−k2 − k + 3)

k(k + 1)
λkλk−2+

+2(4λk−2 + λk−1)

k∑
j=3

αk−jD
(k−j)
1 (λk) = 0, (15)

де

D
(k−j)
1 (λk) =

λkf
(k−j)
1 (λk)

gk−j(λk−2, λk−1, λk)
,

f
(k−j)
1 (λk) = (1− j2)λk−1 + j2k

2 + k − 3

k(k + 1)
λk. (16)

Пiсля низки перетворень отримуємо

D
(k−j)
1 (λk) = − k2 + k − 3

2k2 + 2k − 15
λk +

wjk(k + 1)

j2(2k2 + 2k − 15)2
+

+
wjk(k + 1)

j2(2k2 + 2k − 15)2
· (j2 − 4)λk−2 + (j2 − 1)λk−1

gk−j(λk−2, λk−1, λk)
, (17)

де
wj = (k2 + k − 3)(j2 − 4)λk−2 + (k2 + k − 12)(j2 − 1)λk−1.

Далi, пiдставимо (17) в (15). Враховуючи (11), отримуємо[
A1λk−1 +A2λk−2

]
λk − 6λk−2λk−1+

+
2(4λk−2 + λk−1)

2k2 + 2k − 15

k∑
j=3

αk−jwj
βk−j

(
1 +

(j2 − 4)λk−2 + (j2 − 1)λk−1

gk−j(λk−2, λk−1, λk)

)
= 0, (18)

де

A1 =
3(k − 1)(k + 2)

k(k + 1)
+

5(k2 + k − 3)(k2 + k − 6)

k(k + 1)(2k2 + 2k − 15)
,

A2 =
8(k2 + k − 3)

k(k + 1)
+

20(k2 + k − 3)(k2 + k − 6)

k(k + 1)(2k2 + 2k − 15)
.

Якщо i = k − 2, з (3) маємо таке рiвняння

λk−2

[
−3(k2 − k(4k − 7) + 2(k − 2)2)

k(k + 1)
λk + 2

k∑
j=3

(2− j)(2 + j)λ∗k−j + 6λk−1

]
=
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=
2(−k2 − k + 12)

k(k + 1)
λk

[ k∑
j=3

j2λ∗k−j + λk−1

]
. (19)

Пiдставимо (10) в (19). Отримуємо

12(k2 + k − 8)

k(k + 1)
λkλk−2 + 6λk−2λk−1 −

2(−k2 − k + 12)

k(k + 1)
λkλk−1+

+2
k∑
j=3

αk−j(4λk−2 + λk−1)D
(k−j)
2 (λk) = 0, (20)

де

D
(k−j)
2 (λk) =

λkf
(k−j)
2 (λk)

gk−j(λk−2, λk−1, λk)
,

f
(k−j)
2 (λk) = (1− j2)λk−1 + j2k

2 + k − 12

k(k + 1)
λk.

Пiсля низки перетворень отримуємо

D
(k−j)
2 (λk) = − k2 + k − 12

2k2 + 2k − 15
λk +

wjk(k + 1)

j2(2k2 + 2k − 15)2
+

+
wjk(k + 1)

j2(2k2 + 2k − 15)2
· (j2 − 4)λk−2 + (j2 − 1)λk−1

gk−j(λk−2, λk−1, λk)
. (21)

Далi, пiдставимо (21) в (20). Враховуючи (11), отримуємо[
B1λk−1 +B2λk−2

]
λk − 6λk−2λk−1+

+
2(4λk−2 + λk−1)

2k2 + 2k − 15

k∑
j=3

αk−jwj
βk−j

(
1 +

(j2 − 4)λk−2 + (j2 − 1)λk−1

gk−j(λk−2, λk−1, λk)

)
= 0, (22)

де

B1 =
3(k2 + k − 12)

k(k + 1)
+

5(k2 + k − 12)(k2 + k − 6)

k(k + 1)(2k2 + 2k − 15)
,

B2 =
12(k2 + k − 8)

k(k + 1)
+

10(k2 + k − 12)(k2 + k − 6)

k(k + 1)(2k2 + 2k − 15)
.

Оскiльки
A1 = B1, A2 = B2,

то рiвняння (18) та (22) будуть рiвносильними. �

4. Знаходження iнтервалу можливих значень для λk

Позначимо

Z =
k(k + 1)

2k2 + 2k − 15
, (23)

Ωi =

(
1− 4

(k − i)2

)
λk−2 +

(
1− 1

(k − i)2

)
λk−1, (24)
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i∗ = k −
[√

k(k + 1)

3

]
.

Зауважимо, що
Ωi > Ωi+1, i = 0, 1, ..., k − 3. (25)

Лема 4. Якщо
ZΩi∗ < λk < ZΩi∗−1, (26)

то λ∗i , i = 0, 1, ..., k − 3, будуть додатними.

Доведення. З формули (4) отримуємо

αi > 0, якщо 0 ≤ i < k −
√
k(k + 1)

3

αi < 0, якщо k −
√
k(k + 1)

3
< i ≤ k.

Оскiльки λi має бути додатнiм, то

(k − i− 2)(k − i+ 2)λk−2 + (k − i− 1)(k − i+ 1)λk−1 − βiλk > 0,

якщо 0 < i ≤ i∗ − 1,

тобто, λk < ZΩi.
Оскiльки має мiсце (25), то з λk < ZΩi∗−1 випливає

λk < ZΩi, 0 < i ≤ i∗ − 1.

Так само,

(k − i− 2)(k − i+ 2)λk−2 + (k − i− 1)(k − i+ 1)λk−1 − βiλk < 0,

якщо i∗ ≤ i ≤ k − 3;

з λk > ZΩi∗ випливає

λk > ZΩi, i∗ ≤ i ≤ k − 3.

Таким чином, отримуємо (26). �

5. Знаходження умов на λk−2, λk−1 для iснування розв’язку
рiвняння (15)

Доведемо, що принаймнi при деяких λk−2, λk−1 розв’язок рiвняння (15)

на промiжку
[
ZΩi∗ , ZΩi∗−1

]
iснує.

Лема 5. Якщо

k2 + k − 12

k2 + k − 3
· (k − i∗ + 1)2 − 1

(k − i∗ + 1)2 − 4
λk−1 < λk−2 <

k2 + k − 12

k2 + k − 3
· (k − i∗)2 − 1

(k − i∗)2 − 4
λk−1,

то на промiжку
[
ZΩi∗ , ZΩi∗−1

]
розв’язок рiвняння (15) iснує.
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Доведення. Розглянемо функцiю F1(λk) вiд змiнної λk:

F1(λk) = f1(λk) + q1(λk),

де

f1(λk) = −3(k−1)(k+2)
k(k+1) λkλk−1 + 6λk−2λk−1 + 8(−k2−k+3)

k(k+1) λkλk−2+

+ 2(4λk−2 + λk−1)
k−3∑

j=0,j 6=i∗
αjD

(j)
1 (λk),

q1(λk) = 2(4λk−2 + λk−1)αi∗D
(i∗)
1 (λk). (27)

Бачимо, що
F1(λk) ∈ C

(
ZΩi∗ , ZΩi∗−1

)
. (28)

Доведемо, що F1(λk) в околi точок ZΩi∗ +0 та ZΩi∗−1−0 приймає значення
рiзних знакiв.

Очевидно, iснують такi ε1 > 0, та N1(ε1) > 0, що

|f1(λk)| < N1(ε1), (29)

коли ZΩi∗ < λk < ZΩi∗ + ε1.
Знайдемо таке δ1 > 0, при якому

q1(λk) < −N1(ε1), (30)

коли ZΩi∗ < λk < ZΩi∗ + δ1.
З (16), (23), (24) та умови

λk−2 <
k2 + k − 12

k2 + k − 3
· (k − i∗)2 − 1

(k − i∗)2 − 4
λk−1

випливає

f
(i∗)
1 (ZΩi∗) =

k2 + k − 3

2k2 + 2k − 15

(
(k − i∗)2 − 4

)
λk−2−

− k2 + k − 12

2k2 + 2k − 15

(
(k − i∗)2 − 1

)
λk−1 < 0.

Нехай

λk−2 =
k2 + k − 12

k2 + k − 3
· (k − i∗)2 − 1

(k − i∗)2 − 4
λk−1 − ζ1, ζ1 > 0. (31)

З (16) та (31) випливає

f
(i∗)
1 (ZΩi∗ + δ) = − k2+k−3

2k2+2k−15

(
(k − i∗)2 − 4

)
ζ1 + (k − i∗)2 k2+k−3

k(k+1) δ < 0,

якщо δ < δ
(1)
1 = k(k+1)((k−i∗)2−4)

(k−i∗)2(2k2+2k−15)
ζ1.

Далi,

gi∗(λk−2, λk−1, ZΩi∗ + δ) = −(k − i∗)2

Z
δ < 0, якщо δ > 0.
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Пiдставимо λk = ZΩi∗ + δ в (27). Отримуємо

q1(ZΩi∗ + δ) = 2(4λk−2 + λk−1)|αi∗ |Z(ZΩi∗ + δ)×

×
− k2+k−3

2k2+2k−15

(
(k − i∗)2 − 4

)
ζ1 + (k − i∗)2 k2+k−3

k(k+1) δ

δ(k − i∗)2
.

Отже,

q1(ZΩi∗ + δ) < −2(4λk−2 + λk−1)|αi∗ |Z2Ωi∗×

×
( k2+k−3

2k2+2k−15

(
(k − i∗)2 − 4

)
ζ1

δ(k − i∗)2
− k2 + k − 3

k(k + 1)

)
< −N1(ε1),

якщо

δ < δ
(2)
1 =

k2+k−3
2k2+2k−15

(
(k − i∗)2 − 4

)
ζ1

(k − i∗)2

(
N1(ε1)

2(4λk−2+λk−1)|αi∗ |Z2Ωi∗
+ k2+k−3

2k2+2k−15

) .
Таким чином, якщо δ < δ1 = min{δ(1)

1 , δ
(2)
1 }, маємо (30).

З (29) та (31) випливає, що

F1(λk) < 0, (32)

коли ZΩi∗ < λk < ZΩi∗ + γ1, де γ1 = min{ε1, δ1}.
Тепер представимо F1(λk) як

F1(λk) = f2(λk) + q2(λk),

де

f2(λk) = −3(k−1)(k+2)
k(k+1) λkλk−1 + 6λk−2λk−1 + 8(−k2−k+3)

k(k+1) λkλk−2+

+ 2(4λk−2 + λk−1)

k−3∑
j=0,j 6=i∗−1

αjD
(j)
1 (λk),

q2(λk) = 2(4λk−2 + λk−1)αi∗−1D
(i∗−1)
1 (λk). (33)

Очевидно, iснують такi ε2 > 0, та N2(ε2) > 0, що

|f2(λk)| < N2(ε2), (34)

коли
ZΩi∗−1 − ε2 < λk < ZΩi∗−1.

Знайдемо таке δ2 > 0, при якому

q2(λk) > N2(ε2), (35)

коли ZΩi∗−1 − δ2 < λk < ZΩi∗−1.
З (16), (23), (24) та умови

λk−2 >
k2 + k − 12

k2 + k − 3
· (k − i∗ + 1)2 − 1

(k − i∗ + 1)2 − 4
λk−1
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випливає

f
(i∗−1)
1 (ZΩi∗−1) =

k2 + k − 3

2k2 + 2k − 15

(
(k − i∗ + 1)2 − 4

)
λk−2−

− k2 + k − 12

2k2 + 2k − 15

(
(k − i∗ + 1)2 − 1

)
λk−1 > 0. (36)

Нехай

λk−2 =
k2 + k − 12

k2 + k − 3
· (k − i∗ + 1)2 − 1

(k − i∗ + 1)2 − 4
λk−1 + ζ2, ζ2 > 0. (37)

З (36) та (37) випливає

f
(i∗−1)
1 (ZΩi∗−1 − δ) =

k2 + k − 3

2k2 + 2k − 15

(
(k − i∗ + 1)2 − 4

)
ζ2−

− (k − i∗ + 1)2k
2 + k − 3

k(k + 1)
δ > 0,

якщо δ < δ
(1)
2 = k(k+1)((k−i∗+1)2−4)

(k−i∗+1)2(2k2+2k−15)
ζ2.

Далi,

gi∗−1(λk−2, λk−1, ZΩi∗ − δ) =
(k − i∗)2

Z
δ > 0, якщо δ > 0.

Пiдставимо λk = ZΩi∗ − δ в (33). Отримуємо

q2(ZΩi∗−1 − δ) = 2(4λk−2 + λk−1)αi∗−1Z(ZΩi∗−1 − δ)×

×
k2+k−3

2k2+2k−15

(
(k − i∗ + 1)2 − 4

)
ζ2 − (k − i∗ + 1)2 k2+k−3

k(k+1) δ

δ(k − i∗ + 1)2
.

Отже,

q2(ZΩi∗ − δ) > 2(4λk−2 + λk−1)αi∗−1Z
2Ωi∗−1×

×
( k2+k−3

2k2+2k−15

(
(k − i∗ + 1)2 − 4

)
ζ2

δ(k − i∗ + 1)2
− k2 + k − 3

k(k + 1)

)
> N2(ε2),

якщо

δ < δ
(2)
2 =

k2+k−3
2k2+2k−15

(
(k − i∗ + 1)2 − 4

)
ζ2

(k − i∗ + 1)2

(
N2(ε2)

2(4λk−2+λk−1)|αi∗−1|Z2Ωi∗−1
+ k2+k−3

2k2+2k−15

) .
Таким чином, якщо δ < δ2 = min{δ(1)

2 , δ
(2)
2 }, маємо (35).

З (34) та (35) випливає, що

F1(λk) > 0, (38)

коли ZΩi∗−1 − γ2 < λk < ZΩi∗−1, де γ2 = min{ε2, δ2}.
З (28), (30) та (38) отримуємо, що на промiжку

[
ZΩi∗ , ZΩi∗−1

]
розв’язок

рiвняння (15) iснує. �
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6. Достатня умова збiгу оцiнок МНК та Ейткена старшого
коефiцiенту квадратичної регресiйної моделi у випадку

дiагональної бiсиметричної коварiацiйної матрицi та парного n

Теорема 2. Якщо в моделi (1) n — парне, λk−1 — будь-яке додатнє зна-
чення, λk−2 = λ̃k−2, де λ̃k−2 — будь-яке значення з iнтервалу(

k2 + k − 12

k2 + k − 3
· (k − i∗ + 1)2 − 1

(k − i∗ + 1)2 − 4
λk−1,

k2 + k − 12

k2 + k − 3
· (k − i∗)2 − 1

(k − i∗)2 − 4
λk−1

)
,

λk = λ∗k, де λ
∗
k — розв’язок рiвняння (15) на промiжку

[
ZΩi∗ , ZΩi∗−1

]
, λj =

λ∗j , j = 0, 1, ..., k − 3, де λ∗j визначається за формулою (10), λk+1 = λk−1,
λk+2 = λk−2, λk+j = λk−j, j = 3, 4, ..., k, то оцiнка Ейткена та оцiнка
МНК параметра a в моделi (1) збiгаються.

Доведення. Згiдно лемi 5 розв’язок рiвняння (15) при будь-якому додатньо-
му λk−1 та λk−2 = λ̃k−2 iснує. Отже, вектор (λ∗0, λ

∗
1, ..., λ

∗
k−3, λ̃k−2, λk−1, λ

∗
k)

є розв’язком рiвняння системи (3) при i = k− 1, а також згiдно лемi 3 при
i = k − 2.

Вектор (λ∗0, λ
∗
1, ..., λ

∗
k−3, λk−2, λk−1, λk) при будь-яких λk−2, λk−1, λk згiдно

лемi 2 є розв’язком рiвняння системи (3) при i = 0, 1, ..., k−3, а отже, i при
λk−2 = λ̃k−2 та λk = λ∗k.

Таким чином, вектор (λ∗0, λ
∗
1, ..., λ

∗
k−3, λ̃k−2, λk−1, λ

∗
k) є розв’язком системи

(3), а отже, згiдно лемi 1 i системи (2). �

Заключнi зауваження
У роботi у випадку гетероскедастичних незалежних вiдхилень вивчає-

ться регресiйна модель, функцiя якої має вигляд f(x) = ax2 + bx + c, де
a, b та c — невiдомi параметри. Наближенi значення (спостереження) фун-
кцiї f(x) реєструються у рiвновiддалених точках вiдрiзку [0, 1]. Теорема,
яку доведено в роботi, дає достатню умову на дисперсiї вiдхилень, при
яких оцiнка Ейткена параметра a збiгається з його оцiнкою МНК у випад-
ку непарної кiлькостi точок спостереження та бiсиметричної коварiацiйної
матрицi. При цiй умовi оцiнки Ейткена та МНК параметра b та c не будуть
збiгатися.

Доведення теореми складається з таких крокiв. Спочатку спрощено ви-
хiдну систему многочленiв: отримано систему многочленiв другого ступе-
ня. Змiннi обох систем — невiдомi значення дисперсiй вiдхилень, кожен з
розв’язкiв вихiдної системи дає множину дисперсiй вiдхилень, при яких
оцiнки Ейткена та МНК параметра a збiгаються. На наступному кроцi
розв’язування вихiдної системи многочленiв зведено до розв’язування рiв-
няння з трьома невiдомими, а всi iншi невiдомi виражено певним чином
через цi три. Насамкiнець доведено, що iснують додатнi не рiвнi мiж со-
бою значення цих трьох невiдомих, якi будуть розв’язком отриманого рiв-
няння. А всi iншi невiдомi при подстановцi в їх вираз цих значень будуть
додатними.
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ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ СОВПАДЕНИЯ ОЦЕНОК МНК
И ЭЙТКЕНА ПАРАМЕТРА КВАДРАТИЧНОЙ РЕГРЕССИИ
В СЛУЧАЕ ГЕТЕРОСКЕДАСТИЧЕСКИХ ОТКЛОНЕНИЙ

М. Ю. Савкина
Институт математики НАНУ, Киев, Украина, E-mail: marta@imath.kiev.ua

Аннотация. В работе в случае гетероскедастических независи-
мых отклонений изучается регрессионная модель с функцией ви-
да f(x) = ax2+bx+c, где a, b и c — неизвестные параметры. При-
ближенные значения (наблюдения) функции f(x) регистрирую-
тся в равноудаленных точках отрезка [0, 1]. Доказанная в работе
теорема дает достаточное условие на дисперсии отклонений, при
которых оценка Эйткена параметра a совпадает с его оценкой
МНК в случае нечетного количества точек наблюдения и бисим-
метричной ковариационной матрицы. При этом условии оценки
Эйткена и МНК параметров b и c не будут совпадать.
Ключевые слова: метод наименьших квадратов, регрессион-
ная модель, оценка Эйткена.
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