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Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню стiйкостi глобальних

атракторiв нелiнiйних еволюцiйних систем без єдиностi по вiдношенню до

зовнiшнiх збурень.

Дисертацiя складається з анотацiй українською та англiйською мовами,

вступу, чотирьох роздiлiв основної частини, висновкiв, списку використа-

них джерел та додатку.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, вказано зв’язок роботи з нау-

ковими програмами, планами, темами, встановлено мету i завдання, об’єкт,

предмет та методи дослiдження, наведено наукову новизну та практичне

значення отриманих результатiв, охарактеризовано особистий внесок здо-

бувача, наведено список конференцiй та наукових семiнарiв, на яких ди-

сертацiйна робота пройшла апробацiю.

Перший роздiл роботи присвячений огляду лiтератури по данiй тематицi

та методики проведення дисертацiйних дослiджень. Наведено основнi по-

ложення теорiї стiйкостi вiд входу до стану для систем диференцiальних

рiвнянь. Також висвiтлено роботи авторiв, якi займалися застосуванням

цiєї теорiї до дослiдженням якiсної поведiнки розв’язкiв як скiнченнови-

мiрних, так i нескiнченновимiрних дисипативних систем.

В другому роздiлi викладенi основнi положення теорiї глобальних атра-

кторiв нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь у випадку неєдиностi розв’язку за-

дачi Кошi. Детально проаналiзовано як автономний випадок (теорiя м-

напiвпотокiв), так i неавтонмний випадок, де основним об’єктом дослi-

дження виступають сiмейства м-напiвпроцесiв. Введено поняття локаль-
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ної стiйкостi вiд входу до стану та властивостi асимптотичного пiдсилен-

ня вiдносно глобального атрактору для нескiнченновимiрної еволюцiйної

системи. Доведено властивiсть асимптотичної стiйкостi глобального атра-

ктору м-напiвпотоку у формi робастної оцiнки. На основi цього результа-

ту одержано достатнi умови локальної стiйкостi вiд входу до стану для

абстрактної неавтономної збуреної системи вiдносно атрактору незбуреної

системи. Для рiвномiрних атракторiв м-напiвпроцесiв одержано результат

про напiвнеперервну зверху залежнiсть вiд параметру. На основi цього ре-

зультату встановлено властивiсть асимптотичного пiдсилення для неавто-

номних еволюцiйних систем без єдиностi вiдносно атракторiв автономних

незбурених систем.

В третьому роздiлi дослiджується асимптотична поведiнка розв’язкiв не-

лiнiйних параболiчних систем зi збуреннями в правiй частинi та стiйкiсть

глобальних атракторiв по вiдношенню до цих збурень. Доведено резуль-

тати про глобальну розв’язнiсть, регулярнiсть та виведенi апрiорнi оцiнки

розв’язкiв для загальних нелiнiйних неавтономних параболiчних рiвнянь.

Для параболiчної системи типу реакцiя-дифузiя з гладкою нелiнiйнiстю та

збуренням, що мiстить фазову змiнну та не гарантує єдинiсть розв’язку

задачi Кошi, доведено результат про локальну стiйкiсть глобального атра-

ктру незбуреної системи по вiдношенню до збурень. Для загальної систе-

ми типу реакцiя-дифузiя з негладкою нелiнiйнiстю та неавтономних збу-

ренням доведено властивiсть асимптотичного пiдсилення для глобального

атрактру незбуреної системи по вiдношенню до збурень. Також розглянуто

дисипативну еволюцiйну систему, що складається з параболiчної нелiнiйної

системи та системи звичайних диференцiальних рiвнянь, що збурюються

вхiдними обмеженими сигналами. Доведено, що глобальний атрактор не-

збуреної системи є стiйким в сенсi ISS щодо величини збурень.

В четвертому роздiлi дослiджується якiсна поведiнка розв’язкiв нелiнiй-

ного гiперболiчного рiвняння зi збуреннями в правiй частинi та стiйкiсть

глобального атрактору по вiдношенню до цих збурень. Доведено резуль-

тати про глобальну розв’язнiсть, регулярнiсть та виведенi апрiорнi оцiнки

розв’язкiв для загального нелiнiйного неавтономного гiперболiчного рiвня-

ння. Для загального хвильового рiвняння з негладкою нелiнiйнiстю та не-
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автономним збуренням доведено властивiсть асимптотичного пiдсилення

для глобального атрактору незбуреного рiвняння по вiдношенню до збу-

рень. Для гiперболiчного рiвняння з гладкою нелiнiйнiстю та збуренням,

що мiстить фазову змiнну та не гарантує єдинiсть розв’язку задачi Кошi,

доведено результат про локальну стiйкiсть та асимптотиччне пiдсилення

для глобального атрактору незбуреного рiвняння по вiдношенню до збу-

рень.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi новi науковi результати:

– одержано достатнi умови локальної стiйкостi щодо неавтономних збу-

рень для глобального атрактору абстрактної нескiнченновимiрної еволю-

цiйної системи без єдиностi;

– встановлено робастну оцiнку типу асимптотичного пiдсилення для не-

автономних еволюцiйних систем без єдиностi вiдносно атракторiв автоном-

них незбурених систем;

– для параболiчної системи типу реакцiя-дифузiя з гладкою нелiнiйнiстю

та збуренням, що мiстить фазову змiнну та не гарантує єдинiсть розв’язку

задачi Кошi, доведено результат про локальну стiйкiсть глобального атра-

ктору незбуреної системи по вiдношенню до збурень;

– для загальної системи типу реакцiя-дифузiя з негладкою нелiнiйнiстю

та неавтономних збуренням доведено властивiсть асимптотичного пiдси-

лення для глобального атрактору незбуреної системи по вiдношенню до

збурень;

– доведено робастну стiйкiсть атрактору дисипативної еволюцiйної си-

стеми, що складається з параболiчної нелiнiйної системи та системи зви-

чайних диференцiальних рiвнянь, що збурюються вхiдними обмеженими

сигналами;

– для загального нелiнiйного гiперболiчного рiвняння з негладкою фун-

кцiєю взаємодiї та неавтономних збуренням доведено властивiсть асимпто-

тичного пiдсилення для глобального атрактору незбуреної системи по вiд-

ношенню до збурень;

– для гiперболiчного рiвняння з гладкою нелiнiйнiстю та збуренням, що

мiстить фазову змiнну та не гарантує єдинiсть розв’язку задачi Кошi, до-

ведено результат про локальну стiйкiсть та асимптотичне пiдсилення для
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глобального атрактору незбуреної системи по вiдношенню до збурень.

Результати роботи доповнюють абстрактну теорiю стiйкостi еволюцiй-

них нескiнченновимiрних систем без єдиностi розв’язку та можуть бути

використанi в подальшому для дослiдження якiсної поведiнки розв’язкiв

дисипативних диференцiальних рiвнянь в частинних похiднихь. Одержанi

в роботi результати також можуть мати прикладне значення, зокрема,

при дослiдженнi стiйкостi граничних режимiв в системах з зовнiшнiми

сигналами.

Ключовi слова: диференцiальне рiвняння, асимптотична поведiнка, стiй-

кiсть, нелiнiйне еволюцiйне рiвняння, збурення, динамiчна система, напiв-

потiк, омега-гранична множина, атрактор, параболiчне рiвняння, гiпербо-

лiчне рiвняння, система реакцiї-дифузiї.
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Abstract

Yusypiv T. V. Robust stability of global attractors of evolutionary systems

without uniqueness. – Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Doctor of Philosophy thesis undertaken in specialty 111 – Mathematics –

Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ministry of Education and Sci-

ence of Ukraine, Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ministry of

Education and Science of Ukraine, Kyiv, 2024.

The dissertation is devoted to the study of the stability of global attractors

of nonlinear evolutionary systems without unity in relation to external di-

sturbances.

The dissertation consists of annotations in Ukrainian and English, an

introduction, four sections of the main part, conclusions, a list of used sources

and an appendix.

The introduction substantiates the relevance of the topic, indicates the

connection of the work with scientific programs, plans, topics, establishes the

goal and task, object, subject and methods of research, provides the scienti-

fic novelty and practical significance of the obtained results, characterizes the

personal contribution of the recipient, provides a list of conferences and scienti-

fic seminars at which the dissertation passed approval.

The first section of the work is devoted to the review of the literature on

this topic and the methodology of dissertation research. The main provisions

of the theory of input to state stability for systems of differential equations are

given. Also highlighted are the works of authors who applied this theory to the

study of the qualitative behavior of solutions of both finite-dimensional and

infinite-dimensional dissipative systems.

In the second chapter, the main provisions of the theory of global attractors

of nonlinear evolutionary equations in the case of non-uniqueness of the solution

of the Cauchy problem are outlined. Both the autonomous case (theory of m-

semiflows) and the non-autonomous case, where families of m-semiprocesses are

the main object of research, are analyzed in detail. The concept of local input to

the state stability and properties of asymptotic gain with respect to the global
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attractor for an infinite-dimensional evolutionary system are introduced. The

property of asymptotic stability of the global attractors of m-semiflows is proved

in the form of a robust estimate. Based on this result, sufficient conditions of

local input to the state stability for an abstract non-autonomous perturbed

system with respect to the attractor of the unperturbed system are obtained.

For uniform attractors of m-semiprocesses, a result is obtained about the upper-

semicontinuous dependence on the parameter. On the basis of this result, the

property of asymptotic gain is established for non-autonomous evolutionary

systems without uniqueness with respect to the attractors of autonomous undi-

sturbed systems.

In the third chapter, the asymptotic behavior of the solutions of nonlinear

parabolic systems with perturbations in the right-hand side and the stability of

global attractors with respect to these perturbations are investigated. Results

on global resolvability, regularity and derived a priori estimates of solutions

for general nonlinear non-autonomous parabolic equations are proved. For a

parabolic system of the reaction-diffusion type with a smooth nonlinearity and

a disturbance containing a phase variable and not guaranteeing the uniqueness

of the solution of the Cauchy problem, a result on the local stability of the global

attractor of the undisturbed system with respect to disturbances is proved. For a

general system of the reaction-diffusion type with non-smooth nonlinearity and

non-autonomous disturbances, the property of asymptotic gain for the global

attractor of the undisturbed system with respect to disturbances is proved. The

dissipative evolutionary system consisting of of a parabolic nonlinear system

and a system of ordinary differential equations perturbed by input bounded

signals is considered. It is proved that the global attractor of the unperturbed

system is stable in the sense of ISS regarding the magnitude of disturbances.

The fourth chapter investigates the qualitative behavior of the solutions of

the nonlinear hyperbolic equation with perturbations in the right-hand side and

the stability of the global attractor with respect to these perturbations. The

results on global resolvability, regularity and derived a priori estimates of soluti-

ons for a general nonlinear non-autonomous hyperbolic equation are proved. For

the general wave equation with non-smooth nonlinearity and non-autonomous

perturbations, the asymptotic gain property for the global attractor of the

7



unperturbed equation with respect to perturbations is proved. For a hyperbolic

equation with a smooth nonlinearity and a perturbation, which contains a

phase variable and does not guarantee the uniqueness of the solution of the

Cauchy problem, a result on the local stability and asymptotic gain of the

global attractor of the unperturbed equation with respect to perturbations is

proved.

The following new scientific results were obtained in the dissertation:

– sufficient conditions of local stability with respect to non-autonomous

perturbations are obtained for the global attractor of an abstract infinite-

dimensional evolutionary system without uniqueness;

– a robust estimate of the type of asymptotic gain is established for non-

autonomous evolutionary systems without uniqueness with respect to the

attractors of autonomous undisturbed systems;

– for a parabolic system of the reaction-diffusion type with a smooth nonli-

nearity and a disturbance that contains a phase variable and does not guarantee

the uniqueness of the solution of the Cauchy problem, a result on the local

stability of the global attractor of the undisturbed system with respect to di-

sturbances is proved;

– for a general system of the reaction-diffusion type with non-smooth nonli-

nearity and non-autonomous perturbations, the asymptotic gain property for

the global attractor of the undisturbed system with respect to perturbations is

proved;

– the robust stability of the attractor of the dissipative evolutionary system

consisting of parabolic nonlinear system and system of ordinary differential

equations perturbed by input bounded signals is obtained;

– for a general nonlinear hyperbolic equation with a non-smooth interaction

function and non-autonomous perturbations, the asymptotic gain property for

the global attractor of the undisturbed system with respect to perturbations is

proved.

– for a hyperbolic equation with a smooth nonlinearity and a disturbance,

which contains a phase variable and does not guarantee the uniqueness of the

solution of the Cauchy problem, a result on the local stability and asymptotic

gain of the global attractor of an undisturbed system with respect to di-

8



sturbances is proved.

The results of the work supplement the abstract stability theory of evoluti-

onary infinite-dimensional systems without uniqueness of the solution and can

be used in the future to study the qualitative behavior of solutions of dissipati-

ve partial differential equations. The results obtained in the work can also be

of applied value, in particular, when studying the stability of limit regimes in

systems with external signals.

Keywords: differential equation, asymptotic behavior, stability, nonlinear

evolution equation, perturbation, dynamical system, semiflow, omega-limit set,

attractor, parabolic equation, hyperbolic equation, reaction-diffusion system.
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L(X, Y ) – простiр обжених лiнiйних операторiв, що дiють з банахового

простору X в банахiв простiр Y з нормою ∥ · ∥

L(X) := L(X,X)

C(X, Y ) – простiр неперервних функцiй з X в Y зi стандартною sup-

нормою

C(X) := C(X,X)

2X – сукупнiсть всiх пiдмножин множини X

P (X) – сукупнiсть всiх непорожнiх пiдмножин X

β(X) – сукупнiсть всiх непорожнiх та обмежених пiдмножин X

C(X) – сукупнiсть всiх непорожнiх замкнених пiдмножин X

K(X) – сукупнiсть всiх непорожнiх компактних пiдмножин X

R+ := [0,∞)

Rd = {(t, τ) ∈ R
2|t g τ}

R+d = {(t, τ) ∈ R
2
+|t g τ}, де R+ = [0,+∞)

C
k
0(Ω) – простiр k разiв неперервно-диференцiйовних функцiй f : Ω → R

з компактним в Ω носiєм

Lp(Ω) – простiр iнтегровних функцiй f : Ω → R степеня p з нормою

∥f∥Lp(Ω) = (
∫
Ω

|f(x)|pdx)
1
p

W p,k
0 (Ω) – замикання простору C

k
0(Ω) по нормi простору W p,k(Ω)

Hk(Ω) = W 2,k(Ω), Hk
0 (Ω) = W 2,k

0 (Ω)

Нехай (X, ρ) – повний метричний простiр. Надалi для будь-яких A,B ∈

X будемо використовувати наступнi позначення:

dist(A,B) = sup
x∈A

inf
y∈B

ρ(x, y) – напiвметрика Хаусдорфа;

distH(A,B) = max{dist(A,B), dist(B,A)} – метрика Хаусдорфа;

Oε(A) = {x ∈ X| inf
y∈A

ρ(x, y) < ε};

для довiльного x0 ∈ X Br(x0) = {x ∈ X|ρ(x, x0) f r}; Br = Br(0);
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clXA = Ā – замикання в X множини A;

якщо X - нормований простiр, то для A ¢ X , Θ ¢ X будемо використо-

вувати позначення

∥A∥Θ = dist(A,Θ).
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Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню питання стiйкостi глобаль-

ного атрактора, породженого незбуреною дисипативною динамiчною си-

стемою при наявовностi обмежених зовнiшнiх збурень.

"5ґDGAFG64AAS 6<5BDG F9@< 8BE?i8:9AAS. В останнi 20-30 рокiв

можна вiдмiтити суттєвий прогрес у розробцi та застосуваннi рiзноманi-

тних методiв теорiї нелiнiйного керування, зокрема задачi аналiзу та син-

тезу нелiнiйних систем управлiння. Значною мiрою на це вплинув науково-

технiчний прогрес, але ключовим фактором була розробка адекватного те-

оретичного апарату аналiзу та синтезу нелiнiйних систем.

Опис процесiв керування в нелiнiйних системах є важливою задачею, а

поведiнка таких систем не може бути описана лiнiйними функцiями ста-

ну або лiнiйними диференцiальними рiвняннями. Аналiзу та синтезу не-

лiнiйних систем присвячено багато наукових дослiджень. Особливе мiсце

в них займає завдання формалiзацiї умов стiйкостi нелiнiйної системи за

наявностi вхiдних сигналiв, тобто, визначення робасностi системи вiдносно

зовнiшнiх збурень.

Ще в 90-х роках XX ст. була розвинена цiла серiя методiв нелiнiйно-

го керування, що отримали назву «конструктивних» [18]. До них можна

вiднести також розглянуту в данiй роботi концепцiю стiйкостi динамiчних

систем вiд входу до стану (input-to-state stability) [19]-[30]. Вона вiдноси-

ться до методiв нелiнiйного керування та включає як базову властивiсть

робастну стiйкiсть. Це фундаментальна властивiсть еволюцiйних процесiв,

яка вiдiграє важливу роль для багатьох застосувань. Загальновiдомо, що

глобальна асимптотично стiйка рiвновага лiнiйної та скiнченновимiрної си-

стеми є робастною, тобто для будь-якого iстотно обмеженого зовнiшнього

збурення, що подається на вхiд системи, вiдповiдний розв’язок залишає-
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ться обмеженим протягом всього часу та прямує до певного околу точки

рiвноваги, коли час прямує до нескiнченностi. Розмiр цього околу залежить

лише вiд норми збурення. Для нелiнiйних систем це в загальному випадку

не вiрно [19]. Тому виникла потреба в створеннi вiдповiдної теорiї робастної

стiйкостi для нелiнiйних систем, яка спирається на поняття «стiйкостi вiд

входу до стану» [19, 23] для випадку скiнченновимiрних систем. Як пiзнiше

виявилося, це поняття можна застосувати до вивчення стiйкостi положення

рiвноваги у випадку нескiнченновимiрних систем [31–34]. Протягом остан-

нього десятилiття багато авторiв працювали над поширенням теорiї ISS на

цей клас систем. Значна кiлькiсть з цих поширень були розробленi для си-

стем, що задаються диференцiальними рiвняннями в частинних похiдних

[35–39].

Важливо зазначити, що майже всi результати, що стосуються стiйкостi

в сенсi ISS для вказаних систем, були розробленi для випадку єдиного

асимптотично стiйкого положення рiвноваги системи без збурень. Проте

вiдомо, що при вивченнi дисипативних нескiнченновимiрних систем ключо-

вим об’єктом вивчення якiсної теорiї є глобальний атрактор – максимальна

компактна iнварiантна пiдмножина фазового простору, що притягує всi

траєкторiї рiвномiрно по обмежених початкових даних [40–43]. Вiдомо,

що багато нелiнiйних нескiнченновимiрних дисипативних еволюцiйних

систем мають нетривiальний глобальний атрактор, що мiстить в собi як

асимптотично стiйкi положення рiвноваги, так i iншi граничнi режими

системи. У данiй роботi вивчається питання робастностi саме такої множи-

ни щодо зовнiшнiх збурень еволюцiйної системи. Питанням iснування та

властивостей глобальних атракторiв було присвячено багато монографiй

[42–44] та статей [45–57]. Робастнiсть такого об’єкту по вiдношенню до

зовнiшнiх збурень в термiнах теорiї ISS вперше було встановлено в [35, 58]

для випадку параболiчного рiвняння. В данiй роботi теорiя стiйкостi вiд

входу до стану вперше застосована до еволюцiйних нелiнiйних рiвнянь без

єдиностi розв’язку задачi Кошi, тобто в ситуацiї, коли умови на нелiнiйнi

доданки гарантують глобальну розв’язнiсть i дисипативнiсть, проте не

гарантують єдиностi вiдповiдного розв’язку. В роботi встановлюється

локальна властивiсть стiйкостi вiд входу до стану (local ISS) для гло-
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бальних атракторiв систем типу реакцiї-дифузiї i хвильового рiвняння,

що зазнають збурень, величина яких залежить вiд стану системи. Також,

використовуючи загальну схему, запропоновану в [35], в роботi доводи-

ться властивiсть асимптотичного пiдсилення (Asymptotic Gain) вiдносно

глобальних атракторiв для нелiнiйних параболiчних та гiперболiчних

рiвнянь з негладкими функцiями взаємодiї з адитивними неавтономними

збуреннями.

 9F4 i ;4684AAS 8BE?i8:9AAS 6i8CB6i8AB 8B CD98@9F4 F4 B5’є>F4

8BE?i8:9AAS. Метою дисертацiйної роботи є дослiдження стiйкостi гло-

бального атрактора, породженого незбуреною дисипативною нескiнченно-

вимiрною еволюцiйною системою без єдиностi при наявовностi зовнiшнiх

збурень, та застосування до вивчення асимптотичної поведiнки розв’язкiв

нелiнiйних диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних параболiчного

та гiперболiчного типу з зовнiшнiми збуреннями.

Об’єктом дослiдження є нескiнченновимiрнi дисипативнi еволюцiйнi си-

стеми без єдиностi розв’язку.

Предметом дослiдження є стiйкiсть атракторiв нелiнiйних еволюцiйних

систем без єдиностi по вiдношенню до зовнiшнiх збурень.

 9FB8< 8BE?i8:9AAS. У процесi дослiдження, проведеного у дисер-

тацiйнiй роботi, застосовуються методи теорiї стiйкостi вiд входу до стану

нелiнiйних диференцiальних рiвнянь [27, 59, 60], методи теорiї глобальних

атрактрiв нескiнченновимiрних еволюцiйних систем без єдиностi [40, 41],

методи якiсної теорiї нелiнiйних диференцiальних рiвнянь в частинних

похiдних параболiчного та гiперболiчного типу [42, 43], методи робастної

стiйкостi положень рiвноваги нескiнченновимiрних систем [33, 61].

!4G>B64 AB6<;A4 BFD<@4A<I D9;G?PF4Fi6. Всi результати, отриманi

в дисертацiйнiй роботi, є новими та математично обґрунтованими. Основнi

з них такi:

– одержано достатнi умови локальної стiйкостi щодо неавтономних збу-

рень для глобального атрактору абстрактної нескiнченновимiрної еволю-
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цiйної системи без єдиностi;

– встановлено робастну оцiнку типу асимптотичного пiдсилення для не-

автономних еволюцiйних систем без єдиностi вiдносно атракторiв автоном-

них незбурених систем;

– для параболiчної системи типу реакцiя-дифузiя з гладкою нелiнiйнiстю

та збуренням, що мiстить фазову змiнну та не гарантує єдинiсть розв’язку

задачi Кошi, доведено результат про локальну стiйкiсть глобального атра-

ктору незбуреної системи по вiдношенню до збурень;

– для загальної системи типу реакцiя-дифузiя з негладкою нелiнiйнiстю

та неавтономних збуренням доведено властивiсть асимптотичного пiдсиле-

ння для глобального атрактру незбуреної системи по вiдношенню до збу-

рень;

– доведено робастну стiйкiсть атрактору дисипативної еволюцiйної си-

стеми, що складається з параболiчної нелiнiйної системи та системи зви-

чайних диференцiальних рiвнянь, що збурюються вхiдними обмеженими

сигналами;

– для гiперболiчного рiвняння з гладкою нелiнiйнiстю та збуренням, що

мiстить фазову змiнну та не гарантує єдинiсть розв’язку задачi Кошi, до-

ведено результат про локальну стiйкiсть глобального атрактру незбуреної

системи по вiдношенню до збурень;

– для загального нелiнiйного гiперболiчного рiвняння з негладкою

функцiєю взаємодiї та неавтономних збуренням доведено властивiсть

асимптотичного пiдсилення для глобального атрактру незбуреної системи

по вiдношенню до збурень.

"EB5<EF<= 6A9EB> ;8B5G64K4. Основнi результати роботи, що винося-

ться на захист, отриманi автором самостiйно. Визначення основного плану

дослiдження, постановка задач та загальне керiвництво роботою належить

науковому керiвнику О. В. Капустяну. Результати дисертацiї здобувачем

було опублiковано в 17 наукових працях, з яких 6 статей [1]–[6] та 11 тез

у матерiалах наукових конференцiй [7]–[17]. У статтях [1],[2],[3], написа-

них у спiвавторствi з О.В. Капустяном, науковому керiвнику належить по-

становка задачi та обговорення методiв доведення основних результатiв;
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у статтях [4], [5], [6] Капустяну О.В. належить постановка задач та обго-

ворення методiв доведення основних результатiв, Панькову А.В. належить

ознайомлення автора з деякими допомiжними результатами теорiї атракто-

рiв м-напiвпотокiв, Собчуку В.В. та Курилку О.Б. належить обговорення

шляхiв можливого застосування одержаних результатiв при моделюваннi

складних процесiв.

Статтi [1, 2] надруковано у науковому фаховому виданнi України ка-

тегорiї "A" , що iндексується у наукометричнiй базi MathSciNet, повна

англомовна версiя видання iндексовна в наукометричнiй базi Scopus та

входить до квартиля Q3. Стаття [3] опублiкована у виданнi, що внесено

до перелiку наукових фахових видань України категорiї "Б" . Стаття [4]

опублiкована у виданнi, що внесено до перелiку наукових фахових видань

України категорiї "Б" та iндексується в наукометричних базах Scopus.

Статтi [5, 6] надруковано у науковому фаховому виданнi України категорiї

"A" , що iндексується у наукометричнiй базi Scopus та в 2023 роцi увiйшло

до квартиля Q3 (стаття [6]).

�CDB54JiS D9;G?PF4Fi6 8<E9DF4Jiї. Результати дисертацiйного дослi-

дження доповiдалися та обговорювалися на таких наукових конференцiях

та наукових семiнарах рiзного рiвня:

1. International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equati-

ons "QUALITDE – 2021"(Тбiлiсi, Грузiя, 18-20 грудня 2021 р.)

2. The nonlinear analysis and applications 2022: Materials of 5th Internati-

onal conference on memory of corresponding member of National Academy

of Science of Ukraine VALERY SERGEEVICH MELNIK (Київ, Україна, 4-6

квiтня 2022 р.)

3. XI Мiжнародна науково-практична конференцiя "Математика. Iнфор-

мацiйнi технологiї. Освiта"(Луцьк, Україна, 3-5 червня 2022 р.)

4. III Мiжнародна науково-практична конференцiя "Розвиток сучасної

науки та освiти: реалiї, проблеми якостi, iнновацiї"(Запорiжжя, Україна,

30 вересня 2022 р.)

5. IEEE 4th Internetional Conference on Advanced Trends in Information

Theory (ATIT) (США, 15-17 грудня 2022 р.)
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6. International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equati-

ons "QUALITDE – 2022"(Тбiлiсi, Грузiя, 17-19 грудня 2022 р.)

7. XXI Мiжнародна науково-практична конференцiя студентiв, аспiран-

тiв та молодих вчених «Шевченкiвська весна – 2023» (Київ, Україна, 14

квiтня 2023 р.)

8. Мiжнародна конференцiя юних математикiв (Київ, Україна, 1-3 черв-

ня 2023 р.)

9. XII Мiжнародна науково-практична конференцiя "Математика. Iн-

формацiйнi технологiї. Освiта"(Луцьк, Україна, 2-4 червня 2023 р.)

10. Мiжнародна наукова конференцiя "МАТЕМАТИКА ТА IНФОРМА-

ЦIЙНI ТЕХНОЛОГIЇ"присвячена 55-рiччю факультету математики та iн-

форматики Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя Федько-

вича (Чернiвцi, Україна, 28-30 вересня 2023 р.)

11. XIX Мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла

Кравчука, присвячена 125-рiччю КПI iм. Iгоря Сiкорського (Київ, Україна,

11-12 жовтня 2023 р.)

12. Науковий семiнар з диференцiальних рiвнянь Київського нацiональ-

ного унiверситету iменi Тараса Шевченка. Керiвники семiнару – професор,

доктор фiзико-математичних наук О. М. Станжицький та професор,

доктор фiзико-математичних наук О. В. Капустян. За участi професорiв,

докторiв фiзико-математичних наук – М. Ф. Городнього., I. О. Парасюка

та В. В. Собчука. (Київ, Україна, 21 березня 2024 р.)

%FDG>FGD4 F4 B5ES7 8<E9DF4Jiї. Дисертацiя складається з анотацiй

українською та англiйською мовами, вступу, чотирьох роздiлiв, розбитих

на пiдроздiли, висновку, списку використаних джерел та додатку, який

мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi про

апробацiю результатiв. Загальний обсяг роботи становить 128 сторiнок.

Обсяг основного тексту дисертацiї — 96 сторiнок. Список використаних

джерел займає 11 сторiнок i налiчує 103 найменування. Додаток займає 5

сторiнок i мiстить список публiкацiй за темою дисертацiї та вiдомостi про

апробацiю результатiв дисертацiї.
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�6’S;B> DB5BF< ; A4G>B6<@< CDB7D4@4@<, C?4A4@<, F9@4@<,

7D4AF4@<. Дисертацiйне дослiдження виконане вiдповiдно до iндивiдуаль-

ного плану аспiранта кафедри диференцiальних та iнтегральних рiвнянь

Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, затвер-

дженого вченою радою механiко-математичного факультету, i в рамках

державної бюджетної дослiдницької наукової теми 21БНН-06 « Виконання

завдань перспективного плану розвитку наукового напряму "Математичнi

науки i природничi науки" » Київського нацiонального унiверситету iменi

Тараса Шевченка (номер державної реєстрацiї 0121U112941).

#D4>F<KA9 ;A4K9AAS BFD<@4A<I D9;G?PF4Fi6. Результати роботи

доповнюють абстрактну теорiю стiйкостi еволюцiйних нескiнченнови-

мiрних систем без єдиностi розв’язку та можуть бути використанi в

подальшому для дослiдження якiсної поведiнки розв’язкiв дисипатив-

них диференцiальних рiвнянь в частинних похiднихь. Одержанi в роботi

результати також можуть мати прикладне значення, зокрема, при дослi-

дженнi стiйкостi граничних режимiв в системах з зовнiшнiми сигналами.

#B8S>4. Автор дисертацiї висловлює щиру подяку своєму науковому

керiвнику — доктору фiзико-математичних наук, професору Капустяну

Олексiю Володимировичу — за постановку розглянутих у дисертацiї за-

дач, постiйну пiдтримку, увагу та допомогу в роботi.
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Цей роздiл присвячений огляду вiдомих результатiв, що стосуються тема-

тики дисертацiї.

Як вже було вiдзначено, 90-тi роки ознаменувалися появою цiлої серiї

методiв дослiдження нелiнiйних систем, якi отримали назву «конструктив-

них» [18]. Зокрема, концепцiя стiйкостi вiд входу до стану (input-to-state

stability, ISS), що була введена Зонтагом в [19] наразi широко використову-

ється для дослiдження властивостей стiйкостi систем керування вiдносно

зовнiшнiх входiв. В зв’язку з цим, важливими є роботи [26, 27], якi дозволя-

ють формалiзувати умови стiйкостi нелiнiйної системи до вхiдних збурень

або, iншими словами, формалiзувати поняття «робастної стiйкостi».

Загальновiдомо, що для лiнiйної стацiонарної системи

ẋ = Ax+Bu, (1.1)

де x ∈ R
n, u ∈ R

m – вектори стану та входу вiдповiдно, гурвiцевська стiй-

кiсть матрицi A (всi власнi вектори матрицi мають вiд’ємнi дiйснi частини)

означає глобальну асимптотичну стiйкiсть при u = 0. Для довiльного (ви-

мiрного) входу u та початкових умов x0 ∈ R
n розв’язок системи можна

зобразити у виглядi

x(t) = eAtx0 +

t∫

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ, τ g 0.

В цьому разi, iснують додатнi константи a та b такi, що |eAt| f ae−bt, t g 0
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i для розв’язкiв системи iснує верхня оцiнка

|x(t)| f ae−bt|x0|+ a

t∫

0

e−b(t−τ)|B||u(τ)|dτ f ae−bt|x0|+ c sup
tg0

|u(t)|, (1.2)

де c = a|B|/b. Як обов’язково випливає з останньої оцiнки, для кожного

|u(t)| → 0 при t → ∞ виконується, що |x(t)| → 0 при t → ∞, а також

обмеженiсть входу u означає обмеженiсть вектора стану x(t). Отримана

оцiнка збiгається з формулюванням стiйкостi оператора входу-виходу лi-

нiйної системи з простору L∞ в простiр L∞ [62]. Iншi критерiї стiйкостi,

подiбнi до «з L∞ в L∞» формулюються в термiнах оператора входу-виходу

наступним чином:

«з L2 в L∞»: |x(t)| f ae−bt|x0|+ c

t∫

0

|u(τ)|dτ,

«з L2 в L2»:

t∫

0

|x(τ)|dτ f a|x0|+ c

t∫

0

|u(τ)|dτ.

Для лiнiйної системи iснування будь-якої з цих оцiнок означає виконання

решти з них, тобто якщо лiнiйна система є асимптотично стiйкою при ну-

льовому входi, то вона має обмеженi розв’язки для будь-якого обмеженого

входу. Iнтуїтивне поширення цiєї властивостi на клас нелiнiйних стацiонар-

них систем виявляється некоректним, як видно з такого прикладу [63]:

ẋ = −3x+ (1 + 2x2)u.

Дана система є глобально асимптотично стiйкою для нульового входу, але

для початкових умов x0 = 2, u(t) = 1 вiдповiдний розв’язок

x(t) = (3− et)/(3− 2et)

прямує до нескiнченностi за скiнченний час. Бiльш того, як видно з насту-
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пного прикладу, для будь-якого сталого входу u(t) g 2 система

ẋ = −x+ xu

є нестiйкою, але як показано в [25] для асимптотично спадного входу, його

розв’язки визначенi для всiх t g 0 i асимптотично прямують до 0 (для

цього достатньо розглянути функцiю Ляпунова V (x) = 1
2x

2), тобто систе-

ма стiйка в сенсi «з L2 в L∞» проте нестiйка в сенсi «з L∞ в L∞». Отже,

виявляється, що для нелiнiйних систем властивiсть глобальної стiйкостi до

зовнiшнiх обмежених i/або затухаючих збурень не випливає з глобальної

(експоненцiальної) стiйкостi за вiдсутностi входiв. Вiдповiдь на питання,

коли нелiнiйна система має стiйкiсть до зовнiшнiх збурень, дає теорiя стiй-

костi систем вiд входу до стану, основнi передумови якої викладенi нижче.

Розглядається нелiнiйна динамiчна система, задана наступним чином

ẋ = f(x, u), (1.3)

або

ẋ = f(x) +G(x)u, (1.4)

де x ∈ R
n – вектор стану, а u ∈ R

m – вектор входу для систем (1.3) та (1.4).

В деяких випадках можна розглядати такi системи з виходом y = h(x),

де h : Rn → R
p. Нехай функцiя f : Rn × R

m → R
n з (1.3) та, вiдповiдно,

функцiї f : Rn → R
n та G : Rn → R

n×m з (1.4) є неперервними та локально

лiпшицевими (неперервно диференцiйовними), f(0, 0) = 0 та, вiдповiдно,

f(0) = 0. Вважається, що керування чи вхiд систем (1.3) та (1.4) є вимiрною

та локально обмеженою функцiєю u : R+ → R
m. Множина всiх функцiй,

що задовольняють умову

∥u∥ = ess sup
tg0

|u(t)| < +∞

позначається як MRm. Символом x(t, x0, u) позначається траєкторiя систе-

ми (1.3) при t g 0 та початковiй умовi x0 ∈ R
n та u ∈ MRm (iнодi, якщо

зрозумiло з контексту, можна використовувати x(t) замiсть x(t, x0, u)). Ва-

жливо визначити робастну стiйкiсть цих систем до входiв, вказати необхi-
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днi та достатнi умови стiйкостi, охарактеризувати цю властивiсть у термi-

нах функцiй Ляпунова та показати зв’язок мiж властивостями глобально

асимптотичної та робастної стiйкостi. Оскiльки система (1.3) є узагальне-

нням системи (1.4), то всi визначення нижче розглядаються для першої

системи, а там, де необхiдно, зробленi спецiальнi посилання на другу.

Понад три десятилiття тому було запропоноване визначення робастної

стiйкостi системи (1.3), сформульоване шляхом узагальнення оцiнки, вста-

новленої для стiйких лiнiйних систем [19]. Для її формулювання необхiдно

спочатку ввести такi класи функцiй порiвняння [63]:

";A4K9AAS 1.0.1. K := {γ : R+ → R+| γ є строго зростаючою, γ(0) =

0},

K∞ := {γ ∈ K| γ є необмеженою},

L := {γ : R+ → R+| γ є неперервною i спадаючою, lim
t→∞

γ(t) = 0},

KL := {β : R2
+ → R+| β(·, t) ∈ K, ∀t g 0, β(r, ·) ∈ L, ∀r > 0}.

";A4K9AAS 1.0.2. Система (1.3) називається стiйкою в сенсi ISS, якщо

для будь-якого входу u ∈ MRm та x0 ∈ R
n iснують функцiї β ∈ KL та

γ ∈ K такi, що

|x(t, x0, u)| f β(|x0|, t) + γ(∥u∥), ∀t g 0. (1.5)

Функцiя γ при цьому називається нелiнiйним пiдсиленням. В силу того,

що для довiльних a, b ∈ R+ має мiсце спiввiдношення max{a, b} f a+ b f

2max{a, b}, можна дати еквiвалентне формулювання властивостi стiйкостi

в сенсi ISS:

|x(t, x0, u)| f max{β(|x0|, t), γ(∥u∥)} (1.6)

для будь-яких x0 ∈ R
n, u ∈ MRm та деяких β ∈ KL, γ ∈ K. Для розв’язкiв

лiнiйної системи (1.1) згадана оцiнка (1.2), очевидно, задовольняє означен-

ня стiйкостi в сенсi ISS при β(s, t) = ase−bt та γ(s) = cs. Функцiї класiв KL

i K дозволяють коротко в загальному виглядi позначити оцiнки розв’язкiв

нелiнiйних систем, як це робиться з використанням лiнiйних пiдсилень i

експоненцiальних оцiнок в лiнiйних системах. Зауважимо, що для можли-

вих застосувань доцiльно визначати бiльш точнi оцiнки стiйкостi в сенсi ISS

для розв’язкiв системи. Залежно вiд системи, для цього може бути зручнi-
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ше використовувати (1.6) замiсть (1.5). Iснує бiльш загальна форма цiєї

визначальної нерiвностi [64], яка особливо корисна при розглядi з’єднань

систем вiд входу до стану, де сигнали бiльш нiж однiєї системи вводяться

в одну систему. Розглянемо розширений опис властивостi ISS та еквiвален-

тнi засоби для його визначення, для чого введемо деякi супутнi властивостi

динамiчних систем.

";A4K9AAS 1.0.3. [23] Система (1.3)

(a) називається 0-локально стiйкою (0-LS), якщо в точцi x0 = 0 для

u = 0 вiдображення x0 → x є неперервним (локально стiйким в сенсi

Ляпунова у початку координат);

(b) має асимптотичне пiдсилення, якщо для будь-яких u ∈ MRm, x0 ∈

R
n iснує функцiя γ ∈ K, нелiнiйний асимптотичний коефiцiєнт системи,

такий що

lim
t→+∞

|x(t, x0, u)| f γ(∥u∥);

(c) має рiвномiрне асимптотичне пiдсилення, якщо верхня границя з

останньої нерiвностi iснує рiвномiрно по x0 та u, тобто iснує функцiя

γ ∈ K така, що ∀ε > 0, ∀κ > 0 ∃T (ε, κ) > 0:

|x0| f κ =⇒ sup
tgT (ε,κ)

|x(t, x0, u)| f γ(∥u∥) + ε;

(d) має граничну властивiсть, якщо для будь-яких u ∈ MRm, x0 ∈ R
n

iснує функцiя ρ ∈ K така, що

inf
tg0

|x(t, x0, u)| f ρ(∥u∥).

Умова (b) останнього означення може бути iнтерпретована як «гранична

обмеженiсть» для всiх розв’язкiв системи рiвномiрно за початковими умо-

вами. Також на цю умову можна дивитися як на розширення умови притя-

гнення на випадок u ̸= 0. Умова (d) передбачає, що для будь-яких початко-

вих умов u ∈ MRm, x0 ∈ R
n їх вiдповiдна траєкторiя системи x(t, x0, u) на-

лежить ρ(∥u∥)-околовi початку координат але не обов’язково залишається

там (за властивiстю граничностi ця траєкторiя може бути необмеженою).

";A4K9AAS 1.0.4. [20] Система (1.3) називається робастно стiйкою,
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якщо iснує функцiя ρ ∈ K∞ така, що з будь-якого допустимого, можливо

нестацiонарного, закону керування зворотнiм зв’язком

u = k(t, x),

який рiвномiрно (по k), глобально, асимптотично стабiлiзує систему

(1.3) випливає, що виконується умова

|k(t, x)| f ρ(|x|) ∀x ∈ R
n та майже всiх t g 0.

Пiд допустимим законом керування зворотним зв’язком розумiємо такий

закон k(t, x), що для x(0) ∈ R
n розв’язок системи

ẋ = f(x, k(t, x))

iснує i визначений, принаймнi для малих t i два такi розв’язки збiгаються

на iнтервалi свого iснування. Функцiя k(t, x) також може представляти як

невраховану динамiку, так i зовнiшнє збурення k(t). У цьому випадку ρ

називається запасом стiйкостi, i, згiдно з визначенням, якщо зовнiшнє збу-

рення k обмежене по амплiтудi запасом стiйкостi ρ, то система зберiгає

стiйкiсть (є асимптотично стiйкою, робастно стiйкою до збурень, обмеже-

них ρ) . Важливiсть i зв’язок зi стiйкiстю в сенсi ISS властивостей, введених

у визначеннях (1.2) i (1.3), пояснюється наступною теоремою.

&9BD9@4 1.0.1. [21, 23] Для системи (1.3) наступнi властивостi еквiва-

лентнi:

– стiйкiсть в сенсi ISS;

– наявнiсть рiвномiрного асимптотичного пiдсилення;

– 0-локальна стiйкiсть та наявнiсть асимптотичного пiдсилення;

– 0-локальна стiйкiсть та наявнiсть граничної властивостi;

– робастна стiйкiсть.

Таким чином, властивiсть стiйкостi в сенсi ISS може бути введена безпо-

середньо через поняття робастної стiйкостi або асимптотичного пiдсилення

за входом. Цi еквiвалентнi визначення дають краще розумiння особливо-

стей стiйкостi в сенсi ISS, якi прихованi в оцiнцi (1.5) для (1.1). Вiдзначимо
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ще одну вiдмiннiсть стiйкостi в сенсi ISS – її iнварiантнiсть до перетворе-

ння координат. Якщо x — вектор стану системи, то, вводячи гомеоморфне

перетворення до нових координат x̂ = S(x), де S – неперервна та iснує не-

перервна функцiя S−1, S(0) = 0, отримуємо, що в нова система координат

x̂ – також стiйка в сенсi ISS iз змiненими функцiями β i γ. Пiдкреслимо, що

загалом будь-яка властивiсть стiйкостi не є незалежною вiд нелiнiйного пе-

ретворення координат. Наприклад, властивiсть експоненцiальної стiйкостi

не є такою [27]. Властивiсть стiйкостi в сенсi ISS та iншi поняття можуть

бути легко узагальненi на iншi типи систем, такi як дискретнi, гiбриднi або

системи iз затримкою, а також на бiльш загальнi класи систем, як показано

в [65–67].

Для аналiзу на стiйкiсть автономних систем (при u = 0) традицiйно

використовується апарат функцiй Ляпунова [68]. Ця властивiсть стiйкостi

передбачає наявнiсть у системи входу. Фундаментальним досягненням пря-

мого методу Ляпунова є можливiсть аналiзувати (асимптотичну) поведiнку

розв’язкiв системи без обчислення власне розв’язкiв як функцiї часу та по-

чаткових умов, що є складно розв’язною проблемою для нелiнiйних систем.

При цьому перевiряються нерiвностi для деяких функцiй вектора стану та

їх похiдних з пiдстановкою функцiй правої частини системи. Даний пiдхiд,

в рамках теорiї дисипативних систем, спочатку було поширено на систе-

ми з входом [69, 70], де для оцiнки розв’язкiв системи використовувалися

нерiвностi, що залежать вiд входу, виходу i стану системи, для похiдних

вiдповiдних додатно визначених функцiй (що мали назву «норми постача-

ння»). Виявляється, що такi й подiбнi до них нерiвностi також дозволяють

визначити якiснi та кiлькiснi характеристики поведiнки розв’язкiв збуре-

них систем без розрахунку власне розв’язкiв у часовiй областi.

";A4K9AAS 1.0.5. [19] Гладка функцiя V : R
n → R+ називається ISS

стiйкою функцiєю Ляпунова, якщо для неї iснують функцiї α1, α2 ∈

K∞, α3, χ ∈ K такi, що мають мiсце спiввiдношення

α1(|x|) f V (x) f α2(|x|) ∀x ∈ R
n,

|x| g χ(|u|) =⇒ Lf(x,u)V (x) f −α3(|x|) ∀x ∈ R
n, u ∈ R

m. (1.7)
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Варто зауважити, що загалом коефiцiєнт пiдсилення χ вiдрiзняється вiд

коефiцiєнта пiдсилення γ, введеного у визначеннi стiйкостi в сенсi ISS. По-

няття динамiчної стiйкостi вiд входу до стану (ISDS), що було введене в [71],

є еквiвалентним поняттю стiйкостi в сенсi ISS та додатково враховує ефект

послаблення впливу попереднiх значень вхiдних даних на поточнi значення

вектора стану. Бiльш того, визначення ISDS та вiдповiдна функцiя ISDS

Ляпунова вводяться таким чином, щоб вiдповiднi коефiцiєнти пiдсилен-

ня спiвпадали. Еквiвалентне визначення ISS-функцiї Ляпунова одержимо,

якщо умову (1.0.5) замiнити на наступну:

DV (x)f(x, u) f θ(|u|)− α(|x|) ∀x ∈ R
n, u ∈ R

m, (1.8)

де функцiї α, θ ∈ K∞.

&9BD9@4 1.0.2. [19, 21] Система (1.3) є стiйкою в сенсi ISS тодi й тiльки

тодi, якщо для неї iснує ISS-функцiя Ляпунова.

Слiд зауважити, що при u = 0 ISS-функцiя Ляпунова звужується до

стандартної функцiї Ляпунова для асимптотично стiйкої системи. Як по-

казано у [72] якщо система має функцiю Ляпунова, то вона також має

гладку «експоненцiйну» функцiю Ляпунова V : Rn → R+ таку, що

α1(|x|) f V (x) f α2(|x|), DV (x)f(x, u) f θ(u)− V (x)

для всiх x ∈ R
n, u ∈ R

m та деяких α1, α2 ∈ K∞, θ ∈ K.

З того часу були розробленi рiзнi методи перевiрки стiйкостi в сенсi ISS

на випадок скiнченновимiрних систем [27, 59, 60]. Також було встановлено,

що метод Ляпунова разом з теоремами слабкого пiдсилення може бути за-

стосований до дослiдження стiйкого керування системою [64, 73–75]. Крiм

систем, визначених звичайними диференцiальними рiвняннями, концепцiя

ISS застосовувалася до гiбридних, комутуючих та iмпульсних систем [76–

78].

Стiйкiсть в сенci ISS на випадок нескiнченновимiрних систем дослiджу-

валася для випадку систем типу реакцiя-дифузiя (reaction-diffusion system,

RDS) [61], а також для систем iз запiзненням [75, 79]. В [33] дослiджу-

валися як локальнi так i глобальнi властивостi стiйкостi в сенсi ISS для
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нескiнченновимiрних систем. Перший основний результат вказаного дослi-

дження полягає в тому, що для абстрактних систем керування за певних

припущень про клас вхiдних функцiй з iснування (локальної чи глобальної)

функцiї ISS-Ляпунова випливає (локальна чи глобальна) стiйкiсть системи

в сенсi ISS. Також введено визначення локальної функцiї ISS-Ляпунова для

випадку нескiнченновимiрних систем та показано, що воно узгоджується зi

стандартним визначенням локальної функцiї ISS-Ляпунова для скiнченно-

вимiрних систем. В згаданому дослiдженнi використовуються методи те-

орiї напiвгруп та розглядаються нескiнченновимiрнi системи, породженi

диференцiальними рiвняннями в абстрактних просторах, а для дослiджен-

ня взаємозв’язкiв в сенсi ISS мiж n пiдсистемами узагальнюється теорема

слабкого пiдсилення для скiнченновимiрних систем [64, 80] на випадок не-

скiнченновимiрних. Ця теорема дозволяє побудувати функцiю Ляпунова

для всього взаємозв’язку, якщо вiдомi функцiї Ляпунова для пiдсистем i

виконується умова слабкого пiдсилення. Наявнiсть зв’язку в сенсi ISS ви-

пливає з iснування для нього функцiї Ляпунова.

Аналогiчним чином можна дослiджувати локальнi властивостi стiйкостi

в сенсi ISS нелiнiйних систем керування [81], але можливий i iнший тип

результатiв, а саме – технiка лiнеаризацiї для нескiнченновимiрних дина-

мiчних систем (без входiв) [82]. В роботi [33] також доведено теорему лiне-

аризацiї для нелiнiйних систем керування над гiльбертовими просторами,

яка надає форму локальної ISS-функцiї Ляпунова для нелiнiйних систем,

у випадку коли лiнiйна апрокимацiя системи є стiйкою в сенсi ISS.

Якiсна поведiнка розв’язкiв еволюцiйної системи без єдиностi розв’язку

вивчається в рамках теорiї глобальних атракторiв. Систематичне вивчен-

ня глобальних атракторiв для випадкiв автономних i неавтономних про-

цесiв розпочалося з роботи [83]. У цiй роботi для перiодичного дифе-

ренцiального рiвняння на площинi з умовою точкової дисипативностi бу-

ло показано, що з iснування глобального атрактора випливає iснування

перiодичного розв’язку. Теорiя глобальних атракторiв нескiнченновимiр-

них систем була започаткована в 70-х роках минулого сторiччя в роботах

O.A. Ladyzhenskaya [84], де вивчалася динамiка двовимiрної системи рiв-

нянь Нав’є-Стокса та в роботах J.K. Hale [85–87], якi стосувалися дослiдже-
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ння якiсної поведiнки розв’язкiв функцiонально-диференцiальних рiвнянь.

В роботi [84] для двовимiрної системи рiвнянь Нав’є-Стокса було доведено

iснування компактного в фазовому просторi глобального атрактора, а та-

кож знайдена перша числова характеристика скiнченновимiрностi динамi-

ки нескiнченновимiрної системи на атракторi – оцiнка числа визначальних

мод.

Важливий вклад в розвиток класичної теорiї глобальних атракторiв зро-

били також M.I. Vishik, R. Temam, I.Д. Чуєшов та їхнi учнi. Окрему увагу

дослiдникiв привертала задача оцiнки розмiрностi глобального атрактора,

оскiльки в разi позитивної вiдповiдi це означало, що поведiнку нескiнченно-

вимiрної еволюцiйної системи з часом можна описати за допомогою скiн-

ченної кiлькостi параметрiв. Сучасний стан класичної теорiї глобальних

атракторiв разом iз застосуваннями до числених задач математичної фiзи-

ки можна знайти в [42, 43, 88]. Разом з тим, розроблена теорiя не дозволяла

розглядати такi задачi, як:

еволюцiнi рiвняння, для яких поряд з глобальною розв’язнiстю невiдо-

мими є результати щодо єдиностi розв’язку задачi Кошi ;

еволюцiйнi включення;

неавтономнi еволюцiнi рiвняння та включення;

стохастично та випадково збуренi еволюцiнi рiвняння та включення.

В зв’язку з цим, вкiнцi минулого сторiччя з’являється ряд робiт вiдомих

математикiв, якi привели до появи нових напрямкiв в теорiї глобальних

атракторiв нескiнченновимiрних динамiчних систем:

теорiя m-напiвпотокiв, розроблена в роботах В.С. Мельника [89] та зна-

йшла свiй розвиток i застосування до еволюцiйних включень i еволюцiйних

рiвнянь без єдиностi розв’язку в роботах його учнiв J. Valero та О.В. Ка-

пустяна [90];

теорiя узагальнених потокiв, розроблена J.M. Ball спецiально для дослi-

дження тривимiрної системи рiвнянь Нав’є-Стокса, i яка згодом була ним

успiшно застосована до автономного гiперболiчного рiвняння з дисипацiєю

[91];

теорiя дисперсних динамiчних систем D.N. Cheban та Д.С. Факiх, яка

в силу досить жорстких обмежень краще cлугувала для дослiдження скiн-
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ченновимiрних еволюцiйних об’єктiв без єдиностi [92];

теорiя траєкторних атракторiв, незалежно розроблена G.R. Sell,

M.I. Vishik та V.V. Chepyzhov i дозволила дослiджувати еволюцiйнi рiв-

няння без єдиностi (зокрема, i тривимiрну систему рiвнянь Нав’є-Стокса)

шляхом виходу з фазового простору в простiр траєкторiй, на якому дiє

класична напiвгрупа зсувiв [44, 88].

Слiд вiдзначити, що перша робота, присвячена робастнiй стiйкостi гло-

бального атрактору вiдносно збурень [35] була опублiкована в 2020 роцi i

розглядала найпростiший випадок параболiчного дисипативного рiвняння

з гладкою нелiнiйнiстю. В данiй роботi буде розглянуто значно ширший

клас задач, що включає в себе згаданi вище еволюцiйнi системи без єдино-

стi. При цьому будемо суттєво використовувати конструкцiї i результати

теорiї м-напiвпотокiв i м-напiвпроцесiв та їх атракторiв.
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1.1 �<EAB6>< 8B DB;8i?G 1

Цей роздiл є допомiжним i не мiстить нових результатiв.

У ньому викладено основнi поняття i сформульовано вiдомi результати,

що стосуються тематики дисертацiї i свiдчать про актуальнiсть i новизну

задач, якi дослiджуються в дисертацiйнiй роботi.
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Даний пiдроздiл носить допомiжний характер. Переважна частина згада-

них тут результатiв мiститься в [41, 90, 93–95].

Нехай (X, ρ) – повний метричний простiр.

";A4K9AAS 2.1.1. Вiдображення G : R+ ×X 7→ P (X) називається мно-

гозначним напiвпотоком (m-напiвпотоком) на X, якщо:

1) G(0, x) = x ∀x ∈ X;

2) G(t+ s, x) ¢ G(t, G(s, x)) ∀t, s g 0, ∀x ∈ X.

При цьому, якщо в другiй умовi має мiсце рiвнiсть, то m-напiвпотiк G

називається строгим.

";A4K9AAS 2.1.2. Множина A ¢ X називається притягуючою для m-

напiвпотоку G, якщо для будь-яких ε > 0, B ∈ β(X) ∃T = T (ε, B) таке,

що G(t, B) ¢ Oε(A), ∀t g T , тобто виконується

dist(G(t, B), A) → 0, t→ +∞. (2.1)

Для фiксованої множини B ¢ X та s ∈ R+ задамо наступнi множини:

γs(B) =
⋃
tgs

G(t, B), ω(B) =
⋂
sg0

clX(γs(B)).
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";A4K9AAS 2.1.3. Множина ω(B) називається ω-граничною множиною

множини B.

";A4K9AAS 2.1.4. m-напiвпотiк G називається асимптотично компа-

ктним, якщо для кожного B ∈ β(X) ∃A(B) ∈ K(X) така, що

dist(G(t, B), A(B)) → 0, t→ +∞ в X. (2.2)

Було встановлено [90], що за умови

∀B ∈ β(X) ∃T = T (B) :
⋃
tgT

G(t, B) ∈ β(X)

m-напiвпотiк G є асимптотично компактним тодi й лише тодi, коли

∀B ∈ β(X), ∀tn · +∞

будь-яка послiдовнiсть ξn ∈ G(tn, B) є предкомпактною.

";A4K9AAS 2.1.5. Множина Θ ¢ X називається глобальним атракто-

ром m-напiвпотоку G, якщо:

1) Θ є притягуючою множиною;

2) Θ є напiвiнварiантною множиною, тобто Θ ¢ G(t,Θ) ∀t g 0;

3) Θ є мiнiмальною притягуючою множиною, тобто для довiльної

притягуючою множини Y виконується Θ ¢ clXY .

";A4K9AAS 2.1.6. Припустимо, що m-напiвпотiк G : R+ × X 7→ P (X)

має компактний, iнварiантний глобальний атрактор Θ. Тодi Θ називає-

ться стiйким, якщо ∀ε > 0 ∃δ > 0 таке, що

G(t, Oδ(Θ)) ¢ Oε(Θ) ∀t ∈ R+.

З [90] (теореми 2.12–2.22, с.22–29) випливає наступна теорема.

&9BD9@4 2.1.1. I) Нехай m-напiвпотiк G задовольняє наступним умо-

вам:

1) ∃B0 ∈ β(X) ∀B ∈ β(X) ∃T = T (B) ∀t g T G(t, B) ¢ B0;

2) G є асимптотично компактним;

3) для довiльних t g 0 вiдображення X ∋ x 7→ G(t, x) має замкнений

графiк.
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Тодi множина

Θ =
⋃

B∈β(X)

ω(B) = ω(B0) (2.3)

є компактним глобальним атрактором для G, причому Θ єдиний i ма-

ксимальний в класi обмежених напiвiнварiантних множин.

II) Якщо G задовольняє 1)–3) та є строгим, то Θ iнварiантний, тобто

Θ = G(t,Θ) ∀t g 0.

III) Якщо G задовольняє 1)–3) i, крiм того, ∀t g 0 вiдображення x 7→

G(t, x) є напiвнеперервним зверху [96], зв’язнозначним i множина B0 –

зв’язна, то й Θ – зв’язна.

IV) Нехай G має компактний, iнварiантний глобальний атрактор Θ i

виконана умова:

якщо yn ∈ G(tn, xn), tn → t0, xn → x0,

то по пiдпослiдовностi yn → y0 ∈ G(t0, x0).

Тодi атрактор Θ – стiйкий.

При дослiдженнi структури атрактора важливим є поняття траєкторiї.

";A4K9AAS 2.1.7. Вiдображення ϕ : R+ 7→ X називається траєкторiєю

m-напiвпотоку G, якщо

ϕ(t+ s) ∈ G(t, ϕ(s)) ∀s g 0, ∀t g 0.

";A4K9AAS 2.1.8. Вiдображення ϕ : R 7→ X називається повною трає-

кторiєю m-напiвпотоку G, якщо

ϕ(t+ s) ∈ G(t, ϕ(s)) ∀s ∈ R, ∀t g 0.

Нехай для будь-яких t ∈ R+, x ∈ X m-напiвпотiк G має наступну стру-

ктуру

G(t, x) = {ϕ(t)| ϕ(·) – траєкторiя G, ϕ(0) = x}. (2.4)

�9@4 2.1.1. ([90], лема 2.25, с.31) Нехай m-напiвпотiк G має глобальний

атрактор Θ, задовольняє (2.4), а також наступну умову: для кожної
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траєкторiї ϕn(·) ∈ G(·, xn) при xn → x iснує послiдовнiсть така, що

ϕn(t) → ϕ(t) ∈ G(t, x) ∀t ∈ R+.

Тодi глобальний атрактор Θ складається з повних обмежених траєкто-

рiй m-напiвпотоку G, тобто

Θ = {ψ(0)| ψ(·) – повна обмежена траєкторiя G} =

=
⋃
t∈R

{ψ(t)| ψ(·) – повна обмежена траєкторiя G}. (2.5)

�9@4 2.1.2. ([90], лема 2.27, с.33) Нехай m-напiвпотiк G строгий, задо-

вольняє умову (2.4) та iснує притягуюча множина B0 ∈ β(X), тобто

∀B ∈ β(X) ∃T = T (B) така, що

G(t, B) → B0 при t→ +∞.

Тодi виконується (2.5).

2.2  AB7B;A4KAi A4Ci6CDBJ9E<, ?B>4?PA4 EFi=-

>iEFP 6i8 6IB8G 8B EF4AG F4 6?4EF<6iEFP

4E<@CFBF<KAB7B Ci8E<?9AAS

Нехай Σ – деякий повний метричний простiр, на якому заданоm-напiвпотiк

{T (h) : Σ 7→ P (Σ)}hg0.

";A4K9AAS 2.2.1. Sσ : Rd ×X 7→ P (X) називають сiм’єю многозначних

процесiв (МП), якщо ∀σ ∈ Σ виконанi умови:

1) Sσ(τ, τ, x) = x ∀x ∈ X, ∀τ ∈ R,

2) Sσ(t, τ, x) ¦ Sσ(t, s, Sσ(s, τ, x)) ∀t g s g τ ∀x ∈ X,

3) Sσ(t+ h, τ + h, x) ¦ ST (h)σ(t, τ, x),

де для A ¢ X, B ¢ Σ SB(t, s, A) =
⋃
σ∈B

⋃
x∈A

Sσ(t, s, x).

При цьому, якщо в умовах 2), 3) має мiсце рiвнiсть, то сiм’ю МП {Sσ| σ ∈

Σ} називають строгою.
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";A4K9AAS 2.2.2. Вiдображення S : R+d × X 7→ P (X), що задовольняє

умови 1)-3) попереднього означення для довiльних t g τ g 0 називається

многозначним напiвпроцесом (МНП).

Розглянемо сiм’ю МП {Sσ| σ ∈ Σ} та вiдображення SΣ : R+d × X 7→

P (X), що задається наступним чином:

SΣ(t, τ, x) =
⋃

σ∈Σ

Sσ(t, τ, x).

";A4K9AAS 2.2.3. Множина A ¢ X називається рiвномiрно притягую-

чою для сiм’ї МП {Sσ| σ ∈ Σ}, якщо для довiльних τ ∈ R, B ∈ β(X)

dist(SΣ(t, τ, B), A) → 0, t→ +∞,

тобто ∀ε > 0, τ ∈ R, B ∈ β(X) iснує T = T (τ, ε, B) таке, що

SΣ(t, τ, B) ¢ Oε(A) ∀t g T.

Для B ¢ X та (s, τ) ∈ Rd означимо наступнi множини

γτs,σ(B) =
⋃

tgs

Sσ(t, τ, B),

γτs,Σ(B) =
⋃

tgs

SΣ(t, τ, B),

ωΣ(τ, B) =
⋂

sgτ

clX(γ
τ
s,Σ(B)).

Зрозумiло, що ωΣ(τ, B) =
⋂
sgp

clX(γ
τ
s,Σ(B)) ∀p g τ .

";A4K9AAS 2.2.4. Сiм’я МП {Sσ| σ ∈ Σ} називається рiвномiрно асим-

птотично компактною, якщо для довiльних τ ∈ R, B ∈ β(X) iснує мно-

жина A(B) ∈ K(X) така, що

Sσ(t, τ, B) → A(B), t→ +∞ в X.

Вiдомо [97], що якщо ∀τ ∈ R, ∀B ∈ β(X) ∃T = T (τ, B, така, що
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γτT,Σ(B) ∈ β(X), то умова рiвномiрної асимптотичної компактностi еквi-

валентна наступнiй:

∀τ ∈ R, ∀B ∈ β(X), ∀tn · ∞

будь-яка послiдовнiсть ξn ∈ SΣ(tn, τ, B) є предкомпактною.

";A4K9AAS 2.2.5. Множина ΘΣ ¢ X називається рiвномiрним глобаль-

ним атрактором сiм’ї МП {Sσ| σ ∈ Σ}, якщо:

1) ΘΣ – рiвомiрно притягуюча множина;

2) для довiльної рiвномiрно притягуючої множини Y виконується ΘΣ ¢

clXY.

";A4K9AAS 2.2.6. Глобальний атрактор ΘΣ ¢ X називається iнва-

рiантним (напiвiнварiантним) вiдносно сiм’ї МП {Sσ| σ ∈ Σ}, якщо

∀(t, τ) ∈ Rd

ΘΣ = SΣ(t, τ,ΘΣ) (ΘΣ ¢ SΣ(t, τ,ΘΣ)).

";A4K9AAS 2.2.7. Нехай ΘΣ – компактний, iнварiантний глобальний

атрактор сiм’ї МП {Sσ| σ ∈ Σ}. Кажуть, що ΘΣ є стiйким, якщо

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀(t, τ) ∈ Rd

SΣ(t, τ, Oδ(ΘΣ)) ¢ Oε(ΘΣ).

Подальшi достатнi умови iснування атрактора випливають з ([98], тео-

реми 22-25), ([97], теореми 2.2-2.10), проте в [98] формула (2.6) доведена

при бiльш жорстких припущеннях, а m-напiвпотiк T (h) вважається визна-

ченим ∀h ∈ R.

&9BD9@4 2.2.1. I) Нехай сiм’я МП {Sσ| σ ∈ Σ} задовольняє умови:

1) ∃B0 ∈ β(X) ∀B ∈ β(X), ∀τ ∈ R ∃T = T (τ, B)

SΣ(t, τ, B) ¢ B0 ∀t g T ;

2) {Sσ| σ ∈ Σ} є рiвномiрно асимптотично компактною.
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Тодi {Sσ| σ ∈ Σ} має компактний глобальний атрактор

ΘΣ =
⋃

τ∈R

⋃

B∈β(X)

ωΣ(τ, B) = ωΣ(0, B0) = ωΣ(τ, B0) ∀τ ∈ R. (2.6)

II) Якщо {Sσ| σ ∈ Σ} задовольняє 1), 2), {T (h) : Σ 7→ P (Σ)}hg0 є

асимптотично компактним i ∀t g τ вiдображення

(x, σ) 7→ Sσ(t, τ, x) (2.7)

має замкнений графiк, то ΘΣ є напiвiнварiантним.

Якщо, крiм того, Σ – компакт, {T (h) : Σ 7→ Σ}hg0 – неперервна напiв-

група, ∀h g 0 T (h)Σ = Σ i в умовах 2), 3) означення 2.2.1 мають мiсце

рiвностi, то ΘΣ є iнварiантним.

III) Якщо {Sσ| σ ∈ Σ} задовольняє 1), 2), Σ – зв’язний метричний

простiр, {T (h) : Σ 7→ P (Σ)}hg0 є асимптотично компактним i ∀t g

τ вiдображення (2.7) є напiвнеперервним зверху i зв’язнозначним, B0 –

зв’язна множина, то ΘΣ – зв’язна множина.

IV) Якщо {Sσ| σ ∈ Σ} має компактний, iнварiантний атрактор ΘΣ i

виконана умова:

якщо yn ∈ SΣ(tn, τ, xn), tn → t0, xn → x0, (2.8)

то по пiдпослiдовностi yn → y0 ∈ SΣ(t0, τ, x0), (2.9)

то ΘΣ – стiйкий.

!4E?i8B> 2.2.1. Якщо для сiм’ї МП {Sσ| σ ∈ Σ} виконується:

1) ∀h g 0 T (h)Σ = Σ;

2) ∀(t, τ) ∈ Rd, ∀h g 0, ∀σ ∈ Σ, ∀x ∈ X

Sσ(t+ h, τ + h, x) = ST (h)σ(t, τ, x),

то умови пункту I) теореми 2.2.1 достатньо перевiрити для τ = 0.

Якщо, крiм того, {T (h) : Σ 7→ Σ}hg0 – однозначна напiвгрупа, то всi

умови теореми 2.2.1 достатньо перевiрити для τ = 0.

В еволюцiйних задачах без єдиностi многозначнi напiвпотоки та напiв-
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процеси будуються на основi поняття розв’язку, що дає бiльше iнформацiї

про структуру вiдповiдного многозначного вiдображення i, тим самим, ро-

бить умови теорем бiльш конструктивними.

Розглянемо абстрактну еволюцiйну (автономну) систему, що характери-

зується нормованим фазовим простором (X, ∥ · ∥) та сiм’єю вiдображень

(розв’язкiв) K ¢ C([0,+∞);X) таких, що задовольняють наступнi умови:

(K1) ∀x ∈ X ∃ϕ ∈ K така що ϕ(0) = x;

(K2) ϕτ(·) := ϕ(·+ τ) ∈ K, ∀τ g 0, ∀ϕ ∈ K.

Якщо розглянути сiм’ю розв’язкiв K (незбуреної) еволюцiйної системи,

що задовольняють властивостi (K1), (K2), то отримаємо вiдображення G :

R+ ×X 7→ 2X ,

G(t, x) = {ϕ(t) | ϕ ∈ K, ϕ(0) = x},

що задовольняє напiвгрупову властивiсть:

G(0, x) = x, G (t+ s, x) ¢ G (t, G(s, x)), ∀x ∈ X , ∀t, s g 0,

а отже, є м-напiвпотоком в сенсi означення (2.1.1).

Бiльш того, можна стверджувати, що

ϕ(t+ s) ∈ G(t, ϕ(s)), ∀ϕ ∈ K, ∀t, s g 0.

Додатково будемо вимагати виконання умови

(K3) ∀ϕ1, ϕ2 ∈ K таких, що ϕ2(0) = ϕ1(s) функцiя

ϕ(t) =

{
ϕ1(t), 0 f t f s,

ϕ2(t− s), t > s

належить до K.

Тодi напiвпотiк G є строгим, тобто,

G(t+ s, x) = G(t, G(s, x)).

Має мiсце наступна лема.

�9@4 2.2.1. [41] Припустимо, що виконуються умови (K1)–(K3) а та-

кож наступнi умови

(G1) iснує обмежена множина B0 ¢ X така, що для будь-якої обме-
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женої B ¢ X ∃T = T (B) ∀t g T G(t, B) ¢ B0 (дисипативнiсть),

(G2) ∀tn · ∞, для будь-якої обмеженої B ¢ X, ∀ξn ∈ G(tn, B) послi-

довнiсть {ξn} є передкомпактною (асимптотична компактнiсть),

(G3) ∀t > 0, ∀xn → x0, ∀ξn ∈ G(t, xn), ξn → ξ0 виконується: ξ0 ∈

G(t, x0) (замкненiсть графiка).

Тодi m-напiвпотiк G має iнварiантний глобальний атрактор Θ, тоб-

то,

Θ = G(t,Θ) ∀t g 0.

Бiльше того, якщо виконана умова

(G4) ∀tn → t0 g 0, ∀xn → x0, ∀ξn ∈ G(tn, xn) по послiдовностi ξn →

ξ0 ∈ G(t0, x0),

то Θ є стiйким в сенсi (2.15).

Нехай дана еволюцiйна система зазнає збурень d ∈ D, де множина D

задовольняє властивiсть

(D) D ¦ L∞(R+), 0 ∈ D, D є трансляцiйно-iнварiантною, тобто,

dh(·) = d(·+ h) ∈ d, ∀h g 0, ∀d(·) ∈ D.

Позначимо якKτ
d ¢ C([τ,+∞);X) сiм’ю вiдображень, для яких виконанi

наступнi умови:

(S1) ∀x ∈ X, ∀τ g 0, ∀d ∈ D ∃ϕ ∈ Kτ
d : ϕ(τ) = x,

(S2) ϕ|[s,+∞) ∈ Ks
d, ∀ϕ ∈ Kτ

d , ∀s g τ ,

(S3) ϕ(·+ h) ∈ Kτ
d(·+h), ∀ϕ ∈ Kτ+h

d , ∀h g 0.

Позначимо як {Sd : R
2
g ×X 7→ 2X}d∈D, де R

2
g = {(t, s)| t g s g 0}, сiм’ю

многозначних вiдображень

Sd(t, τ, x) := {ϕ(t)| ϕ ∈ Kτ
d , ϕ(τ) = x}. (2.10)

Тодi вiдомо [50], що {Sd}d∈D породжує сiм’юm-напiвпроцесiв, тобто, ∀d ∈

D, ∀t g s g τ g 0, ∀x ∈ X, ∀h g 0

Sd(t, τ, x) = x,

Sd(t, τ, x) ¢ Sd(t, s, Sd(s, τ, x)),
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Sd(t+ h, τ + h, x) ¢ Sd(·+h)(t, τ, x).

Легко переконатися, що {Sd}d∈D задовольняє властивiсть коциклу:

Sd(t+ h, 0, x) ¢ Sd(t+ h, h, Sd(h, 0, x)) ¢ Sd(·+h)(t, 0, Sd(h, 0, x)),

i ∀ϕ ∈ Kτ
d

ϕ(t) ∈ Sd(t, s, ϕ(s)).

Зокрема, ∀ϕ ∈ K0
d , ∀t, h g 0

ϕ(t+ h) ∈ Sd(t+ h, h, ϕ(h)) ¢ Sd(·+h)(t, 0, ϕ(h)). (2.11)

(S4) Бiльше того, якщо ∀s g τ, ∀ψ ∈ Kτ
d , ∀ϕ ∈ Ks

d з ψ(s) = ϕ(s)

функцiя

Θ(p) =

{
ψ(p), p ∈ [τ, s],

ϕ(p), p g s

належить Kτ
d , то має мiсце включення Sd(t, τ, x) ¢ Sd(t, s, Sd(s, τ, x)).

(S5) Якщо ∀h g 0, ∀ϕ ∈ Kτ
d(·+h) виконується ϕ(· − h) ∈ Kτ+h

d , то має

мiсце включення Sd(t+ h, τ + h, x) ¢ Sd(·+h)(t, τ, x).

Отже, за виконання умов (D), (S1)–(S5) для сiм’ї напiвпроцесiв {Sd}d∈D

є строгим, тобто,

Sd(t, τ, x) = Sd(t, s, Sd(s, τ, x)),

Sd(t+ h, τ + h, x) = Sd(·+h)(t, τ, x),

Sd(t+ h, 0, x) = Sd(·+h)(t, 0, Sd(h, 0, x)).

Зокрема, у випадку незбуреної системи (d ≡ 0)

S0(t+ h, 0, x) = S0(t, 0, S0(h, 0, x)),

а отже S0 є строгим m-напiвпотоком.

Подальше дослiдження буде стосуватися властивостi стiйкостi {Sd}d∈D

вiдносно глобального атрактора Θ m-напiвпотоку G незбуреної системи,
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тобто,

G(t, x) := S0(t, 0, x).

�9@4 2.2.2. Припустимо, що G : R+ × X 7→ 2X є строгим m-

напiвпотоком, що має iнварiантний стiйкий глобальний атрактор Θ.

Також припустимо, що виконана умова

∀B ∈ β(X) множина
⋃

tg0

G(t, B) є обмеженою. (2.12)

Тодi ∃β ∈ KL ∀x ∈ X, ∀t g 0

∥G(t, x)∥Θ f β(∥x∥Θ, t). (2.13)

Доведення. Спочатку покажемо, що ∃α ∈ K∞ така, що

∀x ∈ X, ∀t g 0 ∥G(t, x)∥Θ f α(∥x∥Θ). (2.14)

В силу властивостi стiйкостi маємо

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀t g 0 G(t, Oδ(Θ)) ¢ Oε(Θ) (2.15)

Користуючись (2.15), позначимо

δ̄(ε) :=

{
0, ε = 0,

sup δ, (ε, δ) задовольняє (2.15).

Тодi δ̄(ε) > 0, ε > 0, δ̄(0) = 0, δ̄ є зростаючою, але не обов’язково непе-

рервною. Отже, визначимо для будь-якого κ ∈ (0, 1)

ξ(ε) :=





κ
ε∫
0

δ̄(s) ds, ε ∈ [0, 1],

κ

ε

ε∫
0

δ̄(s) ds, ε > 1.

Тодi ξ ∈ K i ∀ε > 0 ξ(ε) f κδ̄(ε) < δ̄(ε). Доведемо що ξ ∈ K∞. Для цього
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досить показати, що δ̄(ε) → ∞ при ε→ ∞, тобто,

∀R > 0 ∃r ∀ε > r : δ̄(ε) > R.

Припустимо протилежне:

∃R0 > 0 ∀r ∃ε > r : δ̄(ε) f R0. (2.16)

В силу припущення (2.12) ∃r0 ∀ε > r0

G(t, OR0+1(Θ)) ¢ Oε(Θ) ∀t g 0,

отже, δ̄(ε) g R0 + 1, що суперечить (2.16). Тепер виберемо

α(r) = ξ−1(r).

Тодi ∀x ∈ X пiдставимо у (2.15) ε = α(∥x∥Θ). Таким чином, ∥x∥Θ < δ̄(ε) i

∀t g 0

∥G(t, x)∥Θ < ε = α(∥x∥Θ).

В силу (Θ2) ∀r > 0, ∀x ∈ X : ∥x∥Θ f r i ∀η > 0

∃T = T (η, r) > 0 ∀t g T ∥G(t, x)∥Θ < η. (2.17)

Введемо функцiї

T (η, r) = inf T (η, r), (η, r) задовольняє (2.17),

Wr(η) =
r

η

∫ η

η
r

T̄ (s, r)ds+
r

η
,

Ur = W−1
r ,

ψ(r, s) = min{α(r), inf
ρ>r

Uρ(s)}.

Пiсля цього можна повторити без змiн аргументи з [63, p. 665] i одержати

(2.13) з

β(r, s) =

∫ r+1

r

ψ(λ, s) dλ+
r

(r + 1)(s+ 1)
.
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Лема доведена.

Формулювання леми (2.2.2) дозволяє довести основний результат сто-

совно локальної стiйкостi для абстрактних систем, викладений в наступнiй

теоремi.

&9BD9@4 2.2.2. Припустимо, що m-напiвпотiк S0 породжений сiм’єю

вiдображень K, задовольняє властивостi (K1), (K2), S0 є строгим, має

компактнi значення та стiйкий iнварiантний глобальний атрактор Θ.

Крiм того, iснує локально обмежена функцiя c : R+ → R+ така, що

∀r > 0, ∀t g 0

∥x1∥ f r, ∥x2∥ f r ⇒ dist(S0(t, 0, x1), S0(t, 0, x2)) f ec(r)t∥x1 − x2∥.

(2.18)

Припустимо, що {Sd}d∈D – сiм’я m-напiвпроцесiв, що задовольняє (D),

(S1)–(S3), де d ∈ D – збурення початкої системи S0.

Припустимо, що ∃σ ∈ K, iснує неперервна функцiя b : R2
+ → R+ така,

що ∀r > 0 lim
t→0+

b(r,t)
t

<∞ i ∀t g 0

∥d∥∞ f r, ∥x∥ f r ⇒ dist(Sd(t, 0, x), S0(t, 0, x)) f b(r, t)σ(∥d∥∞). (2.19)

Припустимо, що

∀r > 0 множина
⋃

tg0

⋃

∥d∥∞fr

⋃

∥x∥fr

Sd(t, 0, x) є обмеженою. (2.20)

Тодi {Sd}d∈D є локально стiйкою в сенсi ISS вiдносно атрактора Θ,

тобто, виконується

∥x∥Θ f r, ∥d∥∞ f r ⇒ ∀t g 0 ∥Sd(t, 0, x)∥Θ f β(∥x∥Θ, t) + γ(∥d∥∞),

(2.21)

де ∥d∥∞ = ess sup
tg0

|d(t)|.

Доведення. Спочатку покажемо, що ∀r > 0 ∃ψ, ψ, α ∈ K, iснує лiпшицева
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неперервна функцiя V з константою Лiпшиця що дорiвнює 1 така, що

ψ(∥x∥Θ) f V (x) f ψ(∥x∥Θ) ∀∥x∥Θ f r, (2.22)

V̇0(x) := lim
t→0+

1

t
dist(V (S0(t, 0, x)), V (x)) f −α(∥x∥Θ) ∀∥x∥Θ f r, (2.23)

де тут i надалi для A ¢ X, V (A) =
⋃
a∈A

V (a).

Для цього виберемо функцiю β з властивостi (2.13), зафiксуємо r0 > 0 а

також ∀ε > 0 нехай функцiя T = T (r0, ε) така, що

β(r0, t) f ε ∀t g T. (2.24)

Поставимо

V ε(x) := e−(c0+c)T sup
tg0

(ectηε(∥S0(t, 0, x)∥Θ)), ∥x∥Θ < r0,

де c0 = c(r0) взято з (2.18), c > 0 фiксоване протягом усього доведення

теореми, ηε(r) := max{0, r − ε}. В силу (2.24)

V ε(x) = e−(c0+c)T sup
t∈[0,T ]

(ectηε(∥S0(t, 0, x)∥Θ)).

Використовуючи елементарнi властивостi ηε:

ηε(r) f r, |ηε(r1)− ηε(r2)| f |r1 − r2|,

отримуємо такi властивостi V ε:

V ε(x) f e−c0T sup
t∈[0,T ]

ηε(∥S0(t, 0, x)∥Θ) f β(∥x∥Θ, 0), ∀∥x∥Θ f r0
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та

|V ε(x)− V ε(y)| f e−(c0+c)T

× sup
t∈[0,T ]

|ectηε(∥S0(t, 0, x)∥Θ)− ectηε(∥S0(t, 0, y)∥Θ)|

f e−c0T sup
t∈[0,T ]

|∥S0(t, 0, x)∥Θ)− ∥S0(t, 0, y)∥Θ)|

f e−c0T sup
t∈[0,T ]

dist (S0(t, 0, x), S0(t, 0, y))

f e−c0Tec0T∥x− y∥

= ∥x− y∥, ∀ ∥x∥Θ f r0, ∀ ∥y∥Θ f r0.

Тут використовується нерiвнiсть

dist (A,B) f dist (A,C) + dist (C,B)

з A = S0(t, 0, x), B = Θ, C = S0(t, 0, y).

В силу компактностi Θ маємо, що ∀∥x∥Θ < r0

∥x∥Θ = inf
ξ∈Θ

∥x− ξ∥ = ∥x− ξ0∥, ξ0 ∈ Θ.

Тепер, в силу (2.18)

dist (S0(t, 0, x), S0(t, 0, ξ0)) f ec0t∥x− ξ0∥.

Iнварiантнiсть Θ означає включення

S0(t, 0, ξ0) ¢ Θ.

Тому,

dist (S0(t, 0, x), S0(t, 0, ξ0)) g ∥S0(t, 0, x)∥Θ.

Отже, iз строгої нерiвностi ∥x∥Θ < r0 отримуємо, що при достатньо малих

τ > 0

∥S0(τ, 0, x)∥ < r0.
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Тодi ∀ϕ ∈ K : ϕ(0) = x, в силу строгостi S0 отримуємо:

V ε(ϕ(τ)) = e−(c0+c)T sup
tg0

(ectηε(∥S0(t, 0, ϕ(τ))∥Θ))

f e−(c0+c)T sup
tg0

(ectηε(∥S0(t+ τ, 0, x)∥Θ))

f e−cτV ε(x) для достатньо малих τ > 0.

В силу компактностi S0(t, 0, x) виводимо: для достатньо малих τ >

0 ∃ϕ ∈ K, ϕ(0) = x така, що

dist (V ε(S0(τ, 0, x)), V
ε(x)) = V ε(ϕ(τ))− V ε(x) f (e−cτ − 1)V ε(x).

Отже,

V̇ ε
0 (x) := lim

t→0+

1

t
dist(V ε(S0(t, 0, x)), V

ε(x)) f −cV ε(x), ∥x∥Θ < r0.

Тепер, для будь-яких ∥x∥Θ f r0, покладемо

V (x) :=
∞∑

k=1

2−kV
1
k (x).

Тодi, з попереднiх аргументiв отримаємо, що

V (x) f β(∥x∥Θ, 0), ∥x∥Θ f r0,

|V (x)− V (y)| f ∥x− y∥, ∥x∥Θ f r0, ∥y∥Θ f r0,

∀ϕ ∈ K, ϕ(0) = x для достатньо малих τ > 0

V (ϕ(τ)) f e−cτV (x), i, отже,

dist (V (S0(τ, 0, x)), V (x)) f (e−cτ − 1)V (x).

Таким чином,

V̇0(x) f −cV (x), ∥x∥Θ < r0.
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Бiльше того, нерiвнiсть

sup
tg0

(
ectη 1

k
(∥S0(t, 0, x)∥Θ)

)
g η 1

k
(∥x∥Θ)

означає, що

V (x) g
∞∑

k=1

2−ke−(c0+c)T ( 1
k
)η 1

k
(∥x∥Θ), ∥x∥Θ f r0.

Остаточно, позначивши

ψ(r) = β(r, 0) + r,

ψ(r) =
∞∑

k=1

2−ke−(c0+c)T ( 1
k
)η 1

k
(r),

α(r) = cψ(r),

ми отримуємо (2.22),(2.23).

Тодi ∀∥x∥Θ < 1, ∀d ∈ D : ∥d∥∞ f 1, ∀ϕ ∈ K0
d : ϕ(0) = x, розглянемо

для t > 0 верхню праву похiдну Дiнi [99]

D
+
V (ϕ(t)) = lim

τ→0+

1

τ
(V (ϕ(t+ τ))− V (ϕ(t))).

Вiдповiдно до властивостi (2.11)

ϕ(t+ τ) ∈ Sd(t+ τ, 0, x) ¢ Sd(·+t)(τ, 0, ϕ(t)).

З властивостi (2.20), для деякого r0 > 0, ∥ϕ(t)∥ < r0 ∀t g 0. Зафiксу-

ємо r0 з усiх попереднiх аргументiв. Отже, зважаючи на (2.19), можемо

написати

V (ϕ(t+ τ))− V (ϕ(t)) f dist (V (Sd(·+t)(τ, 0, ϕ(t))), V (ϕ(t)))

f dist
(
V (Sd(·+t)(τ, 0, ϕ(t))), V (S0(τ, 0, V (Sd(·+t)(τ, 0, ϕ(t)))))

)

+ dist (V (S0(τ, 0, V (Sd(·+t)(τ, 0, ϕ(t))))), V (ϕ(t)))

f b(r0, τ)σ(∥d∥∞) + (e−cτ − 1)V (ϕ(t)).
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Це означає, що

D
+
V (ϕ(t)) f −cV (ϕ(t)) + bσ(∥d∥∞), ∀t > 0, (2.25)

де b = lim
τ→0+

b(r0,τ)
τ

.

Використовуючи властивостi верхньої межi, з (2.25) отримаємо наступне:

D
+ (
V (ϕ(t))ect

)
f −D

+

(
−
bσ(∥d∥∞)

c
ect

)
,

D
+

(
V (ϕ(t))ect −

bσ(∥d∥∞)

c
ect

)
f 0. (2.26)

Тодi нерiвнiсть (2.26) означає (див. [99]), що

V (ϕ(t))ect −
bσ(∥d∥∞)

c
ect f V (x)−

bσ(∥d∥∞)

c
, ∀t g 0.

Отже,

V (ϕ(t)) f V (x)e−ct +
b

c
σ(∥d∥∞), ∀t g 0.

Отсаточно,

ψ(∥ϕ(t)∥Θ) f ψ(∥x∥Θ)e
−ct +

b

c
σ(∥d∥∞),

∥ϕ(t)∥Θ f ψ−1(ψ(∥x∥Θ)e
−ct +

b

c
σ(∥d∥∞)) f

f
1

2
ψ−1

(
2ψ(∥x∥Θ)e

−ct
)
+

1

2
ψ−1

(
2b

c
σ(∥d∥∞)

)
. (2.27)

Якщо позначити

β(r, s) :=
1

2
ψ−1

(
2ψ(∥x∥Θ)e

−cs
)
,

γ(r) :=
1

2
ψ−1

(
2b

c
σ(r)

)
,

то з нерiвностi 2.27 випливає необхiдна локальна властивiсть ISS (2.21).

Теорема доведена.
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";A4K9AAS 2.2.8. [44] Компактна множина ΘΣ ¢ X називається рiв-

номiрним атрактором {Sσ}σ∈Σ, якщо для будь-якої обмеженої множини

B ¢ X

dist(SΣ(t, 0, B),ΘΣ) → 0, t→ ∞

i ΘΣ є мiнiмальною в класi таких множин.

Наступна лема гарантує iснування рiвномiрного атрактора у {Sσ}σ∈Σ.

�9@4 2.2.3. [44] Нехай {Sσ}σ∈Σ – сiм’я m-напiвпроцесiв, Σ –

трансляцiйно-iнварiанта пiдмножина деякого метричного простору i ви-

конуються умови:

1) iснує обмежена множина B0 ¢ X така, що для будь-якої обмеженої

множини B ¢ X iснує T = T (B) таке, що ∀t g T SΣ(t, 0, B) ¢ B0;

2) ∀{σn} ¢ Σ, ∀tn · ∞, ∀ обмеженої послiдовностi {xn} ¢ X послiдов-

нiсть {ξn ∈ Sσn
(tn, 0, xn)}ng1 – предкомпактна.

Тодi {Sσ}σ∈Σ має рiвномiрний атрактор ΘΣ.

Якщо, крiм того, виконується умова

3) вiдображення Σ ×X ∋ (σ, x) 7→ Sσ(t, 0, x) ¢ X має замкнений графiк,

то

ΘΣ ¢ SΣ(t, 0,ΘΣ).

�4G64:9AAS 2.2.1. В умовi 1) можна вважати, що

B0 = {x ∈ X| ∥x∥X f R0}.

�4G64:9AAS 2.2.2. Для Σ = {0} умови 1)-3) мають вигляд:

∀t g T G(t, B) ¢ B0,

кожна послiдовнiсть ξn ∈ G(tn, B) – предкомпактна,

вiдображення x 7→ G(t, x) має замкнений графiк;

i гарантують [95], що Θ := Θ{0} – глобальний атрактор m-напiвпотоку

G.

54



&9BD9@4 2.2.3. Нехай для кожного d ∈ D ¢ L∞(R+) iснує трансляцiйно-

iнварiантна множина Σ(d) така, що сiм’я m-напiвпроцесiв {Sσ}σ∈Σ(d) за-

довольняє умови 1)-3) Леми (2.2.3),

Σ(0) = {0}, ∀ d ∈ D d ∈ Σ(d),

∀r0 > 0 ∃ мн. B0 така, що умова 1) Леми (2.2.3) виконується ∀∥d∥∞ f r0,

тобто ∃ T = T (r0, B) ∀t g T
⋃

∥d∥∞fr0

SΣ(d)(t, 0, B) ¢ B0, (2.28)

i крiм того, виконуються умови

1) ∥dk∥∞ → 0, tk → ∞ ⇒ ξk ∈ SΣ(dk)(tk, 0, B0) – предкомпактна,

2) ∥dk∥∞ → 0, xk → x, ξk ∈ SΣ(dk)(t, 0, xk), ξk → ξ ⇒ ξ ∈ S0(t, 0, x).

Тодi ∃γ ∈ K ∀x ∈ X, ∀d ∈ D

lim
t→∞

dist(Sd(t, 0, x),Θ) f γ(∥d∥∞).

Доведення. Спочатку доведемо, що

dist(ΘΣ(d),Θ) → 0, ∥d∥∞ → 0. (2.29)

Нехай це не так. Тодi ∃dk → 0, ∃ε > 0, ∃zk ∈ ΘΣ(dk) такi, що

dist(zk,Θ) g ε.

В силу 1) по пiдпослiдовностi zk → z. Дiйсно, zk ∈ ΘΣ(dk) ¢

SΣ(dk)(tk, 0,ΘΣ(dk)) ¢ SΣ(dk)(tk, 0, B0). Виберемо t > 0 так, щоб

dist(G(t, B0),Θ) < ε.

Тодi zk ∈ ΘΣ(dk) ¢ SΣ(dk)(tk, 0,ΘΣ(dk)), тобто ∃ηk ∈ ΘΣ(dk) ¢ B0 таке, що

zk ∈ SΣ(dk)(t, 0, ηk). В силу 1) по пiдпослiдовностi ηk → η ∈ B0. Тодi з 2)

zk → z ∈ G(t, η) ¢ G(t, B0) ¢ O ε
2
(Θ),

що протирiчить припущенню.
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Тепер, для фiксованих d ∈ D, x ∈ X маємо:

dist(Sd(t, 0, x),Θ) f dist(Sd(t, 0, x), z) + dist(z,Θ).

Але Sd(t, 0, x) ¢ SΣ(d)(t, 0, x), отже

dist(Sd(t, 0, x),Θ) f dist(SΣ(d)(t, 0, x),ΘΣ(d)) + dist(ΘΣ(d),Θ).

З властивостi притягнення:

lim
t→∞

dist(SΣ(d)(t, 0, x),ΘΣ(d)) = 0. (2.30)

Покладемо

γ0(s) := sup
∥d∥∞fs

dist(ΘΣ(d),Θ).

Тодi

dist(ΘΣ(d),Θ) f γ0(∥d∥∞).

Функцiя γ0(s) приймає скiнченнi значення для кожного s > 0. Дiйсно,

γ0(s) = lim
n→∞

dist(ΘΣ(dn),Θ), ∥dn∥∞ f s.

Тодi, в силу (2.28) iснує замкнена куля B = B(s) така, що ∀n g 1 ΘΣ(dn) ¢

B. Отже, γ0(s) f dist(B,Θ)+1 <∞. Таким чином, γ0 : [0,+∞) → [0,+∞)

неспадна, γ0(0) = 0 i, в силу (2.29), γ0(s) → 0, s → 0. Тодi з [99] випливає

iснування γ ∈ K такої, що ∀s g 0 γ0(s) f γ(s). Отже, в силу (2.30),

∀d ∈ D, ∀x ∈ X :

lim
t→∞

dist(Sd(t, 0, x),Θ) f γ(∥d∥∞).

Теорема доведена.
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2.3 �<EAB6>< 8B DB;8i?G 2

У даному роздiлi дослiджується многозначнi напiвпотоки та напiвпроце-

си, породженi еволюцiйними системами без єдиностi, та стiйкiсть їх атра-

кторiв. Детально проаналiзовано структуру i властивостi м-напiвпотокiв,

породжених еволюцiйними автономними системами без єдиностi, а також

вивчено структуру м-напiвпроцесiв, що виникають при наявностi неавто-

номних збурень. Доведено результат про асимптотичну стiйкiсть глобаль-

ного атрактору м-напiвпроцесу у формi робастної оцiнки. На основi цього

доведено теорему про локальну стiйкiсть вiд входу до стану атрактору ево-

люцiйної системи без єдиностi за наявностi збурень. Використовуючи ре-

зультат про напiвнеперервну зверху залежнiсть атрактору м-напiвпроцесу

вiд параметру доведено теорему про робастну стiйкiсть глобального атра-

ктору вiдносно збурень у формi асимптотичного пiдсилення. Результати,

описанi в даному роздiлi, опублiкованi в [5], [13], [14].
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У цьому роздiлi ми використаємо абстрактнi результати, одержанi в попе-

редньому роздiлi, для того щоб встановити робастну стiйкiсть атракторiв

систем типу реакцiя-дифузiя i PDE-ODE вiдносно зовнiшнiх збурень.

В подальшому будуть використанi наступнi вiдомi результати.

При фунцiональнiй постановцi задачi будемо використовувати наступну

лему про узагальнену похiдну.

�9@4 3.0.1. [100] Нехай X – банахiв простiр, X ′ – спряжений до X,

u, g ∈ L1(a, b;X). Тодi наступнi твердження еквiвалентнi:

1) u(t) = ξ +
t∫
a

w(s)ds, ξ ∈ X для м.в. t ∈ (a, b);

2) ∀ ϕ ∈ C
∞
0 (a, b)

b∫
a

u(t)ϕ′(t)dt = −
b∫
a

w(t)ϕ(t)dt, тобто w = du
dt

в узагаль-

неному сенсi;

3) ∀ η ∈ X ′ d
dt
ïu, ηð = ïw, ηð в сеснi скалярних розподiлiв на (a, b).

Якщо виконуються 1)-3), то, зокрема, u(·) м.с. дорiвнює деякiй неперерв-

нiй функцiї iз [a, b] в X.

При обгрунтуваннi граничних переходiв будемо використовувати насту-

пнi леми.

�9@4 3.0.2 (�9@4 �iBAE4). [101] Нехай Q ¢ R
m – обмежена область,

g, gk ∈ Lp(Q), p > 1 такi, що

∥gk∥Lp(Q) f C, gk → g м.с. на Q
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Тодi gk → g слабо в Lp(Q).

�9@4 3.0.3 (�9@4 �iAi). [94] Нехай на вiдрiзку [τ, T ] заданi неперервнi,

монотонно не зростаючi функцiї {fn}ng1, f , причому fn(t) → f(t) м.с. на

[τ, T ]. тодi:

а) ∀ t0 ∈ (τ, T ) fn(t0) → f(t0);

б) ∀ t0 ∈ (τ, T ) ∀ tn → t0 fn(tn) → f(t0);

в) якщо fn(τ) → f(τ), то ∀ tn ¸ τ fn(tn) → f(τ).

�9@4 3.0.4 (�9@4 CDB >B@C4>FAiEFP). [101] Нехай X0, X,X1 - банаховi

простори, X0, X1 - рефлексивнi, X0 ¢ X ¢ X1, вкладення X0 ¢ X -

компактне, p0 > 0, p1 > 0, T > 0 - заданi. Нехай послiдовнiсть функцiй

{vn} така, що

1) {vn} обмежена в Lp0(0, T ;X0);

2) {dvn
dt
} обмежена в Lp1(0, T ;X1).

Тодi деяка пiдпослiдовнiсть {vn} є збiжною в Lp0(0, T ;X).

3.1 �?B54?PA4 DB;6’S;AiEFP F4 4CDiBDAi BJiA><

Вiдносно невiдомої функцiї y = y(t, x) розглядається задача

{
yt = a△y(t, x)− f(t, y(t, x)) + h(t, x) + g(y(t, x))d(t), (t, x) ∈ (τ, T )× Ω,

y(t, x)|x∈∂Ω = 0,

(3.1)

де константа a > 0, τ ∈ R – початковий момент часу, Ω ¢ R
n – обмежена

область i виконанi наступнi умови:

f ∈ C(R× R), g ∈ C(R), h ∈ L2
loc(R;L

2(Ω)), d ∈ L2
loc(R)

∃ C1, C2 > 0, C3 > 0 α > 0, p g 2 ∀ (t, y) ∈ R× R

|f(t, y)| f C1(1 + |y|p−1), f(t, y)y g α|y|p − C2, |g(y)| f C3

(3.2)

Надалi a,Ω, C1, C2, C3, α, p будемо називати константами задачi (3.1).

Фазовим простором задачi (3.1) є простiр L2(Ω), норму i скалярний до-

буток в якому позначатимемо ∥ · ∥ i (·, ·) вiдповiдно. Через ∥ · ∥H1
0

i ((·, ·))

будемо позначати норму i скалярний добуток в H1
0(Ω).
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Оскiльки в силу умов (3.2) |f(t, y)|q f C̃1(1+ |y|p), де 1
p
+ 1

q
= 1, то маємо

наступне означення розв’язку (3.1):

";A4K9AAS 3.1.1. Функцiя y = y(t, x) ∈ L2(τ, T ;H1
0(Ω)) ∩ L

p(τ, T ;Lp(Ω))

називається розв’язком задачi (3.1) на (τ, T ), якщо для довiльного v ∈

H1
0(Ω) ∩ L

p(Ω) в сенсi скалярних розподiлiв на (τ, T )

d

dt
(y, v) + a((y, v)) + (f(t, y), v)− (h, v)− (g(y)d, v) = 0, (3.3)

тобто ∀ η ∈ C
∞
0 (τ, T )

−

T∫

τ

(y, v)ηtdt+

T∫

τ

(
a((y, v))+(f(t, y), v)−(h, v)−(g(y)d(t), v)

)
ηdt = 0 (3.4)

Наступнi результати узагальнюють вiдомi результати з [90].

�9@4 3.1.1. [92, 102] Якщо y ∈ L2(τ, T ;H1
0(Ω)) ∩ Lp(τ, T ;Lp(Ω)), yt =

η1 + η2 ∈ L2(τ, T ;H−1(Ω)) + Lq(τ, T ;Lq(Ω)), то y ∈ C([τ, T ];L2(Ω)), вiд-

ображення t 7→ ∥y(t)∥ є абсолютно неперервним на [τ, T ] i м.с. на [τ, T ]

виконується рiвнiсть

1

2

d

dt
∥y(t)∥2 = ïyt, yð = ïη1, yð+ ïη2, yð, (3.5)

де ï·, ·ð – спарювання мiж H1
0(Ω) ∩ L

p(Ω) i H−1(Ω) + Lq(Ω).

Розглянемо клас функцiй

W T
τ = L2(τ, T ;H1

0(Ω)) ∩ L
p(τ, T ;Lp(Ω)) ∩ C([τ, T ];L2(Ω))

�9@4 3.1.2. Для довiльних yτ ∈ L2(Ω), T > τ задача (3.1) за умов (3.2)

має принаймнi один розв’язок в класi W T
τ , для якого y(τ) = yτ .

Крiм того, для довiльного y ∈ W T
τ – розв’язку (3.1) справедливi оцiнки:

60



∀ t g s, t, s ∈ [τ, T ]

∥y(t)∥2 + a
t∫
s

∥y(τ)∥2
H1

0
dτ + 2α

t∫
s

∥y(τ)∥pLpdτ f

∥y(s)∥2 + C4

t∫
s

(∥h(τ)∥2 + |d(τ)|2 + 1)dτ

(3.6)

∥y(t)∥2 f ∥y(s)∥2e−δ(t−s) + C5

t∫

s

(∥h(τ)∥2 + |d(τ)|2 + 1)e−δ(t−τ)dτ (3.7)

причому додатнi константи C4, C5, δ залежать лише вiд констант за-

дачi (3.1).

Доведення. Спочатку покажемо, що вибiр класу W T
τ диктується самою по-

становкою задачi (3.1). Нехай y = y(t, x) ∈ L2(τ, T ;H1
0(Ω))∩L

p(τ, T ;Lp(Ω))

– розв’язок (3.1). Оскiльки для s g max{1; (12 − 1
p
)n} Hs

0(Ω) ¢ Lp(Ω) ∩

H1
0(Ω), то H−1(Ω) ¢ H−s(Ω), Lq(Ω) ¢ H−s(Ω), де 1

p
+ 1

q
= 1. Отже

L2(τ, T ;H−1(Ω))+Lq(τ, T ;Lq(Ω)) ¢ Lq(τ, T ;H−s(Ω)). Застосуємо лему 3.0.1

для y = y(t, x) ∈ L2(τ, T ;H1
0(Ω)) ∩ Lp(τ, T ;Lp(Ω)) ¢ Lq(τ, T ;H−s(Ω)) –

розв’язку (3.1), w = a△y − f(t, y) + h(t, x) + g(y)d(t) ∈ L2(τ, T ;H−1(Ω)) +

Lq(τ, T ;Lq(Ω)) + L2(τ, T ;L2(Ω)) ¢ Lq(τ, T ;H−s(Ω)), X = H−s(Ω). Тодi з

(3.3) маємо, що y′ = w, отже в силу леми 3.1.1 будь-який розв’язок (3.1) y =

y(t, x) з класу L2(τ, T ;H1
0(Ω)) ∩ Lp(τ, T ;Lp(Ω)) належить C([τ, T ];L2(Ω)),

вiдображення t 7→ ∥y(t)∥2 є абсолютно неперервним на [τ, T ] i м.с. на [τ, T ]

виконується рiвнiсть

1

2

d

dt
∥y(t)∥2 = −a∥y(t)∥2H1

0
− (f(t, y(t)), y(t)) + (h(t), y(t)) + (g(y)d(t), y(t))

(3.8)

Вкладення y ∈ C([τ, T ];L2(Ω)) дозволяє для задачi (3.1) ставити задачу

Кошi виду

y(t, x)|t=τ = yτ(x) ∈ L2(Ω)

i шукати розв’язок лише в класi L2(τ, T ;H1
0(Ω)) ∩ L

p(τ, T ;Lp(Ω)).

Iснування розв’язку встановимо методом гальоркiнських апроксимацiй.

Нехай {wj}
∞
j=1 ¢ Hs

0(Ω) – ортонормований базис в L2(Ω), PN : L2(Ω) 7→
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[w1, ..., wN ] – ортопроектор, ∀ y ∈ L2(Ω) PNy =
N∑
j=1

(y, wj)wj. Для довiльного

N g 1 розглянемо yN = yN(t, x) =
N∑
j=1

cNj (t)wj(x), де невiдомi функцiї

{cNj (·)}
N
j=1 задовольняють наступну систему звичайних диференцiальних

рiвнянь





(yNt , wj) + a((yN , wj)) + (f(t, yN), wj)− (g(yN), wj)d(t) = (h(t), wj),

j = 1, N

yN(τ) = yNτ → yτ в L2(Ω)

(3.9)

В силу неперервностi функцiй

(t, s1, ..., sN) 7→

∫

Ω

f(t,
N∑

i=1

siwi(x))wj(x)dx,

(s1, ..., sN) 7→

∫

Ω

g(
N∑

i=1

siwi(x))wj(x)dx,

i вимiрностi вiдображень t 7→ d(t), t 7→ (h(t), wj) за теормемою Карате-

одорi для довiльного N g 1 iснує TN > τ таке, що розв’язок (3.9) yN

iснує принаймнi на [τ, TN ]. Виведемо апрiорнi оцiнки, з яких зокрема, буде

випливати TN = T .

1

2

d

dt
∥yN(t)∥2 + a∥yN(t)∥2H1

0
+ (f(t, yN(t)), yN(t)) =

(h(t), yN(t)) + d(t)(g(yN(t)), yN(t)),

d

dt
∥yN(t)∥2 + 2a∥yN(t)∥2H1

0
+ 2α∥yN(t)∥pLp f

2|(h(t), yN(t))|+ 2|d(t)||(g(yN(t)), yN(t))|+ 2C2|Ω|,

d

dt
∥yN(t)∥2 + a∥yN(t)∥2H1

0
+ α∥yN(t)∥pLp f C4(∥h(t)∥

2 + |d(t)|2 + 1), (3.10)

де константа C4 > 0 за рахунок обмеженостi функцiї g не залежить вiд N .
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Тодi для t g s

∥yN(t)∥2 + a
t∫
s

∥yN(τ)∥2
H1

0
dτ + α

t∫
s

∥yN(τ)∥pLpdτ f

∥yN(s)∥2 + C4

t∫
s

(∥h(τ)∥2 + |d(τ)|2 + 1)dτ

. (3.11)

З оцiни (3.11) одразу маємо, що TN = T i послiдовнiсть {yN} обмежена в

W T
τ . Крiм того, в силу (3.9)

yNt = PNw(y
N) = PN(a△y

N − f(t, yN) + h(t, x) + d(t)g(yn)),

отже, послiдовнiсть {yNt } обмежена в L2(τ, T ;H−1(Ω))+ Lq(τ, T ;Lq(Ω)) ¢

Lq(τ, T ;H−s(Ω)). Тодi, в силу леми про компактнiсть 3.0.4 iснує функцiя

y = y(t, x) ∈ L2(τ, T ;H1
0(Ω))∩L

p(τ, T ;Lp(Ω))∩ L∞(τ, T ;L2(Ω)) така, що по

пiдпослiдовностi

yN → y слабо в L2(τ, T ;H1
0(Ω)) ∩ L

p(τ, T ;Lp(Ω)),

yN → y сильно в L2(τ, T ;L2(Ω)),

yN(t) → y(t) в L2(Ω) для м.в. t ∈ (τ, T ),

yN(t, x) → y(t, x) для м.в. (t, x) ∈ (τ, T )× Ω.

(3.12)

Звiдси, зокрема,

f(t, yN(t, x)) → f(t, y(t, x)) для м.в. (t, x) ∈ (τ, T )× Ω,

g(yN(t, x)) → g(y(t, x)) для м.в. (t, x) ∈ (τ, T )× Ω.

Оскiльки в силу (3.11) послiдовнiсть {f(t, yN)} обмежена в Lq(τ, T ;Lq(Ω)),

а послiдовнiсть {g(yN)} обмежена в L2(τ, T ;L2(Ω)), то по пiдпослiдовностi

f(t, yN) → χ1 слабо в Lq(τ, T ;Lq(Ω)),

g(yN) → χ2 слабо в L2(τ, T ;L2(Ω)).

Тодi в силу леми Лiонса χ1 = f(t, y), χ2 = g(y). Цей факт, разом зi збiжно-
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стями (3.12) дозволяє в рiвностi

−

T∫

0

(yN , wj)ηtdt+

T∫

0

(a((yN , wj))+ (3.13)

+(f(t, yN), wj)− (h(t), wj)− d(t)(g(yN), wj))ηdt = 0

перейти до границi при N → ∞ для кожного фiксованого j g 1 i в силу

повноти системи {wj} в Lp(Ω) ∩H1
0(Ω) отримати, що гранична функцiя y

задовольняє (3.4). Отже y = y(t, x) ∈ L2(τ, T ;H1
0(Ω)) ∩ Lp(τ, T ;Lp(Ω)) –

розв’язок (3.1), що в силу леми 3.1.1 означає y ∈ W T
τ . Залишилося довести,

що y(τ) = yτ . З леми про компактнiсть yN(τ) → y(τ) в H−s(Ω), але за

побудовою yN(τ) → yτ в L2(Ω), що i приводить до рiвностi y(τ) = yτ .

Тепер нехай y ∈ W T
τ – довiльний розв’язок (3.1). Тодi м.с. на [τ, T ] спра-

ведлива рiвнiсть

1

2

d

dt
∥y(t)∥2 = −a∥y(t)∥2H1

0
− (f(t, y(t)), y(t))+ (3.14)

+(h(t), y(t)) + d(t)(g(y(t)), y(t)),

з якої для всiх t, s ∈ [τ, T ], t g s маємо

∥y(t)∥2 + 2a
t∫
s

∥y(τ)∥2
H1

0
dτ + 2

t∫
s

(f(t, y), y)dτ =

∥y(s)∥2 + 2
t∫
s

(h(τ), y(τ))dτ + 2
t∫
s

d(τ)(g(y(τ)), y(τ))dτ

звiдки стандартним чином маємо (3.6). Крiм того, з (3.14) маємо, що для

м.в. t ∈ [τ, T ]

d

dt
∥y(t)∥2 + δ∥y(t)∥2 f C5(∥h(t)∥

2 + |d(t)|2 + 1) (3.15)

з константами δ > 0, C5 g 0, що залежать лише вiд констант задачi (3.1).

Звiдси, застосовуючи лему Гронуола, маємо (3.7).

Лема доведена.

�4G64:9AAS 3.1.1. Крiм оцiнок (3.6),(3.7) для всiх t g s, t, s ∈ [τ, T ]
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справедлива оцiнка

∥y(t)∥2 f ∥y(s)∥2 +

t∫

s

(h(p), y(p))dp+C2|Ω|(t− s) +

t∫

s

d(p)(g(y(p)), y(p))dp

Тепер розглянемо послiдовнiсть задач (3.1) (будемо позначати їх

(3.1)n, n g 0, (3.1)0 = (3.1)), де замiсть функцiй h(t, x) i d(t), що визначати-

муть збуреня, стоять функцiї hn(t, x), dn(t) вiдповiдно, що мають наступнi

властивостi: для довiльних T > τ , θ ∈ L2(τ, T ;L2(Ω)), ψ ∈ L2(τ, T )

T∫
τ

∫
Ω

(hn(t, x)− h(t, x))θ(t, x)dxdt→ 0, n→ ∞,

T∫
τ

(dn(t)− d(t))ψ(t)dt→ 0, n→ ∞

(3.16)

Тодi з теореми 3.1.2 для довiльних T > τ , n g 0, ynτ ∈ L2(Ω), задача (3.1)n

має принаймнi один розв’язок в класi W T
τ .

�9@4 3.1.3. Нехай {yn} ¢ W T
τ – послiдовнiсть розв’язкiв задач (3.1)n,

причому yn(τ) → yτ слабо в L2(Ω). Нехай задана послiдовнiсть {tn} ¢

[τ, T ] така, що tn → t0 ∈ [τ, T ]. Тодi iснує y ∈ W T
τ – розв’язок (3.1)

такий, що y(τ) = yτ i принаймнi по пiдпослiдовностi yn(tn) → y(t0) слабо

в L2(Ω).

Якщо t0 ∈ (τ, T ), то по пiдпослiдовнотсi yn(tn) → y(t0) сильно в L2(Ω).

Якщо ж yn(τ) → yτ сильно в L2(Ω), то для tn ¸ τ по пiдпослiдовностi

yn(tn) → yτ сильно в L2(Ω).

Доведення. Оскiльки в силу (3.16)

{hn} обмежена в L2(τ, T ;L2(Ω)),

{dn} обмежена в L2(τ, T ),

то з оцiнок (3.6),(3.7) маємо, що послiдовнiсть {yn} обмежена в W T
τ .

Тодi послiдовнiсть ynt = a△yn − f(t, yn) + hn(t, x) + dn(t)g(yn) – обме-

жена в L2(τ, T ;H−1(Ω))+ Lq(τ, T ;Lq(Ω)) ¢ Lq(τ, T ;H−s(Ω)), отже, ана-

логiчно мiркуванням з попередньої леми, iснує функцiя y = y(t, x) ∈
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L2(τ, T ;H1
0(Ω))∩L

p(τ, T ;Lp(Ω))∩ L∞(τ, T ;L2(Ω)) така, що по пiдпослiдов-

ностi
yn → y слабо в L2(τ, T ;H1

0(Ω)) ∩ L
p(τ, T ;Lp(Ω)),

yn → y сильно в L2(τ, T ;L2(Ω)),

yn(t) → y(t) в L2(Ω) для м.в. t ∈ (τ, T ),

yn(t, x) → y(t, x) для м.в. (t, x) ∈ (τ, T )× Ω.

(3.17)

Звiдси, зокрема, маємо, що f(t, yn) → f(t, y) слабо в Lq(τ, T ;Lq(Ω)). Крiм

того,

g(yn(t, x)) → g(t, y(t, x)) для м.в. (t, x) ∈ (τ, T )× Ω,

що в силу обмеженостi g дозволяє скористатись теоремою Лебега i ствер-

джувати, що

g(yn) → g(y) в L2(τ, T ;L2(Ω)),

∀ v ∈ L2(Ω) (g(yn), v) → (g(y), v) в L2(τ, T ).

Тодi в рiвностi

−

T∫

τ

(yn, v)ηtdt+

T∫

τ

(a((yn, v))+(f(t, yn), v)−(hn, v)−dn(t)(g(y
n), v))ηdt = 0

можемо перейти до границi при n→ ∞ i отримати, що y ∈ W T
τ – розв’язок

(3.1).

Далi, розглядаючи yn, ynt як елементи простору L1(τ, T ;H−s(Ω)), з леми

3.1.2 маємо для всiх t, s ∈ [τ, T ], t g s

yn(t) = yn(s) +

t∫

s

ynt dt,

де рiвнiсть розумiється в просторi H−s(Ω). Звiдси

∥yn(t)− yn(s)∥H−s f

t∫

s

∥ynt ∥H−s f (

T∫

τ

∥ynt ∥
q
H−s)

1
q (t− s)

1
p f C6(t− s)

1
p ,
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де константа C6 > 0 не залежить вiд n. З цiєї нерiвностi, теореми Асколi-

Арцела i обмеженостi послiдовностi {yn(tn)} в L2(Ω), виводимо, що по пiд-

послiдовностi yn(tn) → y(t0) слабо в L2(Ω).

Доведемо, що у випадку t0 ∈ (τ, T ) ця збiжнiсть є сильною. Для цього

використаємо лему (3.0.3). Розглянемо функцiї:

Jn(t) = ∥yn(t)∥2 −

t∫

τ

(hn(p), y
n(p))dp− C2|Ω|t−

t∫

τ

dn(p)(g(y
n(p)), yn(p))dp

J(t) = ∥y(t)∥2 −

t∫

τ

(d(p), y(p))dp− C2|Ω|t−

t∫

τ

d(p)(g(y(p)), y(p))dp.

З попереднiх мiркувань Jn(·), J(·) ∈ C([τ, T ]), ∥yn(t)∥ → ∥y(t)∥ м.с. на

[τ, T ] i в силу зауваження 3.1.1 функцiї Jn(·), J(·) є монотонно не зроста-

ючими на [τ, T ]. Оскiльки hn → h слабо в L2(τ, T ;L2(Ω)), yn → y сильно в

L2(τ, T ;L2(Ω)), g(yn) → g(y) сильно в L2(τ, T ;L2(Ω)), то ∀ t ∈ [τ, T ]

t∫

τ

((hn(p), y
n(p))dp→

t∫

τ

((h(p), y(p))dp,

t∫

τ

dn(p)(g(y
n(p)), yn(p))dp→

t∫

τ

d(p)(g(y(p)), y(p))dp.

Звiдси Jn(t) → J(t) для м.в. t ∈ [τ, T ]. В силу леми 3.0.3 ∀ tn → t0 ∈ (τ, T )

Jn(tn) → J(t0), i якщо Jn(τ) → J(τ), то для будь-якої tn ¸ τ Jn(tn) → J(τ).

Звiдси lim sup ∥yn(tn)∥ f ∥y(t0)∥, але оскiльки yn(tn) → y(t0) слабо в L2(Ω),

то справедлива нерiвнiсть lim inf ∥yn(tn)∥ g ∥y(t0)∥. Отже, yn(tn) → y(t0)

сильно в L2(Ω).

Лема доведена.
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3.2 �B>4?PA4 EFi=>iEFP 6i8 6IB8G 8B EF4AG 6

E<EF9@i D94>JiS-8<HG;iS

В обмеженiй областi Ω ¢ R
n розглянемо наступну загальну систему типу

реакцiї-дифузiї:




yt = a∆y − f(y) + h(x) + g(y)d(t), x ∈ Ω, t > 0,

y|∂Ω = 0,
(3.18)

де y = y(t, x) = (y1(t, x), . . . , yN(t, x)) – невiдомi вектор-функцiї, h =

(h1, . . . , hN), f = (f 1, . . . , fN) – заданi вектор-функцiї, g = ((gij))Ni,j=1 – за-

данi матричнозначнi функцiї, a – дiйсна матриця, розмiрностi N ×N така,

що 1
2(a+ a∗) g µI , µ > 0, d = (d1, . . . , dN) – зовнiшнi сигнали (збурення).

Припустимо, що всi компоненти функцiй f, g належать класу C(R), h ∈

(L2(Ω))N , ∃C1, C2, C3 > 0, γi > 0, pi g 2, i = 1, N такi, що ∀v ∈ R
N

N∑

i=1

|f i(v)|
pi

pi−1 f C1(1 +
N∑

i=1

|vi|pi), (3.19)

N∑

i=1

f i(v)vi g
N∑

i=1

γi|v
i|pi − C2, (3.20)

|g(v)| :=
( N∑

i,j=1

|gij(v)|2
) 1

2

f C3. (3.21)

Також будемо вважати, що зовнiшнi сигнали обмеженi, тобто

∀ i = 1, ..., N di ∈ L∞(R+).

Надалi будемо використовувати такi функцiональнi простори:

H = (L2(Ω))N з нормою ∥ · ∥, V = (H1
0(Ω))

N з нормою ∥ · ∥V ,

D = (L∞(R+))
N з нормою ∥ · ∥∞.
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Позначимо

p = (p1, . . . , pN), L
p(Ω) = Lp1(Ω)× . . .× LpN (Ω).

Тодi, з замiною просторiв скалярнозначних функцiй на їх векторнозна-

чнi аналоги, справедливi всi результати попереднього пiдроздiлу. Зокре-

ма, в припущеннях (3.19)–(3.21) для будь-яких збурень d ∈ D зада-

ча (3.18) є глобально розв’язною в слабкому сенсi у фазовому просто-

рi H тобто, для будь-якої y0 ∈ H iснує (можливо не єдина) функцiя

y = y(t, x) ∈ L2
loc(0,+∞;V )

⋂
Lp
loc(0,+∞;Lp(Ω)) така, що для будь-яких

T > 0, v ∈ V ∩ Lp(Ω)

d

dt

∫

Ω

y(t, x)v(x)dx+

∫

Ω

(
a∇y(t, x)∇v(x)+

+f(y(t, x))v(x)− h(x)v(x)− g(y(t, x))d(t)v(x)
)
dx = 0.

в сенсi скалярних розподiлiв на (0, T ), а також y(0, x) = y0(x). Також спра-

ведливо включення y ∈ C([0,+∞);H). Кожен слабкий розв’язок (3.18) на-

лежить до класу абсолютно неперервних функцiй, що дiють з [0, T ] в H

для кожного T > τ i для додатнiх констант δ, C для майже всiх t > 0 в

силу (3.15)

d

dt
∥y(t)∥2 + δ∥y(t)∥2 f C(1 + ∥d∥2∞).

Отже,

∥y(t)∥2 f ∥y0∥
2e−δt +

C

δ
(1 + ∥d∥2∞), ∀t g 0. (3.22)

Бiльше того, якщо yn0 → y0 слабо в H, dn → d слабо в L2(0, T ) ∀T > 0

то по пiдпослiдовностi в силу леми 3.1.3

∀t > 0 yn(t) → y(t) in H, (3.23)

де y – розв’язок (3.18) з вихiдним даними y0 та збуреннями d.
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Розглянемо незбурену систему (d ≡ 0)




yt = a∆y − f(y) + h(x), x ∈ Ω, t > 0,

y|∂Ω = 0.
(3.24)

Вiдомо [42], що вiдповiдний m-напiвпотiк

S(t, y0) = {y(t)| y(·) є слабким розв’язком (3.24), y(0) = y0} (3.25)

задовольняє умовам (K1)-(K3), (G1)-G4) леми 2.2.1, а отже, має компа-

ктний iнварiантний стiйкий глобальний атрактор Θ в H, тобто, iснує ком-

пактна множина Θ ¢ H така, що

(i) Θ = S(t,Θ), t g 0,

(ii) для кожної обмеженої множини B ¢ H

dist(S(t, B),Θ) → 0 при t→ ∞.

Бiльше того, в силу оцiнки (3.22) виконується властивiсть обмеженостi

(2.12), а отже, iснує β ∈ KL ∀y0 ∈ H, ∀t g 0 виконується:

∥S(t, y0)∥Θ f β(∥y0∥Θ, t).

Тепер покажемо, що цей атрактор є стiйким щодо неавтономних обме-

жених збурень. Покладемо для d ∈ D, τ g 0

Kτ
d ¢ C([τ,+∞);H)

Kτ
d = {y(t)| y(·) є розв’язком ((3.18)) зi збуренням d на [τ,+∞)} (3.26)

Тодi, очевидно, виконуються умови (D), (S1)-(S5) пiдроздiлу 2.2, а отже,

сiм’я многозначних вiдображень

Sd(t, τ, yτ) := {y(t)| y(·) ∈ Kτ
d , y(τ) = yτ}, (3.27)

породжує сiм’ю строгих м-напiвпроцесiв.

Справедлива наступна теорема
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&9BD9@4 3.2.1. Припустимо, що має мiсце (3.19) – (3.21) i, крiм того,

компоненти f належать до класу C1(Rn), а вiдповiдна матриця Якобi

Df задовольняє таку нерiвнiсть:

∃L > 0 ∀v ∈ R
n Df(v) g −L. (3.28)

Тодi атрактор Θ незбуреної системи (3.24) є локально робастно стiй-

ким по вiдношенню до збурень d ∈ D = (L∞(R+)
N , тобто для сiм’ї м-

напiвпроцесiв {Sd}d∈D, що задається формулою (3.27), виконується:

∃r > 0, ∃β ∈ KL, ∃γ ∈ K такi, що

∥y0∥Θ f r, ∥d∥∞ f r ⇒ ∀t g 0

∥Sd(t, 0, y0)∥Θ f β(∥y0∥Θ, t) + γ(∥d∥∞), (3.29)

Доведення. Перевiримо виконання умов теореми 2.2.2. Умова обмеженостi

2.20 випливає з апрiорної оцiнки (3.22).

Перевiримо умову (2.18). Вiдомо [42], що за умови (3.28) задача (3.24)

є однозначно глобально розв’язною в фазовому просторi H, отже м-

напiвпотiк (3.25) є однозначним. Нехай u(t) = S(t, y0), v(t) = S(t, z0) i

w(t) = u(t)− v(t). Тодi для м.в. t > 0

1

2

d

dt
∥w(t)∥2 f 2L∥w(t)∥2.

Отже, з леми Гронуола i в силу неперервностi t 7→ ∥w(t)∥ виводимо, що

для всiх t g 0

∥w(t)∥ f ∥w(0)∥eLt,

тобто для всiх y0, z0 ∈ H

dist(S(t, y0), S(t, z0)) f eLt∥y0 − z0∥.

Перевiримо умову (2.19). Нехай u(·) ∈ K0
d , u(0) = y0, тобто u(t) ∈

Sd(t, 0, y0), i v(t) = S(t, y0). Для рiзницi w(t) = u(t) − v(t) для м.в. t > 0

маємо
1

2

d

dt
∥w(t)∥2 f 2L∥w(t)∥2 + C3∥w(t)∥∥d∥∞.

71



Тодi ∀ T > 0 ∀ t ∈ [0, T ]

∥w(t)∥2 f 2L

∫ t

0
∥w(s)∥2ds+ 2C3 sup

s∈[0,T ]

∥w(s)∥∥d∥∞T

Використовуючи при фiксованому T > 0 Лему Гронуола, одержуємо: ∀ t ∈

[0, T ]

∥w(t)∥2 f 2C3 sup
s∈[0,T ]

∥w(s)∥∥d∥∞Te
2LT .

З останньої нерiвностi виводимо:

sup
t∈[0,T ]

∥w(t)∥2 f 2C3 sup
s∈[0,T ]

∥w(s)∥∥d∥∞Te
2LT .

Отже, в силу довiльностi T > 0, остаточно отримуємо:

∀ t g 0 ∥w(t)∥ f 2C3∥d∥∞te
2Lt.

Тодi для σ(s) = s, D(r, t) = te2Lt одержуємо (2.19). Теорема доведена.

3.3 �?4EF<6iEFP 4E<@CFBF<KAB7B Ci8E<?9AAS 6

E<EF9@i D94>JiS-8<HG;iS

В обмеженiй областi Ω ¢ R
n розглянемо систему реакцiя-дифузiя

{
yt = a∆y − f(y) + g(x) + d(t, x), x ∈ Ω, t > 0,

y|∂Ω = 0,
(3.30)

де y = y(t, x) = (y1(t, x), ..., yN(t, x)) – невiдома вектор-функцiя, f =

(f 1, ..., fN), g = (g1, ..., gN) – заданi функцiї, a – дiйсна матриця N × N

така, що 1
2(a+ a∗) g µI , µ > 0, d = (d1, ..., dN) – зовнiшнi збурення.

Припустимо, що виконуються наступнi властивостi:

g ∈ (L2(Ω))N , f ∈ C1(RN ;RN),
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∃ C1, C2 > 0, γi > 0, pi g 2, i = 1, N такi, що ∀ v ∈ R
N

N∑

i=1

|f i(v)|
pi

pi−1 f C1(1 +
N∑

i=1

|vi|pi),

N∑

i=1

f i(v)vi g
N∑

i=1

γi|v
i|pi − C2.

як i в попередньому пiдроздiлi, будемо використовувати функцiональнi

простори:

H = (L2(Ω))N , V = (H1
0(Ω))

N , Lp(Ω) = Lp1(Ω)×...×LpN (Ω), p = (p1, ..., pN).

Вважаємо

d ∈ L∞(R+;H), ∥d∥∞ f R0.

Тодi з результатiв пiдроздiлу 3.1 виводимо, що для будь-яких збурень

d ∈ L∞(R+;H) (навiть для d ∈ L2
loc(R+;H)) задача (3.30) є глобально

розв’язною у слабкому сенсi у фазовому просторi H, тобто для будь-якого

y0 ∈ H iснує функцiя y = y(t, x) ∈ L2
loc(0,+∞;V )

⋂
Lp
loc(0,+∞;Lp(Ω))

така, що для будь-яких T > 0, v ∈ V ∩ Lp(Ω)

d

dt

∫

Ω

y(t, x)v(x)dx+

∫

Ω

(
a∇y(t, x)∇v(x)+

+f(y(t, x))v(x)− g(x)v(x)− d(t, x)v(x)
)
dx = 0

в сенсi скалярних розподiлiв на (0, T ), y ∈ C([0,+∞);H) та y(0, x) = y0(x).

Єдинiсть такого розв’язку не гарантується.

Розглянемо незбурену систему (d ≡ 0)

{
yt = a∆y − f(y) + g(x), x ∈ Ω, t > 0,

y|∂Ω = 0.
(3.31)

Аналогiчно попередньому пiдроздiлу, можемо стверджувати, що вiдповiд-
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ний m-напiвпотiк

S(t, y0) = {y(t)| y(·) є слабким розв’язком (3.31), y(0) = y0} (3.32)

задовольняє умовам (K1)-(K3), (G1)-G4) леми 2.2.1, а отже, має компа-

ктний iнварiантний стiйкий глобальний атрактор Θ в H

Дана властивiсть гарантує, що будь-який розв’язок (3.31) прямує до Θ

при t → ∞. Нас цiкавить довгострокова поведiнка вiдповiдних розв’язкiв

у випадку системи (3.30), на яку дiє зовнiшнє збурення d.

Далi буде доведено, що за певних припущень щодо збурень глобальний

атрактор є робастним в тому сенсi, що iснує γ ∈ K таке, що для будь-якого

y0 ∈ H та будь-якого d ∈ L∞(R+;H) виконується

lim
t→∞

sup ∥Sd(t, y0)∥Θ f γ(∥d∥∞). (3.33)

Варто зазначити, що на вiдмiну вiд попереднього пiдроздiлу, ця оцiнка

є глобальною по вiдношенню до початкових даних. В науковiй лiтературi

властивiсть такого типу називають асимптотичне пiдсилення (Asymptotic

Gain) [33].

Вважаємо, що d ∈ L∞(R+;H), ∥d∥∞ f R0. Опираючись на [44], розгля-

немо множину

Σ(d) = clL2,ω
loc (R+;H){d(·+ τ) | τ g 0},

де clXA означає замикання множини A в топологiї простору X . Вiдомо, що

Σ(d) є iнварiантною щодо зсувiв, компактною в L2,ω
loc (R+;H) множиною, i

∀h ∈ Σ(d) ∥h∥2+ := sup

t+1∫

t

∥h(s)∥2Hdx f ∥d∥2∞. (3.34)

Розглянемо сiм’ю множинозначних вiдображень

{Sh : R+ ×H 7→ 2H}, (3.35)

де Sh(t, y0) = {y(t) | y(·) є розв’язком (3.30) зi збуренням α = h, y(0) =

y0}h∈Σ(d).
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Виявляється, що властивiсть робастної стiйкостi типу (3.33) можна вста-

новити, використовуючи властивостi рiвномiрних атракторiв (3.35). Позна-

чимо SΣ(t, y0) =
⋃
h∈Σ

Sh(t, y0).

";A4K9AAS 3.3.1. Компактна множина ΘΣ ¢ H називається рiвномiр-

ним атрактором сiм’ї {Sh}h∈Σ, якщо для довiльної обмеженої B ¢ H

dist(SΣ(t, B),ΘΣ) → 0 (3.36)

i ΘΣ є мiнiмальною замкненою множиною, що задовольняє (3.36).

&9BD9@4 3.3.1. [44, 50] Для кожного збурення d, ∥d∥∞ f R0, сiм’я вiд-

ображень {Sh}h∈Σ(d), що визначена в (3.35), має рiвномiрний атрактор

ΘΣ(d), причому

ΘΣ(d) ¢ SΣ(d)(t,ΘΣ(d)) ∀t g 0. (3.37)

Основним результатом даного пiдроздiлу є наступна теорема.

&9BD9@4 3.3.2. Для розв’язкiв задачi (3.30) з обмеженими збуреннями

∥d∥∞ f R0 iснує функцiя γ ∈ K така, що ∀y0 ∈ H

lim
t→∞

∥Sd(t, y0)∥Θ f γ(∥d∥∞), (3.38)

де Θ ¢ H – глобальний атрактор незбуреної системи (3.31).

Доведення. Припустимо, що має мiсце гранична рiвнiсть

dist(ΘΣ(d),Θ) → 0, ∥d∥∞ → 0. (3.39)

Доведемо, що з (3.39) випливає (3.38). Дiйсно, за побудовою Σ(0) = {0} i

d ∈ Σ(d). Отже, для y0 ∈ H, z ∈ ΘΣ(d), t > 0, y(t) ∈ Sd(t, y0) маємо: для

θ ∈ Θ

∥y(t)− θ∥H f ∥y(t)− z∥H + ∥z − θ∥H ⇒

inf
θ∈Θ

∥y(t)− θ∥H f ∥y(t)− z∥H + inf
θ∈Θ

∥z − θ∥H ⇒
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inf
θ∈Θ

∥y(t)− θ∥H f inf
z∈ΘΣ(d)

∥y(t)− z∥H +

+ sup
z∈ΘΣ(d)

inf
θ∈Θ

∥z − θ∥H ⇒

∥y(t)∥Θ f dist(y(t),ΘΣ(d)) + dist(ΘΣ(d),Θ) ⇒

∥Sd(t, y0)∥Θ f dist(SΣ(d)(t, y0),ΘΣ(d)) +

+dist(ΘΣ(d),Θ).

Оскiльки ΘΣ(d) – рiвномiрний атрактор, то з (3.36) для кожного d маємо:

dist(SΣ(d)(t, u0),ΘΣ(d)) → 0, t→ +∞.

Покладемо γ(s) := sup
∥d∥∞fs

dist(ΘΣ(d),Θ) + s. В силу (3.39) γ ∈ K i

dist(ΘΣ(d),Θ) f γ(∥d∥∞), що i означає виконання (3.38).

Отже, доведемо (3.39). З [50] маємо наступнi властивостi розв’язкiв за-

дачi (3.30) при

d = h ∈ L2
loc(R+;H), ∥h∥+ <∞ :

1) дисипативнiсть: ∀y0 ∈ H ∀h ∈ L2
loc(R+;H), ∥h∥+ < ∞ ∀y(·) ∈

Sh(·, y0) ∀t g 0

∥y(t)∥2H f ∥y0∥
2
He

−δt +K(∥h∥2+ + 1), (3.40)

де додатнi константи δ,K залежать лише вiд констант задачi (3.30);

2) залежнiсть вiд y0, h: якщо hn → h в L2,ω
loc (R+;H), yn0 → y0 слабо в H,

то по деякiй пiдпослiдовностi для t > 0:

Shn
(t, yn0 ) ∋ yn(t) → y(t) ∈ Sh(t, y0) в H. (3.41)

Тепер вiд супротивного припустимо, що (3.39) не має мiсця. Це означає,

що ∃dn → 0 в L∞(R+;H) ∃ε > 0 ∃zn ∈ ΘΣ(dn) такi, що

dist(zn,Θ) g ε. (3.42)
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З (3.40) виводимо: ∀y(·) ∈ SΣ(d)(·, y0) ∀t g 0

∥y(t)∥2H f ∥y0∥
2
He

−δt +K(∥d∥2∞ + 1). (3.43)

Оскiльки в силу [50] ξ ∈ ΘΣ ô ξ = lim
n→∞

ξn, де ξn ∈ SΣ(tn, B) де tn · ∞,

B ¢ H – обмежена, то з (3.43) маємо:

∀ξ ∈ ΘΣ(d) ∥ξ∥
2
H f K(∥d∥2∞ + 1),

тобто iснує обмежена B0 ¢ H така, що ∀d, ∥d∥∞ f R0

ΘΣ(d) ¢ B0.

Тодi zn ∈ ΘΣ(dn) ¢ SΣ(dn)(t,ΘΣ(dn)) ¢ SΣ(dn)(t, B0).

Отже, zn = yn(t) ∈ Shn
(t, ξn), де ξn → ξ слабо в H, ∥hn∥+ f ∥hn∥∞ → 0.

Звiдси hn → 0 в L2,ω
loc (R+;H) i за властивiстю (3.41) по пiдпослiдовностi

yn(t) → y(t) ∈ S(t, ξ) ¢ S(t, B0). (3.44)

В силу рiвномiрного притягнення можемо вибрати t > 0 так, щоб

dist(S(t, B0),Θ) <
ε

2
.

Тодi з (3.44)

zn → y(t) ∈ O ε
2
(Θ),

що суперечить (3.42).

Теорема доведена.

3.4 $B54EFA4 EFi=>iEFP 6 E<EF9@i ODE-PDE

Розглядається дисипативна еволюцiйна система, що складається з пара-

болiчної системи типу реакцiя-дифузiя та системи звичайних диференцi-

альних рiвнянь, що збурюються вхiдними обмеженими сигналами. Дово-

диться, що глобальний атрактор незбуреної системи є стiйким в сенсi ISS

щодо величини збурень.
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Нехай Ω ¢ R
m – обмежена область. Розглядаємо задачу




yt = A△ y − f(y) + B(x)v(t) +D(x)d1(t)

y|∂Ω = 0
(3.45)

dv

dt
= −F (v) +

∫

Ω

G(x)y(x, t)dx+ d2(t) (3.46)

Тут A – N ×N матриця, 1
2(A+ A∗) g ν1I ,

y = y(x, t) = (y1, ..., yN), v = v(t) = (v1, ..., vM) – невiдомi фун-

кцiї, B,D,G ∈ L2(Ω) – заданi матрицi вiдповiдних розмiрностей, d1 ∈

L∞(0,+∞;RN), d2 ∈ L∞(0,+∞;RM) – вхiднi «збурюючi» сигнали, i для

всiх y, w ∈ R
N , u ∈ R

M виконуються умови:

f ∈ C1(RN ;RN), F ∈ C1(RM ;RM),
N∑

i=1

f i(y)yi g ν2 ·
N∑

i=1

|yi|pi − c1,

N∑

i=1

|f i(y)|
pi

pi−1 f c2(
N∑

i=1

|yi|pi + 1),

(Df(y)w,w)RN g −c3 · ∥w∥
2
RN ,

M∑

i=1

F i(u)ui g ν3∥u∥
2
RM − c4,

(3.47)

де ν1, ν2, ν3, c1, c2, c3, c4 – заданi додатнi константи, pi g 2, i = 1, N .

Надалi будемо використовувати позначення:

p = (p1, ..., pN), q = (q1, ..., qN), qi =
pi

pi − 1

Lp(Ω) = Lp1(Ω)× ...× LpN (Ω)

Lp(0, T ;Lp(Ω)) = Lp1(0, T ;Lp1(Ω))× ...× LpN (0, T ;LpN (Ω))

H = (L2(Ω))N , V = (H1
0(Ω))

N

AC([0, T ];RM) – простiр абсолютно неперервних функцiй iз [0, T ] в R
M .
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За умов (3.47) задача (3.45),(3.46) для довiльних збурень d = {d1, d2} ∈ та

для довiльних початкових даних z0 = {y0, v0} з фазового простору X =

(L2(Ω))N × R
M та ∀ T > 0 має єдиний слабкий розв’язок [35]:

z = {y, v} ∈ (L2(0, T ;V ) ∩ Lp(0, T ;Lp(Ω)))× AC([0, T ];RM).

Продовжуючи кожен такий розв’язок на [0,+∞), введемо позначення:

Sd(t, z0) := z(t),

z(·) – розв’язок (3.45), (3.46) зi збуренням d, z(0) = z0. Ми доведемо, що за

вiдсутностi збурень (d ≡ 0) напiвгрупа S0 має глобальний атрактор Θ ¢ X ,

тобто iснує компактна множина Θ ¢ X , яка є iнварiантною:

S0(t,Θ) = Θ ∀ t > 0

i рiвномiрно притягуючою:

dist(S0(t, B),Θ) → 0, t→ ∞ для будь-якої обмеженої B ¢ X,

де тут i надалi

dist(A,B) = sup
a∈A

inf
b∈B

∥a− b∥X

За наявностi збурень Sd вже не є напiвгрупою, i виникає питання про те,

як залежить вiдхилення траєкторiй збуреної системи Sd вiд множини Θ в

залежностi вiд величини

∥d∥∞ := max{ess sup
tg0

∥d1(t)∥RN , ess sup
tg0

∥d2(t)∥RM}

При цьому, вiдхилення точки z ∈ X вiд множини Θ ¢ X будемо оцiню-

вати за допомогою величини:

∥z∥Θ := inf
θ∈Θ

∥z − θ∥X
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Наступна теорема доводить, що Θ є стiйким в сенсi ISS, тобто

∃ r > 0, ∃ β ∈ KL, ∃ γ ∈ K такi, що

∀ ∥z0∥Θ f r ∀ ∥d∥∞ f r ∀ t g 0

∥Sd(t, z0)∥Θ f β(∥z0∥Θ, t) + γ(∥d∥∞). (3.48)

&9BD9@4 3.4.1. За умов (3.47) при d = 0 напiвгрупа S0 має глобальний

атрактор Θ в фазовому просторi X, який є стiйким щодо збурень в сенсi

(3.48).

Доведення. Спочатку доведемо iснування глобального атрактору у S0. Згi-

дно [43] для цього достатньо встановити, що S0 є дисипативною, неперерв-

ною i асимптотично компактною.

Встановимо деякi апрiорнi оцiнки для z(t) = {y(t), v(t)} = Sd(t, z0), v ∈

C([0, T ];RM). Оскiльки для y ∈ L2(0, T ;V ) ∩ Lp(0, T ;Lp(Ω)), в силу (3.47)

A△y−f(y)+B ·v+D ·d ∈ L2(0, T ;V ∗)+Lq(0, T ;Lq(Ω))+L∞(0, T ;L2(Ω))

¢ L2(0, T ;V ∗) + Lq(0, T ;Lq(Ω)),

то згiдно [44] y : [0, T ] 7→ H є абсолютно неперервною функцiєю, i пiсля

множення (3.45) на y скалярно в H, (3.46) на V скалярно в RM одержуємо:

для м.в. t > 0

1

2

d

dt
∥y(t)∥2H + ν1∥y(t)∥

2
V + ν2∥y(t)∥

p
Lp f

f c1|Ω|+ ∥B∥L2 · ∥v(t)∥RM + ∥D∥L2 · ∥d∥∞ (3.49)

1

2

d

dt
∥v(t)∥2

RM + ν3∥v(t)∥
2
RM f c4 + ∥G∥L2 · ∥y(t)∥H + ∥d∥∞ (3.50)

З (3.49), (3.50), нерiвностi Юнга i нерiвностi Пуанкаре виводимо, що iсну-

ють ν > 0, c > 0, що залежать лише вiд констант задачi та ∥B∥L2, ∥G∥L2

такi, що для м.в. t > 0

d

dt
(∥y(t)∥2H + ∥v(t)∥2

RM ) + ν(∥y(t)∥2H + ∥v(t)∥2
RM ) f c+ ∥d∥∞(1 + ∥D∥L2).
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Звiдси, в силу неперервностi z(·) = {y(·), v(·)} : [0,+∞) 7→ X виводимо:

∀ t g 0 ∥z(t)∥2X f ∥z0∥
2
Xe

−νt +
c

ν
+

1 + ∥D∥L2

ν
· ∥d∥∞ (3.51)

З (3.51) при d = 0 одержуємо дисипативнiсть S0.

Тепер розглянемо z1−z2, де z1 = {y1, v1}, z2 = {y2, v2} – розв’язки (3.45),

(3.46) при d1 = d2 = 0. Використовуючи оцiнку (3.51) при d = 0, одержуємо

для кожного розв’язку:

sup
tg0

∥z(t)∥2x f ∥z0∥
2
X +

c

ν
(3.52)

Звiдси виводимо:

1

2

d

dt
∥y1 − y2∥

2
H + ν1∥y1 − y2∥

2
V f c3∥y1 − y2∥

2
H + ∥B∥L2∥v1 − v2∥RM∥y1 − y2∥H

1

2

d

dt
∥v1−v2∥

2
RM f sup

∥v∥
RM

fr0

∥DF (v)∥·∥v1−v2∥
2
RM+∥G∥L2∥y1−y2∥H∥v1−v2∥RM ,

де r0 =
√
max{∥z1(0)∥2X , ∥z2(0)∥

2
X}+

c
ν
.

Отже, з деякою константою c(r0) > 0 одержуємо

∀ t g 0 ∥z1(t)− z2(t)∥X f ec(r0)t∥z1(0)− z2(0)∥X (3.53)

З (3.53) випливає неперервнiсть S0.

Доведемо асимптотичну компактнiсть S0, тобто предкомпактнiсть послi-

довностi {ξn = S0(tn, z
n
0 )}, де tn → +∞, {zn0} – обмежена в X .

Оскiльки {ξn = S0(1, S0(tn−1, zn0 ))}, то в силу (3.51) достатньо показати

предкомпактнiсть {S0(1, z
n
0 )}, ∥z

n
0∥X f r.

Нехай zn(t) = {yn(t), vn(t)} = S0(t, z
n
0 ), ∥z

n
0∥X f r.

Обмеженiсть, а отже предкомпактнiсть {vn(1)} в R
M випливає з (3.51).

Доведемо, що

∥yn(1)∥V f K(r) (3.54)

з деякою константою K(r), яка не залежить вiд n. Тодi з компактностi

вкладення V ¢ H одержимо предкомпактнiсть {yn(1)} в H.
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Виведемо (3.54), слiдуючи мiркуванням з [35], якi обгрунтовуються пе-

реходом до гальоркiнських апроксимацiй задачi (3.45), (3.46). Домножимо

(3.45) на △yn в H. З урахуванням умов (3.47) одержимо нерiвнiсть:

1

2

d

dt
∥yn(t)∥

2
V + ν1∥ △ yn(t)∥

2
H f

f c3∥yn(t)∥
2
V + ∥B∥L2∥vn(t)∥RM∥ △ yn(t)∥H + ∥f(0)∥RN∥ △ yn(t)∥H . (3.55)

Оскiльки

sup
tg0

∥vn(t)∥RM f

√
r2 +

c

ν
, (3.56)

то з (3.55) виводимо:

d

dt
∥yn(t)∥

2
V + λ∥yn(t)∥

2
V f c(r)(∥yn(t)∥

2
V + 1) (3.57)

з деякими додатнiми константами λ i c(r).

Пiсля множення (3.57) на teλt маємо:

d

dt
(t∥yn(t)∥

2
V e

λt) f c(r)(∥yn(t)∥
2
V + 1)teλt + ∥yn(t)∥V e

λt.

Iнтегруючи останню нерiвнiсть вiд 0 до 1, одержуємо:

∥yn(1)∥
2
V f (c(r) + 1)

∫ 1

0
∥yn(t)∥

2
V dt+ c(r). (3.58)

З нерiвностей (3.49) i (3.56) одержуємо:

ν1

∫ 1

0
∥yn(t)∥

2
V dt f

1

2
r2 + c1(Ω) + ∥B∥L2

√
r2 +

c

ν
. (3.59)

З (3.58) i (3.59) виводимо оцiнку (3.54).

Таким чином, напiвргупа S0 має глобальний атрактор Θ ¢ X . Вста-

новимо його робастну стiйкiсть в сенсi (3.48). Скористаємось Теоремою

2.2.2 роздiлу 2. Оцiнки (3.52), (3.53) гарантують умови обмеженостi i не-

перервностi S0. Залишилось довести, що ∃ σ2 ∈ K i неперервна функцiя
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ϕ : [0,+∞)2 7→ [0,+∞) такi, що ∀ r > 0

lim
t→0+

ϕ(r, t)

t
<∞

i

∥z0∥X f r, ∥d∥∞ f r =⇒ ∥Sd(t, z0)− S0(t, z0)∥X f ϕ(r, t)σ2(∥d∥∞) ∀ t g 0.

Оскiльки властивiсть (3.48) носить локальний характер, то без обмеже-

ння загальностi можемо вважати, що ∥d∥∞ f 1.

Нехай z1(t) = {y1(t), v1(t)} = Sd(t, z0), z2(t) = {y2(t), v2(t)} = S0(t, z0).

Тодi, аналогiчно до виводу оцiнки (3.53) маємо:

d

dt
∥z1 − z2∥

2
X f 2c3∥y1 − y2∥

2
H + 2 sup

∥v∥fr

∥DF (v)∥∥v1 − v2∥
2
RM+

+(∥B∥L2 + ∥G∥L2)∥z1 − z2∥
2
X + 4 · (∥D∥L2 + 1)∥z1 − z2∥X∥d∥∞,

де r0 визначається з оцiнки:

max{sup
tg0

∥v1(t)∥RM , sup
tg0

∥v2(t)∥RM} f

f

√
r2 +

c

ν
+

1 + ∥D∥L2

ν
· ∥d∥∞ f

√
r2 +

c

ν
+

1 + ∥D∥L2

ν
=: r0.

Позначимо c̄(r) = 2c3+∥B∥L2+∥G∥L2+ sup
∥v∥

RM
fr0

∥DF (v)∥, D̄ = 4(∥D∥L2+1).

Тодi ∀ T g t g 0 маємо

d

dt
∥z1 − z2∥

2
X f c̄(r) · ∥z1 − z2∥

2
X + D̄ · sup

t∈[0,T ]

∥z1(t)− z2(t)∥X · ∥d∥∞.

Пiсля iнтегрування вiд 0 до t:

∥z(t)−z2(t)∥
2
X f c̄(r)·

∫ t

0
∥z1(s)−z2(s)∥

2
Xds+D̄·T · sup

t∈[0,T ]

∥z(t)−z2(t)∥X ·∥d∥∞.
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Тодi з Леми Гронуола виводимо:

sup
t∈[0,T ]

∥z1(s)− z2(s)∥X f D̄ · T · ec̄(r)T · ∥d∥∞,

звiдки i випливає 3) з ϕ(r, t) = D̄ · t · ec̄(r)t.

Теорема доведена.

3.5 �<EAB6>< 8B DB;8i?G 3

В даному роздiлi на основi одержаних абстрактних результатiв про якiсну

поведiнку еволюцiйних систем без єдиностi, одержаних в другому роздi-

лi, дослiджується робастна сiйкiсть атракторiв по вiдношенню до збурень

для ряду дисипативних нелiнiйних параболiчних систем. В пiдроздiлi 3.1

викладено результати щодо глобальної розв’язностi та апрiорних оцiнок

для загальних параболiчних рiвнянь з негладкою функцiєю взаємодiї типу

реакцiя-дифузiя. В пiдроздiлi 3.2 для параболiчної системи типу реакцiя-

дифузiя з гладкою нелiнiйнiстю та збуренням, що мiстить фазову змiнну

та не гарантує єдинiсть розв’язку задачi Кошi, доведено результат про ло-

кальну стiйкiсть глобального атрактру незбуреної системи по вiдношенню

до збурень. В пiдроздiлi 3.3 для загальної системи типу реакцiя-дифузiя з

негладкою нелiнiйнiстю та неавтономних збуренням доведено властивiсть

асимптотичного пiдсилення для глобального атрактру незбуреної системи

по вiдношенню до збурень. В пiдроздiлi 3.4 доведено робастну стiйкiсть

атрактору дисипативної еволюцiйної системи, що складається з параболi-

чної нелiнiйної системи та системи звичайних диференцiальних рiвнянь,

що збурюються вхiдними обмеженими сигналами. Результати, викладенi в

роздiлi, опублiкованi в [1, 3, 4].
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6<C48>G A946FBAB@A<I ;5GD9AP

Спочатку наведемо результати про глобальну розв’язнiсть та властивостi

розв’язкiв для неавтономного розподiленого збурення, що випливають з

[97].

Розглядається задача

{
ytt + γyt −△y + f(t, y) = h(t, x), (t, x) ∈ (τ, T )× Ω,

y|∂Ω = 0,
(4.1)

де константа γ > 0, τ ∈ R+ – початковий момент часу, Ω ¢ R
n – обмежена

область з гладкою границею, n g 3 i виконанi наступнi умови:

f, f ′t ∈ C(R× R), h ∈ L2
loc(R+;L

2(Ω))

∃ Ci > 0, i = 1, 2, 3, α > 0, ∀ (t, u) ∈ R+ × R

|f(t, y)|+ |f ′t(t, y)| f C1(1 + |y|
n

n−2 )

F (t, y) :=
y∫
0

f(t, s)ds, F (t, y) g −λ
2y

2 − C2,

f(t, y)y − F (t, y)− 1
α
F ′
t(t, y) g −λ

2y
2 − C3

(4.2)

де λ ∈ (0, λ1), α ∈ (0, γ2), α(γ − α) < λ1 − λ, λ1 > 0 - перше власне число

−△ в H1
0(Ω).

Надалi γ, Ci, i = 1, 2, 3, λ, α, Ω будемо називати константами задачi (4.1).
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�4G64:9AAS 4.1.1. Всi подальшi результати цього роздiлу залишаю-

ться вiрними i у випадку розмiрностей областi n = 1, 2. У випадку n = 2

можна вважати, що в (4.2) функцiя f має довiльний полiномiальний

рiст через вкладення H1
0(Ω) ¢ Lp(Ω), ∀ p g 1, а у випадку n = 1 припу-

щення (4.2) не потрiбне через вкладення H1
0(Ω) ¢ C(Ω).

Оскiльки F , F ′
t ∈ C(R+ × R), то iснує константа C4 > 0, що залежить

лише вiд констант задачi (4.1) така, що ∀(t, y) ∈ R+ × R

|F (t, y)|+ |F ′
t(t, y)| f C4(1 + |y|

2n−2
n−2 ) (4.3)

Будемо позначати ∥ · ∥, (·, ·) i ∥ · ∥H1
0
, ((·, ·)) норму i скалярний добуток в

L2(Ω) i H1
0(Ω) вiдповiдно.

Фазовим простором задачi (4.1) є простiр

X = H1
0(Ω)× L2(Ω)

норма в якому визначається наступним чином:

∀ z =

(
u

v

)
∈ X ∥z∥X =

(
∥u∥2H1

0
+ ∥v∥2

) 1
2

.

Розв’язок задачi (4.1) будемо розумiти в сенсi наступного означення.

";A4K9AAS 4.1.1. Функцiя ϕ(·) =

(
y(·)

yt(·)

)
∈ L∞(τ, T ;X) називається

розв’язком задачi (4.1) на (τ, T ), якщо ∀ψ ∈ H1
0(Ω) ∀η ∈ C

∞
0 (τ, T )

−

∫ T

τ

(yt, ψ)ηt +

∫ T

τ

(γ(yt, ψ) + ((y, ψ)) + (f(t, y), ψ)− (h, ψ))η = 0. (4.4)

Розглянемо клас функцiй

W T
τ = C([τ, T ];X).

В силу умов (4.2), (4.3) для довiльної функцiї ϕ(·) =

(
y(·)

yt(·)

)
∈ W T

τ
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коректно означенi наступнi функцiонали:

V (t, ϕ(t)) = 1
2∥yt(t)∥

2 + 1
2∥y(t)∥

2
H1

0
+ (F (t, y(t)), 1),

I(t, ϕ(t)) = V (t, ϕ(t)) + γ
2(yt(t), y(t)),

H(t, ϕ(t)) = (F ′
t(t, y(t)), 1) + γ(F (t, y(t)), 1)− γ

2(f(t, y(t)), y(t))+

+γ
2(h(t), y(t)) + (h(t), yt(t)).

&9BD9@4 4.1.1. [97] Для довiльних ϕτ =

(
yτ

vτ

)
∈ X, T > τ задача (4.1)

за умов (4.2) має принаймнi один розв’язок в класi W T
τ , для якого ϕ(τ) =

ϕτ .

Крiм того, для довiльного ϕ(·) =

(
y(·)

yt(·)

)
∈ W T

τ – розв’язку (4.1)

справедлива оцiнка∀ t g s, t, s ∈ [τ, T ]

∥yt(t)∥
2 + ∥y(t)∥2

H1
0
f C5

(
(∥yt(s)∥

2 + ∥y(s)∥
2n−2
n−2

H1
0
)e−α(t−s)+

+
t∫
s

(1 + ∥h(p)∥2)e−α(t−p)dp+ 1
)
,

(4.5)

де константа C5 > 0 залежить лише вiд констант задачi (4.1).

При цьому, функцiї V (·, ϕ(·)), I(·, ϕ(·)), H(·, ϕ(·)) є абсолютно непе-

рервними на [τ, T ] i для м.в. t ∈ [τ, T ]

d

dt
V (t, ϕ(t)) = −γ∥yt(t)∥

2 + (F ′
t(t, y(t)), 1) + (h(t), yt(t)), (4.6)

d
dt
(yt(t), y(t)) = ∥yt(t)∥

2 − γ(yt(t), y(t))− ∥y(t)∥2
H1

0
−

−(f(t, y(t)), y(t)) + (h(t), y(t)),
(4.7)

d

dt
I(t, ϕ(t)) = −γI(t, ϕ(t)) +H(t, ϕ(t)). (4.8)

Тепер розглянемо послiдовнiсть задач (4.1) (будемо позначати їх

(4.1)n, n g 0, (4.1)0 = (4.1)), де замiсть функцiй h(t, x) стоять функцiї

hn(t, x) вiдповiдно, що мають одну з наступних властивостей: для довiль-
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них T > τ

∀ η ∈ L2(τ, T ;L2(Ω))

T∫

τ

∫

Ω

(hn(t, x)−h(t, x))η(t, x)dxdt→ 0, n→ ∞ (4.9)

або
T∫

τ

∫

Ω

|hn(t, x)− h(t, x)|2dxdt→ 0, n→ ∞ (4.10)

Тодi з теореми 4.1.1 для довiльних T > τ , n g 0, ϕτ ∈ X , задача (4.1)n

має принаймнi один розв’язок в класi W T
τ .

&9BD9@4 4.1.2. [97] Нехай {ϕn} ¢ W T
τ – послiдовнiсть розв’язкiв задач

(4.1)n, причому hn збiгаються до h в сенсi (4.9), ϕn(τ) → ϕτ слабо в X.

Нехай задана послiдовнiсть {tn} ¢ [τ, T ] така, що tn → t0 ∈ [τ, T ]. Тодi

iснує ϕ ∈ W T
τ – розв’язок (4.1) такий, що ϕ(τ) = ϕτ i принаймнi по

пiдпослiдовностi ϕn(tn) → ϕ(t0) слабо в E.

Якщо ж hn збiгаються до h в сенсi (4.10), i ϕn(τ) → ϕτ сильно в X,

то принаймнi по пiдпослiдовностi ϕn(tn) → ϕ(t0) сильно в X.

Перейдемо до аналiзу незбуреної задачi, яка щодо iснування глобального

атрактору у випадку негладкої функцiї взаємодiї вперше була розглянута

в роботi [91].

В обмеженiй областi Ω ¢ R
n, n g 3 розглядається задача




ytt + γyt −△y + f(y) = 0, t > 0

y|∂Ω = 0,
(4.11)

де f ∈ C(R),

∃c > 0 ∀s ∈ R |f(s)| f c(1 + |s|
n

n−2 ), (4.12)

lim
s→∞

f(s)

s
> −λ1. (4.13)

Тодi вiдомо [91], що в фазовому просторi

X = H1
0(Ω)× L2(Ω)
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задача (4.11) для кожного z0 =

(
y0

y1

)
∈ X має (можливо, неєдиний)

розв’язок z(·) =

(
y(·)

yt(·)

)
∈ C([0,+∞);X), z(0) = z0, i всi розв’язки (4.11)

породжують строгий m-напiвпотiк S : R+ ×X 7→ 2X

S(t, z0) = {z(t)| z(·) розв’язок (4.11), z(0) = z0},

для якого в X iснує компактний iнварiантний глобальний атрактор.

Тепер розглянемо збурену задачу




ytt + αyt −△y + f(y) = d(t, x), t > 0

y|∂Ω = 0,
(4.14)

де d ∈ L∞(R+;L
2(Ω)), – вхiдний (збурюючий) сигнал.

Позначимо

Sd(t, 0, z0) = {z(t)| z(·) розв’язок (4.14), z(0) = z0}.

Основним результатом пiдроздiлу є встановлення при певних умовах

властивостi асимптотичного пiдсилення (AG) по вiдношенню до атрактора

Θ незбуреної (d ≡ 0) системи [103]:

∃γ ∈ K ∀z0 ∈ X, ∀d ∈ D ¦ L∞(R+;L
2(Ω)) :

lim
t→∞

dist(Sd(t, 0, z0),Θ) f γ(∥d∥∞),

де D – деяка трансляцiйно iнварiантна множина вхiдних сигналiв.

Пiдсилимо умову (4.13) до такої:

∃c1, c2, c3 > 0 такi, що для F (s) :=
s∫
0

f(p)dp для всiх s ∈ R виконуються

нерiвностi

F (s) g −ms2 − c1, f(s) · s− c2F (s) +ms2 g c3, (4.15)

де m ∈ (0, λ1) достатньо мале.
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Умови (4.12), (4.15) дозволяють скористатись результатами Теореми

4.1.1 i стверджувати, що ∀τ g 0, ∀zτ ∈ X, ∀d ∈ L2
loc(R+;L

2(Ω)) задача

(4.14) має принаймнi один розв’язок z ∈ C([τ,+∞);X) : z(τ) = zτ . Бiльше

того, сiм’я вiдображень

Kτ
d ¢ C([τ,+∞);X)

Kτ
d = {z(t)| z(·) є розв’язком ((4.14)) зi збуренням d на [τ,+∞)} (4.16)

задовольняє умови (S1)-(S5) пiдроздiлу 2.2, а отже вiдображення {Sd : Rg×

X 7→ 2X} такi, що

Sd(t, τ, zτ) = {z(t)| z(·) ∈ Kτ
d , z(τ) = zτ} (4.17)

породжує сiм’ю строгих m-напiвпроцесiв для будь-якої трансляцiйно-

iнварiантної D ¢ L2
loc(R+;L

2(Ω)). Крiм того, для кожного розв’язку (4.14)

z =

(
y

yt

)
справедлива оцiнка

∀t g τ g 0 ∥yt(t)∥
2
L2 + ∥y(t)∥2H1

0
f

c4


(∥yt(τ)∥

2
L2 + ∥y(τ)∥

2n−2
n−2

H1
0
) · e−δ(t−τ) + 1 +

t∫

τ

∥d(p)∥2e−δ(t−p)dp


 ,

де c4 > 0, δ > 0 не залежать вiд z.

Зокрема, якщо sup
tg0

t+1∫
t

∥d(p)∥2dp <∞, то ∀t g τ g 0

∥z(t)∥2X f c5


∥z(τ)∥

2n−2
n−2

X · e−δ(t−τ) + 1 + sup
tg0

t+1∫

t

∥d(p)∥2dp


 . (4.18)

В якостi D виберемо всi функцiї з L∞(R+;L
2(Ω)), для яких виконуються

властивостi

∀ h g 0 множина {

t+h∫

t

d(p)dp | t g 0} є предкомпактною в L2(Ω) (4.19)
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sup
tg0

t+1∫

t

∥d(s+ l)− d(s)∥2ds f κ(|l|), (4.20)

де κ може залежати вiд d i κ(p) → 0, p→ 0+.

Очевидно, що умова (4.19) гарантовано має мiсце у випадку зосередже-

ного збурення, тобто коли

d(t, x) = h(x)d(t), h ∈ L2(Ω) фiксоване.

Iнша достатня умова виконання (4.19) грунтується на Лемi про компа-

ктнiсть: якщо

d ∈ L2
loc(R+;H

1
0(Ω), dt ∈ Lp

loc(R+;H
−s(Ω), p > 1,

sup
tg0

t+1∫

t

(
∥d(s)∥2H1

0
+ ∥dt(s)∥

p
H−s

)
ds <∞

то має мiсце (4.19).

За виконання умов (4.19), (4.20) вiдомо [44], що ∀d ∈ D множина

Σ(d) := clL2
loc(R+;L2(Ω)){d ·+h)| h g 0}

є трансляцiйно-iнварiантною, компактною в L2
loc(R+),

d ∈ Σ(d), Σ(0) = {0}

i, крiм того, ∀v ∈ Σ(d)

sup
tg0

t+1∫

t

∥v(s)∥2ds f sup
tg0

t+1∫

t

∥d(s)∥2ds f ∥d∥2∞. (4.21)

За виконання (4.20) сiм’я m-напiвпроцесiв {Sv}v∈Σ(d), означена в (4.17), за-

довольняє умови Леми 2.2.3, а отже, має рiвномiрний атрактор ΘΣ(d).

&9BD9@4 4.1.3. Нехай пераметри збуреної задачi (4.14) задовольняють
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умови (4.12), (4.15), (4.20). Тодi ∃γ ∈ K ∀z0 ∈ X, ∀d ∈ D

lim
t→∞

dist(Sd(t, 0, z0),Θ) f γ(∥d∥∞),

де Θ – глобальний атрактор незбуреної задачi (4.11).

Доведення. Перевiримо умови 1), 2) Теореми 2.2.3. Нехай ∥dk∥∞ → 0, vk ∈

Σ(dk). Тодi в силу (4.21) vk → 0 в L2
loc(R+;L

2(Ω)). Якщо для t > 0 ξk ∈

Svk(t, 0, z
0
k), z

0
k → z0, ξk → ξ, то ξk = zk(t), де zk(·) – розв’язок (4.14) зi

збуренням vk i початковим даним z0k.

Використовуючи Теорему 4.1.2, одержуємо

ξk = zk(t) → ξ = z(t) ∈ S0(t, 0, z0),

що i означає виконання умови 2).

Тепер нехай vk → 0 в L2
loc(R+;L

2(Ω)), tk · ∞, ξk ∈

Svk(tk, 0, z
0
k), ∥z

0
k∥X f r0.

Тодi по пiдпослiдовностi

z0k → z0 слабо в X.

Таким чином, ξk = zk(tk), zk(·) – розв’язок (4.14) з d = vk, zk(0) = z0k.

З оцiнок (4.18), (4.21) виводимо, що ξk – обмежена в X , отже, по пiдпо-

слiдовностi

ξk → ξ слабо в X.

Бiльше того, можемо вибрати пiдпослiдовнiсть так, що ∀N g 1

zk(tk −N) → ξN слабо в X.

Крiм того, ∀t g 0 для достатньо великих k маємо:

zk(tk−N+t) ∈ Svk(tk−N+t, tk−N, zk(tk−N)) ¢ Svk(·+tk−N)(t, 0, zk(tk−N)).
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Покладемо v̄k(t) := vk(t+ tk −N). Тодi ∀T > 0

T∫

0

∥v̄k(t)∥
2dt =

T+tk−N∫

tk−N

∥vk(s)∥
2ds f T · sup

tg0

t+1∫

t

∥vk(s)∥
2ds f T · ∥dk∥

2
∞.

Отже, v̄k → 0 в L2
loc(R+;L

2(Ω)). Тодi з Теореми 4.1.2 для z̄k(t) = zk(t+ tk −

N) маємо ∀t g 0

z̄k(t) → z̄(t) слабо в X,

z̄(t) ∈ S0(t, 0, ξN).

Зокрема,

z̄k(N) = ξk → z̄(N) = ξ слабо в X.

З теореми 4.1.1 маємо, що що кожен розв’язок (4.14) z(·) задовольняє рiв-

нiсть
d

dt
I(z(t)) + γI(z(t)) = Hd(t, z(t)), (4.22)

де

I(z) =
1

2
∥yt∥

2 +
1

2
∥▽y∥2 + (F (y), 1) +

γ

2
(yt, y),

Hd(t, z) = γ(F (y), 1)−
γ

2
(f(y), y) +

γ

2
(d(t), y) + (d(t), yt).

Запишемо (4.22) для z̄k. Пiсля iнтегрування по [0, N ] маємо:

I(ξk) = I(zk(tk −N))e−γN +

N∫

0

eα(p−N) ·Hv̄k(p, z̄k(p))dp. (4.23)

Оскiльки H1
0(Ω) ¢ L

2n
n−2 (Ω), то з оцiнки (4.18) та умови (4.12) випливає, що

послiдовностi {F (ȳk)}, {f(ȳk)ȳk} – обмеженi в L
2n

2n−2 ((0, N)× Ω).

Тодi за Лемою Лiонса ∀N g 0

N∫

0

eγ(p−N) ·Hv̄k(p, z̄k(p))dp→

N∫

0

eγ(p−N) ·H0(z̄(p))dp, k → ∞,
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де H0(z̄) = γ(F (ȳ), 1)− γ
2(f(ȳ), ȳ). З оцiнки (4.18) ∃c6 > 0 ∀t g 0, ∀k g 1

|I(zk(t))| f c6, (4.24)

де c6 не залежить вiд N .

Тодi з (4.23), (4.24) виводимо:

lim
k→∞

I(ξk) f c6 · e
−γN +

N∫

0

e−γ(p−N) ·H0(z̄(p))dp =

= c6e
−γN + I(ξ)− I(ξN)e

−γN f 2 · c6e
−γN + I(ξ).

Звiдси

lim
k→∞

1

2
∥ξk∥

2
X f 2 · c6e

−γN +
1

2
∥ξ∥2X .

Переходячи в останнiй нерiвностi до границi при N → ∞, одержуємо

lim
k→∞

∥ξk∥X f ∥ξ∥X .

Враховуючи слабку збiжнiсть, одержуємо предкомпактнiсть {ξk} в X .

Теорема доведена.

4.2 %Fi=>iEFP 6i8 6IB8G 8B EF4AG G 6<C48>G

;5GD9AAS, 69?<K<A4 S>B7B ;4?9:<FP 6i8

H4;B6Bї ;@iAABї

В обмеженiй областi Ω ¢ R
n, n g 1 вiдносно невiдомої функцiї y(t, x)

розглядається задача




ytt + γyt −△y(t, x) + f(y(t, x)) = g(y(t, x))d(t), t > 0,

y(t, x)|x∈∂Ω = 0,
(4.25)

де γ > 0, f, g ∈ C(R) – заданi, d ∈ L∞(R+) – збурення.

Будемо вважати, що f(y) – задана нелiнiйна функцiя, а збурення g(y)d(t)
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– з негладкою функцiєю g. В цьому пiдроздiлi буде доведено (див. Лему

4.2.1), що при досить загальних умовах на f, g задача (4.25) є глобально

розв’язною (в слабкому сенсi) у фазовому просторi X = H1
0(Ω) × L2(Ω).

При цьому, єдинiсть не гарантується. Далi буде встановлено властивостi

стiйкостi щодо будь-яких обмежених збурень типу local ISS у випадку глад-

кої функцiї f i властивiсть AG для бiльш вузького класу збурень, але без

умови гладкостi f , для атрактора m-напiвпотоку незбуреної задачi (d ≡ 0).

Розглянемо многозначне вiдображення Sd : R+ ×X 7→ 2X ,

Sd(t, z0) = {z(t) | z =

(
y

yt

)
– розв’язок (4.25), z(0) = z0} (4.26)

При d ≡ 0 (незбурена задача) многозначене вiдображення S0 : R+ ×

X 7→ 2X є многозначною напiвгрупою (m-напiвпотоком), для якої iснує

глобальний атрактор Θ ¢ X , тобто Θ = S0(t,Θ) ∀t g 0 i ∀r > 0

sup
∥z0∥fr

dist(S0(t, z0),Θ) → 0, t→ ∞.

Накладаючи на f додаткову умову гладкостi, ми зможемо оцiнити вiдхи-

лення траєкторiї збуреної задачi вiд атрактору для будь-якого обмеженого

збурення d в термiнах local ISS: ∀t g 0

∥Sd(t, z0)∥Θ f β(∥z0∥Θ, t) + γ(∥d∥∞), (4.27)

для ∥z0∥Θ f r, ∥d∥∞ f r при деякому r > 0.

Без додаткових припущень на гладкiсть f для достатньо широкого кла-

су збурень d вдається встановити властивiсть асимптотичного пiдсилення:

∀z0 ∈ X

lim
t→∞

∥Sd(t, z0)∥Θ f γ(∥d∥∞). (4.28)

Спочатку встановимо розв’язнiсть та апрiорнi оцiнки для задачi (4.25).

Будемо вважати, що ∃ m, c1, c2, c3, c4 > 0 такi, що ∀s ∈ R

|f(s)| f c1(1 + |s|
n

n−2 ), (4.29)

95



F (s) g −as2 − c2, f(s) · s− F (s) + as2 g −c3, (4.30)

|g(s)| f c4, (4.31)

де a < λ1

2 , λ1 – перше власне число оператора −△ в H1
0(Ω), F (s) =

s∫
0

f(t)dt.

Розв’язок (4.25) будемо розумiти в слабкому сенсi Означення 4.1.1., тобто

функцiя z(·) =

(
y(·)

yt(·)

)
∈ L∞(0, T ;X) є слабким розв’язком (4.25) на (0, T ),

якщо ∀ψ ∈ H1
0(Ω), ∀η ∈ C∞

0 (0, T ) виконується

−

T∫

0

(yt, ψ)ηt+

T∫

0

(γ(yt, ψ) + ((y, ψ)) + (f(y), ψ)− (g(y), ψ)dt) η = 0. (4.32)

Якщо z ∈ L∞
loc(R+;X) задовольняє (4.32) ∀t > 0, то z – глобальний

слабкий розв’язок (4.25) (надалi – розв’язок).

�9@4 4.2.1. За умов (4.29)-(4.31) ∀z0 ∈ X, ∀d ∈ L2
loc(R+) iснує принаймнi

один розв’язок (4.25) з z|t=0 = z0.

Доведення. Спочатку зауважимо, що оскiльки H1
0(Ω) ¢ L

2n
n−2 (Ω) для n g 3,

H1
0(Ω) ¢ Lp(Ω) ∀p g 1 для n = 2, H1

0(Ω) ¢ C(Ω̄) для n = 1, то ∀n g 1 з

умов (4.29), (4.31) виводимо: для y ∈ L∞(0, T ;H1
0(Ω))

f(y) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), g(y)d(t) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Тому з [43] для розв’язку (4.25) маємо: ∀T > 0

z =

(
y

yt

)
∈ C([0, T ];X), зокрема умова z|t=0 = z0 має сенс.

Iснування розв’язку (4.25) встановлюється методом гальоркiнських

апроксимацiй [43]. Нехай z0 =

(
y0

y1

)
∈ X, T > 0 – заданi. Для кожного

m g 1 розглядаємо апроксимацiї

ym(t) =
m∑

i=1

gim(t)ωi,
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де {ωi} – власнi функцiї оператора −△ в H1
0(Ω), {gim(·)} – розв’язки си-

стеми звичайних диференцiальних рiвнянь

d2

dt2
(ym, ωj) + γ

d

dt
(ym, ωj) + (ym, ωj)H1

0
+

+(f(ym), ωj)− d(t)(g(ym), ωj)dt = 0, j = 1,m (4.33)

ym|t=0 = ym(0) → y0 в H1
0 , y

′
m|t=0 = y′m(0) → y1 в L2.

За Теоремою Каратеодорi розв’язок (4.33) iснує на [0, Tm]. Виведемо апрi-

орнi оцiнки, з яких, зокрема, буде випливати, що Tm = T . Розглянемо

функцiю

Ym(t) =
1

2
∥y′m(t)∥

2 +
1

2
∥ym(t)∥

2
H1

0
+ (F (ym(t)), 1) + δ(y′m(t), y(m)),

де δ ∈ (0, γ) виберемо пiзнiше.

В силу (4.33) маємо:

dYm
dt

= −(γ − δ)∥y′m(t)∥
2 − δ∥ym(t)∥

2
H1

0
− γδ(y′m, ym)−

−δ(f(ym), ym) + (y′m, g(ym)) · d(t)− δ(ym, g(ym)) · d(t) =

= −δYm(t)+

(
−γ +

3δ

2

)
∥y′m(t)∥

2−
δ

2
∥ym(t)∥

2
H1

0
+δ ((F (ym), 1)− (f(ym), ym))−

−γδ(y′m, ym) + δ2(y′m, ym) + (y′m, g(ym))d(t)− δ(ym, g(ym))d(t) f

f −δYm(t) +

(
−γ +

3δ

2

)
∥y′m(t)∥

2 −
δ

2
∥ym(t)∥

2
H1

0
+ δm∥ym∥

2 − δc3−

−δ(γ − δ)(y′m, ym) + (y′m, g(ym))d(t)− δ(ym, g(ym))d(t).

Враховуючи нерiвнiсть Пуанкаре

∥ym∥
2
H1

0
g λ1∥ym∥

2

та умову

λ1 − 2a > 0,
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з останньої нерiвностi виводимо, що для достатньо малих δ ∈ (0, γ) знайде-

ться така константа c5 > 0:

d

dt
Ym(t) f −δYm(t) + c5(1 + |d|2). (4.34)

З оцiнки (4.34), умови (4.30) i нерiвностi Пуанкаре:

1

2
∥y′m∥

2 +

(
1

2
−

a

λ1

)
∥ym∥

2
H1

0
+ δ(y′m, ym)− c2|Ω| f

f

(
1

2
∥y′m(0)∥

2 +
1

2
∥ym(0)∥

2
H1

0
+ (F (ym(0)), 1) + δ(y′m(0), ym(0))

)
e−δt+

+
c5
α

+ c5 ·

t∫

0

|d(s)|2e−δ(t−s)ds.

З цiєї оцiнки для достатньо малих δ з деякою константою c6 та для будь-

яких m g 1 випливає наступне:

∥y′m(t)∥
2 + ∥ym(t)∥

2
H1

0
f (4.35)

c6


(∥y′m(0)∥

2 + ∥ym(0)∥
2
H1

0
+ ∥ym(t)∥

2n−2
n−2

H1
0
)e−δt + 1 +

t∫

0

|d(s)|2e−δ(t−s)ds


 .

Ця оцiнка дозволяє стверджувати, що розв’язки ym системи (4.33) iснують

на [0, T ] i для деякої функцiї z =

(
y

yt

)
∈ L∞(0, T ;X) по пiдпослiдовностi

ym → y *-слабо в L∞(0, T ;H1
0),

y′m → yt *-слабо в L∞(0, T ;L2). (4.36)

Звiдси за Лемою про комактнiсть

ym → y в L∞(0, T ;L2) i м.с. в (0, T )× Ω. (4.37)
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Тодi за Лемою Лiонса

f(ym) → f(y), g(ym) → g(y) слабо в L∞(0, T ;L2) (4.38)

i, переходячи до границi в (4.33), одержуємо, що z =

(
y

yt

)
задовольняє

(4.32), z(0) = z0. Звiдси z – шуканий розв’язок (4.25), причому виконується

оцiнка (4.35). Лема доведена.

�4G64:9AAS 4.2.1. Оскiльки для розв’язку (4.25) z =

(
y

yt

)

f(y), g(y)d(t) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

то з [43] слiдує, що функцiї

t 7→ ∥yt(t)∥
2 + ∥y(t)∥2H1

0
, t 7→ (F (y(t)), 1) , t 7→ (yt(t), y(t))

є абсолютно неперервними, отже, для функцiї

Y (t) =
1

2
∥yt∥

2 +
1

2
∥y∥2H1

0
+ (F (y(t)), 1) + δ(yt, y)

ми можемо повторити всi мiркування з (4.34) та (4.35) i одержати, що будь-

який розв’язок (4.25) задовольняє (4.35).

Бiльше того, якщо d ∈ L∞(R+), то з (4.35) маємо, що кожен розв’язок

(4.25) z =

(
y

yt

)
задовольняє оцiнку: ∀t g 0

∥yt(t)∥
2 + ∥y(t)∥2H1

0
f

c6

(
(∥yt(0)∥

2 + ∥y(0)∥2H1
0
+ ∥y(0)∥

2n−2
n−2

H1
0
)e−δt + 1 +

1

δ
∥d∥2∞

)
. (4.39)

При цьому, в оцiнках (4.35), (4.39) при n = 1, 2 доданок зi ступенем 2n−2
n−2

вiдсутнiй.

�9@4 4.2.2. Нехай {zn =

(
y

ynt

)
} – послiдовнiсть розв’язкiв (4.25) на

(0, T ) зi збуреннями {dn} ¢ L2(0, T ) i початковими даними {z0n} ¢
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X, tn → t0. Якщо

z0n → z0 слабо в X, dn → d слабо в L2(0, T ), (4.40)

то iснує розв’язок (4.25) z =

(
y

yt

)
на (0, T ) такий, що z(0) = z0 i по

пiдпослiдовностi

zn(tn) → z(t0) слабо в X. (4.41)

Якщо ж збiжностi в (4.40) сильнi, то

zn(tn) → z(t0) в X.

Доведення. Нехай виконується (4.40). Використовуючи оцiнку (4.35) та Ле-

му про компактнiсть, аналогiчно (4.37) можемо стверджувати, що zn збiга-

ється до z в сенсi (4.36), (4.37) i, крiм того, ∀t ∈ [0, T ].

yn(tn) → y(t0) в L2(Ω), ynt
(tn) → yt(t0) в H−1(Ω). (4.42)

В силу (4.37) i Теореми Лебега

(g(yn), ψ) → (g(y), ψ) в L2(0, T ). (4.43)

Тодi можна перейти до границi в (4.32) i одержати, що z =

(
y

yt

)
є

розв’язком (4.25), z(0) = z0.

Оцiнка (4.35), збiжностi (4.42) i компактнiсть вкладення H1
0(Ω) ¢ L2(Ω)

одразу гарантують виконання (4.41).

Нехай збiжностi в (4.40) сильнi. Враховуючи зауваження (4.2.1) для

абсолютно-неперервної функцiї

Vn(t) =
1

2
∥ynt

(t)∥2 +
1

2
∥yn(t)∥

2
H1

0
+ (F (yn(t)), 1)

маємо рiвнiсть: для м.в. t ∈ (0, T )

d

dt
Vn(t) = −γ∥ynt

(t)∥2 + (g(yn(t)), ynt
(t)) · dn(t).
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Отже, для всiх t ∈ [0, T ], зокрема для t = tn, маємо:

1

2

(
∥ynt

(tn)∥
2 + ∥yn(tn)∥

2
H1

0

)
+ γ

tn∫

0

∥ynt
(s)∥2ds = Vn(0)− (F (yn(tn)), 1)+

+

tn∫

0

(g(yn(s)), ynt
(s)) dn(s)ds. (4.44)

Обгрунтуємо перехiд до границi в правiй частинi (4.44). Очевидно, що

Vn(0) → V (0). В силу (4.42)

F (yn(tn, x)) → F (y(t0, x)) для м.в. x ∈ Ω.

Крiм того, в силу компактностi вкладення H1
0(Ω) ¢ L

2n−2
n−2 (Ω) маємо

yn(tn) → y(t0) в L
2n−2
n−2 (Ω).

Оскiльки, в силу (4.29)

|F (s)| f c7
(
1 + |s|

2n−2
n−2

)
,

то за теоремою Лебега

(F (yn(tn)), 1) → (F (y(t0)), 1) . (4.45)

В силу (4.37) i Теореми Лебега g(yn) → g(y) в L2(0, T ;L2(Ω)). Тодi з (4.36)

i сильної збiжностi dn → d в L2(0, T ) маємо:

T∫

0

(g(yn(τ)), ynt
(τ)) dn(τ)dτ →

T∫

0

(g(y(τ)), yt(τ)) d(τ)dτ. (4.46)

З оцiнки (4.35)

tn∫

t0

| (g(yn(s)), ynt
(s)) dn(s)|ds f c

tn∫

t0

|dn(s)|ds→ 0 при n→ ∞.
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Отже, з (4.46) виводимо можливiсть граничного переходу в останньому

доданку рiвностi (4.44). Тодi з (4.44) виводимо:

1

2
lim
n→∞

(
∥ynt

(tn)∥
2 + ∥yn(tn)∥

2
H1

0

)
+ γ

t0∫

0

∥yt(s)∥
2ds f

f V (0)− (F (y(t0)), 1) +

t0∫

0

(g(y(s)), yt(s)) d(s)ds = (4.47)

=
1

2

(
∥yt(t0)∥

2 + ∥y(t0)∥
2
H1

0

)
+ γ

t0∫

0

∥yt(s)∥
2ds.

З (4.47) виводимо lim
n→∞

∥zn(tn)∥X f ∥z(t0)∥X , що разом з (4.41) гарантує

сильну збiжнiсть zn(tn) до z(t0) в X . Лема доведена.

Тепер встановимо властивiсть local ISS для задачi (4.25).

Спочатку розглянемо незбурену задачу




ytt + γyt −△y(t, x) + f(y(t, x)) = 0, t > 0, x ∈ Ω,

y(t, x)|x∈∂Ω = 0.
(4.48)

За умов (4.29), (4.30) вiдомо [91], що m-напiвпотiк

S0(t, z0) = {z(t) | z =

(
y

yt

)
– розв’язок (4.48), z(0) = z0} (4.49)

має в фазовому просторi X = H1
0(Ω) × L2(Ω) глобальний атрактор Θ. З

Леми (4.2.2) i оцiнки (4.39) одразу випливають наступнi властивостi S0:

∀tn → t0 g 0, ∀zn0 → z0, ∀ξn ∈ S0(tn, z
n
0 )

по пiдпослiдовностi ξn → ξ0 ∈ S0(t0, z0), (4.50)

∀r > 0 множина {S0(t, z0) | t g 0, ∥z0∥X f r} – обмежена в X. (4.51)
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Властивостi (4.50), (4.51) гарантують стiйкiсть Θ в наступному сенсi [5]:

∃β ∈ KL ∀z0 ∈ X, ∀t g 0 ∥S0(t, z0)∥Θ f β(∥z0∥Θ, t). (4.52)

Тепер розглянемо сiм’ю {Sd}d∈D, означену в (4.26), де D = L∞(R+), що

описують динамiку збуреної задачi (4.25).

Крiм умов (4.29)-(4.31) зробимо додаткове припущення:

f ∈ C1(R) та ∃c8 > 0 ∀s ∈ R |f ′(s)| f c8(1 + |s|r), r <
n

n− 2
. (4.53)

Вiдомо [44], що умова (4.53) гарантує єдинiсть розв’язку задачi (4.48), тобто

вiдображення S0 з (4.49) є однозначним. При цьому, оскiльки функцiя g,

що характеризує величину збурень, може бути нелiпшицевою, умова (4.53)

не гарантує єдинiсть для збуреної задачi (4.25).

&9BD9@4 4.2.1. Нехай виконуються умови (4.29)-(4.31), (4.53). Тодi сiм’я

{Sd}d∈D, D = L∞(R+)

має властивiсть local ISS, тобто ∃r > 0, ∃β ∈ KL, ∃γ ∈ K такi, що

∀∥z0∥Θ f r, ∀∥d∥∞ f r, ∀t g 0

∥Sd(t, z0)∥Θ f β(∥z0∥Θ, t) + γ(∥d∥∞). (4.54)

Доведення. Згiдно Теоремi 2.2.2 достатньо встановити наступнi властиво-

стi:

∀r > 0 множина {Sd(t, z0) | t g 0, ∥d∥∞ f r, ∥z0∥X f r} – обмежена в X,

(4.55)

∀r > 0 ∃c(r) > 0 ∀∥z
(1)
0 ∥X f r, ∥z

(2)
0 ∥X f r, ∀t g 0

∥S0(t, z
(1)
0 )− S0(t, z

(2)
0 )∥X f ec(r)t∥z

(1)
0 − z

(2)
0 ∥X , (4.56)

∃κ ∈ K, ∃ неперервна η : R2
+ 7→ R+ такi, що ∀r > 0

lim
t→0+

η(r, t)

t
<∞ i ∀t g 0, ∀∥z0∥X f r, ∀∥d∥∞ f r
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dist(Sd(t, z0), S0(t, z0)) f η(r, t)σ(∥d∥∞). (4.57)

Властивiсть (4.55) є наслiдком оцiнки (4.39). Властивiсть (4.56) випливає

з наступних мiркувань: для ∥y1∥H1
0
f r, ∥y2∥H1

0
f r з (4.53), нерiвностi

Гельдера та вкладення H1
0(Ω) ¢ L

2n
n−2 (Ω) маємо

∫

Ω

|f(y1)− f(y2)|
2dx f

c
(
1 + ∥y1∥

n
n−2

L
2n
n−2

+ ∥y2∥
n

n−2

L
2n
n−2

)
∥y1 − y2∥

2

L
2n
n−2

f c(r)∥y1 − y2∥
2
H1

0
. (4.58)

Нехай z(1) =

(
y(1)

y
(1)
t

)
, z(2) =

(
y(2)

y
(2)
t

)
– розв’язки (4.48), ∥z(1)(0)∥X f

r, ∥z(2)(0)∥X f r. Тодi з (4.58) для ω(t) = y(1)(t)− y(2)(t) виводимо:

1

2

d

dt

(
∥ωt∥

2 + ∥ω∥2H1
0

)
+ γ∥ωt∥

2 f c
1
2 (r)∥ω∥H1

0
· ∥ωt∥,

d

dt

(
∥ωt∥

2 + ∥ω∥2H1
0

)
f c

1
2 (r)

(
∥ωt∥

2 + ∥ω∥2H1
0

)
.

Iз Леми Гронуола одержуємо (4.56).

Покажемо виконання (4.57). Нехай z(1) =

(
y(1)

y
(1)
t

)
– довiльний розв’язок

(4.25) зi збруеннням d, ∥d∥∞ f r i початковою умовою z0, z(2) =

(
y(2)

y
(2)
t

)

– єдиний розв’язок (4.48) з початковою умовою z0, ∥z0∥X f r. Тодi для

ω(t) = y(1)(t)− y(2)(t) маємо оцiнку: ∀t ∈ (0, T )

d

dt

(
∥ωt∥

2 + ∥ω∥2H1
0

)
f

f c
1
2 (r)

(
∥ωt∥

2 + ∥ω∥2H1
0

)
+ c4 · |Ω|

1
2 · ∥d∥∞ · sup

t∈[0,T ]

(
∥ωt∥+ ∥ω∥H1

0

)
.

Iнтегруючи по [0, t], одержуємо:

∥ωt(t)∥
2 + ∥ω(t)∥2H1

0
f c

1
2 (r)

t∫

0

(
∥ωt(s)∥

2 + ∥ω(s)∥2H1
0

)
ds+
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+c4 · T · |Ω|
1
2 · ∥d∥∞ · sup

t∈[0,T ]

(
∥ωt∥+ ∥ω∥H1

0

)
. (4.59)

Пiсля застосування Леми Гронуола з (4.59) одержуємо: iснують c >

0, η(r) > 0 такi, що

sup
t∈[0,T ]

∥z(1)(t)− z(2)(t)∥X f c · ∥d∥∞ · T · eη(r)T ,

звiдки виводимо властивiсть (4.57). Теорема доведена.

Встановимо властивiсть асимптотичного пiдсилення для задачi (4.25).

Покажемо, що за умов (4.29)-(4.31) для достатньо широкого класу збу-

рень D1 ¢ L∞(R+) глобальний атрактор Θ m-напiвпотоку S0 є стiйким в

сенсi AG, тобто виконується робастна оцiнка (4.28).

В якостi множини D1 вiзьмемо всi функцiї d ∈ L∞(R+), для яких

sup
tg0

t+1∫

t

|d(s+ τ)− d(s)|2ds f ψ(|l|), (4.60)

де ψ може залежати вiд d i ψ(p) → 0, p→ 0+.

Властивiсть (4.60) виконується, наприклад, для абсолютно неперервних

функцiй d ∈ L∞(R+), у яких d′ ∈ L∞(R+).

Множина D1 є трансляцiйно-iнварiантною, тобто

∀d ∈ D1, ∀h g 0 T (h) · d(·) := d(·+ h) ∈ D1.

Як було показано в попередньому пiдроздiлi, умова (4.60) гарантує, що

∀d ∈ D1 множина

Σ(d) := clL2
loc
{d(·+ h) | h g 0}

є трансляцiйно-iнварiантною, компактною в L2
loc(R+), d ∈ Σ(d), Σ(0) = 0 i

∀σ ∈ Σ(d)

sup
tg0

t+1∫

t

|σ(s)|2ds f sup
tg0

t+1∫

t

|d(s)|2ds f ∥d∥2∞. (4.61)

З (4.61), зокрема, маємо: dn → 0 в L∞(R+), σn ∈ Σ(dn) ⇒ σn → 0 в
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L2
loc(R+).

&9BD9@4 4.2.2. Нехай виконуються умови (4.29)-(4.31), (4.60). Тодi сiм’я

m-напiвпроцесiв {Sd}d∈D1
, породжена розв’язками збуреної задачi (4.25)

має властивiсть AG вiдносно глобального атрактору Θ незбуреної си-

стеми (4.48), тобто

∃γ ∈ K ∀d ∈ D1, ∀z0 ∈ X

lim
t→∞

∥Sd(t, z0)∥Θ f γ(∥d∥∞). (4.62)

Доведення. Позначимо SΣ(d)(t, z0) :=
⋃

σ∈Σ(d)

Sσ(t, z0).

Оскiльки ∀t g 0, ∀d ∈ D1, ∀σ ∈ Σ(d) в силу (4.61)

t∫

0

|σ(s)|2e−γ(t−s)ds f
1

γ
∥d∥2∞, (4.63)

то з (4.35) виводимо: ∃c > 0 ∀r > 0 ∃T (r) ∀t g T (r), ∀∥z0∥X f r, ∀z(·) –

розв’язку (4.25) з z(0) = z0 i збуренням σ ∈ Σ(d) виконується оцiнка

∥z(t)∥X f c(1 + ∥d∥∞). (4.64)

Враховуючи властивiсть дисипативностi (4.64), компактнiсть Σ(d) та оцiн-

ку (4.61), згiдно Теореми 2.2.3 для одержання робастної оцiнки (4.62) до-

статньо встановити наступнi властивостi:

σn → σ в L2
loc(R+), z

n
0 → z0 в X, ξn ∈ Sσn

(t, zn0 ), ξn → ξ в X ⇒

⇒ ξ ∈ Sσ(t, z0), (4.65)

σn → σ в L2
loc(R+), z

n
0 → z0 слабо в X, tn · ∞, ξn ∈ Sσn

(t, zn0 ) ⇒

⇒ {ξn} предкомпактна в X. (4.66)

Властивiсть (4.65) випливає з Леми (4.2.2). Доведемо (4.66).

Покладемо ξn = zn(tn), де zn(·) є розв’язком (4.25) з d = σn, zn(0) = zn0 .

З оцiнок (4.35), (4.61) та припущення (4.66) виводимо, що послiдовнiсть
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{ξn} є обмеженою в X . Отже, по пiдпослiдовностi

ξn → ξ слабо в X. (4.67)

Ми можемо видiлити таку пiдпослiдовнiсть, що ∀M g 1

zn(tn −M) → ξM слабо в X.

Бiльше того, ∀t g 0 для достатньо великого n, за властивiстю коциклу,

матимемо:

zn(tn −M + t) ∈ Sσn(·+tn−M)(t, 0, zn(tn −M)).

Виберемо σ̄n(t) := σn(t + tn −M). Припущення (4.66) дозволяє стверджу-

вати, що для деякого σ̄ виконується:

σ̄n → σ̄ в L2
loc(R+). (4.68)

Отже, тому з леми 4.2.2 для z̄n(t) = zn(t+ tn −M) маємо, що ∀t g 0

z̄n(t) → z̄(t) слабо в X,

z̄(t) ∈ Sσ̄(t, 0, ξM).

Зокрема,

z̄n(M) = ξn → z̄(M) = ξ слабо в X.

Аналогiчно Теоремi 4.1.1 виводимо, що кожен розв’язок (4.25) z(·) зi

збуренням d(·) задовольняє рiвняння

d

dt
I(z(t)) + γI(z(t)) = Hd(t, z(t)), (4.69)

де

I(z) =
1

2
∥yt∥

2 +
1

2
∥y∥2H1

0
+ (F (y), 1) +

γ

2
(yt, y),

Hd(t, z) = γ(F (y(t)), 1)−
γ

2
(f(y(t)), y(t))+

γ

2
(g(y(t)), y(t))d(t)+(g(y(t)), yt(t))d(t).
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Запишемо (4.69) для z̄n i пiсля iнтегрування по [0,M ] отримаємо:

I(ξn) = I(zn(tn −M))e−γM +

M∫

0

eγ(p−M) ·Hσ̄n
(p, z̄n(p))dp. (4.70)

Застосовуючи до {z̄n} тi ж самi аргументи, що й в (4.45) та (4.46) та беручи

до уваги сильну збiжнiсть (4.68), виводимо: ∀M g 0

M∫

0

eγ(p−M) ·Hσ̄n
(p, z̄n(p))dp→

M∫

0

eγ(p−M) ·Hσ̄(p, z̄(p))dp as n→ ∞.

З оцiнки (4.35) маємо: ∃c > 0 ∀t g 0, ∀n g 1

|I(zn(t))| f c, (4.71)

де стала c не залежить вiд M .

Тодi з (4.70) та (4.71) виводимо, що

lim
n→∞

I(ξn) f c · e−γM +

M∫

0

e−γ(p−M) ·Hσ̄(z̄(p))dp =

= ce−γM + I(ξ)− I(ξM)e−γM f 2ce−γM + I(ξ).

Таким чином,

lim
n→∞

1

2
∥ξn∥

2
X f 2ce−γM +

1

2
∥ξ∥2X .

Переходячи до границi при M → ∞, отримуємо

lim
n→∞

∥ξn∥X f ∥ξ∥X .

Поєднуючи цю нерiвнiсть зi слабкою збiжнiстю (4.67), отримуємо, що для

послiдовнiсть {ξn} є передкомпактною в X . Теорема доведена.
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4.3 �<EAB6>< 8B DB;8i?G 4

В даному роздiлi на основi результатiв про якiсну поведiнку еволюцiйних

систем без єдиностi, одержаних в другому роздiлi, дослiджується робастна

сiйкiсть атракторiв по вiдношенню до збурень для нелiнiйного хвильового

рiвняння з дисипацiєю. В пiдроздiлi 4.1 викладено результати щодо гло-

бальної розв’язностi та апрiорних оцiнок для загального хвильового рiв-

няння з негладкою функцiєю взаємодiї та на їх основi для неавтономних

збурень доведено властивiсть асимптотичного пiдсилення для глобального

атрактру незбуреної системи по вiдношенню до збурень. В пiдроздiлi 4.2

розглянуто хвильове рiвняння зi збуренням, що мiстить фазову змiнну та

не гарантує єдинiсть розв’язку задачi Кошi. Встановлено результати про

глобальну розв’язность та регулярнiсть розв’язкiв та доведено результат

про локальну стiйкiсть та асимптотичне пiдсилення для глобального атра-

ктру незбуреної системи по вiдношенню до збурень. Результати, викладенi

в роздiлi, опублiкованi в [2, 6]
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Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню стiйкостi глобальних атра-

кторiв нелiнiйних еволюцiйних систем без єдиностi по вiдношенню до зов-

нiшнiх збурень.

Перший роздiл роботи присвячений огляду лiтератури по данiй тематицi

та методики проведення дисертацiйних дослiджень. Наведено основнi по-

ложення теорiї стiйкостi вiд входу до стану для систем диференцiальних

рiвнянь. Також висвiтлено роботи авторiв, якi займалися застосуванням

цiєї теорiї до дослiдженням якiсної поведiнки розв’язкiв як скiнченнови-

мiрних, так i нескiнченновимiрних дисипативних систем.

У другому роздiлi дослiджується многозначнi напiвпотоки та напiвпро-

цеси, породженi еволюцiйними системами без єдиностi, та стiйкiсть їх атра-

кторiв. Детально проаналiзовано структуру i властивостi м-напiвпотокiв,

породжених еволюцiйними автономними системами без єдиностi, а також

вивчено структуру м-напiвпроцесiв, що виникають при наявностi неавто-

номних збурень. Доведено результат про асимптотичну стiйкiсть глобаль-

ного атрактору м-напiвпроцесу у формi робастної оцiнки. На основi цього

доведено теорему про локальну стiйкiсть вiд входу до стану атрактору ево-

люцiйної системи без єдиностi за наявностi збурень. Використовуючи ре-

зультат про напiвнеперервну зверху залежнiсть атрактору м-напiвпроцесу

вiд параметру доведено теорему про робастну стiйкiсть глобального атра-

ктору вiдносно збурень у формi асимптотичного пiдсилення.

У третьому даному роздiлi на основi одержаних абстрактних результа-

тiв про якiсну поведiнку еволюцiйних систем без єдиностi, одержаних в

другому роздiлi, дослiджується робастна сiйкiсть атракторiв по вiдношен-

ню до збурень для ряду дисипативних нелiнiйних параболiчних систем. В

пiдроздiлi 3.1 викладено результати щодо глобальної розв’язностi та апрi-

орних оцiнок для загальних параболiчних рiвнянь з негладкою функцiєю
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взаємодiї типу реакцiя-дифузiя. В пiдроздiлi 3.2 для параболiчної систе-

ми типу реакцiя-дифузiя з гладкою нелiнiйнiстю та збуренням, що мiстить

фазову змiнну та не гарантує єдинiсть розв’язку задачi Кошi, доведено ре-

зультат про локальну стiйкiсть глобального атрактру незбуреної системи

по вiдношенню до збурень. В пiдроздiлi 3.2 для загальної системи типу

реакцiя-дифузiя з негладкою нелiнiйнiстю та неавтономних збуренням до-

ведено властивiсть асимптотичного пiдсилення для глобального атрактру

незбуреної системи по вiдношенню до збурень. В пiдроздiлi 3..3 доведено

робастну стiйкiсть атрактору дисипативної еволюцiйної системи, що скла-

дається з параболiчної нелiнiйної системи та системи звичайних диферен-

цiальних рiвнянь, що збурюються вхiдними обмеженими сигналами.

В четвертому роздiлi на основi результатiв про якiсну поведiнку еволю-

цiйних систем без єдиностi, одержаних в другому роздiлi, дослiджується

робастна сiйкiсть атракторiв по вiдношенню до збурень для нелiнiйного

хвильового рiвняння з дисипацiєю. В пiдроздiлi 4.1 викладено результати

щодо глобальної розв’язностi та апрiорних оцiнок для загального хвильово-

го рiвняння з негладкою функцiєю взаємодiї та на їх основi для неавтоном-

них збурень доведено властивiсть асимптотичного пiдсилення для глобаль-

ного атрактру незбуреної системи по вiдношенню до збурень. В пiдроздiлi

4.2 розглянуто хвильове рiвняння зi збуренням, що мiстить фазову змiнну

та не гарантує єдинiсть розв’язку задачi Кошi. Встановлено результати про

глобальну розв’язность та регулярнiсть розв’язкiв та доведено результати

про локальну стiйкiсть та асимптотичне пiдсилення глобального атрактру

незбуреної системи по вiдношенню до збурень.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi новi науковi результати:

– одержано достатнi умови локальної стiйкостi щодо неавтономних збу-

рень для глобального атрактору абстрактної нескiнченновимiрної еволю-

цiйної системи без єдиностi;

– встановлено робастну оцiнку типу асимптотичного пiдсилення для не-

автономних еволюцiйних систем без єдиностi вiдносно атракторiв автоном-

них незбурених систем;

– для параболiчної системи типу реакцiя-дифузiя з гладкою нелiнiйнiстю

та збуренням, що мiстить фазову змiнну та не гарантує єдинiсть розв’язку
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задачi Кошi, доведено результат про локальну стiйкiсть глобального атра-

ктру незбуреної системи по вiдношенню до збурень;

– для загальної системи типу реакцiя-дифузiя з негладкою нелiнiйнiстю

та неавтономних збуренням доведено властивiсть асимптотичного пiдсиле-

ння для глобального атрактру незбуреної системи по вiдношенню до збу-

рень;

– доведено робастну стiйкiсть атрактору дисипативної еволюцiйної си-

стеми, що складається з параболiчної нелiнiйної системи та системи зви-

чайних диференцiальних рiвнянь, що збурюються вхiдними обмеженими

сигналами;

– для загального нелiнiйного гiперболiчного рiвняння з негладкою фун-

кцiєю взаємодiї та неавтономних збуренням доведено властивiсть асимпто-

тичного пiдсилення для глобального атрактру незбуреної системи по вiд-

ношенню до збурень;

– для гiперболiчного рiвняння з гладкою нелiнiйнiстю та збуренням, що

мiстить фазову змiнну та не гарантує єдинiсть розв’язку задачi Кошi, до-

ведено результат про локальну стiйкiсть та асимптотичне пiдсилення для

глобального атрактру незбуреної системи по вiдношенню до збурень.

Результати роботи доповнюють абстрактну теорiю стiйкостi еволюцiй-

них нескiнченновимiрних систем без єдиностi розв’язку та можуть бути

використанi в подальшому для дослiдження якiсної поведiнки розв’язкiв

дисипативних диференцiальних рiвнянь в частинних похiднихь. Одержанi

в роботi результати також можуть мати прикладне значення, зокрема, при

дослiдженнi стiйкостi граничних режимiв в системах з зовнiшнiми сигна-

лами.
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